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I - POSITION DU PROBLEME 

Pour satisfaire la demamle d'~nergie ~leetrique, Electricit~ de France 
dispose de moyens de production hydraulique et de centrales thermiques et nucl~aires. 
Le syst~me fran~ais de production-consommation pr~sente les caract~ristiques 
suivantes : 

- Une demande d'~nergie ~lectrique nettement plus importante l'hiver que l'~t~. 
Cette demande est al~atoire et est caract~ris~e par une dispersion relativement 
faible. 

- Un pare de centrales thermiques tr~s diversifi~ qui se traduit ~conomiquement 
par un co~t marginal du kWh produit fortement croissant avec la puissance appel~e. 

- Un pare d'usines hydrauliques compos~ en partie d'un certain nombre de grands 
r~servoirs recevant leurs apports au moment de la fonte des neiges c'est-~-dire 
en dehors de la p~riode de forte consommation. Ces apports hydrauliques sont 
al~atoires et pr~sentent en ggn~ral des dispersions assez importantes. 

La gestion annuelle des moyens de production consiste done ~ utiliser, 
dans la mesure o~ les algas le permettent, les r~servoirs saisonniers de fa~on 
stocker l'eau en p~riode de forte hydraulicit~ pour l'utiliser au moment o~ la 
consommmtion est plus ~lev~e. 

De fa~on plus precise le gestionnaire doit, ~ chaque instant, arbitrer 
entre l'utilit~ immediate attach~e ~ un destockage des r~serves (valoris~ par 
rapport ~ l'~conomie de combustible qu'il procure) et une esp~rance future de gain 
qu'il pourra retirer de l'eau en rgserve. 

Bien entendu, pour ~valuer g chaque instant l'intgr~t ~eonomique d'un 
kWh en rgserve, il est ngeessaire d'optimiser globalement sur l'ann~e l'ensemble 
des grands r~servoirs (une trentaine) et l'ensemble des autres moyens de production. 

On voit done apparaltre ici les principales diffieult~s du probl~me de 
la gestion optJmale du pare des ~quipements de production ~lectrique, difficult~s 
li~es : 

- ~ la grande dimension du probl~me, 

- au caract~re dynamique de la r~gularisation saisonni~re, 

- au caract~re al~atoire de la demande ~lectrique et des apports hydrauliques. 
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Bien que l'objet de cette &rude soit seulement celui de la gestion des 
r&servoirs d'une mSme vallge hydraulique, on s'int~ressera cependant tout d'abord 
aux grandes lignes du probl~me de l'optimisation sur l'annEe de l'ensemble des 
moyens de production. En effet c'est ~ partir de ce dernier~ consid~r~ comme 
problgme global, que l'on obtiendra, par d~composition pour chaque vall~e hydrauli- 
que, le problgme local de la gestion optimale des diffErents r~servoirs Equipant 
celle-ci. 

1.1 - Formulation du probl~me global 

On d&signera par (0,T) la pgriode totale de gestion, la p~riode ~l~mentai- 
re (t, t+l) repr&sentant la semaine t. 

La demande &lectrique sur la semaine est structurge en m postes (heures 
de pointe, heures pleines, h~ures creuses, etc.,.). La demande globale D est par 

m£ 
consequent un vecteur de ~ . 

L'finergie produite par le pare thermique et nucl~aire sera repr~sent~e 
par un seul vecteur p ~ ?mT 

Enfin on supposera que le parc hydraulique est compos~ de N vallges 
hydrauliques ind~pendantes (j = I g N) c'est-~-dire sans aval commun. 

Pour chaque vallEe j on cherche ~ determiner l'Evolution (Z~_ ..... Z~)=Zj_ 

du ou des rgservoirs de cette vall6e. La dimension du vecteur Z, 6tant ggale au 
nombre de reservoirs en sErie et/ou en parall~le. J 

On se donne enfin pour tout j la fonetion 

Zj --> Hj(Zj) ~ ~mT 

qui ~ une fivolution de la r6serve j donne la production en ~nergie de la vallge 
sur les m postes des T semaines. On reviendra, lors de la formulation dgtaill6e du 
problgme local, sur les questions soulev~es par la construction d'une telle fonction. 

Le problgme de la minimisation du co~t de l'gnergie thermique et nuclgaire 
produite peut maintenant s'Ecrire : 

MIN C( P ) 
(Z,P) 

sous la contrainte globale 

N 
E Hj(Zj) + P ~ D (P G) j = I 

et sous les contraintes locales 

P ~ 0 

zj 6~ 

~ensemble des Evolutions admissibles de la r~serve j o3 Zj repr~sente 
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1.2 - D~composition du probl~me global 

En remarquant que : 

- la croissance du co~t marginal thermique entralne la eonvexit~ de la fonction C(P), 

- l'optimisation, dgcrite plus loin, des quantit~s d'eau turbin~es ~ l'int~rieur de 
la semaine se traduit par un effet de rendement d~croissant de ces derni~res et 
permet d'assurer la eoncavit~ des fonctions Hj(Zj) pour (j = ! ~ N), 

- si deux 6volutions d'une rgserve sont admissibles, alors toute combinaison convexe 
de ces deux trajectoires est encore une trajectoire admissible : autrement dit 
~j est eonvexe pour tout j 

- si on introduit un co~t de d~faillance, e'est-~-dire si on ne borne pas P supg- 
rieurement, alors le domaine admissible du problgme global ~ un int~rieur non 
vide o 

on peut alors assurer (1) qu'il existe un vecteur p>~0 tel que la solution opti- 
male (Z],...,Zm, p) du probl~me (PG) soit solution du problgme 

~IN ~ (P, z, P) 

Zj6Zj 

P ~O 

on p 6 ~mT et Z = (E l ..... Z N) 

N 
avec ~(p, Z, P) = C(P) - <'p, E H~(Z~) + P - D~ > 

j=! O J 

On constate immgdiatement que la minimisation du lagrangien s'obtient 
en rgsolvant les N+I probl~mes locaux suivants : 

PL MIN C(P) --<p, P 
O 

P>j0 

PL. 
J 

(j=1 ~ N) 

MAX <p, Hj(Zj) 

Zj 6 ~j 

Ainsi la connaissance de la variable duale p permet de d~centraliser la 
recherche de l'optimum global. Pour ~tre efficace, cette procedure, mettant en 
oeuvre un algorithme de coordination pour la recherche de la variable duale p, 
suppose une convergence rapide de la m6thode de r~solution num~rique des probl~mes 
locaux. 



342 

II - LE PROBLEME DE LA GESTION DES RESERVOIRS D'L~E VALLEE 

II.] - Position du probl~me 

La forme du problgme local prgc~dent nous indique donc que l'on doit 
optimiser la valeur de la production EnergEtique en tenant compte de l'ensemble 
des contraintes relatives g la vall~e hydraulique consid~rge. 

Le problgme est pos~ en boucle ouverte adaptEe (2). On dgsire en effet 
construire une procedure d'optimisation qui utilise au mieux toutes les informations 
disponibles au moment de la prise de decision. Autrement dit, on exploitera chaque 
semaine le modgle et on ne retiendra que la premiere d~cision. Ceci permet de 
profiter au mieux des derni~res r~alisations connues de la consommation, des niveaux 
d'eau dans les diff~rents r~servoirs, de la disponibilit~ des tranches thermiques 
et nucl~aires. 

On sera conduit ~ utiliser une trajectoire dEfinie par les Equations 
d ' ~volution 

t+ | t t 
X = X -- U 

x ° = Sinit 
t 

que l'on appellera par ia suite "trajectoire ~ viser" (o~ le vecteur x contient 
autant de composantes qu'il y a de r~servoirs saisonniers dans la vallEe hydraulique 
consid~r~e) 

x t 
i 
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Ii est n~cessaire d'imposer certaines contraintes sur le niveau de cette 
trajectoire g viser. En plus des contraintes de niveau minimum et maximum, on fixe- 
raun certain gtat final (r~servoirs pleins au ler septembre, avant la p~riode de 
forte consommation). On imposera une contrainte en probabillt~ sur le niveau mini- 
mum de fa~on ~ atteindre au moins l'gtat final avec une certaine probabilit~ fix~e 
a priori. De m~me on fixera une eontrainte en probabilit~ sur le niveau maximum de 
fa~on g ne pas subir trop de d~versements. 

Pour arbitrer entre les diff~rentes trajectoires ~ viser, on calculera 
l'esp~rance de la valeur de la production ~nerggtique pour toutes les armies 
d'observation de l'~chantillon hydraulique dont on dispose. Cette procedure ~vite 
l'estimation des lois de probabilitg des apports hydrauliques. 

La difficult~ essentielle du probl~me provient du caract~re al~atoire 
des apports qui ne permettent pas de suivre dans tousles cas cette trajectoire 
viser. En effet si le destockage est u t, la quantit~ turbin~e sera u t + a~ (off a~ 
repr~sente les apports de la semaine t de l'ann~e ~ de l'~chantillon des observa- 
tions hydrauliques). Or la quantit~ turbin~e u t + a~ peut ne pas ~tre comprise 
entre les bornes V t et V t entre lesquelles la turbine doit travailler. Dans 

ax 
mln eon~u~t, pour respecter ees derni~res contraintes, ~ quitter ces conditions on sera 

la trajectoire ~ viser vers le haut dans le cas des fortes hydraulicit~s et vers 
le has dans le cas des faibles hydraulieit~s. 

Pour d~terminer la valeur du crit~re ~conomique il sera ngcessaire de 
disposer de la production ~nerg~tique E~(h,q) associ~e ~ une hauteur d'eau h et 

une quantit~ turbinge q pour l'ann~e hydraulique ~, le poste horaire k et la 
semaine t. 

Cette fonction E(h,q) est le r~sultat d'une optimisation complexe au sein 
de la vall~e. Ii s'agit en effet, pour les d~cisions de destockage envisag~es sur 
les lacs de la vall~e, de g~rer au mieux l'ensemble des usines hydrauliques ~qui- 
pant cette vall~e, de fagon ~ produire pendant les heures les plus charg~es de la 
journ~e. Cette optimisation est effectu~e heure par heure en tenant compte notam- 
merit des temps d'~coulement de l'eau entre les diff~rentes usines. 

II.2 - Formulation du probl~me de la sestion des r~servoirs d'une y all~e 

On est conduit g traiter un probl~me de commande optimale stochastique. 
On utilisera, dans ee but, une d~marche analogue ~ celle ~tudi~e par M. QUADRAT (3). 

On cherche ~ optimiser le crit~re ~conomique : 

MAx ~ g z Ek~ ( ~ ,  " Pk ~-  ( S f i n a l - Y ~ )  X 
~=I ~t=O k=l  

t t+l 

avec h t Y£ + y~ 
2 

t 
(o~ Lest le nombre d'ann~es d'observation hydraulique, Pk£ sont les prix permettant 
la d~composition du problgme global et % la valeur finale de l'eau, ce qui permet 
de valoriser les ~carts ~ l'~tat final imposg). 

l'~tat al~atoire y~ gvoluant selon les ~quations 

t+1 t t t 
y~ = y~ + a~ - q~ 

o 

yz = Sinit 
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Pour simplifier ia recherche de la strat~gi.e optimale en boucle ferm~e, on impose 
une loi de feedback de la forme : 

t t t (V~ It x t t t vt ]I 
q% (y%, az) = MIN ax' MAX (yz - + u + az) min 

t t 
o~ l'optimisation s'effectue par rapport aux paramgtres x , u de la loi de 
feedback, ces paramgtres ~tant figs par l'~quation d'~volution x t+1 = x t - u t. On 
impose de plus les contraintes 

S ~ i n - ~ : x t ~ - ~ s t  
m a x  

x ° = S. . 
Inlt 

x T = S f i n a  1 

t 
(o0 x t et u sont des vecteurs ~ n eomposantes s'il y a n rfiservoirs saisonniers 
i n t e r d f i p e n d a n t s  d a n s  l a  v a l t f i e  c o n s i d ~ r g e ) ,  

Ii est possible de reformuler le problgme prgc~dent ~ partir des seuls 
p a r a m ~ t r e s  x t ,  u t de l a  l o i  de f e e d b a c k  : 

MAX ~ ~? E t t o t 
~=I ~t=O k=! Ekg h (x 0 ,xt,u°,. ,u t) q~ (x ° ,x ,u ,. 'ut). Pk~ 

, o 
_ ° . , x  . . . . .  

~+~ t t 
X = X -- n 

x ° = S 
inlt 

x t = Sfina I 

S t . ~ x t ~ S t 
i m~n max 

Pour simplifier les notations on posera 

z=IL iT~Imk=l ~]'q£ ( y~T] I T-! o -- E [Sfina I- • X V(x ° o.,X ,u ,o.°,u T-I) = E 1 t t t . 
'° L ~t=0 Ek~ ' Pk~ - 

La fonction V apparalt donc comme !a valeur de l'gnergie produite par la vallge 
consid~rge. 

On dolt donc r~soudre le probl~me de commande optimale : 

MAX V(x o T-I o T-l) 

i xt+ I = x t _ u t 

x = Sinit 

x T = Sfina l 

Stin ~ x t ~ Stax 
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L'int6r~t de la m6thode de d6composition du probl~me global repose sur la 
grande simplicit6 de la structure des problgmes locaux, simplicit6 qui permettra 
de disposer d'une mgthode de r6solution particuli~rement rapide. 

III- RESOLUTION NUM~RIQI~ 

III.l - Recherche d'u n point-selle 

La seule difficult6 du probl~me precedent provient des contraintes sur 
les ~tats 

S t" ~x t S t 
mln ~ ~ max 

On utilise une m6thode de recherche du point-selle du lagrangien 

(y,6,X,U) = V(x ° .... xT-|,u ..... u + Z yt(xt - S in ) - {t(xt - S ax > 
t=1 

ce qui permet de transformer la r6solution d'un probl~me de commande optimale avec 
contraintes sur les 6tats en une suite de problgmes de commande optimale sans 
contraintes sur les 6tats. 

On recherche donc y, 6, X, U tels que 

pour y, ~ 0 

~(~, ~, x, u)~ %(y, ~, x, u) 

t+1 t t 
pour x = x - u 

X O = S. 

init 

x T = S f i n a  1 

Pour la recherche d'un point-selle (y, 6, X, U) du lagrangien 
(y, ~, X, U) on a utilis6 la m6thode classique d'UZAWA. La concavit6 du crit~re 

et la d~finition du domaine admissible permettent d'affirmer d'une part l'existence 
d'un point-selle et d'autre part la convergence de la m6thode d'UZAWA vers un tel 
point. On est donc conduit g r6soudre successivement un probl~me primal et un 
prob lgme dual. 

- e_robl_~me_pr!ma ! - 

A l'it6ration k, on maximise le lagrangien $(Yk' 6k' X, U), ~ Yk et 6k 
fix6s, par rapport ~ X et U dans ]e domaine d6fini par 

t+] t t 
X = X -- U 

x ° = Sinit 

x T = Sfina I 

Soit Xk<Yk, 6 k) et %<Tk, ~) la solution optimale. 
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- Probl~me dual - 

On minimise le lagrangien ~ (y, 6, ~ Uk), ~ Y~ et U k fixes, par rapport 
yet 6 dans le domaine 

I ¥~0 
~ 0  

A l'itgration k+1 on effectue les dfiplacements des variables duales 

I o Yk+ ] 

~tk+] = MAX (0, ~kt + ~(xt - Stmax)]k 

et on choisit o > 0 suffisanmnent petit de mani~re ~ assurer la convergence de la 
mgthode. 

111.2 - Rgsolution num~rique du problgme primal 

On est donc condu i t  ~. r@soudre,  pour  y e t  d f i x ~ s ,  un problgme p a r t i c u -  
li~rement simple de con~nande optimale 

MAX V x ° ..,x ,u ,.~.,u + Z yt(xt - S in ) - ~t(xt - S ax ) 
t=1 

t+ ! t t 
X = X -- U 

x° = S. . 
inlt 

T 
x = Sfina I 

En utilisant l'gquation d'~volution pour exprimer la contralnte 
l ' ~ t a t  f i n a l ,  l e  probi~me prend l a  forme s u i v a n t e  : 

MAX V x ° .o ~x ,u ,.o.,u + ~ yt(xt - S in ) - (x t - S ax ) 
t=l 

t+1 t t 
X = X -- U 

T~I t 
U = Sinit - Sfina I 

t=O 

sur 

o 

x = Sinit 

Pour r~soudre ce probl~me, on utilise une m~thode de plus forte pente 
dans la mesure o~ celle-ci permet une interpretation ~conomique int~ressante. 
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Soit It et ~t pour t = 0 ~ T respectivement la commande et la trajectoire. 
• % 

On envisage un d~placement 6u t de la commande ~ partlr de u t pour t = 0 ~ T-I en 
imposant  de p l u s  l a  c o n t r a i n t e  

• 

t=O i= 1 

O~ les ~i pour i = ] ~ n sont des constantes positives que l'on dgterminera par la 
suite. 6u t 

On recherche les directions de d~placement ~ pour t = O ~ T-] qui 

optimisent la variation du crit~re. D'o~ le probl~me : 

MAX t=OZ (~x t ~S + --~u t 6--~ + <yt - ~t) ~s J 

~xt+ l ~x t ~u t 

~s 6s ~s 

T~I 6u t 

t=0 ~s = 0 

~ E c~. 
t=o i°i • i-7~-j 

2 

= I 

~x ° 
~-7- = 0 

to %T-I to 
(en posant ~ = V Ix ..... x ,u ..... ~T-I) ) 

C'est un probl~me de programmation math~matique dont les variables de 
d~cision sont 

6x t ~u t 

6s et ~s 

pour t = O ~ T-]. 

6x t 
Les conditions d'optimalit~ par rapport g ~-~-- pour t = 0 ~ T donnent le 

syst~me adjoint 

% 
t ~t ~t+l = ~t _ D V _ Y + 

~x t 

o7 ~t+l 

d'~volution 

4=o 

apparalt cormne le multiplicateur de Kuhn et Tucker attach~ g l'~quation 

~x t+l ~x t ~u t 

6s 6s ~s 
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t 
6u 

Les conditions d'optimalit~ par rapport a 6-7 pour t = 0 ~ T-I permettent 
d~obtenir les directions de dgplacement relatives au°r~servoir i (i = I ~ n) 

Su t 

6s 2s~ i - ~i - °i 

ofi s est le multiplicateur attachg ~ la liaison 

T-I n 16uti] 2 

z s ~'~77-j = 1  
t=O i=l l 

et o. !e multiplicateur attache ~ la liaison 
i 

T- 1 6u t 
r~ ~-~-- = 0 

t=O 

Cette derni~re permet d'exprimer directement le multiplicateur o i 

] T~I ~[~3__ut __ t+l] 

~i = ~ t=O 

on posera 

,~t = t + o. 
m i i 

pour t = 0 ~ T et i = i ~ n 

d'oO ITexpression de la direction de d~placement 

~u~ 
l I 

8s 2~ i 

o2s 
on pose ei = - 2~-~ 

~--~t- t+ 1 
i 

Laui 

pour t = 0 ~ T-I et i = i ~ n 

d'o~ la nouvelle commande ut(~) en fonction d~un scalaire @ > 0 

i ut(8)= ]ti + 0 ~ - ~it+]] 

i 8 > 0 pour I t = 0 ~ T-I 

I i = ] ~n 

On retient une valeur de e suffisamment petite de fagon ~ augmenter strictement 
la valeur du crit~re ~conomique. 
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IV - INTERPRETATION ECONOMIQUE 

On s'int~ressera ici ~ la signification gconomique du vecteur ~t pour 
t =O ~T 

~ ~ + . = ~ (i= I ~n) 
i i i 

Par intggration du syst~me adjoint 

~t+l = t ~ t 6t 
-----f-y+ 

~ u  

t = 0 

partir de l'instant T jusqu'g l'instant t+1, on obtient 

~t+l. = E + ¥s _ ~ + ~. 

(i= 1 An) 

D'apr~s l'interpr~tation @conomique g~n~rale d'un multiplicateur de Kuhn 
et Tucker, o. reprgsente l'avantage gconomique d'une unit~ marginale d'eau 
l'horizon T.iC'est la valeur de l'eau ~ l'instant final pour le rgservoir i° 

D'autre part la quantit~ E mesure l'effet de "hauteur d'eau" du 
s=t+ 1 3x~ 

i i' r~servoir i. En effet cette quantit~ reprgsente int@r~t ~conomique qu'il y aurait 
turbiner l'eau sous une hauteur marginalement sup~rieure (meilleur rendement 

@nerg~tique des turbines). 

Enfln le multlpllcateur y. s interprete comme le co~t marginal associ~ 
. . . .  l S 8 

la contralnte de nlveau mlnlmum x ~ S • et le multiplieateur ~s s'interpr~te 
comme le co~t marginal associ~ ~ la contrainm~ n de nlveau" maxlmum" x xS~< Smax'S 

Par consequent ~t+1• • somme de l'ensemble des termes prgcgdents, repr~sente 
l'avantage @conomique qu'i~ y a g disposer g la date t d'une unite marginale d'eau 
suppl~mentaire tout en continuant ~ ggrer dans le futur cormme on avait prgvu de le 
faire (Is pour s = t+! g T-I). On reconna%t i~ la d~finition m~me de la valeur de 
l'eau ~ la p~riode t pour le r~servoir i. 

Ii est important de remarquer que cette valeur de l'eau est relative 
la commande quelconque u t pour t = 0 g T-! et pas n~cessairement ~ la commande 
optimale u t pour t = 0 ~ T-] 

~t+l. = valeur de l'eau la semaine t pour le r~servoir i I 
x associ~e ~ la co~ande ~t pour t = O ~ T-] ] 

Connaissant la signification gconomique de ~t+!. , on en d@duit ais@ment 
celle de la quantit~ i 

t 1 

Su  i 
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~V 
En effet ~u t - repr~sente l~utilit~ marginale immediate associ~e au destockage d'une 

unlte a eau alors que ~, represente la valeur future de cette eau. On compare 
done 1 utlllte marglnale zmmedlate de l'eau et sa valeur future. On reconnait Ig 
la d~finition d'une rente marginale 

I ~ ~t+~ Rente marginale la semaine t pour le r~servoir i 

i _ _  - = ~u~ i associ~e ~ la eommande It pour t = O ~ T-I 

Or le d~plaeement de la commande effectu~ dans la mgthode de r~solution num~rique 
utilis~e est de la forme : 

i i + e ~uti i 

e>O 

Par consequent on destocke plus d'eau quand la rente est positive et 
moins d'eau quand la rente est nggative. Autrement dit on d~forme la commande de 
fagon ~ accaparer les rentes positives et g se dgfaire des rentes n~gatives. Cette 
procgdure s'arr~te lorsque pour t = O ~ T-] et i = ] g n on obtient des rentes 
nulles : 

~ ~t+t ° o 
t 1 

~u i 
t 

La co~ande obtenue est alors la solution optimale u k pour t = 1 ~ T-I 
du probl~me primal relatif aux variables duales y~ et ~ pour t = O ~ T-I, 

-t ~t 
Pour les mul~ip!icateurs ¥ et on obtiendra la commande optimale 

du problgme initial : 

MAX V (x ° ,  . ,  xT-1 o u T - l )  

t+l t t 
i X = X -- U 

I st . x t s t 
mln max 

i o 
I x = Sinit 

I xT = Sfina I 

Le vecteur ~ sera solution du systgme adjoint 

st+! = t SV 
t 

~x 

T = o 

avec les conditions d'exclusion 

-t ~t 
- _ _ -  T + 

~t (x t _ S~in ) = O 

~t (x t - S~ax ) = 0 
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Le vecteur ?t+l s'inter~r~tera comme la valeur de l'eau & chaque instant associ6e 
la commande optimale u t pour t = 0 ~ T-; ; et l'on v~rifiera de plus les condi- 

tions 

~V - vt+l 
~u t i = 0 

l 
i= 1 ~n 

t =0 ~T-I 

Autrement dit, g l'optimum, l'utilit6 mar$inale inm16diate de l'eau est ~$ale ~ la 
valeur future de l'eau. On reconna~t ig les conditions d~j& 6nonc6es par 
P. MASSE [4). 

L'int6r~t de la m6thode numgrique utilis6e est simplement de permettre 
l'utilisation des deux concepts gconomiques d'utilit6 marginale imm6diate et de 
valeur future de l'eau en dehors de l'optimum. Ceci permet, d~s lors, une compr6- 
hension ~conomique de la proc6dure de r6solution utilis~e. 
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