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I. POSITION DU PROBLEME 

On donne un ensemble O co, act dens IR n , une famille d'ouverts rTgu- 

liers dent les fonctions caract@ristiques d@crivent un ensemble E , une applica- 

tion J : E ÷IR , u ~ J[u] qui Yu,v £ E admet le d@veloppement limit@ suivant : 

[1,1) J [v ]  + J[u] + TI[U,V-U] T2[u,v] 
f 

[1,2) TI[U" ~) = JD G[u], ~ dx 

c~.3J GCu~L~Co~ . IIGCe~II~ S g < + ~ 
L[D} 

I 2 
(1.4) IT2[u,v] Z 7 M llv-ullL~U ~ 

tous 1as ouverts utilis~s eppartiendront b le famille eonsid~r@e ; on se pose alors 

le probl~me suivant : d@terminer u tel que 

u E E 

[1.5] 

J[u] ~ J[v]  VvE E 

Oans de nombreux exemples, ~e probl@me admet au moins u ne .solution ; une ~amille 

d'ouverts, eompaote pour la topologie L2[O] , a @t~ propos@e par O. CHENAIS [3] : 

il s'agit d'ouverts qui v@ri~lent une propri@t@ uni~orme de cone. Oans cette conf@- 

rence, nous allons nous int@resser essentlellement au probl~me de l'epproximation 

d'une solution. 
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Notons que ce type de probl~me s'apparante 8 le programmation non lin6aire 

en nombres entiers en dimension infinie ou finie salon qu'on s'occupe du probl~me 

initial ou au probl~me discr@tis@ 

l'id~e d'utiliser les m~thodes actuelles de programmatioq en nombres an- 

tiers a @t# rajet~e par leurs auteurs devant le coot excessif de ces m6thodes, 

dans les probl6mes qui nous int#ressent, pour obtenir J Iv] i l Taut commencer per 

r~soudre deux probl@mes d'~quations aux d@riv6es partielles ! 

I1 semble done n@cessaire d'essayer d'adapter les m@thodes clessiques de 

descente 8 ca genre de probl6me : c'est l'objet de carte eonf6rence ~ nous allons 

voir comment nous pouvons modifier les dLf%@rents " choix " dens la m@thode du type 

gradient afin de pouvoir l'utiliser dans le eontexte actual • 

Pour bien monster l'analogie ave c lecas Hilbertlen, nous ~llons comparer 

les d6f±nitions etles choix avee eeux %aits dens le eas du probl~me " parall~le " 

est un espace de Hilbert dent le produit scalaire est not6 [[ , ]] su±vant : 

5 = ~÷,R 

[1.6) 

J v@rifie 

~[v ]  3[u~ + ~ l [U,V-U)  + T2(u ,v ]  

1 12 

Au pr~alable, rappelons quelques d@finitions et r@sultats Ccf J. CEA, 

A. GIOAN, J ,  MICHEL [ 2 ]  ] 

OEFINITION 1,1 

i] J attaint en u un minimum local, siil axiste r > 0 tel qua 

Jcu; < J c ~  ~v , l l ~ - c l l  z r  
-- LI[o] 

ii) u est un point critique de J si il existe r > 0 tel que 

L (O) 

iii] soit 0 > 0 ~ u est un point 
e 

r(e) > 0 tel qua lie ~rr~----- f = 0 et qua 
e÷O 

0 - critique siil exists 

_ _< reel  c~.8~ T ~ , v - ~  > o , v v ,  I I~ -UI IL~cD ~ 
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~ a l o g i , e  : 

ii] si u v~ri~ie 

~1 [u ,~ -u~  L o  w , I t v - u l l ~  ~ 

~Cu) . . . .  , il v i e n t  G[u]  = 0 ~ o r e ,  ~n c h o i e i ~ . t  v - u = - r ' ' G [ ~ <  " I 1 1 /  

iii) si u v~rifie 

T1[u,v-u) _> - 0 Vv 

en c h o i s i s s a n t  v -u  = - r [ O )  T ~  

I I v - ~ l l -  s r [ o ~  
E 

0 
i l  vient : t l i (~ l l  2 r[@] 

et si 0 s s t  " assez petit % l l ~ u ~ l t  i'eet ~uesi ! 

Notons ceci : [I.8) et lee hypotheses [1,2) ..... [1.4] entrafnent : 

I 
J ( v )  >_ J [ u )  - e - ~ Mr2[8)  Vv , l l v - U l l L 1  < r (O)  

[O} 

On peu t  b i e n  en tendu  s u p p o s e r  que r iO)  + 0 evec e ; on p e u t  d e n t  6 c r i r e  l ' i n @ g a -  

l i t 6  pr@c@dente sous l e  fo rme : 

J[v~ >_ J[u~ - ~ o ~  ~ ( o ~  v v  , l l v - ~ l l  z rCO~ 

I t . g )  

lim ~(e] = o ¢[e] > o 
8÷o 

Oonc [1.8) entrafne (1.9) ; r~ciproquement, une relation du type (1.9) entrai- 

ne une reletion du type [I.8) ; on aurait done pu d@finir un point 8 -critique 

l'aide de (1.9) 

PROPOSITION I • 1 

i) une condition n@cessaire et suf~isante pour que u soit un point cri- 

tique de J est que 

[1.10) 

G(u)[x) > 0 

G(u) (x) < 0 

pour presque tout x tel que u(x) = 0 

pour presque tout x tel que u[x) = I 

ii] si J admet un minimum local en u • alors u est un point critique 

de J 



394 

Nous pouvons maintenant @tudier 19 m@thode du gradient qui va nous per- 

me ttre d_~e const~ire des points e --_critique, t, pour e aussi petit qu'on le veut 

2 • METHOD~ DU GRADIENT 

OEPINITION 2,1 soient r > 0 0 < e < -- 
2 

i] w - u est une " direction oppos@e au zradient " en u si : 
r 

(2.1] 

< r WrY. E . Iiw r- UIiL1[O ) _ 

Tl[U,W r- u] ~ Tl[U,V-U] Vv E E 

ii] w 
r 

{~. ~.~ CEA [I] ~, si U 

Wr£ E 

[2.2] I ! 
cos 8 

[ 

u est une " direction non presque orthogonale au gradient " en 

IIw r- ull < r 
LI[D) -- 

T~ ~ , % -  u] z T 1 C~,v-~)  w ~ E , liv-~II ~ 

Analogie 

i )  si w v@ri£ie 

- W < r 

TI(U,W r - u] < ~l[U,V-U] Vv ~ [ , l[v-ull _< -~ 

~iors w - o - F , 

r ~IGcu) II 

ii] dane ce cas w v~ri{ie 
F 

-:llocu~!l ~ c~{~),, r-u~ ~ -rcose llg{u]ll 

A{in d'@tudier I@ cas DO il n'existe pas w 
r 

duisons, pour u {ix@~ !es nombres Jr : 

v6rifiant [2.2] , intro- 



395 

= I n f  TI(U,V-U] 
Jr ll -ull Z. r 

clairement Jo = 0 at Jr est d@croissante ; de plus. en utilisant l'hypoth@se 

, llG[u ll g < + ~ . on d@montre Taeilement le 
L~(D] 

LEMME 2. I 

(2.3) I J r -  Jsl <- m Ir-sl Vr,s >_o I 

Solent r > 0 , 0 < 8 < z~- ; ~si _Jr < 0 alors 

Jr < Jr Cos 8 < 0 

et per d@finition de Jr , il existe w tel que 
r 

(2.2]' Jr < T1(u,w r - u] <__ Jr Cos e 

c'est-&-dire qu'il existe w v@ri£iant (2.2] 
r 

Sl Jr = 0 alors 

0 <T1 [u ,v -u ]  ¥v ~. E llv-ull ! r 

et par suite u est un point critique : on a doric d@montr@ le 

LEMME 2.2 - soient r > 0 , 0 < 8 < -- , Alors on ales 2 ~ventuali- 
2 

t~s exclusives suivantes : 

u est un point critique 

Jr < 0 et ii existe w v6rifiant [2.2) 
r 

l'analogie avec le cas hilbertien est ~vidente, | 

1 1 
DEFINITION 2.2 - Soient ~I,e2, 8 v@rifiant 0 < ~I < ~ " 0 < g2 < ~ 

0 < e < ~ ; nous dirons qu'on a felt un choix convergent de r (cf. J, CEA 

[I] ) lorsqu'il existe r > 0 et w v~ri#iant [2.2) et [2.4] : 
r 

2 
(2.4) _ r__ < T [u,w r u) < M 2 

c i -- I - _ 2(I_~2 ] r 

o~ M d@signe la constante qui s'introduit dens l'hypoth@se (1.4] 
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Analog i ,£  

(2,2]] et 

[2,1]' 

et 

OO encore 

Supposons, pour simplifier, que w v6ri{ie 
r 

(2,4] : dams le cas Hilbertien, on aurait : 

w r - u = - r ~ - p 

[2,1] (au lieu de 

2 M 2 
- £ -  < ~ ( u , w  - u) 2 r ~I -- r 2[1-~ 2 ] 

2 

!imu- il s p tt {  tf < 
M 2 

c ' e s t - ~ - d S r e  

2 
[2,4)' s~.~ _< p --< ~ [I-~ 2) 

ce qui correspond bien & un choix convergent de 

LEMME 

lieu 

(2.5] Me I ~ 2(1-E 2] Cos @ 

on e les 2 possibilit@s suivantes : 

Mr 2 
i) u est un point 2(I-s 2] Cos @ 

ii] il existe un choix convergent de 

Nous al!ons d@montrer le 

2.3 - Pour EI,c 2, @ fix@s de mani~re que l'in6galit@ suivante ait 

- critique pour tout r > 0 

D@monstration - Avec (2,2)' et [2.4] on v@rifie imm@diatement que l'exis - 

tence d'un choix convergent de r est Induite par l'existence de r v@rifiant : 

r 
r > 0 

( 2 . 8 ]  2 
r M 2 

--- < Jr < Jr ' Cos e < r 
E I -- -- 2[I-~2] 
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Puisque Jr >-- gr 

2 
F 

on a Jr > - el 

Vr > r > 0 

S i l l  existe r > 0 

que 

V-F > 0 , si r > ~ = 

et donc une des in@galit@s de 

g ~1 

(2,S] 

2 
F 

tel que Jr = - ~ alors en u t i l i s a n t  

2 r M 
- c I Jr < Jr Cos e < 2[I_~2 ] 

est satis#eite 

[ 2 .5 ]  , on montre 

2 
r 

et ce choix est Eonvergent. 

Sinon, en utilisant la continuit@ de Jr en fonction de 
~2 r 2 

#ait que j~  > - Sq , i l  vient : Vr J r  > - e~ 

on a exclusivement u,ne. des,,, 3 possibilit@s suivantes 

2 
r M 2 

j] - s 7  ~ < 211_s2--- ~ r < Jr < Jr Cos 0 

2 
r M 2 

j j] --- < ~i r < r < ~i r Cos e 
~I - -  2~1-e2]  

2 
r M 2 

JJJ] - Sl < Jr < Jr Cos @ < 2(1_e2 ] r 

la 3 i@me donne un choix de 

l'une des 2 premi@res possibilit@s ; dens les 2 cas, on a 

r convergent ; si elle n'a pes lieu, alors 

Vr 

Mr 2 

211-e 2] Cos 0 < Jr 

ce qui conduit au cas i] du lemme 2.3 | 

r [cf Lemme 2.1) et le 

et donc Eour cheque r 

~r on 

Soit w , s'il existe v6riflant [2.2] et (2,4] : on a alors 
r 

M 12 J[w r ]  < J(u] + T I [u,w r -  u) + ~ l lWr- u I 

J[W ] < J(u] - M 2 M 2 
r -- ~ r  ÷7r 

OU 8RCOFe 

[2.7] 
M E 2 2 

J[w r)  + 2(1_E2----- ~ r _< J[u)  @ 
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Nous sommes maintenent en mesure de d@crire l'algorithme du gradient : 

ALGORITHP~ 2,1 

a) 

b) 

On donne u E E 
o 

Supposons u calcul~, alors 
o 

~) il exists un choix r = r 
R 

convergent : on pose 

Un+ 1 = w r 
n 

6] il q'existe pas de choix convergent ~ l'algorithme prend #in. | 

On ve d@montrer le : 

THEOREME 2 .1  Sous !es  h y p o t h e s e s  ( 1 . 1 ) ~ . . . , ( 1 . 4 ] ,  [ 2 . 5 ) ,  

- ~ < in# J(v) . on ales 2 cas suivants : 

v£ E 

i) l'algorithme 2.1 s'arr@te pour 

Mr 2 
2 [ 1 - ~  2) Cos e critique pour tout r >_ 0 

n = N ; alors u N 

ii] l'al@orithme 2.1 

point ~ critique cO 
s I Cos 6 

continue ind6#iniment et alors 

r v@ri#ie 
n 

est un point 

(2.8} lim r = 0 
n 

n ÷ + 

Vn , u est un 
n 

O@monstration - Si ~ partir de u on ne peut pes trouver un choix conver- 
n 

gent de r . le point i) du lemme 2.3 nous donne le point $) du th6or@me 2.1 . 

Supposons maintsnent qu'il existe un choix convergent de r ¥n : on a alors 

avec  [ 2 . 7 )  

M s 2 2 
< J [ u  ) { 2 . 8 ]  J (Un+1)  + 211 -g  2] rn -- n 

et puisque les J(u ) sont born@s in#@rieurement, il vient (2.8] ; meis 
n 

6tent un ohoix convergent de r . on a en perticulier 

2 
r 

s_ cosn e --< T1(Un,V-Un) Yv e E ~ ,..llV-Unl I. _< rn (2.10] 
I 

r 
n 
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Cela finit d'@tablir le point ii] du Th6or6me. 

Remarque 2,1 L'introduction de e I sert uniquement ~ conclure dens le 

oas ii) du th@or~me 2,1 

3 . UN CAS PARTICULIER . 

On donne une partition de D & l'aide de sous domaines ouverts A i , 

i ~ a , tels que 

z a 

z 
i c J  

• i ~ j 

Nous s upposerons que J a un nombre fini N d'@l@ments . 

On d@signe par Xi la fOnction ceract~ristique de Ai ' 

E est melntenant d~finie par 

i ~ J at notre famille 

v e . E  < > v = b X i 
i&I 

oO I e s t  un sous  e n s e m b l e  q u e l c o n q u e  de J 

Dens ce contexte, le nombre d'@l~msnts de E #tant fini,et de plus 

l'in@galit6 suivante ayant lieu 

> In{ tlxiil 
rn -- i ¢ J LI(o) 

l'ap#lication de l'elgorithme 2.1 ne peut pas conduire & l a  relation [2.B) pour 

tout n ,donc dens le th6or~me 2.1 saul le point i) aura lieu ; dens ces con- 

ditions, compte tenu de la remarque 2.1 , on pourra choisir sl = 0 

Nous allons limiter notre @tude & la mise en oeuvre pour la recherche 

d[un choix convergent de r , l'algorithme @tent incheng@ ; nous allons retrouver 

elnsi un elgorithme propes@ per J. CEA, A. GIOAN, J. MICHEL [2] 

Pour feciliter l'expos6, nous supposerons que 

-~ l l x i l l o m  ~ , v i  ~ J 



Seient u, v £ E 

U 

En introduis ant I 
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x i 
iE I 

xi 
i¢ K 

I ~ K ~ I = I ~ K on a 

- + 

~ [I/ I ]UI 

Ainsi, & partir de u ,donc de I , on peut d6finir un @16ment v £ E en se 

donnant 2 ensemblss I et I- tels que I ~ LI I C I ; de plus 

V- U = ~ X i - ~ X i 
+ 

iCl i61 

at donc 

c3.1~ i!~-41L~CO ~ Card C~+~ i-) 

S o i t  u ~, E , on a : 

T [u,v-u] = 
I 

et en posant 

(3.2)  

il vient 

~ I G [u ] [ x ]  dx - ~ .  I G [u ) (x ]  dx 
i £ I+ A i i £ I_ A i 

t i = s i [ G[u][x] dx , s. = + I si i ( I , 
A. l 
1 

- I si i £ [I 

i£1+ul - 

On est en mesure de pr@senter la recherche d'un choix convergent de r • 

commen~ons par d~f±n±r une ~' direct±on o_ppos@e au gradient " [cf. d@~inition 2,1), 

Soit r = ~ T et repErons w r ~ l'aide de I~ et I; avec £ = card I; U I; : 

l a  r e l a t i o n  [ 2 . t )  dev ian t ,  compte tenu de (3 .3 ]  : 
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[ 3 , 4 ]  

+ t ; + ; I£ E_ I , I C I , £ = card I£ LJ I 

F-: tl > E t .  
i(Z~Us~ j E T+ UT.~ J 

¥ I +, I- tels que I + C CI , I-C I , 
+ 

£ = card I U I 

la relation [3,4] 

t. : l 

Oans ces conditions 

( 3 , 5 )  

nous mon t re  ce q u ' i l  f a u t  f a i r e  : commenqons p a r  c l a s s e r  l es  

til L ti2 ~ " ' "  ~ tiN 

(3.4] est 6quivalente 

+ 

I£ U I~ = {il,i 2 . . . . .  i£} 

+ I£ oil. I cl 

D6finissons maint£nan,,t un choix convergent de _r , cO ce qui revient au m@me 

de £ : la relation (2.4) devient ici, compte tenu de ce qui a @t@ dit sur 

2 
[ 3 . 6 )  ~ . > M £2 z 

j = l  tlJ -- 2 [ 1 - e 2 ]  

Naturellement, plusieurs valeurs de £ pourront @tre des choix convergents de 

d'apr~s l'in@galit6 (2.B] qui s'@crit ici 

M g2 £2 T2 

J[Un+ 1] + 211-E2 ) 2 3 ( u  n) 

il semble qu'on ait int@r@t & choisir la plus grande valeur de £ pour 1aquelle 

[ 3 , 6 )  a l i e u  , 
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