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1. POSITION DU PROBLEME

On donne un ensemble D compact dans R ., une famille d’ouverts régu-
liers dont les fonctions caractéristiques décrivent un ensemble E , une applica-

tion J: E~>R , uwJ(W gul Yu,ve E advet le développement 1limité suivant :

(1.1 Jivl = J(u) + T1(u,v-u) + Tz(u,v]
{(1.2) T,(u, ¢} = Glu). v dx
1
D
(1.3) swe L m L, |lstwl] < g < +o
L D)
(1.4 {Tziu,vJI < %~N 11v~u112¢
LD

tous les ouverts utilisés eppartiendront & la famille considérée ; on se pose alors

le probléms suivant : déterminer u tel que

u€E
{(1.5)
Ju) 2 Jlv) Vv e E

Dans de nombreux exemples, ce probleme admet au moins une solution ; une famille

d'ouverts, compacte pour la topologie Lz[D) , a été proposée par D. CHENAIS [3] :
il s'agit d'ouverts qui vérifient une propriété uniforme de cone. Dans cette confe-
rence, nous allons nous intéresser essentiellement au probléme de 1'approximation

d'une solution.
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Notons gque ce type de probléme s'apparente & la programmation non lingaire
en nombres entiers en dimension infinie ou finie selon gu'on s'occupe du probléme
initial ou au probléme discrétisé ;

1'idée d'utiliser les méthodes actuelles de programmation en nombres en-
tiers a été rejetée par leurs auteurs devant le colit excessif de ces méthodes,
dans les problémes qul nous intéressent, pour obtenir J(v) 1l faut commencer par

résoudre deux problémes d’équations aux dérivées partielles |

I1 semple dong nécessaire d'essayer d'adapter les méthodes classigues de
descente & ce genre de probléme : c’est 1l'objet de cette conférence ; nous allons
yoir comment nous pouvons modgifier les différents ” choix ” dans la méthode du type

gradient afin de pouvolr 1'utiliser dans le contexte actuel -

Pour biepn montrer 1l’'analogie avec le cas Hilbertien, nous allons comparer
les définitions st les choix avec ceux faits dans le cas du probléme " paralléle ”
suivant : E est un espace de Hilbert dont le produit scalaire est noté ({ , 1) ;
J:E-R , ] vérifie

J = S s Tl Tt
(1.8) Tlug) = (B, gl Glu) & E

- 1 2
IT ] < 5 m fvull

Au préalable, rappelons gquelgues définitions et résultats (cf J. CEA,
A. cIoaN, J. MIcHEL [2] 1 .

DEFINITION 1.1 . =

i) J atteint en u un minimum local, 8i il sxiste r > 0 tel que
Jud < 3w oo, Hv-ull ;<
Lo
ii) U est un point oritigue de 3 si 11 existe r > 0 tel qus
(1.7 T,{u,v-u) > 0 Yo, [v-ull < r
1 -
)}
111) soit © >0 ; u est un point 8 - critigue si il existe
8
r(8) > 0 tel gue 1im 5T 0 et que
6 >0 -
(1.8) T luv-u) > -8, W, Hv-ull < 8
L (D}
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Analogie :
ii}  si u vérifie
T,(u,v-u) > 0 Wy , Hv-ull. <r
1 - E =
L Gtu) . 2y =
alors, en choisissant v - o = - rITEE-?T? , 11 vient G(u) =0
u
1i1) si u vérifie
?1(u.v-u) >-8 W, Hv-ull. < rtey R
z g =
en choisissant v-u = - r(8) Clu) i1 vient : HEw ] < 8
Glw) = ri8]
et 51 & g8t " assez petit ", Hetw ]l 1vest aussi

Notons ceci : (1.8) et les hypothéses (1,2),...,(1.4) entratnent :

J(v) > JCu) - @ —~% Mr2(6) v, |jv-ul] ’ < r(e)
L (D)
On peut bien entendu supposer gue r(8) 0 avec 6 ; on peut donc écrire 1’inéga-

1ité précédente sous la forme :

vl > 30w - r(8) gie) ¥y, ||v-ul] < r(e)
(1.9)

im 8 = o $(8) > O

6 >0

Donc (71.8) entraine (1.8) ; réciproguement, une relation du type (1.9) entrai-
ne une relation du type (1.8} : on aurait donc pu définir un point 8 -critigue

3 l'aide de (1.9)

PROPOSITION 1.1 -

1)} une condition nécessaire et suffisante pour que d solt un point cri-

tigque de J est gue

Glu) (x)

v
Q
#
o

pour presque tout x tel que w(x)
{1.10)
Glu) {x)

A

o

U
-

pour presgue tout x tel que wu(x)

ii) si J admet un minimum local en wu , alors u est un point critique

de J .
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Nous pouvons maintenant étudier la méthode du gradient gui va nous per-

mettre de construire des points 6 - critigque, pour 6 aussi petit qu'on le veut

2 . METHODE DU GRADIENT

DEFINITION 2.1 . - solent r>0 , O < 6 < =
il Wt est une ” direction opposée au gradient " en u si
woe €, Hw - all T
T d r L' (o)
(2.M)
T fww - u) < T (wvew) WeE Hv-ul] < r

ii) W 7o est une " direction non presqgue orthogonale au gradient " en
u f{ef. 3. cEA [1] 3 st

wo€ E L lw - o] 2 r
{ r T
(2.2}
1
e T, s ul < T, (uvw) web , ffvul] <or
Analogie :
i} 8l W vérifie
T
wreé : er“ul!é = F
T1£u,wr - U< fqtu.V'u] et ,  [fvudf] <or
5w
alors e e - e
r JE

ii} dans ce cas wr vérifie
-r Hewl] = @waw, - w < - rces 8 |[Bw]]

Afin d'étudier le cas ol i1l n’'existe pas wr vérifiant (2.2} , intro-

duisons, pour u fixé, les nombres jr
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inf Tq(u,v-u)
[Hv-ull < r

Ir

clairement jD =0 et jr est décroissante ; de plus, en utilisant 1'hypothése

(1.3) [lG(u)[l © < g < + o , gn démontre facilement le
L

LEMME 2.1 . -

(2.3) ip 730 = e s vr,s >0 B

Spient r>0 , 0 < 8 <

N
-
0
-

L
A
Q
[}
ot
(=]
3
1]

3 < 3r Cos 6 < O
et par définition de j , 11 existe W tel gue

{2.2)° ip = T,I(u,wr -ul < 3 Cos e

c’est-a-dire qu'il existe W vérifiant (2.2)
si j_ =0 alors
r

0 :'T1£u,v-u) Yv € E , [v=ul]l < r

et par suite u est un point critique : on a donc démontré le

LEMME 2.2 . - spient r >0 , 0 < 8 < . Alpors on a les 2 éventuali-

R
z
tés exclusives suivantes

. u est un point critique

. jr <0 et il existe W vérifiant (2.2)

1’analogie avec le cas hilbertien est évidente. '

DEFINITION 2.2 . - Soient £,4€

=i
.
©
A
)
A
[T N
-

17657 8 vérifiant 0O < gy <

0< 8 < g- 5 nous dirons gu'on a fait un choix convergent de r {cf. J. CEA

[1] ) 1orsqu'il existe r >0 et W, vérifiant (2.2) et (2.4)

2

r M 2
2.4 ma— < T (uw_ - SRS LN
(2.4) G glsw, - w2 20cy) r

ol M désigne la constante gui s'introduit dans 1'hypothése (1.4) .
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Analogie . Supposons, pour simplifier, gue W vérifie (2.1} {au lieu de

{2.2)} et (2.4} : dens les cas Hilbertien, on aurait :

5lu)

(2.1)° [ S T = - &t
i LI
et
2
r et M 2
== < Tluw_ - u} < -
£, r 201 52]
ou encors
2
- a2 - o |jBtw ]2 S % | |Bw] ]2
€, i S < e } u = 2[’!‘623 P } ul ||
c'est-a-dire
(2.4 e, < p < = [(1-e)
: 1= - M 2

ce qui correspond bien & un choix convergent de p (cf J. CEA [1] b '

Nous allons démontrer le

LEMME 2.3 . - Pour €4085s 8 fixés de maniére gue 1l'inégalité sulvante ait
ligu
(2.5) M€1 < 2(1-52} Cos ©

on a les 2 possibilités sulvantes

2
. . Mr ~ s
i) v est un point 7Ti-c ) Cos 6 critique pour tout r > 0
ii) il existe un c¢hoix convergent de r
Démonstration . - Avec (2.2)*' et (2.4) on vérifie immédiatement gue l'exis-

tence d'un choix convergent de r est induite par 1l'existence de r vérifiant :
g

[

i r>0

(2.8)
2
Rl

e, — T r - 201,

| A
Lk
A
Lo
]
o
@
<
A
=3
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Puisque jr > - gr s Yo > 0 , si r Z.¥ = g€y
r2
on a jr > = et donc une des inégalités de (2.8) est satisfaite
1
\
Y¥r > r > 0 .
r2
51 11 existe r > 0 tel gue jr =- - alors en utilisant (2.5} , on montre
1
que 2
r i . N M 2
E; = cdpftes o< 201-¢e,) T

et ce cholx est convergent.

Sinon, en utilisant %a continuité de jr en fonction de r (cf Lemme 2.1) et le
¥ 2

fait gue jf > - , 11 vient @ ¥r 3 > -2 et donc pour chague T
£y r 51

on a exclusivement une des 3 possibilités suivantes

2
r M 2
3 e € m —— < < ]
g € - 2(1-eJ Ir I Cos 8
1. 2
2
. r . M 2
- — < [ L I < 3
hE). = I 2 T ot jp. Cos @
1 2
2
s _r . . . M 2
iin E:A < Jr < Jr Cos & < iTT:E;T r

ieme , R , .
la 3 donne un cholx de r convergent ; si elle n'a pas lieu, alors ¥Yr on a
1l'une des 2 premiéres possibilités ; dans les 2 cas, on a Y¥r

Mrz

2(1-52J Cos B = r

ce gqul conduit au cas 1) du lemme 2.3 . l

Saoit W 8'1l existe vérifiant (2.2) et (2.4) : on a alors

Jw) € I e Tt a) s g | fw - uf)?

. mo2 M2
Jw S l
B e T ¢ s HL
2
ou encore
Me
(2.7) I ) ¢ s Y <) . |

2(1-62)
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Npus sommes maintenant en mesure de décrire 1'algorithme du gradient :

ALGORITHME 2.9 . -
al) On donne o € E
Bl Supposons N calculé, alors

a) 1l existe un chaoix r = T convergent : on pose

B) il n'existe pas de choix convergent : l'algorithme prend fin. §

On va démontrer le :

THEOREME 2.1 . -  Sous les hypathéses (1.1),...,(1.4), (2.5},
-~ w < inf J(v}] , on & les 2 cas sulvants
veEE
i) l'algorithme 2.1 s'arréte pour n = N ; alors Uy est un point
Mrz
Eﬂj:;;T—Eag—g critique pour tout r > 0
ii) 1'algorithme 2.1 continue indéfiniment et alors vn , U, est un
re
- N
point E:—EE;“E critigue od T, vérifie
(2.8) im r = 0 .
n > + © n
Démons tration . - 31 & partir de un on ne peut pas trouver un cholx conver-

gent de © , le point 1)} du lemme 2.3 nous donnpe le point 1) du théoréme 2.1 .

Supposons malntenant qu’il existe un cholx convergent de r© ¥n : on a alors
avec [2.7)
Me
2 2
) PR - ]
(2.8) J(un+1, 2[1"52] oo s Jluy

et puisgue les J(un} sont bornés inférieurement, il vient (2.8} ; mais r
g¢tant un choix convergent de r , on a en particulier

{z.10) T, vu) ¥y € E ) Hvull < ¢ .

nt: - n
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Cela finit d’'établir le point 1i) du Théoreme.

Remargue 2.1 . - L*introduction de € sert uniguement & conclure dans le

cas  1i) du théoreme 2.1 .

3 . UN CAS PARTICULIER .

On donne une partition de D & l'aide de sous domaines ouverts Ai N

i€ J , tels que
[ o Aj = @ ¥i,j €l , 1 A 3

1
0 - UJ I
i€

1

Nous supposerons gue J a un nombre fini N d'éléments .

On désigne par %4 la fonction caractéristique de Ai , 1 &€J gt notre famille

E est maintenant définie par

vVEE = vy = [ x

ol I est un sous ensemble quelconque de J .

Dans ce contexte, le nombre d'éléments de E étant fini,et de plus
1'inégalité suivante ayant lieu

roo> Inf o flx ]
n e J N

i )

1'application de l'algorithme 2.1 ne peut pas conduire a la relation (2.9} pour
tout N, donc dans le théoréme 2.1 seul le point i) aura lieu ; dans ces con-

ditions, compte tenu de la remargue 2.7 , on pourra choisir €, o

Nous allons limiter notre étude & la mise en oeuvre pour la recherche

d'un choix convergent de r , l'algorithme étant inchangé ; nous allons retrouver

ainsi un algorithme proposé par J. CEA, A. GIOAN, J. mrcHEL [2] .

Pour faciliter l’exposé, nous supposerons que

[ 1 , vie ]
P



400

m

Sgient u, v €

En introduisant I = I 0 £ Ko, I = &I NN K ona

Ainsi, & partir de u , donc de I , on peut définir un élément v € E en se

donnant 2 ensembles I et I tels que I+ (el [I B I c1 5 de plus
R L
i€ 1 iel
et donc

(3.1 vl = Card (I"UTI ) .1

Spit u€E , onoa:

i€ 1.

T (u,v=u) = Z:: J Glu) (x] dx - z:: [ Glu) (x) dx
A Ai
et en posant

(3.2} t, = €, f Glud (x} dx P e, =+ 1 s8i 1i€71 |,
SN i

i

-15112{,1

il vient

(3.3) T tuvea) o= - M . |
ieltuI”

On est en mesure de présenter la recherche d’'un choix convergent de r

1]

commengons par définir une * direction opposée au gradient ” (cof. définition 2.1).

Soit r = 2 1 st repérons w_ & l'aide de 1; et I,

+ -
L o= :
g avec card I2 U Il

1a relation (2.1} devient, compte tenu de (3.3}
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+ - + -
IQQ{I, IQCI , A o= cardIEUIz

(3.4) - £, > ) t,

. v P T -3
i€ Il V] I2 jeI™\V Ig

YI, I telsque I° C CI, IC1, f2=cardl UTI

la relation (3.4) nous montre ce qu'il faut faire : commengons par classer les
t.
i
t. >t > e > L .
i, = i, - iy
Dans ces conditions (3.4) est équivalente 2

{11,12,...,1£}

(3.5)

Définissons maintenant un cholx convergent de r , o0 ce qui revient au méme

de 2 : la relation (2.4) devient ici, compte tenu de ce gui a été dit sur ¢

L ne
(3.6} tq, > e .
3=1 j 201 82]

Naturellement, plusieurs valeurs de £ pourront Stre des choix convergents de %
d'aprés 1l'inégalité (2.9) qui s'éerit ici
2 2
M € £ T

J(Un+1) + ~§TT:E;T- < J(un)

i1 semble gu'on ait intérét & choisir la plus grande valsur de 2 pour laguelle

(3.68) a lieu .

.
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