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INTRODUCTION 

Dans cet expos6, qui prolonge B6gis-Glowinski [1] , on consid~re l'Analyse 

Num6rique d'un probl~me de domaine optimal , assez @16mentaire, relatif ~ un ph~nom~- 

ne de diffusion bidimensionnel (i.e. gouvern6 par une 6quation aux d6riv6es partiel- 

leselliptique). La fonction d'6tat est approch6e ~ l'aide d'616ments finis 9uadri- 

lat6raux et le probl~me approch@ correspondant est r6solu, soit par une m6thode de 

gradient avec projection, soit par la m~thode de Franck et Wolfe ; ces deux m~thodes 

n6cessitent la r6solution, ~ chaque it6ration, de l'6~uationd'@tat et de l'@guation 

d'6tat adjointe, toutes deux approch6es par la mSme m6thode d'61~ments finis. Des 

r6sultats num~riques sont pr6sent~s et analys6s. Pour des d6monstrations compl~tes 

des r6sultats mentiorm6s dans cet expos6, on renvoie ~ B6gis-Glowinski [ 2] . 

Le plan est le suivant : 

I. Formulation du probl~me d'optimisation. 

2. Formulation variationnelle de l'~quation d'~tat. 

3. L~ th~or~me d'existence. 

4. Remarques sur l'unicit~. 

S. Equivalence avecunprobl~me d'identification sur un domaine fixe. 

6. Une approximation par 61~ments finis quadrilatSraux. 

7. Convergence des solutions approchSes. 

8. Conditions n~cessaires d'optimalit~ pour le probl~me continu. 

9. Conditions n~cessaires d'optimalit~ pour le probl~me approch~. 

10. Une m6thode de gradient avec projection. 

11. Une m~thode de type Franck et Wolfe. 

12. Applications. 

Conclusion. 
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I. FORMULATION DU PROBLEM D'OPTIMISATION. 

4 
Qc~{ 2 un domaine avec 6~ =F= ±-:U- I F i , comme indiqu6 sur la figure I. Soit 

i %  
2 4 

% ° ) f 3 
,,,ri ,, .... x 1 

F i g .  1. 

On supposera dans ce qui suit que P 3 est repr6sent@ par : 

(1.1) x I = v(x  2) , O~<x 2~<1 . 

Etant donn@ deux constantes C et Yd ' on consid~re le probl~me de minimisation 

suivant : 

( 1 . 2 )  Min [£jYCv)-Yd [2 dx , x =  (Xl,X 2) 

vEt~ad 

avec 

(1.3) ~ad = IV[v lipschitzielme sur [0,1] , O<~(v( 

i d v i.<t 3 , ]'I 
dx 2 1 0 v(x2)dx2 = C2 } 

6£ + 62 
et y(v) solution (avec, A = 6x~ i--2)6x2 de : 

(1.4) -&Y = C sur O , ~n = O sur F I, F 2, F 4,y = O sur F 3 

o[1 Remargue 1.1 : La condition v(x2)dx 2 = C 2 implique que l'aire de Q est constan- 
........... 0 
~_~e Iorsque v d6crit t~ad. 

Re_ma_r@ue__!.2 : Pour d'autres probl~mes de domaine optimal, on pourra consulter, par 

exe,mple, Lions [3] ,[4] , C~a [5] , Pironneau [6] , Morice [7] • 
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2. FORMULATION VARIATIONNELLE DE L'EQUATION D'ETAT. 

Dans le but de simplifier l'~tude th¢ori£ue et pratique du probl~me ci-dessus, on 

va donner une formulation variationnelle de l'@quation d'~tat (1.4). Un espace fonction- 

nel (I) bien adapt6 ~ la pr@sente @tude est l'espace V d~fini de la mani~re suivante : 

On introduit d'abord : 

( 2 .1 )  

puis 

(2.2) 

IIen r@sulte que V 

¥ = {$I$ E C°~(~), $= 0 au voisinage del~ 3 } 

V = adherence de Y darts HI(o). 

est un sous-espace hilbertien de HI(@). 

On considSre ensuite l'@quation variationnelle : 

I ~ grad y.grad z dx = C zdx Y z 6 V 
(2.3) ~ ~'~ 

yE V • 
La forme bilinSaire (y,z) -.l~grad_ y.grad z dx est continue sur VxV 

que (on dit aussi coercive) i.e. g v(~) > 0 tel que : 

et V-ellipti- 

Z 2 g z E  V ; (2.4) lgrad =12a  >t It 11.1( ) 
Q 

la premi6re propri@t6 est 6vidente, quant ~ la seconde, elle r@sulte du fair que 

est born~ et que z I~ = 0 ~z 6 V (au sens de la d@finition de V donn6e par 

(2.1),(2.2)). 
f 

La forme lin~aire z -~ jQ zdx 6tant continue sur V , il r6sulte du th@or~me de 

Lax-Milgram (2) que (2.3) a une solution et une seule et il est classique (3) que y 

soit l'unique solution dans V de l'6quation d'@tat (I .4). 

(I) De type Sobolev. 

(2) Voir, par exemple, Yosida [8] . 

(3) Voir, par exemple, Lions [9] , Necas [10] . 



408 

~ O ~ r g ~ _ ~ : !  : 

(B.5) 

(2.6) 

il existe (4) alors ~ (y) 

(2.7) 

e t ,  V vE ~ad ~ 
longeant tout  

Soit Y E ~{, Y >~ et : 

~y = ] o ,  "r[×]o,1 [ 

Vy = { z l z E  HI(QJ , z(y,x 2) = 0 p .p .}  

t e l  que : 

I ,z QyIgrad zl2dx>/ v(y) !lZ'lHl(Qy) 

V peut ~tre consid6r~ co~ne un sous-espace ferm~ de 

zEV par z6ro dans Qy- f2 . 

On d@duit facilement de la Remarque 2.1 la : 

V z E Vy 

Vy obtenu en pro- 
I 

Proposition 2.1 : 

On a : 

(2.8) ~D grad z]2dx >t V (7) I! z1/21 (Q)' V zEV , V vE~ad . 

3. UN THEOREME D'EXISTENCE. 

Introduisant une suite minimismlte , on d@montre (voir [2] pour la d@monstration) 

le : 

Th@orBme 3.1. L_~_eproblBme d'optimisation (1.2)-(1.4) admet au moins une solution. 

Ce th@or~me d~existence implique le : 

Corollaire 3.1. S__i (un) nest une suite minimisante pour le probl~me (I .2)-(1.4) et si 

(urn) m est une sou:s_-suite convergeant vers un @l@ment u , on a , y(u~ @tant la 

fonction d'6tat correspondante : 

i) u est une solution du probl~me (1.2)-(1.4). 
~ H 1 i i )  Y(Um) -~ y(u ) __dans (Qy) fo r t .  

~2 
(4) Le"meil!eur" ~(y) est 

~+4y o 
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4. RF24ARQUES SUR L'UNICITE. 

Le probl~me (1.2)-(1.4) ~tant non convexe, il semble improbable que l'on ait 

unicit~ de la solution. Les consid6rations ~l~mentaires qui suivent montreront, qu'en 

fait, on a en g6n~ral, deux solutions : 

a) Si le domaine optimal est nonsym~trique par rapport ~ la droite x2= 0.5 

(voir figure 2)et sip 3 est repr~sent~ par u(E~ad), alors le domaine relatif 

u d6finie par : 

(4,1) u(x2) = u(1-x2) , o ~x 2~<I 

est ~galement optimal pour le probl~me (1.2)-(1.4). 

F1 

F4 / 
P2 
Figure 2. 

I ,  

x 1 

b) 

(4.2) 

x2 ~ 

F1 

Si le domaine optimal est sym~trique par rapport ~ la droite x 2 = 0.5 

(voir figure 3), il r~sulte des propri~t~s de sym~trie et r@gularit6 de 

y(u) (qui impliquent que la d~riv~e normale de y(u) est nulle sur la droite 

x 2 = O.5) , que u d~finie par : 

I 
I~(x2) = u(2 - x2 ) si O<~x2~<! 2 

u(x 2) u(1 :%) si {~x 2<~1 

est ~galement optimale pour le probl~me (1.2)-(1.4) ; on a repr~sent~ sur 

F 2 

Figure 3 

la figure 4 le domaine correspondant 

P4 x 

\ 

x 2 = 0.5 ___~ F 3 F 

x I 

F4 

x 2 -- 0.5 

F2 ~ 

x I 
Figure 4. 
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5. EQUIVALENC ~ AVEC LW PROBLEME D' IDENTIFICATION SUR UN DOMAI~ FIXE. 

Soit ~ = ]0,I[× ]0,1 let ~ l 'espace fonctionnel d6fini par : 

(s.2) 

On peut associer ~ !a bijection de ~--+Q d6finie par : 

A x I 

X I = v(x2 ) 

X 2 = X 2 

l'isomoi-phisme d6fini par : 

(s.3) 

A ^ 

i y -~ y : V -- V 

y(x) = ytx i v(x2), x2). 

Proposition 5.]. : 

Ona VyEV 

(5.4) 

cz2 P ' i 2 ;~rad ~ 

v vE~ 
ad 

y i 2 dx , 

Darts ce qui suit, on utilisera sur {~ la norme d6finie par : 

1 

~ ( ~ / g r a d y I  2 dx )  ~ =t/Yll 

qui est  ~quivalente sur V ~ la norme induite  par lq 1 (~). 

Utilisant les r6suitats ci-dessus, on peut transformer le probl~ree (I .2)-(1.4) 

en un probl~me d'optimisation relatif au domaine ~ , soit : 

(s.s) Min [^ vlr(v) YdT 
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avec Uad d@fini par (1.3) et y(v) solution de l'@quation d'@tat, d@finie sous 

forme variationnelle par : 

(5.6) 
~5 t grad ~. 5 t grad ~ vdx= C f~ 

y E V  ; 

^ 

vzd~ v~  EV 

A 

dans (5.6), la matrice j acobienne J est dorm6e par : 

^ 

J =  
1 -X:l v ' )  
v 

0 1 

IIen r@sulte que l'on peut expliciter (5.6) par : 

~2 ~1~1 (XlV % -  ~z  ) (xlv ~1- 7~z ~d~ = c 

^ 

(S.7)1 v ~E V 
^ 

~ v  

Dans la suite, on notera (~,~) ~ a(v;~,~) la forme bilin6aire, sym~trique d@finie 

par le premier membre de (5.7); de la Proposition 5.I., on d@duit la 

Proposition 5.2 : On a : 

(5.8) a(v;z,z) >t ~ llzll 2 V~EV 

^ ~ ~ (I + BZ+c~ z) 11 y 11 !~z (5.9) [ a(v;y,z)]~< °~ 2 - H 

_13_e_ma_rs_te___5- ! : 

, V v E~ad 

A A 

V y,zEV , VVq~a d 

Le probl~me (5.5)(5.6) est un probl~me d'identification darts lequel la fonction incon- 

nue (ici u ) intervient dans les coefficients d'un op@rateur elliptique ; de tels 

probl~mes sont @tudi~s dans CHAVENT [I~, mais ~ la difference de [11] une d@riv@e de la 

fonction inconnue appara~t darts les coefficients de l'op~rateur elliptique associ6 

(5.6), (5.7). 
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R~_ma_~ueS=Z. : 

Le probl~me (5.5),{5.6) ~tant ~quivalent au probl~me (1.2)-(1.4) admet au moins une 

solution mais la d~monstration directe d'un tel r~sultat semble difficile. 

La f o n c t i o n  v ~ t a n t  donn~e, on peut  e x p l i c i t e r  (5.7) sous l a  forme d 'une  ~quat ion  

aux d~riv~es  p a r t i e l l e s  e l l i p t i q u e  avec des c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  aseez compliqu~es ; 

ce p o i n t  de rue  l a  fo rmu la t i on  v a r i a t i o n n e l l e  (5.7) e s t  t r~s  con~node, ces c o n d i t i o n s  

aux !imites n'y intervenant pas explicitement. 

Soit Yd et 

(5.10) 

avec y(v) 

(s.11) 

f E L2(Q) ; une g~n~ralisation tr~s naturelle du problSme (5.5),(5.6) est 

  v1 (v)-x/dx 
"~ad 

s o h t i o n  de : 

. 

6. UNE APPROXI~I~TION PAR ELE~N~fS FINIS QUADRILATERAUX. 

D'un point de rue pratique, il est n@cessaire d'approcher le probl~me (I .2)-(1.4) 

par un probl~me en dimension finie ; on utilisera dans ce but une approximation de 

l'@quation d'6tat par @l@ments finis quadrilat@yaux. 

6. I • APPROXIMATION DE ~ad o 

I 
Soit N un entier positif et h = ~ ; on note par 

[ (j-1)h, jh]et on approche Nad par : 

ej, j= I,...,N, l'intervalle 

h ={VhiVh E Uad, Vhle E P1 ~f j=1 ,N t (6.1) U ad ' ' " "  
J 

avec PI = l'espace des polynSmes d'~ne variable de degr@ <~ 1. 

Le domaine Q (resp. !'espace V) relatif ~ v h sera not@ Qh (resp. Vh). 
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6.2. APPROXIMATION DE L'EQUATION D'ETAT. 

On d6finit : 

(6.2) K.. = [ ( i -1)h ,  i h ] x [ ( j - 1 ) h ,  jh]  13 

(6.3) ~ = {Kij } l~i,j ~< N 

(6.4)  

Fh : ~ -~ #h' Fh = (F1h' F2h) 

F1h (x I, x 2) = x I Vh(X 2) 
A ^ A 

F2h (x I, x 2) = x 2 

(6.5) Kij = F h (Kij) , l~<i , j  ( N  

(6.6) ~h = [ K i j  } = Fh~ h) 
1 ~i,j ~ N 

La fonction v h ~tant affine par morceaux, on remarque que chaque 

quadrilat~re, plus pr~cis~ment un trapeze, (voir figure 5) et que : 

K.. est un 
13 

x 2 

vh(o) 

Figure 5 

'~ x 1 

(6.7) F h ] ~. .  q Q1 XQ1 
1j 
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avec QI = l'espace des polyn6mes de degr~ ! I par rapport ~ chaque variable (5) 

L'espace hh de dimension finie approchant V h est d~fini par : 

(6.8) h~ = {ZhlZhEVh NC°(~h) , zho Fh!~i j E QI , I ~i,j~N } - 

II r6sulte de (6.7)(6,8) que les ~l~ments finis que l'on utilise pour approcher 

V h sont de type .isoparam~trique (voir, par exemple, CIARLET-RAVIART. [12] , CIARLET 

~3] pour une ~tude g~n~rale de ce type d'~l~ments finis). 

_Re m~_rgy_e__6_. !. 

Chaque z h E W h est complStement d6termin~e par les valeurs qu'elle prend aux 

sommets des K.. ; ces valeurs sont des degr~s de libert~ nat~rels pour l'approxima~ lj 
tion consid6r~e. [] 

Cette approximation de V h 8tm~t dorm6e, une approximation tout ~ fair natu- 

relle de l'6quation d'~tat semble ~tre : 

(6.9) 

yQ grad yh.grad z h dx = C~ z h dx V z h E W h 

h h 

YhE ~ ° 

L'dquation variationnelle (6.9) est 8quivalente ~ un systSme lin~aire, les 

variables inconnues 8tant les valeurs prises par Yh aux sommets des quadrilat~res 

de ~h : en fair (6.9) n'est pas tr~s bien adaptSe ~ des calculs num~riques effectifs; 

pour surmonter cette difficult@, on va utiliser l'appljcation F h pour obtenir une 

formulation 6quivalente o@ les int~grales sont sur Q (~ doit 8tre consid~r~ comme 

un domaine de r~f~rence). 

On d~finit : 

(6.10) W h : [Zh IZhE V~ C°(~),2hI~. EQ 1 } 1j 

et, Yh ~tant la solution de (6.9), 

(6.11) Yh = Yh o F h 

alors Yh est solution de : 

(5) pE ql "~:=='~ P(F~1' ~2 ) =aoo '+ alOFt1 + a01 F~2 + all E1 Y~2 
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(6.12) I 
~(% ; Yh' ~h ) = c ~ h  ~h d~ 

• 

^ 

V ~hqWh 

La premiere @quation (6.12) peut ~tre explicit@e par : 

(6,1s) 
l < i , ~ N '  ~..Lvh ' 

1] 

V h d~ 

= C E I^ Vh ~hdX V Zh6W h 
I<i, ~N K.. 

I) ^ 

Afin de simplifier les integrations ~ effectuer sur chaque ^Kij pour expliciter le 

syst~me lin@aire 6quivalent ~ (6.12), on approche, sur Wh×W h , la forme bilin6aire 

a(v h ;.,.) par : 

(6 .14)  

= +(~i -2:u- '~-~ ) (~i (~j) ' 

- ~)JVh(~ J) d~ 2 

avec : 

(6.15) ~ i  = ( i  - ~)h 

En ce qui concerne les propri6t@s de 

propres permet de d@montrer la : 

, Cj = ( j -  ~)h. 

ah(Vh;. ,.), un calcul @l~mentaire de valeurs 

Proposition 6.1. 

O n  8 : 

( 6 . t 6 )  

^ ^ (Z 

~%;Zh,~h~ >~ ~ Tt ;h/l z 

v~h~% , v ~EUhad , vh 

i.e. l'ellipticit6 unifor~ne, et 
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(6 . !7 )  

• " " l+~Z+c~ II~hltli~h!i I%(Vh,Yh,Zh) I < 

' a d '  V h 

i.e. la continuit~ uni±brme. 

On peut int4grer exactement, et sans difficult6, le terme _ [Vh~hd~, mais, en fait, 

on a, la 6galement, utilis6 une approximation, soit : 

l<'Ki' JKN K..  
1J 

Compte tenu de ce qui pr6c~de, on prendra pour 6quation d'6tat approch6e : 

(6,19) 
i %('%,gh,~h) =cE(Vh;~ h) 

~ h E W h  • 

v % ~ Wh 

II r6sulte de la Proposition 6.! que (6.19) admet une solution et une seule. 

6.3. APPROXIMATION DE LA FONCTION COUT. 

L'approximation la plus naturelle de la fonction coat est donn6e par : 

<6. zo) j~hl Yh - Ya 12 d~ 

a v e  c 

2 
(6.21) J QhlYh - Yd ! dx = ~ JK~^ Vhl~h-Y4 12 ct~ 

]<--i, j~N . .  1J 

mais pour  l e s  r a i s o n s  mentionn6es au N ° 6 .2 ,  au l i e u  de (6.20) on u t i l i s e r a  l ' a p p r o -  

x ima t ion  d ~ f i n i e  pa r  : 

4 ^ ^k 12 
(6.22) h2 ~ v. (~.) ~ lyh(Pij) - Yd I 

4 t~<.i,j~N n J k= 1 

les ~k ~tant les sommets de K.. comme indiqu~ sur la Figure 6 : 
I] 13 

~4j! 3̂ I a i j  

Kij Figure 6 

1J ~J 
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6.4. DEFINITION DU PROBLE~ APPROCHE. 

Compte tenu de ce qui pr6c~de, le probl~me approch6 sera d6fini par : 

(6.23) Min{h2 E Vh(~J) ~ I'~h(pkj) - Yd 12 } 
VhE uh d T~ 1<~i,j~<N k, 1= 

avec, dans (6.23), Yh solution de l'~quation d'6tat : 

^ 

i ah(vh;~h,~h) = C Lh(Vh;~h) V Zh ff Wh 
(6.24) 9 h E Wh " 

~ 6.1. 

Le probl~me approch6 peut s'obtenir en discr6tisant directement le probl~me d'identi- 

fication ~quivalent (5.5), (5.6), mais,pour d6montrer la convergence des solutions 

approch6es vers une solution du probl~me continu, il semble qu'il soit essentiel de 

consid~rer (6.23),(6.24) comme une approximation du probl~me (1.2)-(1.4),par l'inter- 

m~diaire de l'approximation par 616ments finis quadrilat6raux d~finie au N ° 6.2. 

6.5. RESULTATS D'EXISTENCE POUR LE PROBLEME APPROCHE. 

Des arguments 616mentaires de compacit~, en dimension finie, permettent de d~montrer 

le : 

Th6or~me 6. I. 

Le probl~me apprpch6 (6.23),(6.24) admet au moins une solution. 



416 

7. CONVERGENCE DES SOLUTIONS APPROCHEES. 

Soit u h une solution du probl~me approch6 (6.23),(6.24) ; on d6montre darts [2] 

que les limites des sous-suites convergentes de (Uh) h sont solutions du probl~m~ 

(].2)-(].4). Ici, on se contentera d'indiquer - toujours sans d6monstration - un 

th6or~me de convergence et deux lemmes utiles ~ sa d6monstration. 

Lemme 7.1. 

V v E~ad, il existe (rhv) h tel que : 

oo 

ii) lira rhv = v dm~s L (O,1) fort (unfiform~ment) . 
h~o 

Indications : 

On peut, par exemple, d6finir rhv par : 

(7.1) 

(7.2)  

,-g c°[o,]] , rhVle .EPI V j = I,..., N 
3 

I I(J+~ )h 
= v(~) d~ , j = I,..., N-] r hv(jh) l(j- )h 

I! - 
2 

( 1  v('v) , rhv ( ] )  v(~) m dT r~v.o,, = ~ 

1-) 
Dans le len~ae qui suit, on utilise le formalisme de CIARLET-RAVIART 0%No.6]; 

~tant donn6 v hEghad on a d6fini au N°6.2 une partition Nh ' de Qh ' relative 

v h ; on a alors le : 

Lemme 7.2. 

La famille (~h)h est ' une famille r6guli~re, uniform6ment en v h" 

Cormmntaires : 

Cela implique qu'~ la limite aucun des quadrilat~res ne peut d@gSn~rer en 

triangle et qu'aucun angle ne peut tendre vers O ou ~ ; de fa~on plus precise, avec 

les notations de la Figure 7, on a (6) : 

(6) Darts (7.3) les indices sont ~ prendre modnlo 4. 
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/<, 

(7.3) 

Figure 7. 

h min(1 ,cO ~ ~< h max( I+~/~C12 ~ ~ ) 

V k = I, 2, 3, 4. 

et 

h (7.4) ~ ~ ] s i n  ek] ~ 1 V k=1,2,3,4,  VVhE Uad , Vh. • 

LFM~ 7.3. 

Soit v h E~had tel que li~ v h = v fortement dans L (0,I), soit ~h la solution 
h~o 

Fhl correspondante de l ' 6qua t ion  d ' S t a t  (6.19) e t  Yh = Yh ° , so i t  f~ le  domaine 

r e l a t i f  ~ v e t  y(v) la  so lu t ion  correspondante de l '~qua.tion ' d ' ~ t a t  (1.4) ; a lors  

i) lira Yh = y(v) fortement darts H 1(~Y) 
h-~o 

= ] y(v)-Yd] 2 d x .  

lira I h 2 ~ Vh(~ j) k~=1 ^ ^k 12 1 - I Yh(Pij) - Yd h~o! 4 1~<i,j~N 
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Cor~nentaires : 

Sans entrer dans les d6tails de la d@monstration de ce Lemme pour laquelle on ren- 

voie ~ [2] ~ disons qu'une @tape essentielle est la suivante : 

g ~tant l'espace a ssoci@ R Q(et v) par (2.]), on consid~re V { V ; on a alors, 

pour h suffisamment petit : 

(7.5) support de ~ c Qh " 

Soit ~h ie Wh-interpol__~@de 9 sur 

(7.6) 

V h E W h 

VhCP = ~(P) 

gh i.e. l'unique fonction telle que : 

VP, P so~net de Kij~ gh ' 1~<i,j ~ N ; 

Compte tenu du Lemme 7.2 sur la r6gularit@ de (~)h ' on peut alors appliquer~2,N°6] 

d'oO l'existence de A, ind@pendant de h , ~, v h, tel que : 

(7.7) 
t it % - ~ (~h) = !I %- vii H ~ ( 3 )  
{ 

Vh , v v  h , v ~E v . 

Des Lemmes 7.1 et 7.3, on d@duit le : 

THEOREME 7. ] : 

Soit u h une solution du pr0bl}me approch@ (6.23),(6.24), 9h la solution correspon- 

dante de l'{quation d'@ta__!t (6.19) e!t Yh = Yh ° ; lorsque h, 0 on peut extraire 

de la suite (Uh) h une sous-suite - encore not6e (Uh) h - telle que : 

(7.8) lim {Uh,Yh} = { u ,  y(u)} darts OoL(O,1)×Hl(gaT ) fort 
h-~o 

(7.9) u solution de (1.2)-(1.4) 

et routes les sous-suites convergentes extraites de (Uh) h poss@dent ces propri@t@s. 

Ce th@or@me justifie donc la m@thode utilis@e pour approcher le probl@me (1.2)-(1.4). 

I 
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8. CONDITIONS NECESSAIRES D'OPTIMALITE POUR LE PROBLEME CONTINU. 

Les m@thodes d'optimisation duprobl~me approch@, d6critesaux Num@r6s 10 et 11, 

sont des m@thodes it6ratives qui n@cessitent, ~ ehaque it@ration, le calcul du gra- 

dient de la fonction coat consid@r6e comme fonction de v h. ie formalisme du probl~- 

me continu @tant plus simple que celui du probl~me approch6, on va d'abord @tudier le 

gradient de la fonction coat attach6e au probl~me d'identification @quivalent du N°5, 

dans le cadre un peu plus g@n@ral d6fini par la Remarque 5.4. 

La connaissance du gradient permettra, entre autres, d'expliciter des conditions 

n~cessaires d'optimalit@ pour le probl~me consider6. 

8 . 1 .  UN LEH~E DE DIFFERENTIABILITE. 

Soit U l'espace des fonctions lipschitziennes (7) 

d6fini par : 

sur [0,1] et O l'ouvert de U 

(8.1) o = { v l v < u  ,v (x  z ) > o  sur[O,1]} , 

soit 9(v) 

(8.2) 

la solution de l'6quation 

a(v; Y, z) =I fv ~ di 

9 ~ v 

V zE 

on a alors le : 

LFMvlE 8 .1 .  : 

L'application 

Coranentaires : 

v-~(v) est Fr6chet-diff@rentiable de O ~ V. 

Pour d6montrer ce r6sultat, on peut, comme dans E 11,Ch. I] appliquer le th6or~me des 

fonctions implicites en utilisant la diff@rentiabilit6-Fr@chet des applications 

O --~ L ~ (0,1) d@finies par v~ v' v ~ I , ~ , etc... 

i7 ) .... U. = WI'°°(0,I) • 
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8.2. GRADIENT DE LA FONCTION CObOl ET CONDITIONS N]~CESSAIRES D'OPTIMALITE. 

Soit J :O~ la fonction cofit du probl~me (5.10),(5.11); d'ofi : 

(8.3). J(v) = y~ vip(v)-ydl2  dR ; 

Du Ler~e 8.1 on d6duit alors le : 

T H E O ~  8.1 .  

La fonction cofit J 

est d6fini ~ (8). 

est Fr~chet-diff~rentiable de O-,R e tson gradien t J' e_~n u 

(8.4) 
~1 1 ^ c ~ ^  u ^ u '  u 

o O ~ est la solution (m~ique) de l'@quation adjoint e : 

(8.5) 
. 

A 

d~ v ~ E  V 

Ce th@or@me ~Jnplique le : 

THEOREME 8.2. 

S__~ uE 1~d est solution du prgbl}me (8.10),(5.11), u doit v%rifier : 

I J ' ( u ) , ( v - u )  ~ O V vE ~ad 

(8.6) 
{u ~t~ad m 

Les r e l a t ions  (8°6) ne sont r ien  d ' au t re  que les conditions n~cessaires d 'opt imal i t~  

pour le probl~me (5.IO), (5.11), l 

(8) J '  (u) E ~ (~, ~.)° 
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9. CONDITIONS NECESSAURES D'OPTIMALITE POUR LE PROBLEME APPROCHE. 

On va reprendre, succintement, dans le cas du probl~me approch6, les consid6ra 

tions d6velopp6es au N ° 8 pour le probl~me (5.10),(5.II) ;dans le cas, le plus fr6- 
-x- 

quent, o~ Yd' f seraient continues sur Q une approximation "raisonnable" de ce der- 

nier probl~me serait : 

(9.1) h2 4 A k t21 
Minh ~ Vh(¢j)Elgh(Pi j) - yd(Pij) ) Vh~ 1~ad I{i,j~N k=l 

avec, dans (9.1), 9h solution de l'~quation d'6tat : 

ah(Vh;gh'Zh) = l~<i,j~N ' k=l 

(9.2) 

VZhEW h 

Remarque 9.1. 

Au (as oO Yd (resp. f) ne serait pas continue, on rernplacerait yd(P (resp.f(P j)) 

Far la moyenne de Yd (resp.f) sur l'intersection de Q et du carr6 centr~ en 

Pikj, de cSt@s de longueur h et parall~les atux axes de coordonn6es, i 

Soit Ii h =[ Vh!VhE 4, VhleE P] ' j=1 .... ,NI , on munit ~h 

dienne d~finie par le produit ~calaire 

(9.3) (Uh,Vh) = ~10 u h v h dx 2 

de la structure eucli- 

et !a norme associ@e ; soit O h =Rh AO, O hest alors un ouvert de llh. ̂ ^ 

On d~finit ensuite un Hamiltonien du probl~me (9.1),(9.2), soit Hh: U h × Wh×W h -* [, 
par (9) : 

(9.4) 
= Yd (Pij) - 

- qh(Pij) • l~i,j~N k=l 

Soit Jh : Oh+l% la fonction cofit du probl}me (9.1),(9.2), on d@montre alors 

le : 

(9) Toujours en st[oposant yd,fE C°(~. 
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THEORFd~ 9.1 ° : 

La fonction cofit ~ est Fr6~et-diff6rentiable de Oh~ e~ son gradient ' J'h a_uu 

point ~ est d@fini~par : 

(9.5) J 'h(%) .% = ~ 6-~h (Uh,~h,~h) ~ ~ 2 '  V ~f f  

o~ d~s (9.5) 3~h(G,~,~h)~ U h e t  d6si~e le gradient partiel  de ~ ,  par rapport 

~ , au point (uh,Yh~Ph) et o~ ~ ' P h  son G respective~nt~ soht ions  de l'@qua- 

tion d '6tat  : 

(9.6) 

h 2 E 
ah(uh;Yh 'Zh)  = 4 l ~L , , ~  N 13 n 1~ ' 

~h~ w h 

et de l'@quation adiointe : 

(9.7) 

= h 2 
ah(Uh,[h,~ h) ~ E Uh([d) Yd(Pij)) ~h(~ij ) 

De ce thSor~me, on d@duit le : 

THEOREME 9.2 : 

S__~ u h E~d est solution du ~robl[me (9.1),(9.2), u h doit v6rifier 

(9.8) 
l J[(Uh) rv -,, ~ "~ h ~h; >~ 0 V v hE t~had 

ad 

Les relations (9.8) sont les conditions n@cessaires d'optimalit6 pour le probl~me 

(9.1) ,(9.2). 

Remarque 9.2 : 

II convient de remarquer que dans le calcul du gradient Jh(Uh) ' ~h et Ph sont 

solutions de syst~mes lin6aires ne d iff@rant clue . par les seconds membres, les matri- 

ces associ@es aux premiers membres 4rant identiques ; on verra co~nent tirer parti 

de cette Remarque aux Num@ros iO et 11. m 
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10. UNE METHODE DE GRADIENT AVEC PROJECTION. 

On peut, pour r~soudre (ou du moins essayer de r6soudre) (9.1),(9.2), utiliser 

une m6thode de gradient avec projection. 

10.1 DESCRIPTION DE L'ALGORITHME DU GRADIENT AVEC PROJECTION. 

Le gradient en v h de la fonction co~t, soit ~h(Vh), 6tant identifi6 ~ un ~l~- 

ment de Nh ' l'algorithme du gradient avec projection peut 6tre explicit6 par : 

h (10.1) ~ donn~ dans Uad 

n ^n+ I ~n+ I n+ I 
u h ~tant connu, on calcule Yh ' ~h , u h par : 

h2 
ah(~ ; ~+1, ~h ) = T  E uh(~j)n 

(10.2) 1~<i ,~N k=l 
^n+1 2, 
Yh E % 

^ ^ k  

(10.3) 

/ 1  
^n+l  ^k ^k  uh(~j)n ~ (Yh (Pij)-Yd(Pij)) ~h(~ij) 

(10,4) u~ +1 = P t~had(~ - pJ~(~)) , P>O .. 

h pour la norme d~finie par Dans (10.4) P h est l'op~rateur de projection sur t~ad 
' Uad 6H h 

(9.3) ; par aineurs J~(~) : ~v h -  ( ~  'Yh^n+l'~ ^ +1). 

Remarque 10.1. 

La matrice associ~e aux syst~mes lin~aires (10.2),(10.3) est sym~trique et d~finie 

positive, aussi a-t-on utilis6 la m~thode de Cholesky pour r~soudre ces syst~mes, en 

prenant avantage du fait que la factorisation de Cholesky n'est ~ effectuer qu'une 

seule fois par iteration puisque les deux syst~mes lin@aires (10.2),(10.3) ont des 

matrices identiques, m 
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Remarque 10.2 : 

Etant donn6 la non-convexit~ du probl~me (9.1),(9.2), il semble que la d@monstration 

de r@sultats de convergence pour l'algorithme (10.1)-(10.4) soit hors d'atteinte, l 

h 
10.2. UNEMETHODE DE PROJECTION SUR gad 

La raise en oeuvre de l~algorithme (tO.1)-(10.4) implique ~ chaque i t 6 r a t i o n  la 

p ro jec t ion  du vecteur  ~ , n h -pJh(Uh) sur ttad ; plus g~n~ralement, s i  b E Nh ' 
h p ro j e t e r  b sur ~ad revient  g r@soudre le probl~me : 

(lO.S) M~ [ (vw,%) - z(b,v h ) ;  
h 

v h ~ I~ ad 

qui admet @videnment une solution et une seule. 

Compte tenu de la nature des contraintes d~finissant 

au probl~me (iO.5) sera ~h :gh × N2N+I----~I~ d~fini par : 

(10.6) 

h 
~ad un Lagrangien bien adapt~ 

(~[1 ) N (J.-v. 1) 
J h 3-I - C . ~h(~)a~-c z + h ~ j  ~-h(Vh'Fh) = (Vh'Vh)-2(b'Vh)+2F° O j=l 

avec, darts (10.6),  vj = vh(Jh).  

h 
Notant U@= {Vh! Vh~ Uh,~ ~Vh~ ~ } , on peat a lors  ca lcu le r  ia so lu t ion  de (t0.5) 

en u t i l i s a n t  l ' a lgor i thme suivant : 

O 

(10.7) X donn6 h 

k m h +1E par : c lcu e < 

(lO.8) 

h 

u ~  h 
u~  B 

(10.9) km+l m , j% ~ ( ~ ) d $ _ C 2  ) o =ko +P ( 
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m m 

(I0.I0) k m+1 = max(O, k m ' ( uj-~i'1 + p - Ci) ) J 3 h 

m m 

(10.11) k m+1 = max(O, k~+3 p,(Uj_]-uj _ CI))" 
N+j h 

Dans Glowinski-Lions-Tr6moli~res []4, ch. II] on d6montre que pour p'> O suffisamment 
m 

petit, la suite (Uh) m d~finie par l'algorithme (10.7)-(10.11) converge vers la solu- 

tion duprobl~me (10.5). • 

11. UNE METHODE DE TYPE FRANCK ET WOLFE. 

Darts ce Num~ro, on va d6crire une autre m~thode de r%solution du probl~me appro- 

ch6 (9.1),(9.2), inspir6e de la m~thode de Franck et Wolfe ,cf. COa [15, ch.4] et uti- 

lis6e par Morice darts [ 7] . 

De fawon prOcise, on utilise l'algorithme ci-dessous : 

h (11.1) ~ donn6 darts Uad 

n ^n+1 ~+I par (I0.2) (I0.3), d'oO : u h 6tant connu, on calcule Yh ' 

' n ~Hh n ^n+1 ^ (11.2) Jh( ) = yh , , 

on d6termine ensuite ~+I cor~ne solution du probl~me : 

(11.3) 

(jh(~) ' -n+1 ' n n h 
u h - ~) ~ (Jh(Uh), Vh-U h) Vv h E Zad r] ~hhd 

h 
<+16 Uad n <d 

avec, dans (11.3), ~hd ={VhlVh 6Uh ' IVh-U~l ~ d } ; on d6finit enfin u~ +I 

solution de 

CO~/~e 

(11.4) Jh(U~ +I) ~ Jh(Vh) Vv h 6 au segment [u~, --n+17 u h J. • 
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~r~arque 11. t : 

O n a :  

(11.5) 

h n 
ttad (q Khd ={Vh]VhE t~ h , a ~<Vh~< 

1 

,[oVh(F~)d% = C 2 , -CI~<V]~<~C 1 } 

, .< n 
-d.~Vh-U h ~< d 

Le probl~me (11.3) est doric un,~robl~me de prograr~nation lin@aire que l'on r@soud 
-n+1 n 

par la m@thode du simplexe initialis@e,dans le calcul de u h , par u h . w 

Remarque 1 I. 2 : 

Dans les applications expos@es dans ce travail (cf. N ° 12), le probl~me ~ une varia- 

ble (11.4) a @t@ r@solu par dichotomie. 

Remarque t l . 3  : 

La Remarque 10.2, relative ~ l'algorithme (10.1)-(10.4) vaut @galement pour l'algo- 

rithme (11.1) - (11.4) .  

12. APPLICATIONS. 

Remarqu e pr@!iminaire ' : On a suppos@ aux Num@ros 9, 10, 11, que t~ h @tait muni de 

la structure euclidienne associ@e au produit scalaire (9.3) ; en fait, il est plus 

commode d'utiliser la structure euclidienne d~finie par le produit scalaire : 

N 

(12.1) (Uh,Vh) h = h j~--'O uh (J h) Vh (J h) 

et c'est ce qui a @t@ fair pour les applications num~riqfles d@crites au N ° 12. 

On re:prendrait sans difficult@ les consid@rations d@velopp@es aux Num@ros 9, 10, 11, 

en supposant que ~h est muni du produit scalaire (12.1). m 

On va se limiter aux deux exemples ci-apr~s, renvoyant ~ [ 2 ] pour d' autres appli- 

cations num@riques. 
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EXEMPLE 1. 

Va!eurs ' nt~n~riques des param~tres : 

C = 10, Yd = O , C I = I , C 2 = O.75 , e= 0.5 , ~ = I. 

Pas de discr~tisation : h- I 
20 

Initialisation des algorithmes des Num~ros 10 et 11 : on part de d~fini par : 

(12.1) 

1 
~(~) : 4~+ C 2-,~ si o~ ~< 

1 ~ 1  

avec ~>O ; on peut donc consid~rer ~ , pour ~ petit, cormm une perturbation de 

v h = C 2 (voir Figure 8). 

C2+ s 

C2-s 
I 

I 
t 

O 0.5 

Figure 8. 

Test d' arr~t pour les algorithmes des Num~ros J0 et 11 : on cesse d'it~rer d~s que : 

L°°(0,1) 

•h +I Calcul de ~+1 : Par la m~thode de Cholesky (voir Remarque 10.1) 

Application de l'algorithme dugradient avec projection duN~ 10 : on a, en fait, 

utilis~ l'algorithme (10.1)-(10.4) avec tmp variable ~ chaque it@ration, selon les 

principes (heuristiques) de la m~thode dugradient ~ pas ajust~s (cf. par exemple, 

[14, Ch. II]).Quant au param~tre p' de lam~thode de projection (10.7)-(10.11), on 

l'a choisi constant sans rechercher sa valeur optimale. 
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Remarque 12.1 : 

Si ~!0 -5 dans (12.1), l~a!gorithme reste bloqu~ sur u~ ; sie > 10 -4 , il y a 

convergence(au sens du test d'arrSt (12.2)). Par exemple, pour s = 10 -4 et N =5×10 -4, 

il y a convergence en 10 iterations, soit 3 minutes de CII 10070, vers la solution 

repr~sent~e sur la Figure 9, avec la partition g h correspondante ; sur la Figure 10 

on a repr~sent~ les ~quipotentielles de la fonction d'6tat correspondante. 

Si D<S~O -4 , le non, re d'it6rations n~cessaires R la convergenceaugmente~A titre 

indicatif, signalons que la fonction cofit (approch~e) qui vaut 3.164 pour u~ , est 

~gale R 1.590 pour la solution optimale calcul~e. 

Application de la meithode de Franck et Wolfe du Num~ro 11. 

On ale m~ne probl~me de d~marrage que darts la m~thode pr~c~dente et ce, pour 

les mgmes valeurs de ~ ; d}s que a est suffisamment grand (e ~ 10 -4 pour fixer 

les idles), la convergence est extr~mement rapide puisque dans l'exemple trait6, on 

a !lu~ - ~ !I < IO-I0 • la limite correspondante ~tant la n~me que celle 

L°° (0,1 ) 

obtenue par l ' a lgo r i thme  de gradient  avec p ro j ec t ion  ; le  temps de ca lcu l  es t  de 

l ' o r d r e  de 1 minute 30 secondes sur CII 10070. 

Signalons que l a  quant i t~  d de l ' a lgo r i thme  (1 t . ] ) - (11 ,4 )  a ~t6 p r i s e  8gale 

~(g) 1 

Si l'on part de u~ comme repr6sent~ sur la Figure 11, pour ~ suffisanment 

grand on obtient, par les deuxm{thodes ci-dessus, le domaine de la Figure 12 

pour ce dernier domaine, la fonction co~t vaut 1.953 . 

x 2 

C2+ ¢, 

C 2- ~, 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  I 

l 
I 
I 

I 
I 
I 
| 

d d 

O.S 1 0.5 

430 

D 

x I 

Fi_~. re 11 Figure 12 
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EXEMPLE 2. 

Valeurs num~riques des param~tyes : comme dans l'Exemple I, sauf C I = 5. 

Pas de discr~tisation : h=2- 
2O 

Initialisation : on part de co~e indiqu~ sur la Figure 

C2+g 

C 2 - 

I I I I 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 

Test d'arr~t : 

Figure 13. 

con~ne dans l'Exemple I. 

Application de la m~thode de Franck et Wolfe du Nu~ro 11 : 

La m6thode de gradient avec projection, d'un emploi d~licat, n'a pas ~t6 utilis~e 

sur cet exemple o~ l'on s'est limit6 ~ celle de Franck et Wolfe. 

L~ encore, si l'on a g ~< 10 -5 , l'algorithme se bloque sur u~ ; pour ~ >~ 10-4 

et dans des temps comparables ~ ceux de l'Exemple I, on a convergence de l'algorith- 

me (11 .I)-(11.5) en dev~x iterations ; on a indiqu~ sur la Figure 14 le domaine opti- 

mal calcul~ et la partition ~h correspondante, la valeur de la fonction coot est 

alors O. 32. 

Remar~ue 12.2 : 

Si le domaine initial est le mSme que celui de l'Exemple I, avec g suffisamment 

grand on obtient le domaine de la Figure 15 ; la fonction cofit correspondante vaut 

0 . 7 1 .  

Remarclue 12.3 : 

La convergence tr~s rapide de l'algorithme de Franck et Wolfe donne ~ penser que les 

limites obtenues correspondent ~ des minimums relatifs ou plus g~n6ralement ~ des 

points stationnaires de la fonctionnelle et qu'il y a peu de chances qu'un minimum 

absolu ait ~t~ atteint. 
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Figure 14. 

Discr@tisation du domaine. 

C = 10 

YD = O 

c~ = ,5 

= I 

CI = 5 

C2 = . 75 
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CONCLUSION : 

x 2 

L 

0.5 I 

Figure 15. 

x ! 

La m~thode d'optimisation de domaine expos~e dans ce travail est sans doute 

moins g~n~rale que celles expos~es, par exemple dans [5 ] , mais ce qui nous semele 

essentiel est le fait que, par l'interm~diaire d'approximations par ~l~mentsfinis 

ad~quates, cette m~thode puisse s'~tendre ~ d'autres probl~mes de domaine optimal 

ainsi qu'~ certains probl~mes de fronti~re libre (ramen~s ~ des probl~mes de domai- 

ne optimal) comme, par exemple, ceux consid~r~s par Baiocchi dans [16] et qui feront 

l'objet d'un travail ult~rieur. 
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