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INTRODUCTION

Dans cet exposé, qui prolonge Bégis-Glowinski [1] , on considére 1'Analyse
Numérique d'un probléme de domaine optimal, assez él8mentaire, relatif & un phénomé-
ne de diffusion bidimensionnel (i.e. gouverné par une équation aux dérivées partiel-

les elliptique). La fonction d'é€tat est approchée 3 1'aide d'éléments finis quadri~

latéraux et le probléme approché correspondant est résolu, soit par une méthode de
gradient avec projection, soit par la méthode de Franck et Wolfe ; ces deux méthodes

~

nécessitent la résolution, i chaque itération, de 1'gquation d'état et de 1'équation
d'état adjointe, toutes deux approchées par la méme méthode d'éléments finis. Des
résultats numériques sont présentés et analysés. Pour des démonstrations compl&tes
des résultats mentiomnés dans cet exposé, on renvoie & Bégis-Glowinski [2] .

Le plan est le suivant :

1. Formulation du probléme d'optimisation.
2. Formulation variationnelle de 1'équation d'état.
3. Un théoréme d'existence.
. Remarques sur 1'unicité.
Equivalence avec un probléme d'identification sur un domaine fixe.

4
5
6. Une approximation par €léments finis quadrilatéraux.
7. Convergence des solutions approchées.

8. Conditions nécessaires d'optimalité pour le probléme continu.
9. Conditions nécessaires d'optimalité pour le probléme approché.
10. Une méthode de gradient avec projection.

11. Une méthode de type Franck et Wolfe.

12. Applications.

Conclusion.
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1. FORMULATION DU PROBLEME D'OPTIMISATION.

4
Soit QCRZ un domaine avec 0Q=I= i\__._)1 Ti , comme indiqué sur la figure 1.

: X,
1 Ta
iy
Fig. 1 1 @ Ly
T, X

(1.1} Xy = v(xz) , OsxZ F4 I

Etant donné deux constantes C et vy a’ on consid&re le probléme de minimisation

suivant :
(1.2) Min [}y(v}—y [2 dx , x= (%,X,)
: 0 d ’ 1272
vEuad
avec
(1.3) Upg = {v|v lipschitzienne sur [0,1] , O<a<v<®B ,
dv !
¥ <, Vix)dx, = C, ]
2 0
¥ 92
et y(v) solution {avec A= —5 * ———2) de :
Ax Ox
1 2
o)
(1.4) ~A}'=Csur9,b—zn=05ur PT,I‘Z,I’A,y=Osur l“3

1
Remarque 1.1 : La condition j v[xz)dxz = CZ implique que l'aire de @ est constan-

te lorsque v décrit Uga

Remarque 1.2 : Pour d'autres problémes de domaine optimal, on pourra consulter, par
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2. FORMULATION VARIATIONNELLE DE L'EQUATICN D'ETAT.

Dans le but de simplifier 1'étude théorique et pratique du probléme ci-dessus, on

va donner une formulation variationnelle de 1'équation d'état (1.4). Un espace fonction-

nel (1) bien adapté 3 la présente étude est l'espace V défini de la manidére suivante :

On introduit d'abord :

2.0 v o= olo € COO@), ¢=0 au voisinage de I'; }
puis
(2.2) V = adhérence de v dans H1 ().

I1 en résulte que V est un sous-espace hilbertien de HI .

On considére ensuite 1'équation variationnelle :

f grady.gradzdx=CJ zdx vz €V
(2.3 Q &

€ v

y

La forme bilinéaire (y,z) _,Jggrad y.grad z dx est continue sur VxV et V-ellipti-
que {on dit aussi coercive) i.e. T v{Q) > O tel que :

(2.4) JQ |grad z)%ax > v(o) ”z”é(@} vze V

la premiére propriété est évidente, quant i la seconde, elle résulte du fait que
est borné et que z

(2.1),(2.2)).

11“ = 0 vz €V (au sens de la définition de V donnée par
5

La forme linéaire z [ o zdx éEtant continue sur V , il r€sulte du théoréme de
Lax~-Milgram {Z) que (2.3) a une solution et une seule et il est classique (3) que Yy
soit 1'unique solution dans V de 1'équation d'état (1.4).

(1) De type Sobolev.
(2) Voir, par exemple, Yosida [8] .
(3) Voir, par exemple, Lions [9] , Necas [10] .
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Remargue 2.1 :  Soit Y €R, Y >8 et:
(2.5 Qr =lo, y[xJo,1[
(2.6) vy ={zlz€ H'(®) , 2(,x) = O p.p.}

il existe {4) alors vy{y) tel que:

2

1

H (Qy)

et, ¥vEu, a V peut 8tre considéré comme un sous-espace fermé de Vy obtenu en pro-

vze V

2.7 j lgrad z1%ax = viy) Jlz ] v
y

longeant tout z €V par zéro dans QY- @ . L]
On déduit facilement de la Remarque 2.1 la :

Proposition 2.1

On a:

(2.8) j | grad zqzdx> vy 23 . vzEV ¥ VvEu ..
Q

3. UN THEOREME D'EXISTENCE.

Introduisant une suite minimisante , on démontre (voir (21 pour la démonstration)
le :

Théordme 3.1. Le probléme d'optimisation (1.2)-(1.4) admet au moins ume solution.

Ce théoréme d'existence implique le :

Corollaire 3.1. 5i {un)n est une suite minimisante pour le probléme (1.2)-(1.4) et si

; oz * 2
[um)m est une sous-suite convergeant vers un Elément u” , on a , y(u®) &tant la

fonction d'8tat correspondante :

i) u* est une solution du probléme (1.2)-(1.4).
i) y(u) = ¥(u) dans H' (@) fort.

2

T
gy

(4} Lemeilleur’ V(Y) est
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4. REMARQUES SUR L'UNICITE.

Le probléme (1.2)-(1.4)
unicité de la solution. Les

étant non convexe, il semble improbable que 1'on ait

considérations élémentaires qui suivent montreront, qu'en

fait, on a en général, deux solutions :

a) Si le domaine optimal est nonsymétrique par rapport i la droite X,= 0.5
(voir figure 2)et 5'11“3 est représenté par u( Euad), alors le domaine relatif
4 u définie par :
~ _ _ s
4.1) u(xz) uf(1l xz) » 0SX <1
est également optimal pour le probléme (1.2)-(1.4).
X
2 T 4
F1 3
i) X
Figure 2.
b) Si le domaine optimal est symétrique par rapport 3 la droite X, = 0.5
(voir figure 3), il résulte des propriétés de symétrie et régularité de
y(u) (qui impliquent que la dérivée normale de y(u) est nulle sur la droite
x, = 0.5) , que u définie par :
B = u} - ; <5 <1
u(xz) u(z xz) si 0 XS5
(4.2) ~ ~ ) le, <
u(x,) = u(l - x)) si 7 Sx, <1
est également optimale pour le probléme (1.2)-(1.4) ; on a représenté sur
la figure 4 le domaine correspondant 3 U
F
x, Ty X, Ty
rbo____2 x2=05__ __ r., r) x2=0.5
1 /3 £} - Fs
Fz T )
X1 X

Figure 3
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5.  EQUIVALENCE AVEC UN PROBLEME D'IDENTIFICATION SUR UN DOMAINE FIXE.

Soit Q= }O,T{X }0,1 [et V 1'espace fonctiomnel défini par :
~ N . .
(5.1) Vo ={ylyeH @, y(, x) =0 p-p- } .

On peut associer 3 la bijection de @ —>Q définie par :

-~ XT
[ % =
1 V(Xz)
(5.2)
TN

1'isomorphisme défini par :

>

~

y = y: V-V
baa a0 LA
ty00 = ylx) vixy), x).

Proposition 5.7. @

Ona Yy£vV
o r 2 w g s Tt 2
e j lgrad y| dx&Jl%grady[dxg j lgrad y|* ax ,
B(i+B ¢ e Q 0
(5.4)
¥ vE uad
Démonstration : voir [2]. .
Dans ce qui suit, on utilisera sur V la norme définie par :
1
w2 SN2 ~
po ([l s )7 <15
Q
qui est équivalente sur V & la norme induite par H1 (@. a

Utilisant les résultats ci-dessus, on peut transformer le probléme (1.2)-(1.4)
en un probléme d'optimisation relatif au domaine Q , soit :

(5.5) Min JA vy - vy F
Veuad .
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avec Uyy défini par (1.3) et y(v) solution de 1'équation d'état, définie sous
forme variationnelle par :

J;Jt grad §. J* grad 2 vdx = C ) vz d% ki
(5.6) “ @
yevV

Ny
m
<>

dans (5.6), la matrice jacobiemme J est donnée par :

T
0
<o <=

I1 en résulte que 1'on peut expliciter (5.6) par :

1 0y 32 - V'éz
Ao s st (o -
JQ [VZ x1511 v &, ) x4
GIK ¥ eV
yev oo,

Dans la suite, on notera (¥,2) — a(v;¥,2) la forme bilindaire, symétrique définie
par le premier membre de (5.7); de la Proposition 5.1., on déduit la

Proposition 5.2 : On a :

.,.» [+ SN a2 a_ =
(5.8) a(v;z,z) » —5— 1217 v2ev | v vey,

14654

d

1+

PN 2 ~ A PPN
+C
(5.9 la(v;y,2)|< " Hyitllzll v y,zeV, vvey 4

Le probléme (5.5)(5.6) est un probléme d'identification dans lequel la fonction incon-
nue (ici u ) intervient dans les coefficients d'un opérateur elliptique ; de tels
problémes sont &tudiés dans CHAVENT [17], mais 4 la différence de [11] une dérivée de la
fonction inconnue apparait dans les coefficients de 1'opérateur elliptique associé 2
(5.6}, (5.7).
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Le probléme (5.5),(5.6) &tant &quivalent au probléme (1.2)-(1.4) admet au moins une
solution mais la démonstration directe d'un tel résultat semble difficile.

La fonction v é&tant domnée, on peut expliciter (5.7) sous la forme d'une &quation
aux dérivées partielles elliptique avec des conditions aux limites assez compliquées ;
4 ce point de vue la formulation variationnelle (5.7) est tr&s commode, ces conditions
aux limites n'y intervenant pas explicitement.

Soit vq €t fe LZ(Q) ; une généralisation tré&s naturelle du probléme (5.5}, (5.6) est

{‘ 3
(5.10) Min  Jav|[T(V)-y ]2dx
vy, o 9 d
R ad
avec y{v) solution de :

(alvi¥,E) = |, Bk y2zeV
(5.11) L - “
| FEV -

6.  UNE APPROXIMATION PAR ELEMENTS FINIS QUADRILATERAUX.

D'un point de vue pratique, il est nécessaire d'approcher le probléme (1.23-(1.4)
par un probléme en dimension finie ; on utilisera dams ce but une approximation de

1'équation d'état par éléments finis quadrilatéraux.

6.1. APPROXIMATION DE Ug

Soit N un entier positif et h = % ; on note par ej, j= 1,...,N, 1l'intervalle
[ (G-1)h,jhet on approche U4 Par :

4 h _ : -
(6.1) U ad -{vhlvhe Uy g Vh{e‘G P1, ¥ J—1,...,N§
]

avec I} = 1'espace des polynfmes d'une variable de degré <1.
Le domaine £ (resp. 1l'espace V) relatif 2 v, sera noté Qh {resp. Vh).
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6.2, APPROXIMATION DE L'EQUATION D'ETAT.

On définit :
(6.2) Ky = [(-Dh, ih Ix [G-Dh, jr]
(6.3) Y = (K.
n~ 1<1,j <N

By ot 88y, Fp = (i Fo)
(6.4) F»‘h (X1, xz) = x'x Vh(XZ)

Fon (s %) = %,
(6.6) M= LK) = Fpley)

1<i,j< N

La fonction Vi gtant affine par morceaux, on remarque que chaque Kij est un
quadrilatére, plus précisément un trapé€ze, (voir figure 5) et que :

[ [~

NN

LV N N

77 7.
(6.7) Folk  €QxQ
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avec Q = 17espace des polyndmes de degré <1 par rapport 3 chaque variable N

L'espace Wh de dimension finie approchant Vh est défini par :
= c ° 0 I~ c 1.3 h .
(6.8) Wh {zhiz}ﬁvhmc (Qh} > Zpo Fh.Kij = Q1 , 1<i,j<N }
11 résulte de (6.7)(6.8) que les éléments finis que 1l'on utilise pour approcher
Vh sont de type isoparamétrique (voir, par exemple, CIARLET-RAVIART. [12] , CIARLET
13]  pour une étude générale de ce type d'éléments finis).

Chaque Zy, € Wh est complétement détermine par les valeurs qu'elle prend aux
sommets des Kij ; ces valeurs sont des degrés de liberté natwrels pour 1'approxima-
tion considérée. -

Cette approximation de Vh £tant donnée, une approximation tout & fait natu-
relle de 1'équation d’état semble Etre :

j& grad yh.grad 7 dx = Cl% 2 dx oz € Wh
(6.9) h h
Y € Wh y

~

L'équation variationnelle (6.9) est équivalente 4 un systéme linéaire, les
variables inconnues &tant les valeurs prises par Yy, aux sommets des quadrilatéres
de ¥
pour surmonter cette difficulté, on va utiliser l'apglication Fh pour obtenir une

hotoen fait {6.9) n'est pas trés bien adaptée i des calculs numériques effectifs;

formulation équivalente ol les intégrales sont sur %(R doit &tre considéré comme

un domaine de ré€férence).

On définit :
(6.10) hzgzh{zhe v c°(sz),zh{g<ijte}

et, ¥y étant la solution de (6.9},

~

o E

(6.11) Y =¥, 0 By

alors ?h est solution de :

) peQ (5, &) Tyt anly t Ay &t a8y &y
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a(vh ; ?h’ zh) = CLVh Z X v zhEWh
(6.12) &

yh GWh M

La premidre €quation (6.12) peut &tre explicitée par :

oy, oZ A ) /

19, %%, 2V O W O

~AXET B (X — Tx— - )( ) dX
JA [v}zleT éxl 1vh éx1 &2 h 5 5

1<, N UK

= C E JA vy 2y dx VzhEWh

<i, ¥ ..

1<, <N Kl} )

Afin de simplifier les intégrations i effectuer sur chaque K 13 pour expliciter le

(6.13)

systéme linéaire €quivalent 4 (6.12), on approche, sur W, ><W , 1a forme bilinéaire
a(vh Sey.) par :

1, BN K v 85) 1 j
(6.14) o2,
z)]vh(%; ) d&
avec 1
. =(j- 1
(6.15) E,=(-2h » g =0-3h

En ce qui concerne les propriétés de ah(vh;. ,+), un calcul &lémentaire de valeurs
propres permet de démontrer 1a :

Proposition 6.1.

Ona: o .
ah(vh;zh’zh) O; 3 H Zhﬂz
(6.16) 1,

V€W, s v euly » vh

i.e. 1'ellipticité uniforme, et
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2
o A 1+B7+CT 1y o s 1
oy 09020 | < BT )9, iy
(6.17) | ) .
\Vj‘rh, 'z‘,hf Wh . VVhE Uad’ ¥ h

i.e. la continuité uniforme. e

On peut int8grer exactement, et sans difficulté, le terme j‘ vz hdx mais, en fait,
on a, 13 également, utilisé une approximation, soit :

(6.18) )= L g,
i 1<4, <N h jf(..
i

Compte tenu de ce qui précéde, on prendra pour équation d'é€tat approchée :

{ %{Vh;yh’zh) =C‘Lhﬁvh;2h) Vih € Wh
(6.19) .

I1 résulte de la Proposition 6.1 que (6.19) admet une solution et une seule.

6.3. APPROXIMATION DE LA FONCTION COUT.

Ltapproximation la plus naturelle de la fonction colit est donnée par :

2
(6.20) jg IV =g |7
h
avec
(6.21) Iy vy -vg Paxs 2o vyl
h <, N Y Kij

mais pour les raisons mentionnées au N° 6.2, au lieu de (6.20) on utilisera 1'appro-

ximation définie par :

4 ~
o 2
(6.22) o v Tl 65 - vyl
1<i,j<N T k=1 J
les P?j étant les sommets de Kij comme indiqué sur la Figure 6 :
A4 "3
P33 i
Kij Figure 6
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6.4. DEFINITION DU PROBLEME APPROCHE.

Compte tenu de ce qui précéde, le probléme approché sera défini par :
(6.23) Min ¢ h? Z v, (£:) 3 B, @) -y, [
: g 2l 2 Ph®ip - yal'y
Vh€lyg 1L k=1
avec, dans {(6.23), ?h solution de 1'équation d'état :

a (VpPpey) = CLy(vsy) V3 € W

Yh € W

(6.24)

Le probléme approché peut s'obtenir en discrétisant directement le probléme d'identi-
fication équivalent (5.5), (5.6), mais,pour démontrer la convergence des solutions
approchées vers une solution du probléme continu, il semble qu'il soit essentiel de
considérer (6.23),(6.24) comme une approximation du probléme (1.2)-(1.4),par 1'inter-
médiaire de 1'approximation par éléments finis quadrilatéraux définie au N° 6.2.

6.5. RESULTATS D'EXISTENCE POUR LE PROBLEME APPROCHE.

Des arguments &€lémentaires de compacité, en dimension finie, permettent de démontrer
le :

Théoréme 6.1.

Le probléme approché (6.23),(6.24) admet au moins ume solution.
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7. CONVERGENCE DES SOLUTIONS APPROCHEES.

Soit w, une solution du probléme approché (6.23),(6.24) ; on démontre dans [2]
que les limites des sous-suites convergentes de (uh)h sont solutions du probléme
(1.2)-(1.4). Ici, on se contentera d'indiquer - toujours sans démonstration - un

théoréme de convergence et deux lemmes utiles 3 sa démonstration.
Lemme 7.1.

Vv Guad’ il existe [rhv)h tel que :

i) rv € uhy ¥h o,
(=0}
ii) iim nv=v dans L (0,1) fort (uniformément) .
h~o
Indications :

On peut, par exemple, définir TV par :

(7.1 v € c°lo,1] , rhv"ej‘EP] ¥i=1,..., N
.
. 1 (G*3h .
rhv(Jh) = 5 1 vity dt, =1, , N-1
G-ph
{(7.2) h ~
243 2 1
rhv(o) = . v(t) dv s rhv(U =i N v(T) dT . [
1-m
2

Dans le lemme qui suit, on utilise le formalisme de CIARLET-RAVIART ﬁZ,No.é];
étant donné vhéuzd on a défini au N°6.2 une partition Xy, o de Qh , relative a
Yy ; on a alors le :

Lemme 7.2.

La famille (Mh}.n est une famille réguliére, uniformément en Vi,

Commentaires :

Cela implique qu'd la limite aucun des quadrilatéres ne peut dégénérer en
triangle et qutaucun angle ne peut tendre vers O ou n ; de facon plus précise, avec
les notations de la Figure 7, on a (6) :

(6) Dans {7.3) les indices sont 3 prendre modulo 4.
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Figure 7.

(7.3)
Yk=1,2,34
et
1 . . h
(7.4 — < |sin ol 1 ¥ k=1,2,3,4, Vv € Uy, Th. n
1
LEWE 7.3.

. h . _ o0 A .
Soit Yy €Uy tel que }1}_1;12 v, =V fortement dans L (0,1), soit N la solution
correspondante de 1'équation d'état (6.19) et Yh = ?ho P}_l1 , soit @ le domaine

relatif 3 v et y(v) la solution correspondante de 1'8quation d'état (1.4) ; alors

i) lim Yh = y(v) fortement dans H1 1697}
h-s0

2 4 ~
h ~ oK 2z
a1 L thaj) 1(}:’1 lyh(Pij) - yd | =

lim 7
154,35 €N

h- 0

ii)
= !y(v) -y 12 dx .
J;Q dI
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Commentaires :

Sans entrer dans les détails de la démonstration de ce Lemme pour laquelle on ren-

voie & [2] , disons qu'une Etape essentielle est la suivante :

=

y &tant l'espace associé @ Q(et v) par (2.1), on considére ¢ ¢ ¢ ; on a alors,
pour h suffisamment petit :

(7.5) support de ¢ « 9 -

Soit Py le Wh~‘nteggolé de ¢ sur Xy i.e. 1'unique fonction telle que :

{ o € Wy
(7.6)
{ (B = 9(®) YD, P sommet de K € ¥y, T<ij<N;

?

Compte tenu du Lemme 7.2 sur la régularité de (), , on peut alors appliquer[12N°6]
d'oll 1'existence de A, indépendant de h , ¢, V) tel que :

< hAllol
) < l qzhz ©

i - =] -
wh w{gh} | 9 QpllH1{§2Y

(7.7 %
{vh ,vv, , ¥V @€V . .
Des Lemmes 7.1 et 7.3, on déduit le :

THEOREME 7.1

Soit U, une solution du probléme approché (6.23),(6.24), ?h la solution correspon-

dante de 1'équation d'état (6.19) et Y, = ?ho Fﬂi ; lorsque h- O on peut extraire
de la suite (uh)h une sous-suite - encore notée (uh)h - telle que :

(7.8) lim {uyy) = (w v ] dans L70,1)xH'(gyp fort
h—o
(7.9) u solution de (1.2)-{1.4)

et toutes les sous-suites convergentes extraites de (uh)h possédent ces propriétés.

Ce théoréme justifie donc la méthode utilisée pour approcher le probléme (1.2}-(1.4).
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8. CONDITIONS NECESSAIRES D'OPTIMALITE POUR LE PROBLEME CONTINU.

Les méthodes d'optimisation du probléme approché, décrites aux Numérps 10 et 11,
sont des méthodes itératives qui nécessitent, & chaque itération, le calcul du gra-
dient de la fonction cofit considérée comme fonction de Vi, Le formalisme du problé-

me continu étant plus simple que celui du probléme approché, on va d'abord &tudier le
gradient de la fonction cofit attachée au probléme d'identification &quivalent du N°5,
dans le cadre un peu plus général défini par la Remarque 5.4.

La comnaissance du gradient permettra, entre autres, d'expliciter des conditions
nécessaires d'optimalité pour le probléme considéré.

8.1. UN LEMME DE DIFFERENTIABILITE.

7
Soit U 1l'espace des fonctions lipschitziennes ) sur [0,1] et ¢ 1'ouvert de

défini par :
(8.1 o ={viveu , v(x,) > 0 sur fo,1h
soit §(v) 1la solution de 1'équation

a{v; 9, 2) =I fv Z d% v z€ V
(8.2) ®
eV

on a alors le :
LEMME 8.1. :

L'application v-¥(v) est Fréchet-différentiable de ¢ - V.

Commentaires :

Pour démontrer ce résultat, on peut, comme dans [ 11,Ch. I] appliquer le théoréme des

fonctions implicites en utilisant la différentiabilité-Fréchet des applications
ca
& — L (0,1) définies par v->v' , v - \1/ , etco.. n

7

O e Wb

“w©,1).
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8.2. GRADIENT DE LA FONCTION COUT ET CONDITIONS NECESSAIRES D'OPTIMALITE.

Soit J :¢ -~R la fonction colit du probléme (5.10),(5.11); d'ol :
o 2
(8.3) J) = jn vIiFv)-y = ax ;
J o dt
Du Lemme 8.1 on déduit alors le :

THECREME 8.1.

La_fonction cofit J est Fréchet-différentiable de O -R et son gradient J' en u
est défini par (8):

1

1 " N
g%‘}‘(u) W jﬂow()’%z}dfcz [{ { (w) yd} +fp+- U+X1u“~}¥£—) %L %-(—) g‘%z} d)?1 +

8.4)
! " j; w'(izjﬁzy;{ %LJ%?( ) - RS %? g%f‘w &,

ot P est la solution (unique) de 1'€quation adjointe :

. { ,2) = jAu("y(u)—yd)i d¥ vZeV
(8.5) ; a
i

Ce théoréme implique le :

THEOREME §.2.

81 ue Uy est solution du probléme (5.10),(5.11), u doit vérifier :

J).(v-u) 2 0 ¥ vE uad

u . L]

(8.96) i .
a

I}

u

Les relations (8.6) ne sont rien d'autre que les conditions nécessaires d'optimalité
pour le probléme (5.10),(5.11}. L]

& rwesm R,



421

9. CONDITIONS NECESSAURES D'OPTIMALITE POUR LE PROBLEME APPROCHE.

On va reprendre, succintement, dans le cas du probléme approché, les considéra
tions développées au N° 8§ pour le probléme (5.10),(5.11) ; dans le cas, le plus fré-
quent, ol Vg £ seraient continues sur Q une approximation "raisonnable" de ce der-

nier probléme serait :

2 4 . .

. Z . 2

(9.1 Mlnh % Vh(ij) E lyh(PI;j) - yd(P};j)l %
€Wl i< R k=1

avec, dans (9.1}, ?h solution de 1'équation d'état :

2 ~ ~
8 Wy =7 . S f(P. P, W
n( h*'h Zh) 4 Ki,jSNVh(EJ) — ( 13) 2, ( 13) Tz, €W,

(9.2) .
7€ Wy,

Remarque S.1.

Au cas ol Ya (resp. f) ne serait pas continue, on remplacerait yd(PlB (resp.f[PI;j))
par la moyemne de Y4 {resp.f) sur 1'intersection de @ et du carré centré en

Pij’ de cOtés de longueur h et paralléles aux axes de coordonnées. -
Soit uh ={v 1Vhé U, v, i € P1 . j=1,...,N}, on mmit uh de la structure eucli-

dienne définie par le prodult %calalre

1
(9.3) {u ,Vh) = JO W vy df(z

et la norme associde ; soit @h uhﬂ G, @h est alors un ouvert de uh

On defmlt ensuite un Hamiltonien du probléme (9.1),(9.2), soit H : Uy X W, ><W

by W R,
par()

2
5 & h s ok “k . |2
B v 60) = ZT<iZ):<N vh(ij) ;‘zh(Pij)— yd(Pij)l -
(9.4) <, =
5 ay . he X . . Kk
-2 32,8) - 7 . £0p%, <37 .
o O3 2) - 7 1<§<N Vh (&) kZ: (P 8, (Py)]

Soit Jh : @h—»'R la fonction colit du probléme (9.1),(9.2), on démontre alors
le :

{9) Toujours en supposant y,f€ C°(‘@-
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THEOREME 8.1. :

La fonction codt J, est Fréchet-différentiable de 6, ~R et son gradient J'y au
point U, est défini par :

13
(9.5) J'h(uh).wh = jé 5;; (uh,yh,ph) W dxz, V'whE Uy,
o,
ol dans (9.5) Sﬁi(uh’?h’ﬁh)é Uy et désigne le gradient partiel de H_, par rapport

a Vi, » A point (uh,?h,ﬁh) et ol ?h,ﬁh sont, respectivement, solutions de 1'équa-

tion d'état :

2 ~ - ~
S5y e D kK s oK 5

et de 1'€quation adjointe :

2 - - -
~ a5 _ h o oK k s
ahiuh’?h’zh} =1 1@2’3\4\1%(?]) g ()’h(Pij) - yd(Pij}} Zh(P]i(j )

VzhE Wh N phé Wh. .

(9.7)

De ce théoréme, on déduit le :

THEOREME 9.2 :

Si uhezuzd est solution du probléme (9.1),(9.2), u doit vérifier

h
9 { - A
Jh{uh)"vh wl 2 0 A N € uad

(9.8) "
Uh.e Yad

Les relations (9.8) sont les conditions nécessaires d'optimalité€ pour le probliéme
(9.13,(9.2). »

Remarque 9.2

11 convient de remarquer que dans le calcul du gradient Jﬂ{uh) s ?h et ﬁh sont

solutions de systémes linBaires ne différent que par les seconds membres, les matri-

ces assocides aux premiers membres €tant identiques ; on verra comment tirer parti

de cette Remarque aux Numéros 10 et 11, L
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10. UNE METHODE DE GRADIENT AVEC PROJECTION.

On peut, pour résoudre (ou du moins essayer de résoudre} (9.1),(9.2), utiliser
une méthode de gradient avec projection.

10.1 DESCRIPTION DE L'ALGORITHME DU GRADIENT AVEC PROJECTION.

Le gradient en v, de la fonction coflit, soit J'h(vh) , étant identifié 3 un é1é-
ment de Uy 1'alg0r1thme du gradient avec projection peut 8tre explicité par :

o p h
(10.1) Uy donné dans Uag
uﬁ dtant connu, on calcule )‘fﬁ” R Pﬂﬂ R uﬁﬂ par :

2 4 ~ ~ N
n o, o+t 5y _ kD ol kK | . pk 5
a5 Ty s ) =T 20 wE) Y £ 2, (Py5) o7 € Wy
(10.2) 184, KN k=1

w(E) ; (yg”(P ) }’d(P ) zh(Pk) )

.« . J
(10.3) R 1 RLRN
a 2Dt
V2, €W, By €Wy
n+l  _ n _ ot
(10.4) w = Puf;d(”h PIIG))  ,  P>0 . .

Dans (10.4), P h est l'opérateur de projection sur U‘};d pour la norme définie par
Uag

(9.3) ; par ailleurs J*(uh} (Uh An+1 pn+1

Remarque 10.1.

La matrice associe aux systémes linéaires (10.2),(10.3) est symétrique et définie

positive, aussi a-t-on utilisé la méthode de Cholesky pour résoudre ces systémes, en
prenant avantage du fait que la factorisation de Cholesky n'est i effectuer qu'une
seule fois par it€ration puisque les deux systémes linéaires (10.2),(10.3) ont des
matrices identiques. -
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Remarque 10.2 :

Etant donné la non-convexité du probléme (9.1),(9.2), il semble que la démonstration
de résultats de convergence pour l'algorithme (10.1)-(10.4) soit hors d'atteinte. =

h
10.2. UNE METHODE DE PROJECTION SUR uad

La mise en oeuvre de 1'algorithme (10.1)-(10.4) implique 3 chaque itération la
. . n n h P .
projection du vecteur U - th(uh) SUT U g plus généralement, si b € uh s
projeter b sur u ad revient 2 résoudre le probléme :

('EO.S) Min [(Vh’vh) - zib’vh)j

<
€ u ad

qui admet &videmment une solution et une seule.

Compte tenu de la nature des contraintes définissant ui g m Lagrangien bien adapté

2N+1

au probléme (10.5) sera £y U‘h X R —= R défini par :

1

N V.-'v._1
V.h(i) dz- Cz) + h Z: p,.<—l~—]—~h - C1>

%(Vhyuh) = (Vh’vh)_z(b’vh)ﬁ“o(f i

0 =
(1o.6) |

N
V. -V
*h z‘; MN+J'(“L}11—"L - C1)
}:

avec, dans (10.6), v, = vy, (Gh) .

h
Notant u&5= {v lvhe Uy & svh<5 } , on peut alors calculer la solution de (10.5)

en utilisant 1'algorithme suivant :

(10.7) }\h donné
A" m h m+1 2N
 connu, on calcule y € Upg ot A, € RXR par :
2 D) < 2, T
o8 oot < Loy h € Ugg
m h

(10.9) AL =g v pt f; u (€)dE -C,)
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m__m
ul-u,
(10.10) k?+1 = max (0, K? + p'(-l-gizl -
mom
el m, -1
(10.11) Mig = max(0, At o (J———lh .

Dans Glowinski-Lions-Trémoliéres [14, ch. II] on démontre que pour p'>0 suffisamment
petit, la suite {uﬁjm définie par 1'algorithme (10.7)-{10.11) converge vers la solu-
tion du probléme (10.5). n

11.  UNE METHODE DE TYPE FRANCK ET WOLFE.

Dans ce Numéro, on va décrire ume autre méthode de résolution du probléme appro-
ché (9.1),(9.2), inspirée de la méthode de Franck et Wolfe ,cf. Céa [15, ch.4] et uti-
lisée par Morice dans [7].

De fagon précise, on utilise 1'algorithme ci-dessous :

ar.n u domné dans uP

uﬁ étant connu, on calcule ?§+1 ’ pit1 par (10.2), (10.3), d’'ol :
OH N
t.n, _ h,n an+l +1
(11.2) ) = el By P,

. . . +1 . N
on détermine ensuite ﬁg comme solution du probléme :

(11.3) e, F1 -y < Up)s v v € “Zd N g
11.3
-1+ 1

u o € “Edmﬂ:d

avec, dans (11.3), Kﬁd ={vh]vha§uh , ‘Vh-uﬁl <€ d} ; on définit enfin u§+} comme
solution de

(11.4) Jh(u§+1) < Jh(vh) VVh € au segment [ug, ﬁg+1]. "
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Remarque 11.1 :

On a :
uh K ={v v, ¢ a v, €8 -dgv -ul < d
ad (N “hd "IV E Uy o S SPo rdsv ey, <4,
{(11.5)

1
jo"h@}di” Cro Gv<Gd

le probléme (11.3) est donc unuprobléme de programmation linéaire que 1'on résoud
! , par uhn . -

par la méthode du simplexe initialisée,dans le calcul de Gg‘

Remarque 11.2 :

9

Dans les applications exposées dans ce travail (cf. N° 12), le problme & une varia-
ble (11.4) a été résolu par dichotomie. =

Remargue 11.3 :

La Remarque 10.2, relative 3 1'algorithme (10.1)-(10.4) vaut également pour 1'algo-
rithme (11.1)-(11.4).

12. APPLICATIONS.

Remarque préliminaire : On a supposé aux Numéros 9, 10, 11, que Uy gtait muni de

la structure euclidienne associée au produit scalaire (9.3) ; en fait, il est plus
commode d'utiliser la structure euclidienne définie par le produit scalaire :

N
(12.1) (), = hJZO u RV, B
et c'est ce qui a &té fait pour les applications numériqies décrites au N° 12,
On reprendrait sans difficulté les considérations développfes aux Numéros 8, 10, 11,

en supposant que Yy, est muni du produit scalaire (12.1). n
upp! h

On va se limiter aux deux exemples ci-aprés, renvoyant & [ 2] pour d'autres appli-

catiens numériques.
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EXEMPLE 1.

Valeurs numériques des paramétres :

C=10, yg=0, C =1, C, =075, a=0.5, f=1.

2

Pas de discrétisation : h= —

Initialisation des algorithmes des Numéros 10 et 11 : on part de ug défini par :

[=TE

ug(&) 48 + C2 -€ si 0<KE <
(12.1)

<E <1

B d

up(®) = u (1 -8 si

avec £3>0 ; on peut donc considérer ug , pour £ petit, comme une perturbation de
vy, = C2 (voir Figure 8).

up (2)
C2+ [5F MU |
!
Cz—e A
' |
|
| i
! |
1 L
0 0.5 1 ¢
Figure 8.
Test d'arrft pour les algorithmes des Numéros 10 et 11 : on cesse d'itérer d&s que :
n+1 n
(12.2) o -l < 1
L?(0,1)

Calcul de ?ﬁﬂ , Pgﬂ : Par la méthode de Cholesky (voir Remarque 10.1).

Application de 1'algorithme du gradient avec projection du N° 10 : on a, en fait,

utilisé 1'algorithme (10.1)-(10.4) avec un p variable a chaque itération, selon les
principes (heuristiques) de la méthode du gradient & pas ajustés {cf. par exemple,
[14, Ch.II]).Quant au paramdtre o' de la méthode de projection (10.7)-(10.11), on
1'a choisi constant sans rechercher sa valeur optimale.
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Equivaleurs de Y.
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Si ¢ glﬂ_s dans (12.1), 1'algorithme reste bloqué sur uﬁ ; S g 2 10_4 , ily a
-4

1074 et n=5x107
il y a convergence en 10 itérations, soit 3 minutes de CII 10070, vers la solution

i

convergence(au sens du test d'arrét (12.2)). Par exemple, pour €

représentée sur la Figure 9, avec la partition }zh correspondante ; sur la Figure 10
on a représenté les équipotentielles de la fonction dfétat correspondante.

Si 7}<5>40_4 , le nombre d'it€rations nécessaires i la cenvergenceaugmentef’A titre
indicatif, signalons que la fonction cofit (approchée) qui vaut 3.164 pour ug , est
€gale 3 1.590 pour la solution optimale calculée.

Application de la méthode de Franck et Wolfe du Numéro 11.

On a le méme probléme de démarrage que dans la méthode précédente et ce, pour
les mémes valeurs de & ; d&s que e est suffisamment grand (e 10~4 pour fixer
les idées), la convergence est extrémement rapide puisque dans 1'exemple traité, on
a Hué - u%&[ < 10_10 , la limite correspondante &tant la méme que celle

(0,1}
obtenue par 1l'algorithme de gradient avec projection ; le temps de calcul est de
1'ordre de 1 minute 30 secondes sur CII 10070.
Signalons que la quantité d de 1'algorithme (11.1)-{11.4) a été prise égale
@

Qo
!

Remarque 12.1 :

Si 1'on part de uﬁ comme représenté sur la Figure 11, pour e suffisamment
grand on obtient, par les deux méthodes ci-dessus, le domaine de la Figure 12 ;
pour ce dernier domaine, la fonction colt vaut 1.953 .

*2
o 1

B s e e e
b P e vt

<
<
o

Figure 11 Figure 12

3
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EXEMPLE 2.

Valeurs numériques des paramétres : comme dans 1'Exemple 1, sauf C] = 5,

Pas de discrétisation : h = e
20
Initialisation : on part de uﬁ comme indiqué sur la Figure
s
u (8)
e /\/\/\/V\
-€
¢, :
| l L ] . 3
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figure 13.
Test d'arrét : comme dans 1'Exemple 1.

Application de la méthode de Franck et Wolfe du Numéro 11 :

La méthode de gradient avec projection, d'un emploi délicat, n'a pas &t€ utilisée

P

sur cet exemple ol 1'on s'est limité 2 celle de Franck et Wolfe.

5 4

L3 encore, si 1'ona € < 1077, 1'algorithme se bloque sur uﬁ ; pour £ > 107

et dans des temps comparables & ceux de 1'Exemple 1, on a convergence de 1'algorith-
me (11.1)-(11.5) en deux itérations ; on a indiqué sur la Figure 14 le domaine opti-
mal calculé et la partition ¥y correspondante, la valeur de la fonction colit est

alors (0.32.

Remarque 12.2 :

8i le domaine initial est le méme que celui de 1'Exemple 1, avec € suffisamment
grand on obtient le domaine de la Figure 15 ; la fonction colit correspondante vaut
0.71.

Remarque 12.3 :

La convergence trés rapide de 1'algorithme de Franck et Wolfe donne 3 penser que les
limites obtenues correspondent # des minimums relatifs ou plus généralement 3 des
points stationnaires de la fonctionnelle et qu'il y a peu de chances qu'un minimum
absolu ait été atteint.
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X1

0.5 1
Figure 15.

La méthode d'optimisation de domaine exposée dans ce travail est sans doute

moins générale que celles exposées, par exemple dans [5], mais ce qui nous semble

essentiel est le fait que, par 1'intermédiaire d'approximations par &léments finis

adéquates, cette méthode puisse s'étendre 3 d'autres problemes de domaine optimal

ainsi qu'd certains problémes de frontidre libre (ramenés i des probldmes de domai-

ne optimal) comme, par exemple, ceux considérés par Baiocchi dans [16] et qui feront

1'objet d'un travail ultérieur.
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