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1. INTRODUCTION

Le test d'isomorphie de deux graphes ou de deux hypergraphes est un pro-
bléme dont on ignore s'il est polynomial complet ou non au sens de la classification

des problémes combinatoires introduite par Karp [ 10 ]

Notre approche de ce probl&me consiste @ utiliser les liens profonds entre
le groupe d'automorphismes d'un graphe ou d'un hypergraphe et leurs représentations
sur une surface de genre minimum [ 9 ]. Ces liens sont particuliZrement faciles &
mettre en &vidence lorsque les hypergraphes sont planaires . Em effet, toute représen-
tation planaire d'un hypergraphe connexe est &quivalente 3 la donn&e d'une hypercarte
[2,8].

Nos résultats fournissent une nouvelle caractérisation des hypercartes pla-
naires (théoréme 1) et une formulation algébrique des propriétés de la congruence
d'automorphismes de ces hypercartes (th&oréme 2). Le probléme du calcul de cette
congruence se réduit alors, au sens de Karp [10 ], au calcul d'une partition d'impri~-

mitivité associBe & une &quivalence.

Nous retrouvons ainsi le résultat de Hopcroft et Tarjan [ 6 ] sur l'existence
d'un test d'isomorphie de deux graphes planaires 3 - connexes en un temps O(n 1og2n)

od@ n est le nombre de sommets de chaque graphe.

Nous montrons que la méme méthode permet de calculer explicitement le groupe
. . 2y .
d'automorphismes d'un hypergraphe planaire 3-comnexe en un temps 0(n”) o n est le

nombre de sommets de 1l'hypergraphe (théordme 3).
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2. GENERALITES - DEFINITIONS

Nous rappelons qu'une carte C est un triplet (B, o, o, formé d'un ensemble
B dont les &léments sont appelds brins et d'un couple de permutations (v, @) deﬁgB
engendrant un groupe de permutations transitif sur B tel que ¢ soit ume involution

sans point fixe.

Edmonds [ 3 | en établissant 1'identité entre cette notion combinatoire de
carte et la notion de carte topologique dé&finie sur une surface orientée a permis

une approche de ces problémes topologiques.

Cori [2 ] a &tendu ces résulrats aux hypergraphes en introduisant la notiom
d'hypercarte qui est ume carte pour laquelle on supprime la restriction sur la permu-

tation o.

Etant donné un hypergraphe | 1] ¥&(X,&) avec g:{Ey;y €y, EyC X}, on peut
1ui associer son graphe d'incidence = (X VY, R) défini par : (x,y) € R ssi
x € Ey. On comstate alors que 1'hypergraphe # et le graphe i’ ont les mémes pro-
priétés algébriques. En particulier, il existe une correspondance canonique entre

les hypercartes de H et les cartes deéa [ 2,14 1.

Pour énoncer nos résultats, définissons une notion de cheminement sur les
cartes qui s'@tend aux hypercartes par 1'intermédiaire de la correspondance précé-
dente. Erant donné une carte C = (B, o, 0), on appelle chemin une suite de brins

(bl’ bz,. bi_la ofi (ki € 7Z) . Un circuit sera un chemin tel

que b, =b et une face un circuit tel que soit k. =1 (2<1i<n), soit

ko= -1 @2<is<n)

vay bn) telle que bi

3. RESULTATS

3.1. Caractérisation des hypercartes planaires

Notre premier théoréme donme une caractérisation des hypercartes planaires
par un thdordme &quivalent au th&or&me de Mac Lane pour les graphes planaires [10 ].

THEOREME I : Une hypercarte 2 — connexe est planaire ssi pour tout circuit c, il

existe une face f telle que ¢ (V£ soit un chemin.

La preuve de ce théor&me se fait par réduction du probléme & un probléme
analogue sur les cartes que 1'on prouve Etre &quivalente & une formulation du

théordme de Mac Lane adaptée aux cartes [5 ].

3.2. Caractérisation de la congruence d'automorphismes d'une hypercarte .

A tout brin b d'une hypercarte H, on associe le quadruplet d4'entiers
(t, u, v, w) ot t (resp. u, v, w) est la longueur du cycle de a (resp.0,00,00)
contenant b.

Nous définissons comme Hopcroft et Tarjan {61 une 8quivalence d'indiscer-
nabilité Iy sur les brins de 1l'hypercarte H par

b I, b e (t, u, v, w) = (', u', v, w)
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Soit EH la congruence la plus grossiére contenue dans IH. Soit py la

congruence d'automorphismes de 1'hypercarte H.

THEOREME 2 : Soit H une hypercarte planaire 2-commexe, on a alors IH = pH .

La preuve de ce théor&me se trouve en appendice.

On déduit du théoréme les deux corollaires suivants

COROLLAIRE 1 : Pour un hypergraphe ¥ planaire 3-connexe, le calcul de la congruence
d'automorphismes se réduit, au sens de Karp [10 ], au calcul de fH pour 1'une de
ses représentations H.
COROLLAIRE 2 : Pour tester 1'isomorphisme de deux hypergraphes planairss 3-connexes
H et H', il suffit de calculer 1 pour une représentation de H U H' ot 1'un des
deux hypergraphes est représenté enti&rement dans une face de la représentation de
1'autre.

Le calcul de E se fait en étendant aux hypergraphes, selon la méthode de

1
Penaud [ 12}, 1'algorithme de Hopcroft et Tarjan [ 6] convenablement adapté.

3.3. Calcul du groupe d'automorphismes d'un hypergraphe planaire 3-connexe.

Les représentations d'un hypergraphe ¥ planaire 3~connexe sont données par

1,0_]). Le groupe d'automorphismes de

—-l _
deux hypercartes H = (B, o, 0) et H = (B,
H est induit par l'ensemble des permutations deGbB qui commutent avec les permuta-
tions o et U ou qui les inversent. Ces permutations se caractérisent par leurs

décompositions en produit d'involutions [4 ]. On obtient ainsi le résultat suivant:

THEOREME 3 : Le calcul effectif des &léments du groupe d'automorphismes d'un hyper-—
graphe planaire 3-connexe peut se faire en un temps proportionnel au carré du nombre

de sommets de 1'hypergraphe
4, CONCLUSION

Nos résultats donnent une justification simple de l'algorithme de Hopcroft
et Tarjan et nous en obtenons une extension et une application. L'intér@t de cet
algorithme reste entier bien que Hopcroft et Wong aient fourni un algorithme de test
de 1'isomorphie de deux graphes planaires en un temps lindaire [6 ]. De leur avis
méme, cet algorithme n'est pas efficace 3 cause d'une constante trés &levée 2t n'a

donc qu'un intér&t théorique.

Nous venons d'obtenir un nouvel algorithme effectuant le test de 1'isomor-
phie de deux hypergraphes planaires en temps linéaire ; nous en testons actuellement
1'efficacité.

APPENDICE

PREUVE DU THEQOREME 2

La premiére &tape de la preuve consiste 3 réduire le probléme 3 un probléme

identique sur les cartes. Pour cela, on associe & 1'hypercarte H = (B, o, 0) une



96

carte bipartie C = (B', a' ¢} dé&finie comme suit
B' =B x {0, 1}
(b, 8) ¢' = (bo, 0) (b,0) o'
(b, 1) 0 = (ba, 1) (b,1) a'

(b, 1)
(b,0)

L'hypercarte H est planaire ssi la carte C 1'est [14] ; de méme,

l'hypercarte H est 2-connexe ssi la carte C 1'est.

Les congruences d'automorphismes et d'indiscernabilité de H et de C sont

reliées par la proposition suivante

PROPOSITION |
b I bt (b,1) I (') (6,00 I, 3,0
b pr' ® (b,1) % (b',1) © (b,0) % (b',0)

PREUVE : Etant donné un brin b de l'hypercarte H, on note (t, u, v, w) le qua-
druplet associé définissant IH . Le quadruplet associé au brin (b, 0) de la carte
C est alors (2, u, 2v, 2w) et celui associé au brin (b,1) (2, t, 2w, 2v) . On

@ done (6,0) I, (",0)
b I b= .
H (b,1) IC ',

On en déduit la caractérisation de IH en regardant l'action de o, O

(resp. a', ¢') sur les classes ainsi définies.

La caractérisation de Py traduit le fait qu'un automorphisme de H
définit un automorphisme de C et qu'inversement un automorphisme de C respectant

la coloration des brins définit un automorphisme de H.
On en déduit le corollaire suivant

COROLLAIRE 1
= < =
Iy = My o= e
Introduisons quelques définitions supplémentaires sur le cheminement dans

une carte.

. Un circuit est &lémentaire ssi les brins extrémes sont les seuls brins
égaux. —

Un circuit (resp. chemin) est propre ssi aucuns brins ne se correspon-—
dent dans l'involution o .

Un circuit est complétement impropre ssi tous les brins se correspondent

deux & deux dans 1'involution .

Deux chemins C = (b vy bn) et C' = (b!,... b‘n,) se correspondent

1,
ssi n=n' et ki=k'i (2<i<n .
On a immédiatement le lemme suivant
Lemme : Dans une carte C , tout circuit se décompose en circuits &lémentaires pro-

pres et en circuits €lémentaires complétement impropres.
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Nous avons une premidre caractérisation de la congruence d'automorphismes
d'une carte par la proposition suivante :
PROPOSITION 2 :

Etant donnée une carte C, P est la congruence 0 la plus grossidre telle
que si deux brins sont congrus modulo 0, tout circuit contenant l'un des brins
correspond & un circuit contenant 1'autre.

PREUVE : On note G le groupe engendré par les permutations o et O, et Gb le

sous-groupe de G fixant le brin b .

Cette proposition est la traduction d'un résultat classique sur les auto-
mates [13 ] affirmant que e est la congruence 0 la plus grossiére telle que

b =Db' mod 6 < Gb = Gb'

On obtient 1'énoncé donné en remarquant qu'il y a une bijection entre les

éléments de Gb et les circuits contenant b ou b o-

I1 est maintenant possible de terminer la preuve du théoréme 2 :

Preuve du théoréme 2

Un automorphisme de carte Echange respectivement les sommets, les arétes
et les faces de la carte ; il conserve en particulier leur cardinalité. On a donc :
e = Ig

Pour avoir 1'inclusion dans l'autre sens, il suffit de montrer d'apr8s la
proposition 2 que si deux brins sont indiscernables, tout circuit contenant 1'un
correspond & un circult contenant 1l'autre. On peut mne considérer que des circuits
élémentaires propres ou des circuits &lémentaires complétement impropres en vertu

du lemme sur la décomposition des circuits.

Un circuit élémentaire complétement impropre contenant un brin b se décom-
pose en deux chemins propres disjoints 1'un contenant b et 1'autre contenant ba.

On est donc ramené exclusivement 34 des chemins ou des circuits propres.

Il suffit alors de montrer que si deux brins sont indiscernables, tout

circuit élémentaire propre contenant 1'un correspond 3 un circuit contenant 1'autre.

Le th@oréme 1 fournit une décomposition en faces de tout circuit 8lémen-
taire propre. D'aprés la définition de 1'indiscernabilité, si deux brins b et b'
sont indiscernables, une face contenant 1'un correspond 3 une face contenant 1'autre.
On montre alors par récurrence sur le nombre de faces définissant une décomposition
d'un circuit 8lémentaire propre que si deux brins b et b' sont indiscernables, un

circuit &lémentaire propre contenant 1'un correspond 3 un circuit &lémentaire propre

contenant 1'autre,
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