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I. INTRODUCTION 

Le test d'isomorphie de deux graphes ou de deux hypergraphes est un pro- 

bl~me dont on ignore s'il est polynomial complet ou non au sens de la classification 

des problgmes combinatoires introduite par Karp [ I0 ] 

Notre approche de ce problgme consiste g utiliser les liens profonds entre 

le groupe d'automorphismes d'un graphe ou d'un hypergraphe et leurs repr6sentations 

sur une surface de genre minimum [9 ]. Ces liens sont particuli~rement faciles 

mettre en 6vidence lorsque les hypergraphes sont planaires , En effet, toute repr6sen- 

tation planaire d'un hypergraphe connexe est 6quivalente ~ la donn6e d'une hypercarte 

[2,8 ]. 
Nos r6sultats fournissent une nouvelle caract6risation des hypereartes pla- 

naires (th~orgme 1) et une formulation alg~brique des propri6t~s de la congruence 

d'automorphismes de ces hypercartes (th~or~me 2). Le probl~me du calcul de cette 

congruence se r~duit alors, au sens de Karp [I0 ], au calcul d'une partition d'impri- 

mitivit~ associ~e ~ une ~quivalence. 

Nous retrouvons ainsi le r6sultat de Hopcroft et Tarjan [6 ] sur l'existence 

d'un test d'isomorphie de deux graphes planaires 3 - connexes en un temps O(n log2n ) 

o3 nest le nombre de sommets de chaque graphe. 

Nous mon~rons que la m~me mgthode permet de calculer explicitement le groupe 

d'automorphismes d'un hypergraphe planaire 3-connexe en un temps 0(n 2) o3 n est le 

nombre de sommets de l'hypergraphe (th6or~me 3). 
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2. GEI~RALITES - DEFINITIONS 

Nous rappelons qu'une carte C est un triplet (B, ~, a/ forms d'un ensemble 

B dont les @l@ments sont appel@s brins et d'un couple de permutations (~, ~) de~ B 

engendrant un groupe de permutations transitif sur B tel que ~ soit une involution 

sans point fixe. 

Edmonds [3 ] en gtablissant l'identit@ entre cette notion combinatoire de 

carte et la notion de carte topologique dgfinie sur une surface orient@e a permis 

une approche de ces probl~mes topologiques. 

Cori [2 ] a ~tendu ces r@sultats aux hypergraphes en introduisant la notion 

d'hypercarte qui est une carte pour laquelle on supprime la restriction sur la permu- 

tation ~. 

Etant donng un hypergraphe [ ]] ~=(X,g) avec g={Ey;y ~ y, Eye X}, on peut 

lui associer san graphe d'incidence ~ = (X U y, R) d~flni par : (x,y) @ R ssi 

@ Ey. On constate alors que l'hypergraphe~2 ~ et le graphe ~ ont les mSmes pro- x 

prigt~s alg~briques. En particulier, il existe une correspondance canonique entre 

les hypercartes de Sf et les cartes de~ [ 2,14 ] . 

Pour ~noncer nos rgsultats, d~finissons une notion de cheminement sur les 

cartes qui s'gtend aux hypercartes par l'interm~diaire de la correspondance pr~cg- 

dente. Etant donng une carte C = (B, ~, o), on appelle chemin une suite de brins 

(b|, b 2 .... , bn) telle que b i = bi_ic~ (~ki (k i ~ Z) . Un circuit sera un ehemin tel 

que b! = bn et une face un circuit tel que soit k.~ = I (2 ~< i ~< n ) , soit 

k. = -l (2 ~<i <~n ) • 

3. RE SULTATS 

3.1. Caract~risation des hypercartes planaires 

Notre premier th~or~me donne une caract~risation des hypercartes planaires 

par un thgorgme gquivalent au thgorgme de Mac Lane pour les graphes planaires [ 10 ]. 

THEOREME I : Une hypercarte 2 - connexe est planaire ssi pour tout circuit c, il 

e>iste une face f telle ~ue c N f soit un chemin. 

La preuve de ce thgorgme se fair par rgduction du problgme gun probl~me 

analogue sur les cartes que l'on prouve ~tre gquivalente ~ une formulation du 

thgorgme de Mac Lane adapt~e aux cartes [5 ] o 

3.2. Caractgrisation de la congruence d'automorphismes drune.hypercarte • 

A tout brin b d'une hypercarte H, on associe le quadruplet ~'entiers 

(t, u, v, w) o~ t (resp. u, v, w) est la longueur du cycle de ~ (resp.~,o~,~) 

contenant b. 

Nous dgfinissons comme Hopcroft et Tarjan [ 6 ] une ~quivalence d'indiscer- 

nabilit~ I H sur les brins de l'hypercarte H par : 

b I H b' ~ (t, u, v, w) = (t', u', v', w') 
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Soit IH la congruence la plus grossi~re contenue dans I N. Soit PH la 

congruence d'automorphismes de l'hypercarte H. 

THEOREME 2 : Soit H une hypercarte planaire 2-connexe, on a alors ~H = PH " 

La preuve de ce thgorgme se trouve en appendice. 

On d~duit du thgor~me les deux corollaires suivants : 

COROLLAIRE I : Pour un hypergraphe ~ planaire 3-connexe, le calcul de la congruence 

d'automerphismes se r~duit, au sens de Karp [10 ], au ealcul de ~H pour l'une de 

ses reprgsentations H. 

COROLLAIRE 2 : Pour tester l'isomorphisme de deux hypergraphes planaires 3-connexes 

et ~', il suffit de calculer I ~our une reprgsentation de ~U ~' o~ l'un des 

deux hypergraphes est reprgsent~ entigrement dans une face de la representation de 

l'autre. 

Le calcul de IH se fait en ~tendant aux hypergraphes, selon la m~thode de 

Penaud [12], l'algorithme de Hopcroft et Tarjan [ 6 ] convenablement adaptS. 

3.3. Caloul du groupe d'autemorphismes d'un hypergraphe planaire 3-connexe. 

Les reprgsentations d'un hypergraphe ~planaire 3-connexe sont donnges par 

deux hypercartes H = (B, ~, ~) et H -! = (B, -I, -I). Le groupe d'automorphismes de 

~est induit par l'ensemble des permutations de~ B qui commutent avec les permuta- 

tions ~ et ~ ou qui les inversent. Ces permutations se caractgrisent par leurs 

d~compesitions en produit d'invelutions [4 ]. On obtient ainsi le rgsultat suivant: 

THEOREME 3 : Le calcul effectif des glgments du groupe d'automorphismes d'un hyper- 

graphe planaire 3-connexe peut se faire en un temps proportionnel au carrg du nombre 

de sommets de l'hypergraphe 

4. CONCLUSION 

Nes r~sultats donnent une justification simple de l'algorithme de Hopcroft 

et Tarjan et nous en obtenons une extension et une application. L'intgr~t de cet 

algorithme reste entier bien que Hopcroft et Wong aient fourni un algorithme de test 

de l'isomorphie de deux graphes planaires en un temps lingaire [6 ]. De leur avis 

m~me, cet algorithme n'est pas effieace ~ cause d'une constante tr~s glev~e et n'a 

donc qu'un intgr~t th~orique. 

Nous venons d'obtenir un nouvel algerithme effectuant le test de Irisomor - 

phie de deux hypergraphes planaires en temps lin~aire ; nous en testons actuellement 

l'efficacitg. 

APPENDICE 

PREUVE DU THEOREME 2 

La premiere gtape de la preuve consiste ~ r~duire le problgme gun prebl~me 

identique sur les cartes. Pour cela, on associe ~ l'hypercarte H = (B, ~, J) une 
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carte bipartie C = (B', ~' (~7~ d~finie comme suit : 

B' = B x {0, i} 

(b, O) ~' = (bo, O) (b,O) ~' = (b,1) 

(b, I) ~ = (b~, I) (b,l) ~' = (b,0) 

L'hypercarte H est planaire ssi la carte C l'est [;4 ] ; de m~me, 

l'hypercarte H est 2-connexe ssi la carte C l'est. 

Les congruences d'automorphismes et d'indiscernabilit~ de H et de C sont 

reli~es par la proposition suivante : 

PROPOSITION ] : 
^ 

b I H b' ~ 

b OHb'~ 

^ 

(b,I) I c ( b ' , l ) ~  (b,O) ~C (b',O) 

(b,1) PC (b ' , l )  ~(b,O) ~C (b',O) 

PREUVE : Etant donn~ un brin b de l'hypercarte H, on note (t, u, v, w) le qua- 

druplet associg dgfinissant I H . Le quadruplet associg au brin (b, O) de la carte 

C est alors (2, u, 2v, 2w) et eelui associg au brin (b,1) (2, t, 2w, 2v) . On 

a donc f(b,O) I C (b',O) 

b I H b' = i ](b,1) I C (b',1) 

On en d~duit la caract~risation de IH en regardant l'actlon de ~, 

(resp. ~', o') sur les classes ainsi d~finies. 

La caractgrisation de PH traduit le fait qu'un automorphisme de H 

d~finit un automorphisme de C et qu'inversement un automorphisme de C respectant 

la coloration des brins d~finit un automorphisme de H. 

On en d~duit le corollaire suivant : 

COROLLAIRE 1 : 
^ 

IH= PH ~ I¢ = ~C 

Introduisons quelques d~finitions supplgmentaires sur le cheminement dans 

une carte. 

Un circuit est ~Igmentaire ssi les brins extrgmes sont les seuls brins 
ggaux. 

Un circuit (resp, chemin) est propre ssi aucuns brins nese correspon- 

dent darts l'involution ~ . 

Un circuit est oomplgtement impropre ssi tousles brins se correspondent 

deux g deux dans l'involution ~. 

! 
Deux chemins C = (bl,.... , b n) et C' = (b I .... b n,) se correspondent 

ssi n = n' et k. = k'. (2 < i ~ n) . 
i i 

On a imm~diatement le lemme suivant : 

Len~ne :Dans une carte C , tout circuit se dgcompose en circuits glgmentaires pro- 

preset en circuits ~l~mentaires compl~tement impropres. 
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Nous avons une premigre caractgrisation de la congruence d'automorphismes 

d'une carte par la proposition suivante : 

PROPOSITION 2 : 

Etant donnge une carte C, OC est la congruence # la plus grossigre telle 

que si deux brins sont congrus modulo 0, tout circui~ contenant l'un des brins 

correspond Run circuit contenant l'autre. 

PREUVE : On note G le groupe engendrg par les permutations ~ et o, et G b le 

sous-groupe de G fixant le brin b . 

Cette proposition est la traduction d'un rgsultat classique sur les auto- 

mates [13 ] affirmant que PC est la congruence 0 Is plus grossi~re telle que 

b m b' mod ~ ~ G b = Gb, 

On obtient l'~noncg donng en remarquant qu'il y a une bijection entre les 

gl~ments de G b et les circuits contenant b ou b ~* 

II est maintenant possible de terminer la preuve du thgorgme 2 : 

Preuve du th~or~me 2 

Un automorphisme de carte gchange respectivement les sommets, les ar~tes 

et les faces de la carte ; il conserve en particulier leur cardinalit~. On a donc : 

PC ~ IC 
Pour avoir l'inclusion dans l'autre sens, il suffit de montrer d'apr~s la 

proposition 2 que si deux brins sont indiscernables, tout circuit contenant l'un 

correspond gun circuit contenant l'autre. On peut ne considgrer que des circuits 

~l~mentaires propres ou des circuits glgmentaires complgtement impropres en vertu 

d~ lemme sur la dgcomposition des circuits. 

Un circuit gl~mentaire compi~tement impropre contenant un brin b se dgcom- 

pose en deux chemins propres disjoints l'un contenant b et l'autre contenant b~. 

On est donc rameng exclusivement ~ des chemins ou des circuits propres. 

II suffit alors de mont~er que si deux brins sont indiscernables, tout 

circuit ~igmentaire propre contenant l'un correspond ~ un circuit contenant l'autre. 

Le th~orgme 1 fournit une d~composition en faces de tout circuit ~Igmen- 

taire propre. D'apr~s la d~finition de l'indiscernabilitg, si deux brins b at b' 

sont indiscernables, une face contenant l'un correspond ~ une face contenant l'autre. 

On montre alors par rgcurrence sur le nombre de faces d~finissant une d~composition 

d'un circuit glgmentaire propre que si deux brins bet b' sont indiscernables, un 

circuit glgmentaire propre contenant l'un correspond gun circuit ~l~mentaire propre 

contenant l'autre. 
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