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La pr@sente communication r@pond ~ une question pos@e par S. Greibash [~]: exis- 

te-t-il un langage lin@aire dont tout langage lin@aire soit image dans um homomorphis- 

me inverse? La r@pomse est non ainsi qu'il est sugg@r~ dams [A]. 

Rappelons qu'un langage lin@aire est un langage alg@brique (ou "context-free") 

engendrable par une grarmmaire alg@~rique lin@aire (i.e. dont les membres droits de 

r~gles contiennent au plus une lettre non-terminale). Par d@finition~ une famille de 

langages ~ constitue un cylindre si elle est ferm~e par homomorphisme inverse et in- 

tersection par les langages rationnels (ou r@guliers). Notons qu'un cylindre ferm@ 

par homomorphisme est un c$ne rationnel [i]. Un cylindre ~ est principal s'il existe 

un langage L tel que le plus petit cylindre contenant L soit pr@cis@ment @. Le but de 

cette communication est d'~tablir le 

Th~or~me: La famille Lin des langages lin@aires constitue un cylindre Qui n'est 

pas principal. 

Notons que la famille Lin~ qui constitue un cSne rationnel~ est principale en 

tant que cSne et pas en tant que cylindre, alors qu'au contraire la famille des lan- 

gages alg@briques est principale non seulement en tant que cane rationnel~ mais aus- 

si en tant que cylindre ~]. La question reste ouverte de savoir si le cylindre des 

langages ~ compteur est principal ou non. 

Nous donnons ci-dessous les principaux 61@ments n6cessaires ~ l'~tablissement 

de la preuve du th6orSme annonc6. 

A - Les lan~a6es Sn: 

=Y u~ o~Y = {a f i=1,...,n} et ~ = - [ i=I .,n} Sur l'alphabet Z n n n n m n {ai ''" 

on d@finit de fagon classique le langage sym6trique S 
n 

S n - {ailai2...aipaip'''ai2ail I P,9 1 amj ~Yn } . 
D~signant par R nle langage rationnel iai~ i I i=1,...~n) + , on construit le langage 

" ~ partir de S nen substituant dans ce dernier langage ~ chaque occurrence de a~Y S n 

le langage rationnel aR net ~ ehaqne K £Y le langage rationnel (~RnU a). Notons que, 

puisque S nest tun langage lin6aire et que l'op6rat~on ainsi d6f~nie est une substitu- 

tion rationnelle, S[ est 6galement lin6aire. Ii en va alors de m@me du langage 

S~ = R S" n'n" 

Consid6rant alors deux nouveaux symboles~ et ~ on peut d6finir le langage 
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S~ : (@~l~Vl~Wl~...~eup~Vp~Wp ! p ~ 1, ui,w i e (Z n~{~})~ et Vl...Vp~ S~} 
Ii est facile de voir que S' est un !angage lin6aire[cormme S') et donc que le ian- 

n n 
gage S d6fini ci-dessous l'est aussi: 

m 

Sn = {g I g = ~aa1~f6S'n st #f~Kn } o~ 

K est le langage rationnel ({#~,~} Y(Y2UY U{I})) ~. 
n 

L'int6r@t des langages S vient du 
n 

Lemme I: Le langage L sur l'alphabet X est lin6aire ~ropre si et seulement si il 

existe un entier net un homomorphisme ~ de X ~ dans Z ~ tel ~ue 
- -  n 

L = ¢ n 

Ce lemme est @tabli en @tudiant d'assez pros la forme normale de Greibach [~ ] des 

grammaires lin@aires (la preuve est ensuite analogue ~ celle de [4 ] pour les fan- 

gages algSbriques). Cette @tude des r~gles lin~aires unilat~res droites (i.e. de la 

forme v + v' o~ v' est un non-terminal) suggSre un traitement simultan$ de r~gles 
m 

izneamres unilat~res 

et permet de d@montrer qu'~ tout langage lin@aire L on peut as- 

socier un langage lin@aire pur L' (i.e. engendr~ par une grammaire lin@aire sans r$- 

gle unilat~re) et une substitution rationnelle propre d telle que L = d(L'). Ii en 

r@sulte que le langage sym6trique S 2 est un g6n6rateur fiddle [ I  ] du c~ne ration- 

nel Lin et, en vertu d'un r6sultat de [~ ] la 

Proposition: S_ii Lest un g6n@rateur du cSne rationne~ Lin, LU{I} en est un 6$- 

nSrateur fiddle. 

B - Le rSsultat principal: 

Nous commen~ons par tm_e remarque d'ordre g@n@ral: le langage L' sur l'alphabet 

XL, est $1@ment du cylindre engendr@ par le langage L sur l'alphabet X L si et seule- 

ment siil existe un langage rationnel K (sur l'alphabet de L') et un homomorphisme 

dams X L tels que L' -I . . . = @ L r]K. Cecm provment de ce que sl @ du monoZde libre XL, 

L' = @-I(LOR), on a L' = @-IL~¢-IR et du fait que la composition de deux homomor- 

phismes est un homomorphisme. 

Nous considSrons alors sur l'alphabet X_ = {x~,x2,...i ,Xp} les langages suivants: 
• 4- 4- 4- 

les ratzonnels R = ~I X2"'" Xp et R = X ~p-p R. 

- les langages lin@aires (o~ Z ett sont deux mouveaux symboles) 
= .r~n. n l  ~ 2  np mp ~2~17, m 

Ap .2 51 ~2 "''9~ t X . I n >I I n i >~ I pour i=1,...,p} p p .... 2 --I - ' 

A' = {zng~I1~2...~P t np. ~2X.~Izm i n,m>. I n~-m, n i>~1 pour i=I ..,p} 
P P "" , ~. 

L =A .R 
P P 

L' = A' .R 
P P 

L" = L ~L' 
P P P 

Supposant alors que le langage L" est $1$ment du cylindre engendr@ par le lan- 

gage S, et donc que L" = ¢-Is(~K o~ KP p est un langage rationnel, on @tablit d'abord 
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qu'il existe tun entier r tel que 

e(zr)+(~1)+,..(~p) + t(~p)+.,,(~) + X~ 

(Cette preuve est identique ~ celle elassique qui permet d'@tablir que si un langage 

rationnel K contient tousles mots de la forme anb m o~ n#m, il existe un entier r tel 

que K contienne (ar)+(br)+.). 

Ii en r@sulte alors faeilement que si L" = ¢-Is~K~ il existe un homomorphisme 
P ~+++ +++~ 

tel que Lp = I-Is~K o~ K est le langage rationnel K = m XlX2...x+tX+~p P ..x2xiZ Xp 

Le lem~me essentiel ~ la preuve de notre th@orie est alors le suivant: 

Lemme 2: Pour p > n 2, il n'existe pas d'homomorphi~m e I tel que 

= l-ISn N K o~ K est le langagerationnel donn@ ci-dessus. Lp 

L'id@e de la preuve de ce lem~e est la suivante. Supposant que L = l-IS N K~ 
p n 

on s'assure que, pour tout i=1~...,p lx. contient au moins une occurrence de @. 
m 

Puis on consid~re comment la contrainte d'@galit@ des hombres de Z ~ gauche de t et 

droite de t peut appara~tre par X: ceci impose que darts les mots de S dont pro- 
n 

viennent les mots de L les facteurs it@rants situ@s ~ droite de la derni~re occur- 
P 

rence de Z (i.e. les occurrences de x.) proviennent de facteurs it@rants de mots de 
I 2 

Sn~ et donc d'@l@ments de la forme aiaj. On trouve alors que sip > n , on pourra 

@changer deux tels facteurs it@rants ce qui est impossible dans L . 
P 

La preuve du th@or~me est alors imm@diate: supposons que Lin soit un cylindre 

admettant le langage H co~e g@n@rateur principal. Alors~ puisque H E Lin~ il existe 

-I et donc, il en vertu du lemme I un entier net un homomorphisme @ tel que H = @ Sn 

existe un entier n o tel que Sno soit g@n@rateur princip~l du cylindre Lin. Mais alors 

L" est, pour tout p~ @l@ment du cylindre engendr@ par Sno; il r@sulte donc de nos re- 
P 

marques pr~liminaires que pour tout p~ il existe un homomorphisme I tel que 

= ~-I~ N K , ce qui contredit le lemme 2. Lp no 

Pour conclure, notons qu'un tel r@sultat n@gatif n'@tablit pas qu'il n'y air au- 

curt langage lin@aire de complexit@ "maximale". En effet, bon hombre d'op@rations ne 

modifiant pas la classe de complexit@ ne sont pas prises en compte ici (par exemple, 

l'intersection par des langages fin@aires d@terministes). En outre, la preu~e du r@- 

sultat sugg~re deux possibilit@s : elie fournit un syst~me g@n@rateur du eylindre 

la famiile des Sn et il semble donc que si l'on sait reconna~tre tous ces langa- Lin, 

ges "raisonnablement", il en ira de m~me de tout langage !in@aire. En outre, il ap- 

para~t qu'~ d@fau.t d'~u g@n@rateur du cylindre~ la substitution du langage s~@trique 

dans $2 fournit un langage qui doit contenir dams le cylindre qu'il engendre tou- S 2 
te la famille Lin (sans qu'il soit lui-m@me lin@aire). Ainsi~ la complexit@ des lan- 

gages lin@aires ne serait-elle pas plus "grande" %ue celle de ce dernier langage. 
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