LE CYLINDRE DES LANGAGES LINEAIRES N'EST PAS PRINCIPAL

L. BOASSON et M., NIVAT

La présente communication répond & une question posée par S. Greibach [yu]: exis—
te—t-il un langage linfaire dont tout langage linaire soit image dans un homomorphis—

me inverse? La réponse est non ainsi qu'il est suggéré dans .
g

Rappelons qu'un langage linéaire est un langage algébrique (ou "context-free")
engendrable par une grammaire algébrigue linéaire (i.e. dont les membres droits de
rdgles contiennent au plus une lettre non-terminale). Par définition, une famille de
langages £ constitue un cylindre si elle est fermée par homomorphisme inverse et in-
tersection par les langages rationnels (ou réguliers). Notons qu'un cylindre fermé
par homomorphisme est un céne ratiomnel [V]. Un cylindre € est principal s'il existe
un langage L tel que le plus petit cylindre contenant I soit précisément €. Le but de
cette communication est d'établir le

Théoréme: La famille Lin des langages linéaires constitue un cylindre gui n'est

pas_principal.

Notons que la famille Lin, qui constitue un clne rationnel, est principale en

tant que cBne et pas en tant que cylindre, alors qu'au contraire la famille des lan-
gages algébriques est principale non seulement en tant que cdne rationnel, mais aus-
si en tant que cylindre @1. La question reste ouverte de savoir si le cylindre des

~

langages 4 compteur est principal ou non.

Nous donnons ci-dessous les principaux éléments nécessaires i3 1'établissement
de la preuve du théoréme annoncé.
A - Les langages gn:

Sur 1'alphavet 7 = YnU T ol Y = {ai [ i=1,...,n} et Y = {ai [ i=1,...,0} ,

on définit de fagon classique le langage symétrique Sn

= {a: . a. : Bs ...8: o > .. .
N {aualQ...alpa1p aQaH lp>1 %JGYJ

Désignant par Rn le langage rationnel {aiéi ‘ i=1,...,n}+ , on construit le langage
Sg & partir de S, en substituant dans ce dernier langage a chaque occurrence de a €Y
le langage rationnel aR, et & chague & eY le langage rationnel (éRnL!E). Notons que,
puisque S, est un langage lindaire et que 1l'opération ainsi définie est une substitu-
tion rationnelle, 8) est £galement lindaire., I1 en va alors de méme du langage

84 = Ry.5.

Considérant alors deux nouveaux symboles # et o, on peut définir le langage
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A ¥
a3 > . . ) !
8} {#uqocv1ocw1#...#upowpuwp lp >, U, € (ZnU{(x}, et v, Vo€ Sn}

I1 est facile de voir que Sé est un langage linéaire(comme Sé) et donc que le lan-
gage Sn défini ci-dessous l'est aussi:

5 = {g | g=#oca1u#fg§;1 et #fan} ol
Kn est le langage rationnel ({#a,al} Y(YELIY U{1}))*.

L'intérét des langages Sn vient du

Lemme 1: Le langage L sur 1'alphabet X est linfaire propre si et seulement si il

. . . *
existe un entier n et un homomorphisme ¢ de X" dans Zi tel gue
—.‘I/\

L=¢ 8 .

Ce lemme est &tabli en étudiant d'assez prés la Torme normale de Greibach [¢] des
grammaires linéaires (la preuve est ensuite analogue 3 celle de [4 ] pour les lan-
gages algébriques). Cette étude des rdgles lindaires unilatdres droites (i.e. de la
forme v - vé ol v' est un non~terminal) suggére un traitement simultand de régles
lindaires unilatéres

et permet de démontrer qu'd tout langage linfaire L on peut as-
socier un langage linéaire pur L' (i.e. engendré par une grammaire linéaire sans ré-
gle unilatére) et une substitution rationnelle propre 0 telle que L = o(L'). Il en
résulte que le langege symftrique S, est un géndrateur fidéle [l ] du cdne ration-

2
nel Lin et, en vertu d'un résultat de [l ] la

Proposition: S8i L est un générateur du cdne rationmel Lin, LU{1} en est un gé-

nérateur fiddle.

B - Le résultat principal:

Nous commencons par une remarque d'ordre général: le langage L' sur 1'alphabet
X, est €lément du cylindre engendré par le langage L sur 1'alphabet X5 si et seule-
ment si i1 existe un langage rationnel K (sur 1'alphabet de L') et un homomorphisme
z, dans XE tels que L' = ¢~1LF1K. Ceci provient de ce que si
L' = ¢—W(Lﬂ R), on a L' = ¢_1L(\¢_1R et du fait que la composition de deux homomor-

¢ du monoIde libre X

phismes est un homomorphisme.
Nous considérons alors sur 1'alphabet Xp = {x1,x2,...,xp} les langages suivants:
. +ot + = *
- les rationnels R = X ... X et R=X -R.
1% o D

- les langages linfaires (ol Z et t sont deux nouveaux symboles)

o ron B2 op I no B1.n .
A, = {z2°%, %, SRR X5 %, T [ n3 1, n; » 1 pour i=1,...,p}
_ oy 02 np p Do N9 m ;
Aé = {z XH1IE ...1% t ﬂ% s S A4 | n,m>1, n#m, n;»7 pour i=1,...,p}
L. = A_.R
P P _
L' = A'.R
E P
Ll=L vL' .
D Iy b

Supposant alors que le langage L; est &lément du cylindre engendré par le lan-

gage S, et donc que Lg = ¢~WS(\K oli K est un langage rationnel, on établit d'abord
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qu'il existe un entier r tel que

+ +
B2 ()T )" s L )T

\

(Cette preuve est identique 3 celle classique qui permet d'&tablir que si un langage
rationnel X contient tous les mots de la forme a B> oi n#Fm, il existe un entier r tel
que K contienne CROM

I1 en résulte alors facilement que si Lg = ¢~1Sf\ﬁ, il existe un homom:rfhis:e

-1 N .
1 = SAK e cee .
* tel que Lp A AK od K est le langage rationpnel K = Z x1x2 xptxp X2X32 Xp
{’.‘ﬂ"-.‘}

Le lemme essentiel § la preuve de notre théorie est aslors le suivant:

Lemme 2: Pour p > n2, il n'existe pas d'homomorphigme A tel que

=1z ~ . P
LP =2 5, NK ou K est le langage rationnel donné ci-dessus.

L'idée de la preuve de ce lemme est la sulvante. Supposant que Lp = A_?SH{SK,
on s'assure que, pour tout i=1,...,p kxi contient au moins une occurrence de # .
Puis on considére comment la contrainte d'égalité des nombres de Z & gauche de t et
3 droite de t peut apparaltre par A: ceci impose que dans les mots de én dont pro-
viennent les mots de Lp les facteurs itérants situfs 4 droite de la derniére occur-
rence de 7 (i.e. les occurrences de Xi) proviennent de facteurs itérants de mots de
§n’ et donc d'éléments de la forme éiaj. On trouve alors que si p > n2, on pourra
échanger deux tels facteurs itérants ce qui est impossidle dans Lp'

La preuve du théoréme est alors immédiste: supposons gue Lin soit un cylindre
admettant le langage H comme générateur principal. Alors, puisque Helin, il existe
en vertu du lemme 1 un entier n et un homomorphisme ¢ tel que H = ¢_1§n et donec, il
existe un entier n_ tel que éno soit générateur principal du cylindre Lin. Mais alors
Lg est, pour tout p, élément du cylindre engendré par SnO; il résulte donc de nos re-—
marques préliminaires que pour tout p, il existe un homomorphisme A tel que
LD = X—1§non K , ce qui contredit le lemme 2.

Pour conclure, notons qu'un tel résultat négatif n'établit pas qu'il a'y ait au-
cun langage lindaire de complexit? "maximale". En effet, bon nombre d'opérations ne
modifiant pas la classe de complexité ne sont pas prises en compte ici (par exemple,
1tintersection par des langages linéaires déterministes). En outre, la preuve du ré-
sultat suggdre deux possibilités : elle fournit un systdme générateur du cylindre
Lin, la famille des gn et il semble donc que si l'on sait reconnaltre tous ces langa-—
ges "raisonnablement”, il en irs de méme de tout langage lindaire. En outre, il ap-
paralt qu'd défaut d'un ghndrateur du cylindre, la substitution du langage symétrique
82 dans §2 fournit un langage qui doit comtenir dans le cylindre qu'il engendre tou-
te la famille Lin (sans qu'il soit lui~méme linéaire). Ainsi, la complexité des lan—

gages linfaires ne serait~elle pas plus "grande" que celle de ce dernier langage.
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