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I. Introduction 

Nous faisons r~f6rence aux chapitres IX et XI du traits de S. Eilenberg ([1]) 

pour les r6sultats de base concernant les relations rationnelles p : A* + B* entre 

mono~des libres et nous appelons une telle relaticn fonetionnelle ssi l'image ap de 

chaque mot a de A* est vide (--0) ou un singleton. Nous nous proposons d'~tabl~m la 

propri~t6 suivante qui peut ~tre consid~r~e corm~ une modification d'un r6sultat ba- 

nal concernant les s~ries rationnelles. 

A* B* Pro~ri~t~ : Si la relation rationnelle p : ÷ n'est pas une sonde finie de re- 

lations rationnelles fonctionnelles il existe trois rsots a,a' ,h c A* tels que 

Card (( ahna')p ) >_ n+l pour chaque n c N. 

Dmns ce qui suit nous supposerons d'abord la relation p donn@e par un trans- 

ducteur au sens de Nivat ([2]), c'est ~ dire par un morpb_isme ~ de A* dans le semi- 

anneau des QxQ matrices ~ entr~es dans Rat(B), o0 Q est un ens~le d'indice fini, 

et la r~gle que pour chaque mot a, la partie ap de B* est certaine entr6e fixe(disons, 

l'entr~e ( q_,q+ )) de la matrice a~. En outre, on peut supposer que cette represen- 

tation est r~duite en ce sens que pour chaque q de Q il existe des roots a,a' de A* 

tels que ap ( q_,q ) et a'~ ( q_,q+ ) soient non nuls. En effet s'il n'en ~tait pas 

ainsi on pourrait, sans changer la valeur de p, re~i01acer par 0 les entr~es des 

lignes et colonnes "q" dans toutes les matrices, et par cons&~uent, cmettre q. 

Sous cette hypoth~se qui sera toujours faite d~sormais, il est clair que la 

propri~t~ serait triviale si 1 'une des entr6es de l',une des matrices g~n~ratrices ap 

( a ~ A ) ~tait une partie infinie du B*. Nous supposerons donc aussi clue toutes ces 
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entr~es sont des parties ~{nies de B*. Une autre sinlolification peut encore ~tre 

faite : conm~ l'@nonc~ ne d@pend pas du ncmbre d'~iEments de ip ( oO 1 est comme 

d'usage l'61@/rent neutre ) nous supposerons tonjours que ip = 0 ou = i, ces deux cas 

correspondant respectiven~nt aux hypotheses que les @tats distingu6s q_ et q+ sont 

distincts ou confondus. 

II. Preuve de la propri@t@ 

Nous notons llXll le ncalbre d'~l~ments d'un ensemble X quelconque et en parti- 

culier nous posons IIQII : d. 

Lera~ i. La relation pest fonctionnelle ssi I~I -< 1 pour tousles mots a de longueur 

[a I du plus @gal ~ L = 1+2 d( d-i ). 

Preuve : Soit a un mot de longueur minirm/m [a I = n parmi ceux pour lesquels {l~pll > - 2. 

Si l'une des netrices a'~ ( a' E A ) a une entree qui n'est ni vide ni un singleton, 

l'hypoth~se que ~ est un transducteur r~duit implique que n-<l+2 ( d-i ), et le r~sul- 

tat est v~rifi~ dans ce cas. Dans le cas contraire o~ chaque entree de chacune des 

matrices g~n~ratrices a'~ ( a' e A ) est au plus un singleton, soit a = ala 2. ..a n 

( a i e A ). Ii existe une suite de n-i paires ( qj,q'j ) d'indices ( l-<j-<n-l,qj~q'j ) 

tels que posant q0 = q'0 = q-' qn = q n q+ et bj = ajp( qj_l,qj ),b'j 

' ' b'l"" n ajp( q j_l,q j ) ( l-<j-<n ) les roots b = bl...b net b' = .b' soient deux ~l~- 

ments distincts de sp. Supposons que n>L et montrons que l'hypoth~se de minimalit~ 

sur laI = n conduit ~ une contradiction. 

D'apr~s L = 1 + 2d( d-i ) il existe trois indices i<j<k pour lesquels 

( qi,q' i ) = ( qj,q'j ) = ( qk,q' k ) , ce qui d~tezmJ_ne une factorisation 

a = flf2f3f4 o~ fl = al"'ai ; f2 = ai+l"'aj ; f~ ~ aj+l...a k ; f4 = ak'"an et 

induit de fagon ~vidente les factorisations correspondantes b = glg2g3g4 et 

b' = ' ' )p et g'ig'2g'3g' 4. Par construction on ales inclusions glg4,glg 4 e ( flf4 

! I I 
glgxg4,glgxg 4 e ( flfxf4 )p ( x = 2 ou 3 ). 

En raison du caract~re minimal de a, les membres de droite sont des singletons 
; ! , 

et on a donc les trois ~quations glg 4 = g' et glgxg 4 = glgxg4 . 

Supposant, par exemple, que [gl{-<Ig'l ] il en r~sulte l'existence d'un mot h 

' et g4 hg~ , d'o~ en reportant dans les autres ~quations et en sire- tel que g l =glh = 

= '~ et = g~h. plifiant, les deux ~quations hg 2 g2 hg3 

Iien r~sulte que 

' ' ' ' = h d'~'~'~' = b' b = glg2g3g 4 = glg2g3hg = glg2hg3g~ = glhg'2 g 3g4 ~ l~2v3v4 
en contradiction avec l'hypoth~se que b et b' ~taient distincts. 

Par consequent n_<L. 

Q.E.D. 
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NOUS rappelons maintenant que le 8uppor9 m8 @ 'une QxQ matriee m est la rela- 

tion binaire sur Q d@finie par l'ensemble de ses entr@es non vides. Autr~nent dit, 

8 est un morphi~me du ~no[de A* z dans un monoide de relations binaires sur Q. On 

dit que ~ est ~9@duc%ibZe ssi l'union des relations a~8 ( a ~ A* ) est @gale ~ QxQ 

lui-n~me. Nous avons donc le 

Corollaire 2. Quand ~ est irr@ductible et que p n 'est pas fonctionnelle, il existe 

trois mots a,h,a' tels que If( ahna ' )Pll >- n+l ( n e N ). 

Preuve : Supposons que lla011 >-2, c'est ~ dire que flap( q_,q+ )II >- 2. 

Puisque ~ est irr@ductible il existe un mot a" tel que ( q+,q_ ) appartienne 

au support de la matrice a"~. Posant h = a"a on a donc que l'entr~e ( q=,q+ ) de hu 

contient au moins deux roots distincts. Ii est trivial que la n~ne entr@e de hn~ 

contient donc au moins n+l roots distincts pour chaque n e Net l'on a par cons@quent 

II( ah n )pll = II ( ah n )u( q_,q+ )If >- n+l identiquement. 

Q.E.D. 

Par cons~juent la propri~t~ est d~j~ @tablie dans le cas particulier oO le 

transducteur ~ est irr~ductible. ~ el!e l'est triviale~ent quand le dfm~/ne de p 

est fini nous pouvons d~sormsis proc~der par induction sur IIQII ou plus exactement, 

sur le nombre total des entrees non nulles des matrices g@n~ratrices au ( a e A ) du 

mono[de A ~. 

Avant de passer au cas g~n~ral nous rappelons que le produit ( de concat@na- 

tion ) de deux relations p,o : A* + B* est la relation ~ = po telle que pour chaque 

mot a on ait : 

a ~ = Z { ( a'p ) ( a"p ) : a',a" e ~* ; a = a'a" }. 

Supposons maintenant que u ne soit pas irr~ductible. I! existe une partition 

Q = Q' u Q" tel qu'aucun des supports a~B ne rencontre Q" x Q'. Nous d~finissons un 

morpb_imme ~' par la condition que pour tout a c A, q,q' e Q on ait : 

a#' ( q,q' ) = au ( q,q' ) si q,q' e Q' ; 

= 0 sinon ; 

et un autre morphisme ~" par la condition que u = p' + p" et que le support des a~" 

ne rencontre pas Q' x Q'. On v@rifie facilement que p est la sc~ me @tendue ~ tcus les 

' " o~ p'q = u'( q_,q ) et " = u"( q,q+ ). q c Q' des produits p qp q p q 

Ces relations sont rationnelles et on peut leur appliquer 1 'hypoth~se d'induc- 

tion. Donc pour conclure la preuve de la propri~t@ il nous suffit de v@rifier le 

Lenw~ 3 : Si le produit ~ = p p' de deux relations rationnelles fonctionnelles n 'est 

pas une sc~e finie de telles relations, i! existe trois roots pour lesquels 

If( ahna ' )w If- > n+l ( n ~ N ). 

Preuve : Nous utilisons les bimachines de Ei!enberg ([i], chap X! ), c'est ~ dire 

que nous associons ~ pun r~orpbisme ~ de A* dans un mono~de fini M et une application 
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partielle 8 : M x A xM ÷ B* telle que pour chaque mot a = a I ... a n ( a i e A ) on 

ait que ap est le produit de i = 1 ~ i = n de termes ( m' a m" )8 o~ m' 
i' i' i 1 

( resp. m" ) est l'image par ~ du facteur gauche ( resp. droit ) de iongueur i-i 
i 

A* M ' ' ( resp. n-i ) de a. Une construction semblable avec ~' : ÷ et e vaut pour p' 

De fait, on peut remplacer Met M' par leur produit direct et, ceci fait, supposer 

sinplement que ~ = #', les deux bimachines ne cliff,rant alors que par leurs fonctions 

0 et %'. On peut de plus exprimer p ccrgne la scrgne sur tousles s e S des relations 

Ps qui sort d~finies cc~ne la restriction de p ~ s~ -I. Iien est de m~me pour p' et 

il suffit donc d'~tablir le lersm~ sous l'hypoth~se suppl~mentaire que le domaine de 

p est s~ -I = D et que celui de p' est s'# -I = D'. 

Le domaine de ~ = pp' est donc DD' et 1 'on a que ~ est fonctionnelle quand 

chaque mot de A* admet au plus une factorisation conme produit d'un mot de D par un 

mot de D'. Dans le cas contraire, l'ensemble des roots p ~ 1 satisfaisant les condi- 

tions s'.p% = s' et p#.s" = s" est un sous semi groupe non vide P+ de A* ( engendr~ 

par la base P ) et chaque mot a de DD' admettant plusieurs factorisations admet une 

factorisation maximale unique dPlP2 ... pn d' oO n->l, d e D , d' e D' et pi,...,p n c P. 

Nous ~tendons e ( et 8' ) ~ des fonctions de M x A* x M dans B* par les iden- 

tit@s : 

( t,xy,t' )8" = ( t,x,y#.t' )0". ( t.x%,y,t' )6" 

( x,y e A*, t,t' e S , e" = 8 ou = e' ). 

Nous rotors o et o' les relations rationnelles fonctionnelles de dcmaine P+ 

P+ ' = ( )8'. envoyant respectivement chaque Pie sur gi = ( s'Pi'S' )e et g i s'Pi'S' 

On v~rifie alors que ap est l'union pour i = 0,1,~...,n des produits 

bglg2'"gi g'i+l'''~nq'b' u~ b = ( l,d,s' )8 et b' = ( s,d',l )e'. Ces n+l mots sont 

= ' identiquement. Si au contraire g = po ~ g' = po (pour un p ~ P) les m~mes ssi gi gi 

on voit que les n+l roots de ( apna ' )p, c'est ~ dire les roots d gig.n-i d',( 0-<i-<n ) 

sont tous distincts. Par consequent les deux alternatives ~nonc~es dans la propri~t~ 

correspondent respectivement aux deux cas possibles selon que o @ o' ou ~ = ~'. Nous 

observons maintenant que com~e o et c' sort fonctionnelles ,on a ~ = ~' ssi la rela- 

tion rationnelle o + q' l'est aussi, ce que l'on peut v~rifier au moyen du lenr~ i. 

Q.E.D. 

Remarque : Un examen plus d@taill@ des morphismes irr~ductibles permet de trouver 

des roots ( s'il en existe ) tels que Card (( ahna ' )p ) -> 2 n ( n e M ) et, de v6rifier 

que, sinon, Card (ap) est au plus ~gal ~ une fonction polyncmiale de la longueur des 

mots a. ( "cas polync~ial" ). 

Quandllapll est born@e, on peut montrer que pest la sore me d'une relation ayant 

un dcmaine fini et de d relations rationnelles fonctionnelles o~ d est le plus petit 

entier tel que ap contienne d roots distincts de B* pour une infinit@ de roots a de A*. 
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Done pour deux relations de ce type, pet p', on peut d~cider si l~on a ou non iden- 

tiqueme~t ap c ap', et m~me si cette inclusion est v~rifi~e dens le compl~ment d'une 
* qu' partie finie de A . Je presume il en est de r~_me dens le "cas polymial" mais je 

ne suis pas parvenu ~ la d~ontrer. 
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