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I. Introduction

Nous faisons référence aux chapitres IX et XI du traité de S. Eilenberg ([1])
pour les résultats de base concernant les relations rationnelles p : A" » B entre
monofdes libres et nous agppelons une telle relation fonetionnelle ssi 1'image ap de
chague mot a de 2" est vide (=0} ou wn singleton. Nous nous proposons d'établir la
propriété suivante qui peut &tre considérée comme une modification d'un résultat ba~
nal concernant les séries rationnelles.

Propriété : Si la relation ratiomnelle p : 2" > B n'est pas une somme finie de re-
lations ratiomnelles fonctionnelles il existe trois mots a,a’,h ¢ ¥ tels que
Card (( ahna')p ) 2 nt+l pour chague n ¢ N,

Dans ce qui suit nous supposerons d'abord la relation o donnée par un trans-
ducteur au sens de Nivat ([21), c'est 3 dire par un morphisme p de 2" dans le semi-
anneau des QxQ matrices 3 entrées dans Rat(B), ol Q est un enserble d'indice fini,
et la r&gle que pour chagque mot a, la partie ap de B* est certaine entrée fixe(disons,
1l'entrée ( a9, })) de la matrice amw. En outre, on peut supposer que cette représen—
tation est réduite en ce sens que pour chaque g de Q il existe des mots a,a‘ de A
tels que au (q_,g) et a'u ( d_,q, ) soient non nuls. En effet s'il n'en &tait pas
ainsi on pourrait, sans changer la valeur de p, remplacer par 0 les entrées des
lignes et colonnes "g" dans toutes les matrices, et par conséquent, amettre g.

Sous cette hypothése qui sera toujours faite désormais, il est clair que la
propriété serait triviale si 1'une des entrées de 1l'ume des matrices génératrices ay

(ae A) Etalt une partie infinie du B, Nous supposerons donc aussi que toutes ces
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entrées sont des parties finiles de B". Une autre simplification peut encore &tre
faite : comme 1'énoncé ne dépend pas du nombre d'éléments de lp ( ol 1 est comme
d'usage 1'élément neutre ) nous supposercns toujours que lp = 0 ou = 1, ces deux cas
correspondant respectivement aux hypothéses que les états distingués g_ et q, sont
distincts ou confondus.

IT, Preuve de la propriété

Nous notons ||XH le nombre d'éléments d'un enserble X quelconque et en parti-

culier nous posons ||g]] = d.

Lemme 1. La relation p est fonctionnelle ssi || < 1 pour tous les mots a de longueur
la| du plus égal 3 L = 142 d( &1 ).

Prewve : Soit a un mot de longueur minimm |a| = n parmi ceux pour lesquels |l 2.
Si 1l'une des matrices a'y (a' ¢ A ) a une entrée qui n'est ni vide ni un singleton,
1'hypothése gue p est un transducteur rédutt implique que n<l+2( d-1 ), et le résul-
tat est vérifié dans ce cas. Dans le cas contraire ol chaque entrée de chacune des
matrices génératrices a'y ( a' ¢ A ) est au plus un singleton, soit a = 81850443,
(a; € A). Il existe une suite de n-1 paires ( qj,q'j ) d'indices ( 1sj5n—1,qj;£q'j )
tels que posant g, = A9=9rq = q', =g, et bj = aju( A3-17% ),b'j =
asu( q'j_l,q'j ) (1sjsn) lesmots b=D,...b etb' =Db'...b' soient deux &1&-
ments distincts de & . Supposons que n>L et montrons que 1'hypothé&se de minimalité
sur |a| = n conduit & une contradiction.

D'aprés L = 1 + 2d( d-1 ) il existe trois indices i<j<k pour lesquels
( qi,q'i ) = ( qj at. ) = ( qk,q'k ), ce qui détermine une factorisation

J
a=f £ f.f oﬁf1=a...a.

152f3%, 1oy P By T Ay geeeay s By a7 By S ..l et
induit de fagon évidente les factorisations correspondantes b = g1g2g3g 4 et
b' = g'lg'zg'3g'4. Par construction cn a les inclusions glg4,gig'4 e ( flf4 Jp et

| i | =
919,94:9199y ¢ (£f,fy)e (x=20u3).
En raison du caractére minimal de a, les menbres de droite sont des singletons
2 P s - - o Verley!

et on a donc les trois équations glg4 =g' et glg 9y glgxg4.

Supposant, par exemple, que [g1]s|g'1| il en résulte l'existence d'un mot h
tel que g' =glh et g, = 1'1(;('4 , d'oll en reportant dans les autres équations et en sim~
plifiant, les deux &quations hg2 = gégx et hg3 = g‘3h.

I1 en résulte que

= — ] _ — 1 | I | = 2 VYl = 1
b = 919,959, = 9199509} = 9;9,h9%9; = 9;h9',959, h glg5939) = b
en contradiction avec 1l'hypothése que b et b' &taient distincts.

Par oconséquent n<L,

Q.E.D,



Nous rappelons maintenant que le support mf d'une QxQ matrice m est la rela-
tion binaire sur Q définie par 1l'ensemble de ses entrées non vides. Autrement dit,
8 est un morphisme du monolde A*u dans un monoide de relations binaires sur Q. On
dit que p est ‘rréductible ssi 1l'union des relations ap8 ( a ¢ 2 ) est égale a QOxQ
lui-méme. Nous avons donc le
Corollaire 2. Quand u est irréductible et que ¢ n'est pas fonctionnelle, il existe
trois mots 2&,h,a’ tels que I ahla! )p” 2+l {ne N).

Preuve : Supposons que llapll 22, c'est a dire que Hau( q_ 9, ) =z 2.

Puisque u est irréductible il existe un mot a" tel que ( S ) appartienne
au support de la matrice a"u, Posant h = a"a on a donc que 1l'entrée ( S ) de hu
contient au moins deux mots distincts. Il est trivial que la mfwe entrée de h'u
contient donc au moins n+l mots distincts pour chaque n e N et 1'on a par conséguent

e an® Yol = 11 ¢ an®™ yug q_q, Ml = o+l identiquement.

Q.E.D.

Par conséguent la propriété est déji établie dans le cas particulier ol le
transducteur p est irréductible, Comme elle l'est trivialement quand le domaine de ¢
est fini nous pouvons désormais procéder par induction sur HQH ou plus exactement,
sur le nonbre total des entrées non nulles des matrices génératrices ay { ae 2 ) du
monoide A*u.

Avant de passer au cas général nous rappelons que le produit ( de concaténa-
tion ) de deux relations p,o : A" » B" est la relation 7 = po telle que pour chaque
mot a on ait :

as=2{ (a'p)(a") :a',a"eA* s a=a'a" }.

Supposons maintenant que p ne soit pas irréductible, Il existe une partition
Q=0'u Q" tel gqu'aucun des supports apf ne rencontre Q" x Q'. Nous dé&finissons wn
morphisme u' par la condition que pour tout ae A, q,q' ¢ Q on ait :

au' (g9') =au (qq') siqq «Q;
= 0 sinon ;

et un autre morphisme " par la condition que u = u' + u" et que le support des ap”
ne rencontre pas Q' x Q'. On vérifie facilement que p est la som me &tendue & tous les
q €Q' des produits p'qp"q oft p'q =u'(q,q) et g = u"aa, ).

Ces relations sont rationnelles et on peut leur appliquer 1'hypothése d'induc—
tion. Donc pour conclure la preuve de la propriété il nous suffit de vérifier le
Lemme 3 : Si le produit 7 = po' de deux relations rationnelles fonctionnelles n'est
pas une somme finie de telles relations, il existe trois mots pour lesquels
ltanPar yrllzntl (nen).

Preuve : Nous utilisons les bimachines de Eilenberg ([1], chap XI ), c'est i dire
gue nous associons & p un rorphisme ¢ de A* dans un monoIde fini M et une application
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artielle ¢ : MxAxM—»B* telle que pour chaque mot a = aj «.. ap (aj € A) on
P 1 n i

ait que ap est le produit de i = 1 4 1i=nde termes (m',,a.,m", )6 ol m'i

'i’ i i

( resp. m"i ) est l'image par ¢ du facteur gauche ( resp, droit ) de longueur i-1

( resp. n-1 ) de a. Une construction semblable avec ¢' : 2 > M' et 8" vaut pour p'.
De fait, on peut remplacer M et M' par leur produit direct et, ceci fait, supposer
simplement que ¢ = ¢', les deux bimachines ne différant alors que par leurs fonctions
6 et 8'. On peut de plus exprimer p comme la somme sur tous les s ¢ S des relations
Py qui sont définies comme la restriction de p & sq)—l. Il en est de méme pour p' et
il suffit donc d'établir le lemme sous 1'hypothése supplémentaire que le domaine de

o est 5oL = D et que celui de o' est s's * = D',

Ie domaine de m = pp' est donc DD' et 1'on a que 7 est fonctionnelle quand
chaque mot de A admet au plus une factorisation comme produit d'un mot de D par un
mot de D', Dans le cas contraire, l'ensemble des mots p # 1 satisfaisant les condi-
tions s'.p¢ = s' et py.s" = s" est un sous semi groupe non vide N ( engendré
par la base P ) et chaque mot a de DD' admettant plusieurs factorisations admet une
factorisation maximale unique dplp2 pnd’ oinzl,de D, d ¢ D'et PyresesPy € P,

Nous étendons 6 ( et 6' ) 3 des fonctions de M x 2" xM dans B par les iden-

tités :
( t,xy,t')e" = ( t,x,y6.t" )o". ( tux¢,y,t' )e"
(X, ye A, t,t"eS,0"=0 ou =8'),

Nous notons ¢ et ¢' les relations rationnelles fonctionnelles de domaine pt
envoyant respectivement chaque p; € Pt sur 9; = ( s,pi,s' Y6 et g':.L = s,pi,s' ye'.,

On vérifie alors que ap est l'union pour i = 0,1,4..,n des produits
bgng"‘gig'i+1"'gr'1b' wb=(1,4d,8" )8 etdb" = (s,d",1)0". Ces ntl mots sont
les mémes ssi 9; = gj'_ identiquement. Si au contraire g = po # g’ = po (pour wm p e P)
on voit que les n+l mots de { apna' o, c'est & dire les mots d glg'n_l 4a', ( O<isn )
sont tous distincts. Par conséquent les deux alternatives é&noncées dans la propriété
correspondent respectivement aux deux cas possibles selon que o # ¢' ou ¢ = o', Nous
observons maintenant que corme o et o' sont fonctiomnelles,on a ¢ = ¢' ssi la rela-

tion rationnelle o + o' 1l'est aussi, ce que 1l'on peut vérifier au moyen du lemme 1,
Q.E.D,

Remargque : Un examen plus détaillé des morphismes irréductibles permet de trouver
des mots ( s'il en existe ) tels que Card (( ah"a’ o) = 2 (ne N ) et, de vérifier
que, sinon, Card (ap) est au plus &gal & une fonction polyncmiale de la longueur des
mots a. ( "cas polynamial' ).

Quand”ap” est bornée, on peut montrer que p est la som me d'une relation ayant
un domaine fini et de d relations ratiomnelles fonctionnelles oll d est le plus petit

entier tel que ap contienne d mots distincts de B pour une infinité de mots a de A* .
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Done pour deux relations de ce type, o et o', on peut décider si 1'on a ou non iden~
tiquement ap < ap', et méme si cette inclusion est vérifiée dans le complément d'une
partie finie de A, Je présume qu'il en est de méme dans le "cas polymial” mais je

ne suis pas parvenu & la démontrer.
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