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Konstruiert man zu einer Turing-Maschine {TM), die eine unentscheid-
bare Menge erkennt, in bekannter Weise 4] die TM~-Halbgruppe T, so ist
das Wortproblem fiir I unentscheidbar. Boone [1] geht von einer T™M aus,
die eine Menge vom Unentscheidbarkeitsgrad D erkennt und zeigt, daB
sich mit der zugeh&rigen TM-Halbgruppe I eine endlich dargestellte Grup-
pe G explizit angeben 18B8t, so daB das Wortproblem flir G und das speziel-
le Wortproblem flir T aufeinander reduzierbar sind. Es stellt sich nun
die Frage, ob dieses Ergebnis auf den subrekursiven Bereich iibertragbar
ist.

Wir betrachten in dieser Arbeit die subrekursive Hierarchie der
Grzegorczyk~-Klassen En von Wortfunktionen und konstruieren zu jedem
n > 3 eine TM-Halbgruppe I' und eine endlich dargestellte Gruppe G, so
daf das Wortproblem fiir G und das spezielle Wortproblem fiir r aufeinan-
der reduzierbar sind und die Romplexit&t En haben. Geht man von einer

TM aus, die eine EH\E -entscheidbare Menge erkennt, so erhdlt man eine

n-1

endlich dargestellte Gruppe mit EH\E -entscheidbarem Wortproblem.

Dieses Ergebnis 18Bt sich auf bel?e;ige Funktionenklassen K'< K
Ubertragen, falls XK Rechenzeit~abgeschlossen und abgeschlossen gegenliber
der Komposition und der beschrinkten Rekursion ist und die Klasse Ej
enthdlt (siehe Meyer-Ritchie [7]). AuBerdem 1l3Bt sich der Higman'sche
Einbettungssatz ilbertragen: Zu jeder K-entscheidbaren rekursiv darge-
stellten Gruppe G 1&Bt sich explizit eine K-entscheidbare endlich darge-
stellte Gruppe H angeben, in die G K-eingebettet ist. Diese beiden letz-
ten Ergebnisse werden in einer spdteren Arbeit bewiesen.

Die Existenz einer EB\E -entscheidbaren Gruppe wurde schon von

Cannonito [2] und Gatterda; EB], 5] mit Hilfe der von Cannonito einge-
fihrten En—berechenbaren Gruppen und dem von Gatterdam auf En—berechen—
bare Gruppen ilibertragenen Einbettungssatz von Higman auf anderem Wege
fir n > 4 bewiesen. Dabei liefert der Einbettungssatz von Higman zwar
effektiv eine endlich dargestellte Gruppe, aber die Konstruktion ist in
der Praxis nicht durchfiihrbar und ld8t im Gegensatz zur Boone-Konstruk-
tion nicht erkennen, wie die endlich dargestellte Gruppe schlieBlich
aussieht.

Die Arbeit ist in drei Paragraphen eingeteilt. Zun#chst wird die
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Boone-Konstruktion beschrieben, und es werden die Hauptergebnisse for=-
muliert. Im zweiten Paragraphen werden die gruppentheoretischen Hilfs-
mittel bereitgestellt, und im letzten Teil werden die Hauptergebnisse

bewiesen.

1. Die Konstruktion von Boone. Hauptergebnisse.

Sei § eine endliche Menge. S¥* ist dann die Menge aller Worter {iber S
und e das leere Wort. Weiter ist = die Identit#dt auf S* und |w| die Lin-
ge von w € S$*. Man kann wie bei den arithmetischen Funktionen die Grze-
gorczyk-Hierarchie En(s) in der Menge der Wortfunktionen Uber dem Alpha-
bet S einfiihren. Eine Menge A & s¥* ist En—entscheidbar, falls fir die
charakteristische Funktionen Xp € En(S) gilt. Wir setzen voraus, daB der
Leser mit dieser Theorie vertraut ist und benutzen einige S&tze von Weih-

rauch t9j], [6] ohne weiteren Hinweis.

Satz 1. Sei n > 3.

a) Ist A eine En—entscheidbare Menge, so gibt es eine TM, die die
charakteristische Funktion X in einer Rechenzeitschranke t e En(S) be-
rechnet.

b) Es gibt eine Menge A ¢ S%, die En— aber nicht En ~entscheidbar

-1
ist.

Die TM T, die eine En—entscheidbare Menge A akzeptiert, 188t sich so
modifizieren, daB die Menge der Konfiguration ug, v (u,v ¢ S¥%, qy Zustand»
von denen aus T den akzeptierenden Zustand erreicht, En—entscheidbar ist.

Geht man nun zur TM-Halbgruppe {iber, so gilt:

Satz 2. Es sei S eine endliche Menge, So = S u {h} und n > 3. Dann gibt
es eine TM-Halbgruppe T = (SO!J Q;7) mit endlich vielen Erzeugenden
SO\J Q, einem ausgezeichneten Element g e Q und endlich vielen Relationen

I, so daB das spezielle Wortproblem P von T
P(w) <=> w =g in T we (S v QF

En—entscheidbar ist. Geht man von einer Eﬁ\En_1—entscheidbaren Menge A

aus, so ist P Eﬁ\E -entscheidbar.

n-1

Man Uberlegt sich leicht, daR P schon En—entscheidbar ist, wenn filir
alle u,v ¢ Sé, qj e Q, quv =g in T En—entscheidbar ist.

Sei S eine Menge, S = {§ : s e 8}, S =S u S und &4 ¢ 8% Mit <S;4>
bezeichnen wir die Gruppe, die durch die Erzeugenden S und die defi-~
nierenden Relatoren A gegeben ist. Jedes Wort w ¢ §ﬁ stellt ein Element
aus <S;A> dar, s stellt das zu s inverse Element und e das Einselement

dar. Stellen u,v e_g* gleiche Elemente von <S;A> dar, so schreiben wir
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u = v in <S;A>.
Eine Gruppe G hat eine Darstellung <S;A>, falls G £ <S;A> ist. G
heiBt endlich erzeugt (e.e.) bzw. endlich dargestellt (e.d.), falls S

bzw. S und A endlich sind.
Im folgenden beschrédnken wir uns auf e.e. Gruppen.
Mit ~ und 7'

bezeichnen wir die Funktionen aus E1(§), die durch

_ == -1 _ = R
--.8,, 5y = 84 und (5152...sn) E S ...85,81, S; ¢ s

5132...Sn = S,l

3]

gegeben sind.

Definition 1. Sei n > 1. Die Gruppe <S;a> heiBt En—entscheidbar, falls
die Menge der Relatoren R = {w ¢ S* : w = e in <S;a>} En—entscheidbar
ist. Eine Gruppe G ist En—entscheidbar, wenn es eine En—entscheidbare

Darstellung von G gibt.

Man tberlegt sich leicht, daB die En—Entscheidbarkeit einer e.e.
Gruppe unabhidngig von der speziellen Darstellung ist und daB freie, end-
liche und allgemeiner alle Gruppen, fiir die Dehn's Algorithmus zur L&-
sung des Wortproblems anwendbar ist, E1—entscheidbar sind.

Wir betrachten nur noch Gruppen, die durch Erzeugende und definieren-
de Relatoren gegeben sind. Hierbei verwenden wir definierende Relationen
statt Relatoren, wo dieses zweckmd&Big erscheint, und benutzen die Be-
zeichnung G' = <G,S"';A'>, falls G = <S;A> und G' = <Su S';A u A'> ist.
Wir flihren nun wie Rotman [ 8] eine etwas modifizierte Boone-Konstruk-
tion durch und erhalten eine Gruppe, deren Wortproblem die gleiche Kom-

plexit&t hat wie das Problem P in T.

Sei ' = (S w Q;I1) eine TM-Halbgruppe mit den endlich vielen Relation-
£ i
en F,qj G; = HiinKi; F. .Gy H, K, e 8%, qillin e O {i=1,...,N). Ist
R = {r1,...,rN} und sind x, t, k neue Symbole, so werden die Gruppen
GO,...,G5 wie folgt definiert:
G, = <x;¢> ,
G1 = <GO,S;§xs = x“,8 ¢ 5>
G2 = <G1 :Q;g?— .
Gy = <G2’R7riFiqilGiri = HiqizKi,risxri = s%,1 <1 < N,s ¢ S>
G4 = <G3,t;txt = x,trt = r,r ¢ R>
Gg = <G4,k7§ak = a,a ¢ {x,Jtq} v R>
Offenbar sind die Gruppen Gi (i = 0,...,5) endlich dargestellt. Es

gilt der folgende zentrale Satz der Arbeit, der in Paragraph 3 bewiesen

wird:

Satz 3. a) Die Gruppen GO bis G4 sind E3-entscheidbar.

b) Das Wortproblem von G_. hat die gleiche Komplexit&dt wie das spe-

5
zielle Wortproblem P von ', d.h. P ist genau dann En-entscheidbar, wenn
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Gg E -entscheidbar ist {n > 3.

Geht man bei dieser Koustruktion von einer TM-Halbgruppe T mit Eﬁ\En—1
entscheidbarem Problem P aus, so ist Gg Eﬂ\En_1—entscheidbar.

Satz 4. Es gibt fiir n > 3 e.d. Gruppen, deren Wortproblem E = aber nicht

E ~entscheidbar ist.

n-1
Auf Grund dieses Ergebnisses stellt sich die Frage nach der Existenz
von e.d. Gruppen mit einer minimalen Anzahl von definierenden Relatoren,
deren Wortproblem.Ed\En_1—entscheidbar ist. Es ist bekannt, daB Einre~
latorengruppen entscheidbar sind; wir k&nnen sogar zeigen, daB Einrela-
torengruppen mit definierendem Relator der Linge < 2n - 1 En—entscheid—

bar sind. Offen ist noch, ob es Einrelatorengruppen mit Eﬂ\En_j—ent~
scheidbarem Wortproblem gibt.

Das verallgemeinerte Wortproblem fiir eine Gruppe G = <£;4> und eine
Untergruppe H von G besteht darin, zu entscheiden, ob ein Wort w e §¥%
ein Element aus H darstellt oder nicht. Der Beweis zu Satz 3 liefert fol-
gende Verschdrfung des Resultates I von Boone D].

Satz 5. Zu jedem n > 3 (zu Jjedem Unentscheidbarkeitsgrad D} gibt es ei-
ne E3—entscheidbare e.d. Gruppe G mit einer e.e. Untergruppe H, s0 daB
das verallgemeinerte Wortproblem ENE__,-entscheidbar ist {den Unent-
scheidbarkeitsgrad D hat).

2. Gruppentheoretische Hilfsmittel

Es sei G = <S; A> eine Gruppe. Eine Funktion f : S§% —> S® heiBt eine
Entscheidungsfunktion fiir G, wenn fiir alle w € 8% gilt a) flw) = w in G
und b) £(w) = e, falls w = e in G. Offenbar ist G genau dann En—ent~
scheidbar, wenn es eine Entscheidungsfunktion £ e En(§) fir G gibt. Ist
A §*, so sei <A> die Menge der Worter, die ein Element aus der von A
erzeugten Untergruppe darstellen. Ist G' = <G,S';A'> eine weitere Gruppe,
so schreiben wir G < G', falls filr alle w e 8%, w = e in G' genau dann
gilt, wenn w = e in G gilt.

Das wesentliche gruppentheoretische Hilfsmittel dieser Arbeit ist das
Konzept der Britton~Erweiterung. Wir stellen hier einige Fakten zusammen,
die spdter benttigt werden. Flir fehlende Beweise sel auf Rotman [8] ver-
wiesen.

Definition 1. Es sei G = <S;A> eine Gruppe und P = {pi : i e I} eine
Menge mit PN S = ¢, es seien weiterhin flir alle 1 ¢ I Teilmengen Ai =
. 5 = . ES s L
{aij ;_j £ Ji} und By {bij S - Ji} von §¥ gegeben. Dann heift G
<G,Pipja 4Py = Pyg
bilen Buchstaben P, falls fiir jedes i ¢ I die von Ai und B, erzeudgten

yi e I,5 € Ji> eine Britton-Erweiterung von G mit sta-
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Untergruppen von G unter der Abbildung a —s bij isomorph sind.

Ny

Ist u e S%, so heiBt ein Wort der Form plgupf ein Pinch, falls e = 1
und u e <Ai> oder ¢ = -1 und u ¢ <Bi> gilt. Ist ﬁlupi ein Pinch und sind
<Ai> und <B;> unter ¢, isomorph, so gilt natlirlich ﬁzupi = ¢i(u) in G'.
Ein Wort w ¢ (S u P)*® heift P-reduziert, falls es keinen Pinch als Teil-~
wort enthdlt.

Satz 1. Ist G' eine Britton-Erweiterung von G = <S;A> mit stabilen Buch-
staben P und w ¢ (S v P)* mit w = e in G', so gilt entweder w ¢ S* und

w = e in G oder w enthdlt einen Pinch als Teilwort. AuBerdem gilt G < G'.
Aus Satz 1 folgt unmittelbar

Lemma 1. Sel G' eine Britton-Erweiterung von G = <S5;A> mit stabilen

. - €4 €n - €1 €m,
Buchstiben P, seien u Ugpqtug.. Py und v A PR PRI S (ui,
vy e 87, P9y € P, €y = t1) P-reduzierte Worter und gelte u = v in
G'. Dann gilt n =m, p, = g, und ¢, = n, flir i = 1,2,...,n und
—ep =1 ey . * * *
Py U, VP4 ist ein Pinch.
Definition 2. a) Seien Gy = <8;1h;>, i=20,1,...,m, Gruppen mit 8; =

Si—1 U Pi’ so daB Gi eine Britton-Erweiterung von Gi—1 mit stabilen
Buchstaben P, ist. Dann heiBt G < G, < ... 2 G ein Britton-Turm.
b) Ein Wort w ¢ EE (i > 1) heiBt reduziert, falls es keinen Pinch

p”fup® in G. (3 < i) als Teilwort enthilt.

J - .
¢c) Eine Funktion fi : §£ —_— §£ (i > 1) heiBt eine Reduktionsfunktion
flir Gi' falls fiir alle w ¢ §i gilt: (1) fi(w) = w in Gi’ (2) fi(w) ist
reduziert, (3) fi(w) = e, falls w = e in Gi und (4) fi(w) = w, falls w

reduziert und nicht w = e in Gi ist.

Eine Reduktionsfunktion fi fir Gi ist also auch eine Entscheidungs-
funktion von Gi. Wir untersuchen nun, wann eine Britton-Erweiterung ei-

ner En—entscheidbaren Gruppe wieder En—entscheidbar ist.

Definition 3. a) Eine Britton-Erweiterung G' von G = <S;pA> mit stabilen
Buchstaben P = {pi : 1 ¢ I} heint En—zuléssig (n > 3), falls fiir alle
ie I gilt

(1 <Ai> und <B,> sind in §f En—entscheidbar.

(2) Es gibt linear beschrédnkte Funktionen ¢i’ 3 € En(§)’ die die

i
Isomorphismen <Ai> —> <B;> bzw. <Bi> — <A;> realisieren.
b) Ein Britton-Turm G < G1 < aee 2 Gy heift En—zuléssig, falls filr
i=1,2,...,m Gi eine En—zuléssige Britton-Erweiterung von Gi—1 ist.
Satz 2. Ist GO < G1 < el < Gm ein En—zuléssiger Britton-Turm und ist

Go En—entscheidbar, so gibt es Reduktionsfunktionen fi € En(§i) fir

Gi (i =1,2,...,m). Die Gruppen Gi sind also En—entscheidbar.
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Bewels: Wir betrachten nur den Fall m = 1. Sei fo eine Entscheidungs-

funktion fiir G, . Wir definieren h : §§ — §? durch

hi{e) = e
h(ws) =z hiw)s flir s ¢ So
h(wpi) E{Vqsi(u) falls h{w) = vﬁiu,v € Ei,u e §§,u e <Ai>
h(w)pi sonst
A & &
h(wp,) = {v¢i(u) falls h{w) = vp,u,v e Ei,u € §g,u e <Bi>
+ h(w)P; sonst
Dann ist h ¢ En(Sl) und fir alle w ¢ Ei gilt h(w) = w in Gy und h(w)
ist reduziert. Definiert man nun f1 durch f1(w) = fo(wo)pilfo(w1}...
€ € x
..pmmfo(wm), falls h(w) = wop§1w1...pmmwm (wi € Eé, p; e P,y = +1)
gilt, so ist f1 eine Reduktionsfunktion von G1, die in En(sl) liegt.

3. Beweis von Satz 1.3

Zum Beweils von Teil a) des Satzes 1.3 zeigen wir, daB die in Para-

graph 1 definierten Gruppen einen E3—zuléssigen Britton~-Turm GO < G, <

1
< ena 2 G4 bilden. Da GO als freie Gruppe natlirlich E3~entscheidbar ist,

sind dann auch G1 bis G4 E3—entscheidbar. Rotman [ 8] zeigt, daB GO <
2 ... £ G, eln Britton-Turm ist: es bleibt also nur die Ejy-Zuléssigkeit

nachzuweisen. Sei Si die Menge der Erzeugenden von Gi (i = 0,1,...,5).

Lemma 1. Flir i = 1,2 ist Gi eine E3—zuléssige Britton-Erweiterung von

G Es gibt also Reduktionsfunktionen fi e E3(Si) fir Gi'

i-1°
Der Beweis ist einfach und wird {Ubergangen.

Lemma 2. G, ist eine E_,-zul8ssige Britton-Erweiterung von G Es gibt

3 3
also eine Reduktionsfunktion f3 3 E3(S3) flir G

3¢
3¢

G3 ist eine Britton-Erweiterung von G2 mit stabilen Buchstaben R

{ri : i=1,2,...,N}. In der Terminologie von Definition 2.1 ist Ai

{f;qilsi,s1x,...,sMx} und B; = {ﬁ;qizKi,s1§}...,5M§}. Zum Beweis von
Lemma 2 muB gezeigt werden, daB flir alle i = 1,2,...,N <Ai> und <Bi>
E3-entscheidbare Untergruppen von G2 sind und daB es linear beschrinkte
Abbildungen g $l
und <Bi> — <Ai> realisieren. Ein Beweis hierflir ergibt sich, wenn man

€ E3(82) gibt, die die Isomorphismen <Ai> —> <By>

den Beweis des folgenden Lemmas konstruktiv ausfiihrt.

Lemma 3. Es sei w & 52 und 1 < i < N. Genau dann gilt w ¢ <B,> (bzw.

W e <Bi>), wenn es ein w" in den Erzeugenden von <As> (bzw. <By>) gibt
mit w = w" in G, und |[w"| < alw|. Dabei ist ¢ = 1 + max{{FjGj],1HjKj] :
i=1,2,...,N}.

Beweis: Die eine Richtung der Aussage ist trivial. Wir zeigen nur, daB
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es zu jedem w ¢ <Ai> ein w" in den Erzeugenden von <Ai> gibt mit w = w"

in G, und [w" ] < olw|.
. [ — Ut Nm . ]
Sei also w ¢ <Ai> und w' = fz(w) = uggq g eqpuy mit ujgﬁi’ qjeQ.
Dann gilt auch w' ¢ <Ai>, w' ist Q-reduziert, und die uj sind S-redu-
. . " ) n
- . N Y . = i 1 -
ziert. Es gibt also Worter w. in S1%, ,sMx und e] +1 mit U gty ..

nm_ = € = £ . " o
ceeqpu = wO(Fiqi1G1) 1W1"‘(Fiqi1Gi) fw in G,. Wihlt man n minimal,

so ist die rechte Seite Q-reduziert, und nach Lemma 2.1 gilt m = n,
- - . Co_ — = =1

ny = ey ug? q. = qll (3 = 1,2,...,n) und qll(WoFi) Ui oder

dj (w,Gy) u

Daraus folgt

1
. ist ein Q~Pinch, jenachdem, ob €q = +1 oder € = -1 ist.
= ,-1 _ . -1 _ . o
woFi) ug —a? in G1l—bzw. (ZQGi) u, = e in G1. Definiert
durch quizD. = (FiqilGi) J fir § = 1,2,...,n und DO =

2|

o]

—~

J -

o Dn+1 = En+1 = e, so sind die Ej e S§% (negative Worter)_$nd ﬁie

D. ¢ S* (positive Wdrter). Durch Induktion nach j zeigt man Dj quj+1

- v L -1 -1 . Vel
0,1,...,n. Setzt man uj = f1(Dj quj+1)’ so ist uj S

in G1. Es gibt also frei reduzierte -

= wj in GT’ 3
reduziert, und es gilt ug = wj

und damit S~reduzierte - Worter Vj in S4XyesayS !

MX mit Vj = uj
Ly —_ 0y . - — E h —
j=0,1,...,n. Definiert man w" = vO(Fiqi Gi) 1V1"'(Fiqi1Gi)

gilt w = w' = w" in G,. Es bleibt fw"! < alw| zu zeigen. Es sei |w|,

in G1,

€
nvn, [=1e)

die Q-L&nge von w, d.h. die Anzahl der in w auftretenden Buchstaben aus

0, und es sei !w\s die S-L&nge von w. Dann gilt [w'|, = |w = n. Wir

\

. 0

zeigen, daB fiir die S-Lingen Ivj[g < Wujls gilt. Fiir vy ze ist das tri-
vial. Sei also vj % e. Dj und Ej sind als positive bzw. negative Worter
S-reduziert und v. ist S-reduziert. Wegen der speziellen Gestalt von

Dj’ Vj und Ej+1 kann es in DjvjEj+1 auch keinen Pinch auf der Grenze
D. =~ vj oder vj - Ej+1 geben. Also ist DjVjEj+1 S-reduziert und es gilt
uj = DjVjEj+1 in Gj. Da auch u, S-reduziert ist, 188t sich Lemma 2.1
. - oo

anwenden, und es gilt ]uj[s = 1DjVjEj+1‘S = !Dj[s + [vj{s + IEj+1‘S >
3_1vj|s. Wegen o« > 2 ergibt sich jetzt

1 — n _ n

lw'| = Zj=01vj| + n'TFiqilGi{ = 22j=olvj‘g + ne FiqilGi}
b u(ijoluj[S +n) = “(Ww'ls + \w!|Q)'

Wegen w' = £, (w) gilt |w'|g < [wlg und \w‘{Q < ]w{Q. Also folgt

.

] < wllw' g+ W]y < allulg + [w]Q) < alw
Damit ist Lemma 3 bewiesen.

Dieser Beweis zeigt, daB <Ai> E3—entscheidbar ist und daB man jedes
woe <A;> durch einen E3—ProzeB in ein Wort w" in den Erzeugenden von
<A;> umschreiben kann. % entstehe aus w", indem man (sx)® durch (s%)°®
und (ﬁ-iqilGi)€ durch (ﬁ—iqizKi)E ersetzt. Die Abbildung ¢, : w r——> ¥
realisiert dann den Isomorphismus <Ai> — <Bi>, liegt in E3(§£) und

ist linear beschrankt.
Bei der konstruktiven Ausflihrung des Beweises zu Lemma 3 ergibt sich
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noch folgendes Lemma:

Lemma 4. Es gibt fir i = 1,2,...,N Funktionen hi’ ﬁ e E3(SZ) mit

i
J b J ]
h. (w) = X wx- ¢ <Ai> o @E(w) = X WX~ g <Bi> .
qq V] eZ : wxI ¢ <Ay > a4 VJ e L ¢ wx? ¢ <B;>
Lemma 5. G4 ist E,-zuldssige Britton-Erweiterung von G3. Es gibt also

3
eine Reduktionsfunktion £, ¢ E,(Ss) flir G

4 3(

Beweis: G4 ist Britton-Erweiterung von G3 mit einem stabilen Buchstaben

a-

t. Ist A = Ru {x} = B, so muB gezeigt werden, daf <A> eine E3-entscheid-
bare Untergruppe von G3 ist. Die Identit&t auf Ez realisiert die Iso-
morphismen <A> —> <B> und <B> —> <A>, sie ist natlirlich linear be~

schrdnkt. Zu zeigen bleibt also nur die E3—Entscheidbarkeit von <A>,

Sei RX f R u {x}. Zunichst sieht man leicht, daB ein frei reduziertes
Wort 2us Eg %?ch reduzie{t in G3 ist. Ist w ¢ Ez_und w' = f3(w) =
= uori;u1...ri§un (uj € Ei?, so liegt wj— flso auch Y; ~ genau dann in
<A>, wenn es ein reduziertes Wort v = x nri;“...lerillx]° gibt mit
vw' = e in G, d.h. xj“rzzn...xjlr;?xj°uor;;u1...rigun = e in G;. Da v
und w' R-reduziert sind, gilt dann (falls 81 =1 %st), xj°uO e <Ay >

1

- ; - Log
oder hj (u ') = %70, Dann kann man den Pinch rilxjouori1 durch ¢il(xjouo)

o
ersetzen und hat dadurch die R-Lé&nge verkleinert. Ist die R-L&nge gleich
o d.h. fz(u)ze

gelten. Mit diesen Uberlegungen 138t sich leicht ein E3-Algorithmus zZur

Null, so muB flr das verbliebene Wort u e EZ, u=e in G

Entscheidung von w & <2A> angeben. Man erhdlt dariiber hinaus

Lemma 6. Es gibt eine Funktion g ¢ E3(§é)' so dap fiir alle w ¢ Egtgilt
a) Es gibt ein u e R; mit g(w) = uw in G3.
b) Es gibt kein u ¢ Ri, so daB ug{w) einen Pinch rgsvri auf der

Grenze u -~ g(w) enthdlt.

Lemma 6 besagt, daB man durch einen E_ -Prozef in einem Wort weSY alle

3 Z3
r € R eliminieren kann, die durch Multiplikation eines Wortes u e E;

von links {iberhaupt eliminierbar sind. Analog lassen sich auch alle

r ¢ R eliminieren, die von rechts eliminierbar sind.

Es ist jetzt gezeigt, daB Teil a) von Satz 1.3 gilt. Um den Teil b)
Zu bewelsen geben wir zundchst drei vorbereitende Lemmata an, die das
auf_§§ definierte Prddikat Q

0 (u) <==$3wo,w.l e Eé : wuw, = g in G

o 1 3

in Beziehung setzen zum speziellen Wortproblem P von T.

Lemma 7. Es sel WosWq € R;, u € §§, u, wy und W, seien reduziert, und

- s s ' " ] " & =
es gelte wouw1 g in G3. Dann gibt es W wo, w1, w1 € E& und v ¢ §;,
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so daB gilt

wluw! = v in G3, wngq = g in G

o 1 3

Lemma 7 besagt, daB man in u zun&dchst durch Multiplikation mit wé
und w% von links bzw. rechts alle r ¢ R von u eliminieren kann. Mit

Hilfe von g 188t sich v aus u in einem E3—Prozeﬁ bestimmen.

Lemma 8. Sind v ¢ SZ, W W o€ R; reduzierte Worter und gilt W VW, = g
qujvz mit ViV, € (Sy [x,xH*, qj e Q.
1 und Y aus v, (X,Y ¢ 8%), indem man alle x's streicht,

o}
in G3, so hat v die Gestalt v

Entsteht X aus v

so gibt es a,b ¢Z mit v = xaiquxb in G,.

Lemma 9. Es sei X,Y ¢ S§%, qj e Q. Dann gilt quY = g in T genau dann,
wenn es reduzierte Worter W Wy € Ri gibt mit woiq_.le1 = g in G4, d.h.
P (Xq¥) <= Q(iqjy). )

Den Beweis zu Lemma 9 findet man in Rotman | 8] (Seite 299-330 und
Lemma 12.18). Die Lemmata 7 his 9 besagen, daB die Prddikate P in T und
Q in G4 von der gleichen Entscheidungskomplexitdt sind.

Wir nehmen jetzt an, daB das Prddikat P in T Eﬁ\En_1—entscheidbar
ist.

Lemma_10. G5 ist eine En—zuléssige Britton-Erweiterung von G4. Es gibt

also eine Reduktionsfunktion f5 3 E3(§§).

Beweis: G5 ist eine Britton~Erweiterung von G4 mit einem stabilen Buch-
staben k. Setzt man & = B = R y {x,dtg}, so braucht, wie bei Lemma 5,

nur gezeigt zu werden, daB <R> eine En—entscheidbare Untergruppe von

Gy ist. Sei w e_§z und w' = f4(w) = uotaiu1...tamum mit u; e ng Es
liegt w — also auch w' — genau dann in <A>, wenn es ein Wort
v = Vl(ﬁtq)nl...v1(§tq)nlvo (v e g;) gibt mit vw' = e in G,. W&hlt man
1 minimal, so ist v t-reduziert, und es gilt m = 1 und nyo= TEy i=
~ %

1,2,...,m. Es gilt also w ¢ <A> genau dann, wenn es VrererVy € E&
gibt mit

vm(ﬁtq)_am...v1(th)—elvouot81u1...tgmum = e in G,.

Da v und w' t~reduziert sind, muf dann qv i, € <A> gelten, also auch
-1_-1 . -1
— ) * ]
q = viu, v, in G3 mit Vive 2 ¢
somit En-entscheidbar. Gilt Q(u;1), so kann man (gtq) E1vouot‘€1 durch

€ Ri. Dies ist Hguivalent zu Q(u;1) und

Vols ersetzen und hat damit die t-Linge verkleinert. Durch Induktion

188t sich zeigen

1 1

w g <R>» <=—> Q(u;T) A Q((uouq)— YAt A Q((uouW...um)_ )

PN <A>
A uou,] um €

Also ist <K> En—entscheidbar und Lemma To ist bewiesen.
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Wir haben jetzt gezeigt, daB das Wortproblem von G5 auf das spezielle
Wortproblem von T reduzierbar ist. Das folgende Lemma von Boone liefert,

daB umgekehrt das spezielle Wortproblem von T auf das Wortproblem von G

reduzierbar ist.

Lemma 11 (Boone). Fiir X,Y ¢ S%, g. ¢ Q gilt Xg.Y = g in T genau dann,

- tBoonel . &P gy j
wenn k (¥q,¥) 1t(quY) = (%ay¥) 1t(quY)k in Gg.

Ist das spezielle Wortproblem in I' also nicht En -entscheidbar, so

-1
ist auch Gg nicht En_1~entscheidbar. Gg ist damit eine e.d. ENE .-
entscheidbare Gruppe.

Es bleibt noch Satz 1.5 zu beweisen. Dazu bemerken wir, daB G4 E3-

entscheidbar ist und daB die Untergruppe H = <A> in G4 En— aber nicht
En_1—entscheidbar ist. Die Gruppe G
von der speziellen Wahl der TM-Halbgruppe. Geht man also aus von einer

4 ist E3—entscheidbar, unabhédngig

TM-Halbgruppe, in der das spezielle Wortproblem vom Unentscheidbarkeits—

grad D ist [1], so ist auch <&> in G, vom Unentscheidbarkeitsgrad D.
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