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Konstruiert man zu einer Turing-Maschine (TM) ~ die eine unentscheid- 

bare Menge erkennt, in bekannter Weise [41 die TM-Halbgruppe ~, so ist 

das Wortproblem f~r F unentscheidbar. Boone [I~ geht von einer TM aus, 

die eine Menge vom Unentscheidbarkeitsgrad D erkennt und zeigt, da~ 

sich mit der zugeh~rigen TM-Halbgruppe F eine endlich dargestellte Grup- 

pe G explizit angeben l~St, so da~ das Wortproblem f~[r G und das speziel- 

le Wortproblem ffir F aufeinander reduzierbar sind. Es stellt sich nun 

die Frage, ob dieses Ergebnis auf den subrekursiven Bereich ~bertragbar 

ist. 

Wir betrachten in dieser Arbeit die subrekursive Hierarchie der 

Grzegorczyk-Klassen E n von Wortfunktionen und konstruieren zu jedem 

n > 3 eine TM-Halbgruppe Fund eine endlich dargestellte Gruppe G, so 

da~ das Wortproblem fSr G und das spezielle Wortproblem f~r F aufeinan- 

der reduzierbar sind und die Komplexit[t E n haben. Geht man von einer 

TM aus, die eine En~En_1-entscheidbare Menge erkennt, so erh~it man eine 

endlich dargestellte Gruppe mit En~En_1-entscheidbarem Wortproblem. 

Dieses Ergebnis l~t sich auf beliebige Funktionenklassen K' ~ K 

~bertragen, falls K Rechenzeit-abgeschlossen und abgeschlossen gegen~ber 

der Komposition und der beschr~nkten Rekursion ist und die Klasse E 3 

enth~it (siehe Meyer-Ritchie ~7~) • AuZerdem l~t sich der Higman'sche 

Einbettungssatz ~bertragen: Zu jeder K-entscheidbaren rekursiv darge- 

stellten Gruppe G l~t sich explizit eine K-entscheidbare endlich darge- 

stellte Gruppe H angeben, in die G K-eingebettet ist. Diese beiden letz- 

ten Ergebnisse werden in einer sp~teren Arbeit bewiesen. 

Die Existenz einer En~En_1-entscheidbaren Gruppe wurde schon von 

Cannonito ~2~ und Gatterda~ [3~ , [5~ mit Hilfe @mr von Cannonito einge- 

fOhrten En-berechenbaren Gruppen und dem von Gatterdam auf En-berechen- 

bare Gruppen ~bertragenen Einbettungssatz Yon Higman auf anderem Wege 

for n > 4 bewiesen. Dabei liefert der Einbettungssatz von Higman zwar 

effektiv eine endlich dargestellte Gruppe, abet die Konstruktion ist in 

der Praxis nicht durchf~hrbar und l~Bt im Gegensatz zur Boone-Konstruk- 

tion nicht erkennen, wie die endlich dargestellte Gruppe schlieBlich 

aussieht. 

Die Arbeit ist in drei Paragraphen eingeteilt. Zun~chst wird die 
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Boone-Konstruktion beschrieben, und es werden die Hauptergebnisse for- 

muliert. Im zweiten Paragraphen werden die gruppentheoretischen Hilfs- 

mittel bereitgestellt, und im letzten Teil werden die Hauptergebnisse 

bewiesen. 

I. Die Konstruktion von Boone. Hauptergebnisse. 

Sei Seine endliehe Menge. S * ist dann die Menge aller W@rter ~ber S 

und e das leere Wort. Weiter ist ~ die Identit~t auf S* und !w I die L[n- 

ge von w s S*. Man kann wie bei den arithmetischen Funktionen die Grze- 

gorczyk-Hierarehie En(S) in der Menge der Wortfunktionen ~ber dem Alpha- 

bet S einf~hren. Eine Menge A ~ S* ist E -entscheidbar, falls f~r die 
- n 

charakteristische Funktionen X A E En(S) gilt. Wir setzen voraus, dab der 

Leser mit dieser Theorie vertraut ist und benutzen einige S~tze von Weih- 

rauch F9] [6] ohne weiteren Hinweis. . r 

Satz I. Sei n > 3. 

a) Ist A eine En-entscheidbare Menge, so gibt es eine TM, die die 

charakteristische Funktion XA in einer Rechenzeitschranke t ~ En(S) be- 

rechnet. 

b) Es gibt eine Menge A ¢ S*, die E n- aber nicht En_1-entscheidbar 

ist. 

Die TM T, die eine En-entscheidbare Menge A akzeptiert, l~Bt sich so 

modifizieren, dab die Menge der Konfiguration uqiv (u,v s S*, qi Zustand)j 

von denen aus T den akzeptierenden Zustand erreicht, E -entscheidbar ist. 
n 

Geht man nun zur TM-Halbgruppe ~ber, so gilt: 

Satz 2. Es sei Seine endliche Menge, S = S u {h} und n > 3. Dann gibt 
o 

es eine TM-Halbgruppe F = (S o ~ Q;[) mit endlich vielen Erzeugenden 

S o v Q, einem ausgezeichneten Element q E Q und endlich vielen Relationen 

~, so dab das spezielle Wortproblem P von P 

P(W) <~> w = q in F w ~ (S o u Q)* 

En-entscheidbar ist. Geht man yon einer En\En_1-entscheidbaren Menge A 

aus, so ist P En~En_l-entscheidbar. 

Man Nberlegt sich leicht, dab P schon E -entscheidbar ist, wenn f~r 
n 

alle u,v ~ S~, qj s Q, uqjv = q in F En-entscheidbar ist. 

Sei Seine Menge, S = {Z : s ~ S},__S = S U S und £ c S*. Mit <S;&> 

bezeichnen wir die Gruppe, die durch die Erzeugenden S und die defi- 

nierenden Relatoren £ gegeben ist. Jedes Wort w e S* stellt ein Element 

aus <S;£> dar, ~ stellt das zu s inverse Element und e @as Einselement 

dar. Stellen u,v s ~* gleiche Elemente von <S;£> dar, so schreiben wir 
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u = v in <S;£>. 

Eine Gruppe G hat eine Darstellung <S;A>, falls G ~ <S;A> ist. G 

heist endlich erzeugt (e.e.) bzw. endlich dargestellt (e.d.) , falls S 

bzw. S und A endlich sind. 

Im folgenden beschr[nken wir uns auf e.e. Gruppen. 

Mit -- und -I bezeichnen wir die Funktionen aus El(S) , die durch 

SlS2"''Sn H sls2"''Sn ' ~i ~ si und (SlS2...Sn)-I ~ ~n...S2Sl, s i s S__ 

gegeben sind. 

Definition I. Sei n > 1. Die Gruppe <S;A> heist E -entscheidbar, falls 
- n 

die Menge der Relatoren R = {w E S* : w = e in <S;£>} E -entscheidbar 
- n 

ist. Eine Gruppe Gist E -entscheidbar, wenn es eine E -entscheidbare 
n n 

Darstellung von G gibt. 

Man Hherlegt sich leicht, dab die En-Entscheidbarkeit einer e.e. 

Gruppe unabh[ngig yon der speziellen Darstellung ist und dab freie, end- 

liche und allgemeiner alle Gruppen, fHr die Dehn's Algorithmus zur L~- 

sung des Wortproblems anwendbar ist, E1-entscheidbar sind. 

Wir betrachten nur noch Gruppen, die durch Erzeugende und definieren- 

de Relatoren gegeben sind. Hierbei verwenden wir definierende Relationen 

start Relatoren, wo dieses zweckm~Big erscheint, und benutzen die Be- 

zeichnung G' = <G,S';£'>, falls G = <S;£> und G' = <S u S';£ u A'> ist. 

Wir f0hren nun wie Rotman [ 8] eine etwas modifizierte Boone-Konstruk- 

tion durch und erhalten eine Gruppe, deren Wortproblem die gleiche Kom- 

plexit~t hat wie das Problem P in F. 

Sei F = (S u Q;K) eine TM-Halbgruppe mit den endlich vielen Relation- 

S* en FiqiiGi : Hiqi2Ki ; Fi,Gi,Hi,K i s , qil,qi 2 s Q (i = I,...,N). Ist 

R = {rl,...,r N} und sind x, t, k neue Symbole, so werden die Gruppen 

Go,...,G 5 wie folgt definiert: 

G = <x;~> 
o 

G 1 = <Go,S;SXS = x2,s e S> 

G 2 = <GI,Q;~> 

= <G2,R;riFiqilGiri = Hqqi2Ki,rqsxr i = s~,1 ! i ! N,s ~ S> G 3 

G 4 = <G3,t;[xt = x,~rt = r,r s R> 

G 5 = <G4,k;~ak = a,a e {x,qtq} u R> 

Offenbar sind die Gruppen G i (i = 0,...,5) endlich dargestellt. Es 

gilt der folgende zentrale Satz der Arbeit, der in Paragraph 3 bewiesen 

wird: 

Satz 3. a) Die Gruppen G o his G 4 sind E3-entscheidbar. 

b) Das Wortproblem yon G 5 hat die gleiche Komplexit~t wie das spe- 

zielle Wortproblem P von F, d.h. P ist genau dann En-entscheidbar, wenn 
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G 5 En-entscheidbar ist (n _ > 3). 

Geht man bei dieser Kol~struktion von einer TM-Halbgruppe F mit En\En_ I 

entscheidbarem Problem P aus, so ist G 5 En\En_1-entscheidbar. 

Satz 4. Es gibt f~r n ~ 3 e.d. Gruppen, deren Wortproblem En-, aber nicht 

En_1-entscheidbar ist. 

Auf Grund dieses Ergebnisses stellt sich die Frage nach der Existenz 

von e.d. Gruppen nit einer minimalen Anzahl von definierenden Relatoren, 

deren Wortproblem En\En_1-entscheidbar ist. Es ist bekannt, dab Einre- 

latorengruppen entscheidbar sind; wir k~nnen sogar zeigen, dab Einrela- 

torengruppen mit definierendem Relator der L~nge ~ 2n - I En-entscheid- 

bar sind. Offen ist noch, ob es Einrelatorengruppen mit En\En_1-ent- 

scheidbarem Wortproblem gibto 

Das verallgemeinerte Wortproblem fHr eine Gruppe G = <S;A> und eine 

Untergruppe H von G besteht darin, zu entscheiden, ob ein Wort w E ~e 

ein Element aus H darstellt oder nicht. Der Beweis zu Satz 3 liefert fol- 

gende Versch~rfung des Resultates I yon Boone ~. 

Satz 5. Zu jedem n > 3 (zu jedem Unentscheidbarkeitsgrad D) gibt es ei- 

ne E3-entscheidbare e.d. Gruppe G mit einer e.e. Untergruppe H, so da~ 

das vera!Igemeinerte Wortproblem E~ En_1-entscheidbar ist (den Unent- 

scheidbarkeitsgrad D hat). 

2. Gruppentheoretische Hilfsmittel 

Es sei G = <S; &> eine Gruppe. Eine Funktion f : S* --> S* heiBt eine 

Entscheidungsfunktion fur G, wenn f~r alle w ~ S* gilt a) f(w) = w in G 

und b) f(w) z e, falls w = e in G. Offenbar ist G genau dann En-ent- 

scheidbar, wenn es eine Entscheidungsfunktion f s En(~) fHr G gibt. Ist 

A ~ S", so sei <A> die Menge der W~rter, die ein Element aus der yon A 

erzeugten Untergruppe darstellen. Ist G' = <G,S';A'> eine weitere Gruppe, 

so schreiben wir G < G' , falls fNr alle w s ~", w = e in G' genau dann 

gilt, wenn w = e in G gilt. 

Das wesentliche gruppentheoretische Hilfsmittel dieser Arbeit ist das 

Konzept der Britton-Erweiterung. Wir stellen bier einige Fakten zusam~en, 

die sp~ter benStigt werden. FUr fehlende Beweise sei auf Rotman L 8~ ver- 

wiesen. 

Definition I. Es sei G = <S;A> eine Gruppe und P = {Pi : i e I} eine 

Menge mit P ~ ~ = ~, es seien weiterhin fdr al!e i c I Teilmengen A i = 

{aij : j s Ji } und B i = {bij : j s Ji } yon ~ gegeben. Dann heiBt G' = 

<G,P;PqaijPi = bij,i g I,j ~ J'>l eine Britton-Erweiterung Yon G mit sta- 

bilen Buchstaben P, falls fHr jedes i s I die yon A i und B i erzeugten 
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Untergruppen von G unter der Abbildung aij ~--> bij isomorph sind. 

Ist u s__S e, so heist ein Wort der Form p up i ein Pinch, falls s = I 

und u E <A.>l oder ~ = -I und u s <Bi> gilt. Ist ~iuPi ein Pinch und sind 

<A.> und <B.> unter %i isomorph, so gilt nat~rlich ~iuPi = %i(u) in G' 
l 1 

Ein Wort w e (S u P)'~ heist P-reduziert, falls es keinen Pinch als Teil- 

wort enth~it. 

Satz I. Ist G' eine Britton-Erweiterung von G = <S;A> mit stabilen Buch- 

staben P und w e (S u P)* mit w : e in G', so gilt entweder w s ~* und 

w = e in G oder w enth[it einen Pinch als Teilwort. AuSerdem gilt G < G' 

Aus Satz I folgt unmittelbar 

Lemma 1. Sei G' eine Britton-Erweiterung von G = <S;A> mit stabilen 

Buchstaben P, seien u = UoPllUq...pn u n und v = Voq I Vl...qm v m (ui, 

s S ~, pi,q i e p, ei,q i ±I) P-reduzierte W6rter und gelte u = v in v i _ = 

G'. Dann gilt n = m, Pi = qi und si = qi f~r i = 1,2,...,n und 

-el -I El ist ein Pinch. Pl Uo voPl 

Definition 2. a) Seien G i = <Si;Ai >, i = O,1,...,m, Gruppen mit S i = 

Si_ I U Pi' so dab G i eine Britton-Erweiterung yon Gi_ I mit stabilen 

Buchstaben Pi ist. Dann heist G O _< G 1 _< ... _< G m ein Britton-Turm. 

b) Ein Wort w e S~ (i > I) heist reduziert, falls es keinen Pinch 
--S £ 

p up in G (j < i) als Teilwort enth~it. 
3 

c) Eine Funktion fi : S~ --> S~ (i > I) hei8t eine Reduktionsfunktion 

S e f~r Gi, falls fir alle w s ~i gilt: (I) fi(w) = w in Gi, (2) fi(w) ist 

reduziert, (3) fi(w) z e, falls w = e in G i und (4) fi(w) ~ w, falls w 

reduziert und nicht w = e in G. ist. 
1 

Eine Reduktionsfunktion f. f~r G. ist also auch eine Entscheidungs- 
1 1 

funktion yon G i. Wir untersuchen nun, wann eine Britton-Erweiterung ei- 

ner En-entscheidbaren Gruppe wieder En-entscheidbar ist. 

Definition 3. a) Eine Britton-Erweiterung G' Yon G = <S;A> mit stabilen 
w 

Buchstaben P = {Pi : i ~ I} heist En-ZUl~ssig (n L 3), falls f[[r alle 

i e I gilt 

(I) <A.> und <B.> sind in S e E -entscheidbar. 
1 1 -- n 

(2) ES gibt linear beschr[nkte Funktionen }i' 6i s En(~) , die die 

Isomorphismen <A.> --> <B.> bzw. <B.> ~ <Ai> realisieren. 
1 1 1 

b) Ein Britton-Turm G o ! G I ! --" ! G m heist En-ZUl~ssig, falls f~r 

i = 1,2,...,m G i eine En-ZUl~ssige Britton-Erweiterung yon Gi_ I ist. 

Satz 2. Ist G o ~ G I ~ ... ~ G m ein En-ZUl[ssiger Britton-Turm und ist 

G o En-entscheidbar , so gibt es Reduktionsfunktionen fi s En(Si) f~r 

G i (i = 1,2,...,m) . Die Gruppen G i sind also En-entscheidbar. 



47 

Beweis: Wir betrachten nut den Fall m = I. Sei fo eine Entscheidungs- 

funktion f~r G .Wir definieren h : S ~'~ --> S ;'~ durch 
o --I --I 

h (e) - e 

h(ws) =- h(w) s fur s s So 

[h (w)Pi sonst 

h(wP-i) =- [h(w)~i sonst -- -- 

Dann ist h E En(Sl)__ und f~r alle w s __S[ ~ gilt h(w) = w in G I und h(w) 

ist reduziert. Definiert man nun f l  d u r c h  f l  (w) - f o ( W o ) P ~ l f o ( W l ) . . .  
el " s So' P' si +1) • ..p mfo(Wm) , falls h(w) - WoPl Wl "'pmmWm (wi ~ __ Pi s = _ 

gilt, so ist fl eine Reduktionsfunktion yon G I , die in En(S__il) liegt. 

3. Beweis yon Satz 1.3 

Zum Beweis von Teil a) des Satzes 1.3 zeigen wit, dab die in Para- 

graph I definierten Gruppen einen E3-zul~ssigen Britton-Turm G o ~ G I ! 

... ~ G 4 bilden. Da G O als freie Gruppe nat~rlich E3-entscheidbar ist, 

sind dann auch G Ibis G 4 E3-entscheidbar. Rotman E 8~ zeigt, dab G o ! 

... ~ G 4 ein Britton-Turm ist; es bleibt also nur die E3-Zul~ssigkeit 

nachzuweisen. Sei S i die Menge der Erzeugenden von G i (i = O,1,...,5). 

Lemma I. F~r i = 1,2 ist G i eine E3-zul~ssige Britton-Erweiterung von 

Gi_ I. Es gibt also Reduktionsfunktionen fi e E3(S__ i) f~r G i. 

Der Beweis ist einfach und wird ~bergangen. 

Lemma 2. G 3 ist eine E3-zul~ssige Britton-Erweiterung von G 2. Es gibt 

also eine Reduktionsfunktion f3 c E3(S_!) for G 3. 

G 3 ist eine Britton-Erweiterung von G 2 mit stabilen Buchstaben R = 

{r i : i = 1,2,...,N}. In der Terminologie yon Definition 2.1 ist A i = 

{FiqilGi,SlX ..... SMX} und B i = {Hqqi2Ki,SlX ..... SM~}. Zum Beweis yon 

Lemma 2 muB gezeigt werden, dab f~r alle i = 1,2,...,N <A.> und <B.> 
1 i 

E3-entscheidbare Untergruppen yon G 2 sind und dab es linear beschr~nkte 

Abbildungen %i' %i s E3(S_! 2) gibt, die die Isomorphismen <Ai> --> <Bi> 

und <Bi> --> <Ai> realisieren. Ein Beweis hierf~r ergibt sich, wenn man 

den Beweis des folgenden Lemmas konstruktiv ausfOhrt. 

Lemma 3. Es sei w e __S 2 und I _< i _< N. Genau dann gilt w ~ <Ai> (bzw. 

w s <Bi>), wenn es ein w" in den Erzeugenden yon <Ai> (bzw. <Bi>) gibt 

mit w = w" in G 2 und lw-I ~ ~!w I . Dabei ist ~ = I + max{IEjGjl ,IHjKjl : 

j = 1,2, .... N}. 

Beweis: Die eine Richtung der Aussage ist trivial. Wir zeigen nut, dab 
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es zu jedem w s <A.> ein w" in den Erzeugenden yon <A.> gibt mit w = w" 1 1 
in G 2 una lw"1 _<  lwl 

, ~ n~ S~, qjsQ Sei also w ~ <Ai> und w = f2(w) -- UoqllUl...qm u mmit ujE 

Dann gilt auch w' e <Ai>, w' ist Q-reduziert, und die uj sind S-redu- 

ziert. Es gibt also W6rter wj in SlX,...,SM~ und sj = _+I mit Uoq I lu I ... 
DIN m 

"''qm Um = Wo(FiqilG1 ) lWl... (FiqilGi)Snw n in G 2. W~hlt man n minimal, 

so ist die rechte Seite O-reduziert, und nach Lemma 2.1 gilt m = n, 

-- (Wo~i)-luoqil oder ~j = s_. und q. = qi (J = I ,2 ..... n) und qi 1 

J -I 3__ is~ ein Q-Pinch, jenachdem, ob e I = +I oder e I -I ist qi 1 (WoGi) Uoqi I " = " 
-- --I 

Daraus folgt (WoFi) u o = e in G I, bzw. (WoGi)-lu ° = e in G I . Definiert 

~J -- ~J fi~r j I 2 ..,n und D -- man Ej, Dj ~ S 1 durch EjqilD j - (FiqiiGi) = ' '" o 

-= E o - Dn+ I ~ En+ I - e, so sind die Ej ~ ~'~ (negative W~rter) und die 

< Dj t S :'~ (positive W6rter). Durch Induktion nach j zeigt man DjlujEj I = 

= wj in GI, j = 0,1 , .... n. Setzt man u! _--3 fl (D~IujE~ }1 ) ' so ist u~3 S- 

reduziert, und es gilt u!3 = wj in GIO Es gibt also frei reduzierte - 

und damit S-reduzierte - W~rter vj in slx,... ,SMX mit vj = u~3 in G I, 

e v n , so j = 0,1 ..... n. Definiert man w" - Vo(Fqqi G i) IVl... (F-~lqiiGi) Sn 
I ,, I gilt w = w' = w" in G 2. Es bleibt lw . < ~lwl zu zeigen. Es sei lWIQ 

die Q-L[nge yon w, d.h. die Anzahl der in w auftretenden Buchstaben aus 

Q, und es sei lWIs die S-L~nge yon w. Dann gilt lW']Q = !w"]Q = n. Wir 

zeigen,'daS f~r die S-L~ngen IVj[s <_ lujl S gilt. F~%r vj - e ist das tri- 

vial. Sei also vj ~ e. Dj und Ej sind als positive bzw. negative W6rter 

S-reduziert und v. ist S-reduziert. Wegen der speziellen Gestalt yon ] 
Dj, vj und Ej+ I kann es in DjvjEj+ I auch keinen Pinch auf der Grenze 

Dj - vj oder vj - Ej+ I geben. Also ist DjvjEj+ I S-reduziert und es gilt 

uj -- DjvjEj+ I in G I . Da auch uj S-reduziert ist, iM~t sich Lemma 2.1 

= i = ]Djl + [ + I ] > anwenden, und es gilt ]ujl S IDjvjEj+11S S [vj S Ej+I S -- 

>_ IVjls. Wegen ~ >_ 2 ergibt sich jetzt 

lw"[ = [jnolvjl + n.!FiqiiGi! = 2[jnolVjls + n. IFiqiiGil 

<_ ~([jnolUjl S + n) = ~(lW'Is + lW'IQ). 

Wegen w' = f2(w) gilt lW'Is < lWls und lW'IQ <_ lWIQ. Also folgt 

<_  II 'Is + lw'10) <_  (lWls + I IQ) <_  lwl. 

Damit ist Lemma 3 bewiesen. 

Dieser Beweis zeigt, dab <Ai> E3-entscheidbar ist und dab man jedes 

w e <A.1 > durch einen E3-ProzeB in ein Wort w" in den Erzeugenden von 

<A > umschreiben kann. ~ entstehe aus w" indem man (sx) ~ durch (s~) E r 
1 

und (FqqiiG i) s durch (~iqi2K i) ~ ersetzt. Die Abbildung }i : w ~--> 

realisiert dann den Isomcrphismus <Ai> --> <Bi>, liegt in E3(S 2)_ und 

ist linear beschr~nkt. 
Bei der konstruktiven Ausfiihrung des Beweises zu Lema 3 ergibt sich 
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noch folgendes Lemma: 

Lemma 4. Es gibt f~r i = 1,2,...,N Funktionen hi, li ~ E3(S 2) mit 

~xJ wxJ ~ <A. > {xJ wxJ E <B > 
h i(w) ~ 1 ~i(w) ~ i 

'> ql VJ ~ ~ : wxj ~ <B.> ql ~J sZ : wx] $ <A1 1 

Lemma 5. G 4 ist E3-zul~ssige Britton-Erweiterung Yon G 3. Es gibt also 

eine Reduktionsfunktion f4 s E3(S__~4) fdr G 4. 

Beweis: G 4 ist Britton-Erweiterung Yon G 3 mit einem stabilen Buchstaben 

t. Ist A = R u {x} = B, so muB gezeigt werden, dab <A> eine E3-entscheid- 

bare Untergruppe yon G 3 ist. Die Identit[t auf d realisiert die Iso- 

morphismen <A> --> <B> und <B> --> <A>, sic ist natOrlich linear be- 

schr[nkt. Zu zeigen bleibt also nur die E3-Entscheidbarkeit yon <A>. 

Sei R = R u {x}. Zun~chst sieht man leicht, dab ein frei reduziertes x 
Wort aus R ~ auch reduziert in G 3 ist. Ist w s S~ und w' ~ f3(w) 

e __Z_x e 
UorillUl r nu ~ S[) so liegt w - also auch w' - genau dann in 

"'" i n n (uj -- ' Jnr-Sn .x j -elxJ° gibt mit <A>, wenn es ein reduziertes Wort v ~ x in .. Iril 

vw' = e in G3, d h. xJnr T~n ..xJlr ]°Uor u I ..rinU n e in G 3 Dav 
• i n • . . 

un d w' R-reduziert sind, gilt dann (falls ~I = I ist) , x]°u c <Ail> • 

oder hil (u~ I) ~ x 30. Dann kann man den Pinch r[]x]°Uoril dutch %ii (x3°Uo) 

ersetzen und hat dadurch die R-L[nge verkleinert. Ist die R-LZnge gleich 

Null, so muS for das verbliebene Wort u s S[, u = e in G2, d.h. f2(u)~e 

9elten. Mit diesen Uberlegungen l[Bt sich leicht ein E3-Algorithmus zur 

Entscheidung von w ~ <A> angeben. Man erh[it dardber hinaus 

Lemma 6. Es 9ibt eine Funktion g E E 3 (S!) , so dab for alle w ~ S~ gilt 

a) Es gibt ein u e R~ mit g(w) = uw in G 3. 

b) Es gibt kein u e R~, so dab ug(w) einen Pinch r• yr. auf der 
_ _  1 1 

Grenze u - g(w) enth~it. 

Lemma 6 besagt, dab man durch einen E3-ProzeB in einem Wort wc~ alle 

r ~ R eliminieren kann, die durch Multiplikation eines Wortes u s R ~ 

yon links Oberhaupt eliminierbar sind. Analog lassen sich auch alle 

r ~ R eliminieren, die von rechts eliminierbar sind. 

Es ist jetzt gezeigt, dab Teil a) yon Satz 1.3 gilt. Um den Tell b) 

zu beweisen geben wir zun~chst drei vorbereitende Lemmata an, die das 

auf S~C definierte Pr~dikat Q 

Q(u) <~> ]Wo,W I e R~ : WoUW I = q in G 3 

in Beziehung setzen zum speziellen Wortproblem P yon F. 

Lemma 7. Es sei Wo,W I e R~, u ~ S~:, u, w o und w I seien reduziert, und 

es gelte WoUW I = q in G 3. Dann gibt es Wo, Wo, w~, w~ ~ und v e S[, 
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so dab gilt 

w'uw' = v in G3, w"vw" = o I o I q in G3. 

Lemma 7 besagt, dab man in u zun~chst durch Multiplikation mit w' 
O 

und w~ von links bzw. rechts alle r e R yon u eliminieren kann. Mit 

Hilfe yon g l~Bt sich v aus u in einem E3-ProzeB bestimmen. 

Lemma 8. Sind v s S[, Wo,W I s R reduzierte W~rter und gilt WoVW I = q 

in G3, so hat v die Gestalt v ~ v~qjv 2 mit Vl,V 2 ~ (S U {x, x})'e, qj E Q. 

Entsteht X aus v Iund Y aus v 2 (X,Y ~ S~) , indem man alle x's streicht, 

so gibt es a,b s][ mit v = xa~qjYx b in G 2. 

Lemma 9. Es sei X,Y e S e, qj e Q. Dann gilt XqjY = q in F genau dann, 

wenn es reduzierte W~rter Wo,W I s R~ gibt mit wjqjYw I = g in G 4, d.h. 

P (XqjY) <~> Q(XqjY) . 

Den Beweis zu Lenuma 9 findet man in Rotman [ 8] (Seite 299-330 und 

Lemma 12.18). Die Lemmata 7 his 9 besagen, dab die Pr~dikate P in rund 

Q in G 4 vonder gleichen Entscheidungskomplexit~t sind. 

Wir nehmen jetzt an, dab das Pr~dikat P in r En\En_1-entscheidbar 

ist. 

Lemma 1o. G 5 ist eine En-ZUl~ssige Britton-Erweiterung yon G 4. Es gibt 

also eine Reduktionsfunktion f5 E E3(S_zs). 

Beweis: G 5 ist eine Britton-Erweiterung yon G 4 mit einem stabilen Buch- 

staben k. Setzt man ~ = ~ = R U {x,qtq], so braucht, wie bei Lemma 5, 

nur gezeigt zu werden, dab <~> eine En-entscheidbare Untergruppe von 

G 4 ist Sei w ~ S~ und w' ~ f4(w) ~ Uo t~ em • __ iul...t u m mit u i e __S T. Es 

liegt w -- also auch w' -- genau dann in <~>, wenn es ein Wort 

v ~ vl(qtq)nl...vl (qtq)~IVo (v i s R:) gibt mit vw' = e in G 4. W[hlt man 

1 minimal, so ist v t-reduziert, und es gilt m = 1 und ni = -<i' i = 

1,2 ..... m. Es gilt also w E <~> genau dann, wenn es Vo, .... v m ~ R~ 

gibt mit 

- - g  m - - E  g . . .  : • 

Vm(~tq) ...v1(~tq) iVoUo t iu I t~mum e in G 4 

Dav und w' t-reduziert sind, muB dann qVoU o e <A> gelten, also auch 

-1v-I in G 3 mit v{ e . Dies ist Mquivalent zu Q(u 1) und q = V'Uo o 
somit En-entscheidbar. Gilt Q(u~1) , so kann man (qtq)-elVoUot£i durch 

VoU ° ersetzen und hat damit die t-L~nge verkleinert. Durch Induktion 

l[Bt sich zeigen 

w s <~> <---> Q(u: I) ^ Q((UoUl )-I) ^ ... ^ Q((UoUl...Um )-I) 

A UoUl...u m ~ <A> 

Also ist <~> En-entscheidbar und Lemma Io ist bewiesen. 
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Wir haben jetzt gezeigt, dab das Wortproblem von G 5 auf das spezielle 

Wortproblem von F reduzierbar ist. Das folgende Lemma von Boone liefert, 

dab umgekehrt das spezielle Wortproblem von F auf das Wortproblem von G 

reduzierbar ist. 

Lemma I~ (Boone). F~r X,Y ~ S*, qj a Q gilt XqjY = q in F genau dann, 

wenn k(~qjY)-It(xqjY) = (XqjY)-It(~qjY)k in G 5. 

Ist das spezielle Wortproblem in F also nicht En_1-entscheidbar, so 

ist auch G 5 nicht En_1-entscheidbar. G 5 ist damit eine e.d. En\En_ 1- 

entscheidbare Gruppe. 

Es bleibt noch Satz 1.5 zu beweisen. Dazu bemerken wir, dab G 4 E 3- 

entscheidbar ist und dab die Untergruppe H = <~> in G 4 E n- aber nicht 

En_1-entscheidbar ist. Die Gruppe G 4 ist E3-entscheidbar, unabhMngig 

yon der speziellen Wahl der TM-Halbgruppe. Geht man also aus von einer 

TM-Halbgruppe, in der das spezielle Wortproblem vom Unentscheidbarkeits- 

grad D ist ~I~, so ist auch <~> in G 4 vom Unentscheidbarkeitsgrad D. 
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