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I. Einleitung 

Ein wichtiges Anwendungsgebiet der Informatik ist die Simulation realer 

Systeme mit Hilfe yon elektronischen Datenv~rarbeitungsanlagen. Bevor man jedoch 

damit beginnen kann~ eine geeignete Software fHr eine solche Simulation zu erstel- 

len~ ist es notwendig, ein hinreichend genaues formales Modell des Systems zu 

entwickeln. Die Bereit~tellung solcher Modelle ist Aufgabe der allgemeinen System- 

theorie ~MT] . Diese Modelle berUcksichtigen im allgemeinen noch nicht Randbe- 

dingungen~ die durch das Leistungsverm~gen des zur Verf~gung stehenden Rechners 

gegeben sind. In einem weiteren Schritt mHssen also alle Mengen und Operationen 

des Modells an diese Randbedingungen angepa~t werden~ d.h. das Modell mu~ m~g- 

licherweise vergr~bert werden. 

In [VII wurden Topologien fur den Zus±andsraum eines solchen Modells ange- 

geben. "N~he" yon Zust~nden bezHglich dieser Topologien bedeutet - anschaulich 

interpretiert - "~hnliehkeit" in ihrem Verhalten~ £.h. "~hnlichkeit" in der Aus- 

gabe bei gleioher Eingabe. In [VII blieb jedoch die Frage offen, ob bei diesen 

Topologien immer eine hinreiehend genaue endliche Approximation m~glieh ist. Neh- 

men wir an, eine der genannten Topologien sei durch eine Metrik d gegeben. Das 

angesprochene Problem der Approximation des Zustandsraumes l~t sich nun so for- 

mulieren : Gibt es zu jedem reellen positi~en ~ (dem gewHnsehten Genauigkeits- 

grad der Approximation) eine endliche Menge yon Zust~nden Z I = { zl,z2,...~Zn~ 

aus der Zustandsmenge Z des Modells derart~ da~ jeder beliebige Zustand in der 

-Umgebung eines dieser Zust~nde z i liegt ? 

2. A llgemeine Definitionen 

Die Menge der Zeitpunkte~ bei denen ein reales System beobachtet wird~ heist 

Zeitmenge. Als Zeitmenge bezeichnen wir jede linear geordnete Menge T~ die ein 

kleinstes Element t besitzt. Au~erdem soll T bezHglieh einer zweistelligen Ver- 
o 

knUpfung + ein angeordnetes kommutatives Monoid mit Einselement t o sein und fur 

je zwei Punkte t ~ t' sei eindeutig ein Element t I =: t'-t @ T mit t+t1=t' gege- 

ben. Beispiele von Zeitmengen sind die Mengen IN und 1!9 + o o ~ aber auch Intervalle 

[O,nJ in diesen Mengen mit der VerknHpfung t@t' := inf {t+t'~n}. Im Hinbliek 

auf konkrete Anwendungen sind natHrlich solche Zeitmengen von Bedeutung~ die wie 
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die letzten beiden Beispiele besehr~nkt sind. Ein- und Ausgaben der betrachteten 

Systeme sind mit de~ Zeit ver~nderliche GraVen, d.h. Abbildungen x : T--~A. Inter- 

valle Ct,t'), ~ := It' I t ~ t'~ usw werden wie ~blich bezeichnet und Ein- 

A T schr~nkungen yon x auf solche Intervalle mit x~t~t,) , x~t usw. bezeichnet 

die Menge aller Abbildungen yon T nach A. Ffir t • T sei &t : AT--~A T die Abbil- 

dung Zt(x)(t') := x(t+t'). ~t(x) wird auch mit x t bezeichnet. Ffir x~x' ~ A T 

und t ~ T sei xt)x'(t') gleich x(t') falls t' ~ tund ~(t'-t) falls t' ~ t. 

Um die "N~he" zweier Eingaben x~x' ~ A T beschreiben zu k~nnen~ werden aus- 

gehend yon einer uniformem bzw. metrisehen Struktur auf A ebensolche Strukturen 

auf Teilmengen D C A T betrachtet. Ist (A,~ A) ein uniformer Raum~ so bezeichne 

UPK bzw. UKK bzw. UGK die Uniformit~t der punktweisen bzw. kompakten bzw. gleich- 

m~igen Konvergenz auf D C A T ( ~BGT~ ,X~1.3). Die UPK, UKK und UGK werden gemein- 

sam als Abbildungsuniformit~ten bezeichnet. Ist (A~d A) ein besehr~nkter metri- 

seher Raum, so ist die UPK auf A T dureh eine Metrik erzeugbar~ falls T abz~hlbar 

ist. Das gleiche gilt ffir die UKK falls T = ~+ ist. Die UGK wird in jedem Falle 
o 

yon der Supremums-Metrik erzeugt. 

Sind f : M--~N~ f' : M'---~N' Abbildungen~ so bezeichnet fxf' : MxM'--~NxN' 

die komponentenweise Produktabbildung~ ~M : M--~MxM bezeichnet die Abbildung 

m~--~(m,m) undid M die identische Abbildung auf M. pr i ist die i-te Projektion 

eines kartesischen Produktes. Ist f : MxM'--~N eine Abbildung und m ~ M~ so be- 

zeichnet f : M'---~N die Abbildung m'~--*f(m,m'). 
m 

3- Systeme und Realisierungen 

Die einzig exakt me~baren GraVen eines realen Systems sind im allgemeinen 

Fall die beobachteten Eingaben zusammen mit den zugeh~rigen Ausgaben. Aus diesem 

Grunde wird in der allgemeinen Systemtheorie ~MT] jede solche Ein-Ausgabe-~ela- 

tion S ~ A T B T x als T-System bezeichnet, wobei T eine Zeitmenge ist. DS = pr1(S) 

bezeichnet die Menge der zul[ssigen Eingabefunktionen yon S. Ein Modell zur Er- 

zeugung yon S heist Realisierung yon S. Wir betrachten hier nur deterministische 

und sequentielle Realisierungen. Be± gegebemer Zeitmenge T besteht eine Reali- 

sierung aus einem Tupel R = (Z~A~B~D~I,f,h~Zo) ~ wobei Z bzw. Zo ~ Z Mengen yon 

Zust[nden bzw. Anfangszust[nden, A bzw. B Ein- bzw. Ausgabemengen~ I = [to~i]~ 

D ¢ A T die Menge der Eingabefunktionen und T ein Anfangsintervall mit i ~ ~o~ 

f : Z x D x I ~Z und h : Z--~B Transitions- und Ausgabeabbildungen bezeichnen~ 

die den folgenden Axiomen genHgen : 

F~r alle z ~ Z~ x~x' £ D, t~t' ~ I gilt : 

' auch f(z x,t) = f(z x' t) a) Kausalit~t : f(z,~,t o) = z und falls xt) = xt) ~ , , 

b) Transitivit~t : xt)x' ~ D und falls t+t' ~ I auch f(f(z,x~t)~x'~t) = 

f(z,xt)x',t+t') 

c) KommutativitZt : xt, • D und f(f(z,x,t),x'~t') : f(f(z,xt)x',t'),(xt)x'~) 

d) Zeitmenge ist arehimedisch besHg!ich i : F~r jedes Element t ~ T gibt es 

genau eine natHrliche Zahl n@l~ mit ni ~ t < (n+l)i. Dabei bedeutet Oi = t 
e o 



66 

n 
und ni : J~--1 i fur n > O. 

Die gerade definierte Realisierung ist vergleichbar mit der Definition 

eines Systems in [KAF] . Ein Untersehied besteht jedoch in der realit~tsn~heren 

Besehr[nkung eines Zeitschrittes yon einem Zustand zum nachfolgenden. Dies macht 

es andererseits notwendig~ die Transitionsfunktion f rekursiv fur jedes n E IN 
o 

durch f(o) = pr , f(1) = f und f(n+1) := f(1)o(f(n)x~ )o(id~x ~) zun~chst auf 
I i T T nm - a 

f(n) : ZxD--~Z und schlie~lich auf f : ZxD--~Z dutch fT(z,x)(t) :: 

f(f(n)(z,x),Xni,t-ni) zu erweitern, wobei n E IN eindeutig durch ni ( t ~(n+1)i 
o 

festgelegt ist. Als globale Ausgabe-Abbildung erh[it man schlie~lich mit Y = B T 
T , gT 

g : ZxD--~Y (z,x)(t) := h(fT(z,x)(t)). Die Menge L(z) = {(x,y)~ xcD ^y = 
T T 

gT(z,x)] heiZt Leistung yon z [BI~ . g heist Verhalten von R und G := [gz : 

D--+Y I z G Z ] C yD heist Verhaltensmenge yon R. Gelten fur ein T-System 

S C A T B T (x~gT( x die Beziehungen D = DS und S = { z,x)) ~ z E Z } so hei~% 
o 

R eine Realisierung yon S. F~r ein System S existieren im Allgemeinen nur Reali- 

sierungen~ bei denen alle Abbildungen partiell sind. Partielle Realisierungen 

und Kriterien zur Existenz yon Realisierungen sind in IV2] untersueht worden. Die 

Leistung L(z) C X x Y eines Zustandes z ist fHr partielle Realisierungen gleicher- 

maBen definiert. Duroh Induktion zeigt man mit Hilfe der Funktionen f(n) und fT 

den folgenden Satz IV4] : 
T 

Satz I : FHr das Verhalten g der Realisierung R und alle z ~ Z~ x,x' ~ D und 

t ~ I gilt : gT(f(z,x,t)~x') = gT(z,xt)x') t 

4. Gleichm[~ig stetige Realisierun~en und Uniformit[ten fur die Zustandsmenge 

In diesem Abschnitt werden UniformitMten f~r Z definiert, die die in der 

Einleitung geforderten Eigenschaften haben. Au~erdem zitieren wir Ergebnisse 

[ber gleichm[Zig stetige Realisierungen, welche wichtige Eigenschaften dieser 

Uniformit~ten deutlich machen. Die Realisierung R heist gleiehm[Zig stetig, wenn 

T,A,B und Z uniforme R[ume sind und fund h gleichm[~ig stetige Abbildungen sind. 

Dabei soll D C A T eine Abbildungsuniformit[t und I C T die Spuruniformit~t tra- 

gen [V2,V4] . 

Satz 2 : Das Verhalten gT der gleiehm~Zig stetigen Realisierung R ist gleieh- 

m[~ig stetig bezgglich der UPK oder UKK auf Y und die Verhaltensmenge 

Gist gleichm[~ig gleichgradig stetig. 

Ausgehend yon einer beliebigen Uniformitgt auf Y definieren wit eine UniformitZt 
T 

fur Z. Die initiale Uniformit[t auf Z bezHglich der Abbildung V : Z--~G, Z~--~g z 

und der UGK auf der Verhaltensmenge G wird als Verhaltensuniformit~t ~V auf Z 

bezeichnet. Eigensehaften yon ~V wurden in [VII untersueht. Ist T = INo, so 

k~nnen wir i = I setzen und Rim wesentlichen als Automaten auffassen. Tr~gt Y 

die UPK bezNglich der diskreten Uniformit[t auf B, so lgZt sich fur ~V eine 

Pseudometrik d V derart angeben~ da~ dv(Z,Z') = O genau dann gilt, wenn z und z' 

[quivalente Zust[nde sind und es gilt dv(Z,Z') ~ 1/2 • 3 -k genau dann, wenn z 



87 

und z' k-~quivalent sind, d.b. wenn sie ffir alle endlichen Eingabefolgen bin sum 

L~nge k gleiche Ausgaben produzieren IV3] . 

Satz 3 : Die Mengen A und B der Realisierumg R m~gea uniforme R~ume sein und D 

eine Abbildungsuniformit~t tragen. Dann sind fund h gleichm~Big stetig 

bezHglich~der Verhaltennuniformi~t auf Z und der diskreten Uniformit~t 

auf I, wenn G~gleichgradig gleichm~ig stetig ist. 

Tr~gt T eine nichtdiskrete Uniformit~t~ damn muB G eine weitere Bedingung erfHllen, 

die ebenfalls notwendig ist ~V2~V4~ . Daraus ergibt sich der folgende Satz. 

Satz 4 : Ersetzt man in der gleichm~Big stetigen Realisierung R die Uniformit~t 

~Z des Zustandsraumes Z durch die Verhaltennuniformit~t~v~ so wird R 

wieder eine gleichm~ig stetige Realisierung. Au~erdem ist ~V gr~ber als 

~Z" 
Dieser Satz impliziert gleichzeitig einen Satz Hber die Existenz minimaler gleich- 

m~ig stetiger Realisierungen. Wie in [VII geben wir eine weitere Uniformit~t f~r 

Z am, die ~hnliche Eigenschaften wie ~V hat~ jedoch im Gegensatz zu ~V much fHr 

partielle Realisierungen definierbar ist. Dazu seien die Mengen X=A T und Y=B T in 

R uniforme R~ume. FHr die Potenzmenge P(XxY) des Produktraumes XxY ist in kano- 

nischer Weise eine Uniformit~t ~p definiert ( ~BGT] ~ll~J,exS). Die initiale 

Uniformit~t auf Z bez~glich der Abbildung L : Z--~P(XxY) ~ z~-*L(z) heist Lei- 

stungsuniformit~t ~L der Zuntandsmenge Z. 

Sats 5 : Die Leistungsuniformit~t~L ist gr~ber als die Verhaltensuniformit~t. 

Beide sind jedoch gleich, wenn die Verhaltensmenge G gleiehgradig gleich- 

m~ig stetig ist, also insbesondere damn, wenn R eine gleichm~Big nte- 

tige Realisierung ist. 

5__~. Pr~kompaktheit der Zustandsmensen 

Wir wenden uns nun der Frage zu~ ob in der Zustandsmenge Z immer eine end- 

fiche Teilmenge Z I gefunden werden kann~ die die am Ende der Einleitung geschil- 

derte Eigensehaft hat, d.h. ob Z pr~kompakt int. Ein uniformer Raum (Z,~z) heist 

pr~kompakt~ wenn zu ~eder Nachbarnchaft W~ ~Z eine endliche Menge Z I ~ Z derart 

existiert, da~ W[ZI] := ~z ~ ~ z I ~ Z I : (Zl,Z) £ W] = Z gilt. Mit dieser Defini- 

tion zeigt man leicht~ dab der oben genannte Potenzraum (P(Z)~p) pr~kompakt ist, 

wenn (Z,~ Z) pr~kompakt ist. FHr die folgenden beiden S~tze nehmen wit an, da~ X 

und Y pr~kompakte uniforme R~ume sind. Dies gilt z.B. damn, wenn A und B prMkom- 

pakt (z.B. beschr~nkte reelle Intervalle) sind und X=A T, y=B T die UPK tragen. 

Satz 6 : Die Zustandsmenge Z der Rea!isierung R ist pr~kompakt bezHglish der 

Leistungsuniformit~t ~L" 

Beweis: Mit X und Y ist auch dan Predukt XxY und der Potenzraum P(XxY) pr~kompakt. 

~L ist als initiale Uniformit~t der Abbildung L : Z--~P(XxY) pr~kompakt ( ~BGT] 
11,4.2). 

Um die Pr~kompaktheit der Verhaltensuniformit~t zu zeigen, mu~ eine nt~rkere 

Vorausstzung gemacht werden. 
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Satz 7 : Die Zustandsmenge Z der Realisierung R ist pr~kompakt bezHglich der 

Verhaltensuniformit~t ~V, wenn die Verhaltensfamilie G yon R gleich- 

gradig gleichm~Big stetig ist~ also insbesondere dann3wenn R gleieh- 

m~ig stetig ist. Die Bedingung ist sogar notwendig~ wenn alle Abbil- 
T 

dungen gz : D--~Y aus G gleichm~ig stetig sind. 

Beweis: ~V ist als initiale Uniformit~t bezHglich der Abbildun~ V : Z--~G genau 

damn pr~kompakt, wenn (G~UGK) pr~kompakt ist ( ~ BGT] ~II,4.3). Daraus folgt die 

Behauptung mit dem Satz yon Ascoli ( C BGT] ,X~2.5). 

Sind X und Y pr~kompakt~ so besagen die S~tze 4 und 7 gerade, da~ man die 

Uniformit~t~z jeder gleichm~ig stetigen Realisierung R zu der pr~kompakten 

Uniformit~t ~V vergr~bern kann. Eine Richtung yon Satz 7 folgt auch aus Satz 5 

und Satz 6. 

Aus ~hnlichen GrHnden wie bier wird in [KW] eine Topologie fHr die Zustands- 

menge eines Dialogsystems d~iniert. Das Dialogsystem kann als Automat mit Zu- 

standsmenge Z und globaler A~sgabeabbildung h ~ : Z x ~--~B ~ dargestellt werden. 

Definiert man fur beliebige Worte v ~ A* B ~ , w E die Menge 'verification-scope' 

VSK(v~w) = Iz ¢ Z ~ h*(z~v) = w} ~ so erh~It man eine Subbasis der in ~KW] defi- 

nierten Topelogie ~VS K f~r Z. Es gilt die folgende ~quivalente Definition. 
T B T Satz 8 : Es sei T = ]No, X = A ~ Y = und gT(z,x)(t) := hg(z,x(O)...x(t)) fHr 

alle z ~ Z und x ~ X. Versieht man ~ mit der diskreten Topologie~ Y und 
T 

G = {gz : X---~Y I z • Z ~ jeweils mit der Produkttopologie, so ist die 

initiale Topologie auf Z bezHglich der Abbildung V : Z---~G gleieh der 

Topologie ~'VSK " 

Beweis : Die angegebene Subbasis f~r ~VS K ist gleich der aus den Mengen <X~Ow~ 

:= ~ z | gT(z,x) ~ O ~ (x ~ X~ w ~ B ~) gebildeten Subbasis, wobei O := ~y g Y~ 
w 

~ t g T : Yt~ = w} ist. 

Satz 9 : Der Raum (Z~Tvs K) ist 

a) genau damn hausdorff'sch~ wenn A reduziert ist~ 

b) genau dann diskret~ wenn A reduziert und G diskret in yX liegt~ 

c) diskret~ wenn A reduziert und Z endlich ist~ 

d) uniformisierbar durch eine Uniformit~t ~VSK ~ und 

e) pr~kompakt bezHglich ~VSK~ wenn B endlich ist. 

Beweis : A ist genau dann reduziert, wenn V injektiv ist. Ist B diskret, dann 

sind Y und G hausdorff'seh. Daraus folgen a) bis c) mit der Charakterisierung 

vOn~VSK in Satz 8. Weiterhin wird die Produkttopologie auf Y yon der UPK bezHg- 

lieh der diskreten Uniformit~t auf B erzeugt~ also ~VS K yon der initialen Unifor- 

mit~t bezHglich der Abbildung V und der UPK auf G. Schlie~lich ist die endliche 

Menge B pr~kompakt~ was sich auf die UPK yon Y=A T und G ~ yX und auf Z Hbertr~gt. 

Das Ausgabealphabet B des Dialogsystems A in [KW]besteht aus S~tzen Hber 

einem endliehen Grundalphabet B . Zur Approximation yon Z genHgt es wegen Satz 9, 
o 

e) daher zu fordern~ daS B nur aus S~tzen beschr~nkter L~nge besteht. 
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6. Approximative Realisierungen 

Die Prikompaktheit der Zustandsmenge einer Realisierung gestattet die Kon- 

struktion einer approximativen endlichen Realisierung, d.h. einer Realisierung 

mit endlicher Zustandszahl. Dazu nehmen wir an, da~ die Zeitmenge T eines Systems 

S abz[hlbar 'gerastert' ist, d.h. S wird ~ber einer abzihlbaren Teilmenge T'C T 

betrachtet. Zur Konstruktion einer Realisierung R fHr dieses T'-System vergleiche 

man IV2] . Die Approximation des Systems wird nun bezUglich einer endliehen 

Rasterung T'' C T' durehgefHhrt. 

Satz 10 : Gegeben sei elm (abz[hlbar gerastertes) T-System S C A T B T x (d.h. 

o.B.d.A. T = I-N )~bei dem (B,d B) ein dutch I besehr~nkter metriseher 
o 

Raum ist und eine Realisierung R = (Z~A,B~DS,I~f,h~Z e) von S~ deren Zu- 

standsraum Z pr~kompakt bezHglich der Verhaltensuniformit[t ~V ist. 

Zu jedem g ~ 0 und zu jeder endlichen Rasterung T' = [O~...~n] C T 

existiert eine endliohe Realisierung R' mit endlicher Zustandszahl eines 

T-Systems S' derart, da~ fur alle (x,y) 6 S ein Paar (x,y') ~ S' mit 

dB(Y(t),y'(t))< 6 fHr alle t £ T' existiert. 

auf Y = B T werde dutch die Metrik dy(y,y') : = t~T>-- 2-tdB (y(t)'y'(t)) Beweis : Die UPK 

und ~V werde durch die Pseudometrik dv(Z,Z') : = sup [ dy(gT(z,x),gT(z',x)) I 

T 
x E DS} erzeugt, wobei g das Verhalten yon R ist. Wegen T : ~N 0 k~nnen wir i= I 

setzen und fur alle x ( DS folgt aus Satz 1 : dv(f(z,x,i),f(z'~x,i)) (2dv(Z,Z') 

(I). Zu £' : = 2-(n+2)6 gibt es wegen der Pr[kompaktheit yon (Z,d V) eine endliche 

Teilmenge Z I : = {z I .... ,Zml C Z und eine Partition K = {K 1 .... ,Km} yon Z mit 

Zk £ Kk C ~(z~d') = ~z' I dv(~,z')5 f' } fur alle I ~ k 5 m. Wir setzen A~ : = 
J 

{x(o) [ x E DS ^ f(zk,x,i) e K. I f~r j,k ~ {I .... ,m } und definieren f' • 

Z' x DS x I-->Z' durch f'(zk,X,O) = z k und f'(Zk,X,i) = zj:<==> x(o) q A~, E' : = 
J o 

{z k q Z'I K k ~ Z ° ~ ~} und h' als Einsehr~nkung yon h auf Z'. F~r alle x q DS 

und z k q Z' gilt damn dv(Y(Zk,X,i),f'(zk,x,i))K g'(ll) denn aus f(zk,x,i) q K. ' j 

folgt x(o) E A~ und f'(zk,x,i) = z.. Haben zwei Zust~nde z,z' ~ Z den Abstand 
O J 

dv(z,z')~ £" = dB(gT(z,x) ' dy(gT(z,x), , so gilt ~(h(~),~(~')) (O),~T(z ,x)(0)) 

gT(z',x)) q dv(z~z')~ g" (III) wobei x irgendein Element von DS ist. Wit zeigen 

nun, dab das durch die Eealisierung R' = (Z',A,B,DS,f'~h',Z~) erzeugte T-System 

T S' die gewHnschte Eigenschaft hat. Dazu sei (x,y) q S d.h. y = g (z ,x) fHr ein 
o 

z ° ~ Zo. Zu ZoeXistiert ein Z'o q Z'o mit dv(Zo,Z~) ~ £~ . Wir zeigen dureh Induktion 

dv(fT(zo,X)(t),f'T(z~,x)(t)) q (2t+I-I) g'.F~r t = 0 gilt Hber t 

dv(fT(zo,X)(o),f'T(z~,x)(o)) = dv(Zo,Z ~) g £' und ffir t > O und z :=fT(zo,X)(t-1), 
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z' : = f'T(z'~x)(t-1) gilt nach Induktionsvoraussetzung dv(z,z') ~ (2t-1) ~' 
o 

d.h. mit (I) dv(f(z,xt,i)~f(z',xt,i)) ~ 2(2t-1)g ~ . Aus (II) folgt 

dv(f(z'~xt,i),f'(z',xt~i))~ g' , d.h. insgesamt dv(fT(zo~X)(t),fT(z~,x)(t)) = 

dv(f(z,xt~i),f'(z',xt~i) ~ 2(2t-I) ~' + g' = (2t+I-I) £'. Aus (III) ergibt sich 

schlieBlieh fHr alle t C T' : dB(Y(t),g'T(z~,x)(t))= dB(h(fT(zo,X)(t)), 

h'(f'T(z',x)(t))) 5 (2t+2_1) g, ~ (2n+2-1) g, < g. 
o 
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