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Nous nous intéressons a des problémes d'optimal design qui peuvent étre

formulés ainsi

Probléme : Minimiser la fonctionnelle colt j(Q) pour  appartenant 4 ?Xa qa’

ol 'L{a 4 est une famille de domaines Q de ]Rn,

Pour résoudre numériquement un tel probléme une direction d'approche
naturelle consiste & chercher la dérivée de la fonctionnelle j par rapport au
domaine . Hadamard [9] en 1908 calcula la dérivée de la plus petite valeur

propre de certains opérateurs par rapport au domaine géométrique.

Nous étudions ici 1'optimal design de systémes régis par des problémes aux
limites elliptiques bien posés ( 1)., En particulier nous nous referrerons au long de

cet article au probléme modéle suivant :

Probléme modéle : Minimiser dans un ensemble ua q la fonctionnelle

(0.1) i(0) = tllz(q) -z, 2
i 4 20,

ot z{(n) est la solution de 1'équation d'état dans 0

z(q) eHl(n) et VvV o eHl(n)

{0.2) {
f{vz(o) o Vo +7(Q) @ -f(p}dv =0
Q
et 'ua d est un ensemble d'ouverts vérifiant

VQEuad 1] QOCQCB

(1) Pour des problémes aux valeurs propres, le lecteur pourra se réferrer a [12]
et [77 etala bibliographie de ces travaux.
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0, et B étant deux ouverts fixes de Rn et
2 2
zg € Lin.) : f € LY(B)
Le plan que nous suivrons est le suivant

1 Formulation du probléme

1.1 Repérage du domaine
1.2 Notations
1.3 Calcul formel du gradient

Transport sur un ouvert fixe : dérivabilité
Prolongement 4 un ouvert fixe : formule de Hadamard

Exemples

Wb W D

Conclusion
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1 Formulation du Probléme

1.1 Repérage du domaing
Nous utiliserons un repérage classique pour ce genre de probleémes (cf. [3] ) ; soit
k un entier supérieur ou égal 42, B un ouvert borné de R" on pose
Jk={T difféomorphisme de B dans B
(1.1) tel que T et Tl [Ck(ﬁ)]%n}

Soit 0 un ouvert fixe de fermeture incluse dans B, de classe Ck (cf. par exemple
[117 ) ; on s'intéresse aux domaines images de Q par certains éléments de Jk :

plus précisément 'ensemble U . des domaines admigsibles est.de la forme

ad
(1.2) w={op=Ta) ;T €}

ol Jad désigne l'ensemble des difféomorphismes admissibles Jad c Jk

1.2 Notations
Il sera plus pratique désormais de considérer le difféomorphisme comme nouveau

contrdle et de formuler le probléme général de la facon suivante :

(P) Minimiser dans ‘9a la fonctionnelle

d
(1.3) i(T) =J(T, =(T))

ot z{T) est la solution d'un probléme aux limites dans QT noté ainsi

z(T) € ZT

(1.4) ;
2 (T,2z(T)) =0 dans Q‘T

et avec

(1.5) . % TP Jag* P — R
« 1 .
Bodgx%y - Qg

ZT et Q'T sont des espaces de Banach dépendant du contrdle T : J et & ne sont
pas des applications.

Cas du probléme modéle : On pose pour T appartenant i Ja

d
_ ol _ ol

Vo€ Zp , YEQq
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T, ¢) =2lo-z?
sz(Qc)

'[@(T, cp),‘l’]Q,TXQT =

f“T {<Vq) , VY> 4 ¥ —f\r} dv

Le symbole « , > désigne, sauf mention contraire, le produit scalaire de R".

(1.6)

1.3 Calcul formel du gradient

En dérivant formellement 1'équation (1.4) on obtient

28 58 dz =
{(1.7) R TR (TY=o0

introduisons 1'état adjoint suivant

p(T) € Q et Vo€ Z
(1.8) _ ! .
3E(r,um) . v, p(m)] = %%(T> #T)) - @

et utilisons la dérivation composée

(1.9) A =20, )+ 2w, wm) . M)
nous obtenons
(1.10) AL = 2w, am) [ 2T, 21, pm) ]

Le but de cet article est de présenter un contexte général ol ce calcul formel est
justifié. Nous mettrons aussi en évidence dans quelques exemples que le deuxiéme
membre de (1.10) est une intégrale de surface du méme type que celles introduites

par J.Hadamard.

Mais tout d'abord nous nous intéresserons i la dérivabilité de la fonctionnelle j :

c'est 1'objet du paragraphe 2 .

2  Transport sur un ouvert fixe. Dérivabilité

Soit T un élémentde 3 ., & ot &
ad K — n
el C (B)]
§ >0
tels que
(2.1) T+t ee&ad v t € I=[o,8![ ;

Dans ce qui suit T désignera sans ambiguité possible tantdt un élément fixe véri-

fiant la condition {2.1) tantdt une variable décrivant 1'ensemble Ja d -

Nous allons étudier la dérivabilité au sens de Gifeaux de la fonctionnelle j dans
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la direction §. La principale difficulté du contexte précédent provient du fait que
1'espace des fonctions d'état varie avec le contrdle. Une idée naturelle pour se ra-
mener 4 des espaces fixes consiste 4 transporter 1'équation d'état sur 1'ouvert fixe

0 en utilisant le difféomorphisme T ; d'ol 1'hypothése

(H1) 1 existe un espace de Banach Z et un espace de Banach réflexif Q de fonc~
tions définies sur O tels que pour tout élément T de Jad 1'application ® = ® o T

est un isomorphisme de Z,, sur Z (resp. QT sur Q) .

T
Considérons 1'état transporté

(2.2) Z{T) = z(T) - T

c'est la solution du systéme

(2.3) { ZT) € Z
3(T,2(T)) =o dans @

ol 1'application T est définie de la maniére suivainte
T: 4 xZ — Q'

@ [rmde] - [sme.t, v 1]

et le probléme (P) (cf. le paragraphe 1.2 équivaut a (P)

(5) Minimiser dans Ja d
i(T) = F(T,%(T))
ol Z(T) est la solution de (2.3) et avec
:]l': d . xZ —- R

(2.5) o ad .
J(T,¢) =J(T,9o T )

Dans le cas du probléme modéle on aura
Z =H1(O) Q= Hl(ﬂ)

HT, 0)=tloo T - 2 |2
¥ ¥ d Lz( 0.)

[E(T"P ) "ﬂ EHI( Q)" x Hl(n)

{<DT_1*\7@, pT 1 *vy> 4 0¥ ~foTY }!DTI dv
a
On voit dans cet exemple que le contrdle T intervient uniquement dans les coeffi-

cients et le deuxiéme membre de 1'éguation d'état. Nous montrerons la dérivabilité
de j & partir de celle de 1'application

ad N
T — Z(T)

celle-ci est une conséquence du théoréme des fonctions implicites, d'oa 1'introduc-

(2.6) { J — 7
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tion d'hypothéses de régularité sur les applications 3 et J

(H 2) (i) L'application suivante est continue
IxZ » @
{t, o) — '5(T+te -
(ii) Elle est dérivable par rapport 4 ¢ et sa dérivée partielle 3% /o¢  est
continue par rapport au couple {(t, o) .

(iii) Elle est dérivable en (0, Z(T))etl'ona

,,g% (0,%(T)) € Isom (Z, Q') .

(H 3) L'application

IxZ - R

(t,p) — J(T+te ,o0)
est dérivable en (o, Z(T))

Proposition 2.1 - On se place sous les hypothéses (H 1) a (H 3); alors

(i) L'application (2.6) est G-différentiable en T dans la direction 6
(T, 8) =

(2.7) YYD L o gy ~
BT, Em)| o (T ate, (D)
t=o0
(ii) La fonctionnelle j est G-différentiable en T dans la direction ¢
i’ (T’ 8)=

d

(2.8) o [3(T+te, “z'(T))] - Ed{[a(mte, E(T)),"p(T)i\
i

=0 t=0
ott P(T) est la solution du systéme adjoint suivant
P(T) € Q

(2.9) [E @z 5w = s

Cette proposition est une adaptation du théoréme des fonctions implicites (cf. par
exemple [13] p.283). L'état adjoint est introduit comme dans [2].

Application au probléme modéle .
Les hypothéses de la proposition précédente sont des hypothéses de régularités sur

les données et le controle. Les conditions suivantes sont suffisantes pour leur véri-

fication

1
(2.10) S f ¢ H (B)

} k=2 dans (2.1)
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L'état adjoint P(T) est la solution du systéme
B(T) € HYq) et Vo€ HYQ)

(2.11) j f <DTl%5m , DT v st (Mo
8 G(T) -z T)};det'rl dv =o

et la formule (2. 8) se met sous la forme suivante

(2.12) i"(T,s8) = {<Go,e> +<G,, D 6> }, dv
n 1 2
¢! R R"

en posant
f<G°,e> dv =_£<VfoT ,8>P(T) |DT|dv
_f ('z(fr)o'r'l -zd) <VE(T)o T"I, DT'IOT'1,9> dv
Qo

L<G1, Deg>dv =

_f {< pr™v3(1) , DT
Q

L« o3m> + 20 (M

~ d
-foT p(T)! — |D(T+te)] dv
} dt t:O
+ j {{DT'l, Do .DT'I]* v#(T) , DT % v §(T) >
0
1

+ <D T-I*

v %(T), [DT' .Do. DT'I‘]* vB(T) | |DT| dv .
Du point de vue optimisation il est utile de se placer dans un contexte hilbertien :
soit G une solution du probléme aux limites
k
{ G ¢ [HY(B)]
(

(G,8)) = [ {«G,, 8>+ <G, , De>tdv ;
rala)® fo{ ! |

si G est suifisamment réguliére, G est une direction de plus grande descente pour
le probléme (P).
Cette expression de gradient est peu commode 4 utiliser et nous allons mettre en

évidence une expression plus simple de ce gradient.

3 Prolongement 3 un ouvert fixe . Formule de Hadamard

Comme annoncé au paragraphe 1.3 nous nous proposons d' exprimer le gradient

de la fonctionnelle j non plus & partir des applications Tet T . mais i partir des
correspondances & et J ou plus exactement 4 1'aide d'application & , J prolongeant
ces correspondances. Pour cela on introduit deux espaces de Banach ZB et QB

de fonctions définies sur B vérifiant I'hypothése

(H 5) (i) L'application
O — ¥ o T

est un automorphisme de Zy {resp. QB)
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ii) I1 existe deux opérateurs linéaires continus et & images denses

R1 :ZB—’Z

Rz :QB___,Q R

De ces opérateurs, qui seront dans les exemples des opérateurs de restriction, on

déduit par transport

T |
R‘l : ZB — ZT
T —
Ry :Qg ™ Qp
définis par
T -
(3.1) Ri v = [Ri((QO T] o T 1 pour i=1,2

Soient & et J les prolongés de & et J dans le sens suivant

3.2) 3 : JadeB — Qé
_ T T
[@ (T,@),\f]= [Q(T, R v), Ry ‘i’]
(3.3) J : Jadx ZB —_ R
T

J(T,9) = I(T, R; o)
Cas du probléme modéle . On pose

_ _ ol
ZB —QB«H(B)

etpour i=1,2

R, :H'(B) — H(n)

alors on a

Vo ,¥ € H(B)
(3.4) [?é(T,zp),‘ifj=_!;2 {< v(p,v«y>+¢p\r-f~y}dv
T

(3.5 H(T,q) = tlo-zy?,
L)

Dans cet exemple, des problémes concernant la régularité des fonctions d'état
{direct et adjoint) se posent si 'on veut dériver 3 par rapgort 2 T ; dans la formu-
lation générale ces problemes se retrouvent dans la difficulté de déduire de la déri-
vabilité de 2 (resp. J) celle de ¥ (resp. J), difficulté qui provient du transport par
le difféomorphisme (cf. les relations (2.4) et (2.5)). C'est pourquoi nous allons in-
troduire deux espaces de fonctions plus réguliéres que les fonctions standard des

espaces ZB et QB ; les fonctions d'état devront appartenir 4 ces espaces ; en fait,
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dans la plupart des exemples on profite d'un supplément de régularité consécutif a

la vérification de 1'hypothése (H 2) .

(H 6) Il existe deux sous espaces Zr et Qr de ZB et QB (respectivement) tels que
1'application

(3.6) t wopo (T+te)
s0it dérivable en o dans ZB (resp. QB) pour tout élément ode Zr (resp. Qr) .

Proposition 3.1 - On se place sous les hypothéses (H 1) 4 (H 6) ; on suppose en outre

que les systémes suivants

Z(T) € Z
(3.7) { B

8 (T,z(T)) =0 dans Qg

p(T) €Q s Yo € Z
(3.8) { B B

7 = - J
[2E(T,%(T) .9, B(T)] = 2-(T,2(M) . ¢
3 Q. xQ S
B B
admettent des solutions qui vérifient les conditions de régularité
(3.9) z(T) € 2, p(T) €Q, .
Alors le gradient (2.8) se met sous la forme

(3.10) §'(T,0) = [F(Trt e, AT - - [#T+te, 2(T)), B(D)],_, -

Proposition 3.2 - On se place sous les hypothéses (H 1) 4 (H 6) et on suppose qu'il
existe un opérateur de prolongement P linéaire continu de Z dans ZB

P:Z—>ZB

R1 o P = Idz ;
soit H un espace de Banach contenant ZB tel que 'application

IXZB-> H

(t, (P) — © o [T‘!-t 93_1
soit dérivable en (0,9 ) pour tout élément o de Zy -
Alors il existe pour tout élément T de "Qa qu prolongement z(T) de z (T) dans
ZB dans le sens suivant
Z(T) est une solution de (3.7), Rl; Z(T) = z(T) et tel que 1'application
dad H
T - %(T)

admet pour G&teaux-dérivée en T dans la direction 6 la solution du systéme
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28 (T,5(T). 7 - Y 5t 3
o (T,Z(T)). 2’ (T, 8) a HT+te, 2(T))_, -
Remarque 3.1
Le calcul formel de dérivation composée de paragraphe 1.3 peut étre entiérement

justifié via la proposition 3.2 mais sous des hypothéses plus fortes que celles de la

proposition 3.1 qui n'est donc pas une conséquence de la proposition 3.2

4 Exemples

4.1 Quelques lemmmes techniques
Nous verrons plus loin que les calculs de gradients relatifs 4 un certain nombre de
problémes se raménent grice A la proposition 3.1 & Y'utilisation de quelques formu-

les de dérivation connues en Mécanique des Milieux continus (cf. par exemple [8]).

On conserve les notations des paragraphes précédents, et on pose
-1
¥V = 8. T

et pour t appartenant 4 I'infervalle I

0 = (T+t &)Q

t
On peut énoncer les lemmes suivants

Lemme 4.1 Scit u un élément de Wl” l(]Rz) (1) alors

d -
E—fntudv = fbﬁtu <#,V> do

ol T désigne un vecteur unitaire normal 4 30 ¢ et dirigé vers 'extérieur de nt o

Lemme 4.2 Scit u un élément de WZ’I(RZ) alors
4y
dt ant

oll ¥ est un vecteur tangent & 3Q

dg =.€ [<VH,V> +u <DV . _'T_’,?>]dcr
1;

¢
Remarque 4.1 - La formule précédente peut se mettre sous une forme plus simple
en faisant intervenir la courbure de la frontidre 30 ¢ {cf. T110 ).

. P 3,0, ,2 a1z 2.0
Lemme 4.3 Soient u un élément de H'(R ) (%) , et wun élément de H'(R")
alors

d v _f . .
oy B deo = hglerus weruavi < v do

Le lemme 4.3 est une conséquence de la formule de Green et du lemme 4.1 .

(1) Wm’P(g)s {ueLP(n) ;Vge]Nn, lo| =m Do‘ueLP(Q)} v acR™.
3 H%q) = wS»2 (q)
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4,2 Résultats

Pour plus de simplicité on se bornera 4 définir pour chague exemple une application
& vérifiant les hypothéses de la proposition 3.1 ainsi que les hypothéses de régula-
rité requises pour les données et pour 1'ouvert ; dans la plupart des cas ces hypothé-
ses sont plus que suffisantes pour garantir 1'existence des expressions obtenues; on
peut envisager d'améliorer ces hypothéses par un raisonnement par densité

(cf. (4] ). On montre par ailleurs (cf. [57) I'existence de formules analogues

{intégrales sur le bord variable) sous des hypothéses beaucoup moins restrictives.

Exemple n°l (Probléme modéle) -
On suppose que

Jd_.c 4 (cf. (1.1))

ad 2
et t e HYB) ;
on introduit 1'état adjoint suivant
~Ap+p =xq (z-zd) dans Qn (1)
{ 22 . o} sur 20

on T
et le gradient est obtenu sous la forme suivante

j’(T,e)=-~§ {<vz, vp> +zp-fp} <W,V> do
3

Remarque 4.2 - L'application de la proposition 3.2 nous donnerait le résultat
suivant :

Proposition - Il existe un prolongement z(T) de z(T) dans Hl(B), G-dérivable par
rapport 4 T & valeurs dans LZ(B) (dans Hk(B) en se placant dans un contexte
suffisamment régulier).

On montre aussi sans supplément de régularité que z(T) | est dérivable & valeur
dans H (n ).

Exemple n°2
On suppose

a.dC °9
fEH(B),z GH(B)

On veut calculer le gradient de

(T = 2z -2, |f2
(0)

avec

( 1) X, G fonction caractéristique de 0, .
0
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{ AZ z+z=1f dans QT

' Az =0

} sur A
3 2. Az =o0
{ on

On applique la proposition 3.1 4 I'application

gy x w¥B) - [HZ(B)]'

{E(T,fp),‘?]= [ {wsrsor-ty} dv
nT 7

Introduisons 1'état adjoint

i &2p+p=z-zd dans QT

Ap=o sur a0
wﬁ_“ A =0 T
an b
on obtient

pre) = | {a@-z)?-zpetp) <H V> do
BOT
Exemple n°3
On suppose
304 C1J5
{ € HY(B)
1"équation d'étal est la suivante

‘ Az z =f dans QT

} sur anT

la fonctionnelle est identique 2 celle de 1'exemple 2 et 1'on prend pour application %
Ty u'®) - [1%®) x 5'(B) ulm) 1’
VAT, 0,%,%, ¥,,) €4 4B)« L4B « [H (B)]2
ey, ()]s
J‘ﬂ ( £z -1) Y,Idv~1~fanéz‘¥2+-3—n- t,) do .
On en déduit 1'équation adjointe
Azp,q = z-zd dans 0

30 T
Pr 5% T

= O
Po 5o Ap,& sur aQT
by =-AD,

et le gradient 2 .
ir,e) = Y {%(z—zd) + Az Ap}<n,V> do
'BQT
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Cette méthode s'applique aussi au contrdle de l'interface d'un systéme gouverné par

un probléme de transmission défini dans 1'ouvert B tout entier (cf.[ 6]) .

5 CONCLUSION

La méthode que nous avons présentée s'applique aux problémes de contrdle par un
domaine de systémes régis par des problémes bien posés suffisamment réguliers,
linéaires ou non linéaires. Elle se généralise au cas de problémes de valeurs

propres ; on retrouve alors les formules de Hadamard.

On peut aussi adapter cette méthode a différents choix de paramétrage, et 'utilisa-
tion de ces formules dans des algorithmes du type gradient acceléré donne des ré-
sultats encourageants (cf [4] pour des résultats numériques) .
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