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On stintéresse & des preblémes d'optimisation oli le contr8le est un domaine {
de E' (" optimal design " of DERVIEUX - PALMERIO [ 5 ] et MURAT - SIMON [ 15 1)
et ol la fonctionnelle fait intervenir les valeurs propres d'un probldme aux limites

au lieu de la ssolution d'un probléme bien posé {par exemple elliptigue).

L'origine de ce genre de guestions remonte & RAYLEIGH (1877] [ 18 ] en passant
par HADAMARD [ 10 ] , GABABEDIAN [ 8 ], KAG [ 12 ] .

On s'attachera surtout & dégager la mise en osuvre d'un algorithme aprés avoir

précisé le probléme inverse et la régularité des fonctionnelles,

1 . POSITION DU PROBLEME ; REBULARITE DES FONCTIONNELLES

Dans toute la suite, on désignera par L 1'ensemble des ouverts bornés, connexes

et " lipschitziens " de R' (GHENATS [ 4 ] )

<:> Le probleme direct

1
Soit V = H'(n) ol 1 €L et le probléme de valeurs propres variationnel :

My €V
(1)
aQ(u, vl = A bQ(u, v) (u # 0)

avec par exemple :

]

an(u, v) IQ (A(x) wu{x)|w(x))dx + Jn B(x} ulx) v(x) dx

+ jm £(x] Alx) ulx) vix] do

b&u,ﬂ = jnch)uh)v&)dx

s r 3
et les hypothises : (B, L, G) € (L™(R"}] C > 0 presgue partout
A ¢ Wﬁ’&fRn} vérifiant , avee O <o <M @

werR weeR ofgf < (Ae 8§ < wgf
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Dans ces conditions, les valeurs propres de (‘ln) forment un ensemble dénombrable

discret de nombres positifs, elles sont de plus toutes de multiplicité finie, KATO

[13],600AIC [ 9] ; (on les désigne par (A (Q)), oy ) -
REMARGQUE . — pour un type de probléme direct de valeurs propres non autoadjoint

avec transmissions cf DERVIEUX - PALMERIO - ROUSSELET [ 6 ] .

@ Problémes invergss

Soient AN(Q} = D‘k(mjksN et My = (“fk)ksN {0l pour tout k ,
}.LKER_’_} et "
L > ]R+
a > gy (aylal, w)

on s'intéresse & la famille de

Problémes d'optimisation

i

Trouver QO €L tel que pour tout £ €L ({resp. tout N €L et " voisin
de Gy donné)
Jgo) = Ja)

REMARRUE . - pour 1'étude de la différentiabilité, on supposera gue

(AN, MN) > JN(AN, MN) est (',1 .

EXEMPLES ., -
2
@ sl = 12 byla) -l
i <N
, 1 1,2
W =
(0} | - =
@ N iEs:N MO
Mg (0 wig 2
r 1 i+1
J LQJ = ‘ 1 _ l
© o - IR
@ Propriétés des fonctionnelles

La continuitéd et la différentiabilité résultent de la remarque ci-dessus et

des propriétés analogues des valeurs propres :

@ Continuité

PROPOSITION . - S5i 1'on munit l'ensemble L de la topologie définie par le sys—

téme fondamental de voisinages :

= ew‘%,s(Rn, Rn)
via*, 1 = gﬂ = (1+F){a") } L

“F“'[’m < 7
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1'application £ e )\n(ﬁ) de L dans ]R+ est continue,

La démonstration repose sur la classique caractérisation variationnelle des va-
leurs propres de problémes autoadjoints (" guotient de Rayleigh ") aprés transport

sur un ouvert fixe,

(o) Gatesux - différentiabilits
PROPOSITION . - Soit F €W'"(R, R) , ¢ = T+ (B, = gla)
xn(n} une valeur propre simple de (1Q} , la limite suivante existe :
rla) - (o)
&

lim
g~ a

et on la note kB(Q; F} .

La démonstration se fait par changement de variable : ce qui ram@ne 2 un domaine
fixe avec un opérateur dépendant de ¢ et on utilise alors KATO [ 13 ] €h VII ol

1'hypothése analytique n'gst pas essentielle,

REMARRUE . - Calcul explicite donne d'abord une expression assez peu maniable

faisant intervenir des intégrales portant sur Q . 5i les fonctions sont assez ré—
guliéres, on peut exprimer cette dérivée & 1'aide d'intégrales de bord {par applica-

tion de formules de Green]

xr'l(n, F} = Ap + A, ob

A

. jan (+ A qul2 + B - xcuz)(Fl\,) do

2=

j L(V(LAuz') IF) + oAl (vF - (DFvlv]]J do
a0

BREMARGUE . - dans le cas de 1'éguation de Helmholtz {en remarquant que dans ce cas
- 2u . A 1
W= 33 sur le bord : dei Vo= Ho(fﬁ }
1 du 2 3
Min, F) = ~j lg-} (F]v) do (" formule de Hadamard "). .
an oY

Dans le cas d'une valeur propre multiple, 1'expression est plus compliguée ; indiguons

gue pour 1'Sguation de Helwholtz on trouve gue si (hn+j{ﬂjjj 1 0
~igson
propre d'ordre p , (xé+d(g, F})j”1 . sont les valeurs propres de la matrice

“igoney

est une valsur

B de terme génsral

fr- (WA [ (¥
B.. == L ]
ij Jan v 3V (F.v) do

u .. sont les fonctions ié
( n+1)1=1,..,,p ctions propres associées aux (x”+i)i_1 ;
=Ty avas
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REMARQUE . - Dans la pratigue numérigue, il est impossible de distinguer une va~

leur propre multiple de valeurs propres trés rapprochées. Cependant {cf MICHELETTI
*

[ 14 1) : pour tout ¢ »0 , il existe Q € Vgajfﬂ] pour lesguels toutés les va-

leurs propres de {1Q} sont simples.

Ceci rend légitime 1'utilisation de la formule concernant les valeurs propres Sim-

ples dans les applications numerigues,

IT . TECHNIQUES DE MISE EN OEUVAE

REMARGUE , - Un algorithme de recherche de domaine optimal devra générer succes—
sivement plusisurs domaines approchés dans lesquels on devra résoudre un probléme
du type (TQ) ; les problémes et les technigues de mise en osuvre en résultent ;

on se limite naturellement & la dimension 2 .

C) Eléments finis et domaines varigbles

Probléme : trianguler automatigquement et économiguement les domaines générés par

1'algorithme sans intervention du progremme (travail en batch-processing).

Deux solutions :

~

. on se restreint a des domaines (i image d'un domaine de référence 2 gue
~

o~
1'on triangule au départ {th} ; la triangulation de 1 = 7fh = Qﬁﬁfh) .

~
. on triangule dlsbord un domaine de référence Q , d'ol un domalne de réference

P ~
approché f% ; on travaille directement sur des domaines " discrets " Qh et & cha-

que &tape on construit un difféomorphisme Q% transportant la triangulation.

Exemple de triangulation de référence :

2 P
Si l'on prend pour () le disque unité et des &léments finis de type J P
la triangulation suivante est trés satisfaisante : les noeuds sont définis par
z = g ¢*a ol :
PG e
/ = U, o005 N
3 G = %y eens qmig} avec g = 6p
H
21
K p_ = ph 8 = g—
= g C!m
h est le " pas de la triangulation " .
RBEMARQUE ., - Pour certains problgmes ol l'on prévoit diobtenir des ouverts " &

~
coins " il sera commode de prendre pour {1 un triangle, un carre etc ...
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. Transport de la triangulation

— Pour éviter d'aplatir les angles dans le transport, on choisit ? confor-
me dans f} .

- si l'on travaille directement sur les domaines " discrets " on pourra pren—
dre ¢h holomorphe dans un volsinage de () et tells que : I%[zk] ‘ > € pour

. -~
tout z, € ‘Ch .

o~
REMARGUE . -  Si §m est le plus petit angle de TG, et si o< et

il 4 A .
c = Inf + ) ol 1'Inf est pris sur tous les
m (R(th!Aal,J R(Fa,h’A’(,h)

noeuds Ai,h € °Gh

e e FIGURE 1
F%{FJ. b Ay h} désignant le rayon de courbure [arithmétique]} de 1'arc Fj en
3 H ~
Ai,h [cf Figure 1 alors si h szcm{vem,ﬁ al ;ona : eh,m z o .

@ Le Probléme discret

. pour la formation des matrices on a utilisé la méthode de formation progres—
sive des coefficients (dJ. GEA] [ 3,2 ]

. le probléme de valeurs propres discret Ax = Bx A et B sont deg

grandes matrices creuses définies positives : il suffit de calculer les plus peti-
tes valeurs propres ; les méthodes directes (Jacobi, @R ] sont & éviter pour des
raisons de mémoire ; on utilise une méthode d'itdration simultande généralisant la
methode de la puissance cf JENNINGS [ 11 ] BATHE [ 1 ] ; ce dernier aimable-
ment indiqué par GLOWINSKI .
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@ Choix de la famille de domaines {dans les spplications numériques] .

notations : H{Q) : fonctions holomorphes au voisinage de 0 .
Conf {?z) : transformation conformes dans un voisinage de
Confe‘sh,s(g) = {@c M(Q)] ¥z € T, | (zk)] > ¢}

conformément & 1l'esprit des éléments finis on considérera des familles de 1'un des
types suivants :
@ Ly = Ly {gla) | ¢€Com’(n}n Py 1 avec ¢ .0z ] g Pye Glz]

degigne les polynbmes de dasgré au plus N ; lss " vrales inconnues * sont ici les

coefficients {ou bien les racines) des polynBmes,
@ LN,.“'@h,e = {4, | ge Gon“r“ceh"emh)n Py} ; dens ce cas, on choi-

sit !PN tel gue les noeuds de a'\Qh forment un ensemble lPN - unisolvant, les

¥ wvraies inconnues " sont ici les coordonnées des nosuds de th, .

@ Expressions du gradient

Au niveau de la mise en ceuvre, on considére la fonctionnelle comme ne dépen~
dant que de 2N paramdtres réels (les parties réelles et imaginaires des " vraies
inconnues "] ; on note J'(a,b] = (G(a}|b) . Pour des raisons de simplicité, an
se limite & 1'Squation de Helmoltz et & une valeur propre simple : le calcul se

fait alors & partir de (2) .

@ J exprim€ A partir des coefficients

a = ([ 1 ol + 18 } sont les coefficients du polynbme .
\Lap,ﬁp))p <p (ap B,) poly )

Les composantes du gradient au point a sont

G(aj = (Y/{! 61:-'51 YC[' 6q!---!YP!6pj ol
[ . 1) (2)
3 Yq = 0T Yop % * Yap  Bp
_ (1} (2}
{ % = p;p Sop” % * At O By
avec
[0 2 (2) m )
Yo' = XO Kp(e} cos{(p-a)elds ; Yap - f Kp(e) sin{{p-a}e)ds
(1) i”% K {8} sin{{p-q)e)ds ; 6(2} = fﬂmK (8] cos({p-aje)ds
@ T . ot lpq L cos{{p-q
ol 3u .
. gy dd n 184452
K (8) = 2p & (== (ge™™)))
P nE?N a)‘n oV
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(:) J exprimé & partir des zéros :

((;D,TE))q <psP al Qp = gp + iTE sont les zéros du polynfme @ .

Les composantes du gradient au point a sont :

G(a) = (Ysl! 61”\»-) 'qu 6C§““YP’ 6P} ali
21t

Vg = | Kle) Relt(e]ee

|
? 2

5 j k(o) In(L,_(0))de

o
avec
ig
K(e) = (91>
e N BX (.av
19
P_(re”) .
Laal®) =~ Plre¥)o™0
eq re -
Pa désignant le polynfime unitaire dont les zéros sont (gp}1 <ps<pP
@ J exprimé & partir des coordonnées des noeuds
a = {Zk)1 <k <k ©O0les z  sont les coordonnées {complexes} des nosuds de
30, 1'utilisation d'une formule de quadrature :

- (a“' (Flveo = = T2 08 (5000 vy + 5 )

30
aveec Fk = {ck,dk} , tonne directement pour la gradient :
6{a} = (yq, 61, “rer Yoo 6q,... Ypr GP) avec
o 2
= - 2 i (2]
Yo T T e o, a (55 @) e
Bu 2
- - o g}
% = o, s (55 @d) gy

III . MISE EN OEUVRE

(:) Algorithme
Il s'agit de minimiser sur une partie non convexe de ﬁZN une fonctionnelle

continue et différentiable avec les difficultés suivantes :

. trés gros colt pour évaluer la fonctionnelle : résolution d'un probléme de
valeurs propres discret avec de grandes matrices creuses {Ax = ABX} via un pro-

gramme d'éléments finis qui forme ces matrices,



. la fonctionnelle est non convexe : le choix de o est délicat (cf BENSAS-
soN [ 27 )

. il est délicat de s'assurer la conformite de la transformation ; on a utilisé
la Théorzme de Rouché (DIEUDONNE [ 7 ] )

Ceci nous a amené & choisir une méthode de descente trds simple (gradient) [CEA

[ 3,1 ]] avec un algorithme sophistigué pour le choix du o

REMARHUE . —~ On divise le temps d'exécution par 2 a 4 en ajustant les valeurs

propres les unes apreés les autres et ceci améliore awssi un peu la précision,

(:) Les essals numérigues

Ils ont été réalisés sur 1'IBM 370-168 du C.I.R.C.E. et demandent selon les cas
de 9 & 10 mn de temps C.P.U. pour l'exécution en F.T.X.

Des raisons de colt et de temps nous ont ainsi obligé & nous limiter & des £€lé-
ments finis de type P1 comprenant seulement une centaine de noeuds et & n'ajus—
ter gque cing valeurs propres, Cela a entraing une imprécision dans 1'évaluation de
1la fonctionnelle et du gradient gui explique les difficultés d'un certain nombre
d'essais,

Les résultats numérigques exécutés en prenant comme vrals param&tres " les coef-

figients de @ révdlent gue l'algorithme se " blogue " parfois pour deux raisons :

~ spit parcegu'on n'arrive plus & déformer le domaine en conservant la confor-
mité de @

- spit parcegue avec un gradient non négligeable, on n'arrive pas & trouver de
) B

p qui fasse sensiblement décroitre la fonctionnelle

. la premigre est dle au choix de la famille de domaines trés liés aux difféo-

morphismes : ce blocage devrait disparaftre avec les coordonnées des nosuds frontig—

L ]

res comme vraies inconnues .

. la premigre est dle d'une part & la nature non convexe de la fonctionnelle et

par ailleurs au mangue de précision des calculs,

Cependant

~ dans des situations & valeurs propres simples, on a fréguemment une division
de la fonctionnelle par 100 & 200,

" "

~ dans le cas de valeurs propres " multiples " on a en général une division par

n

30 & 40 mBme en " partant loin du domaine souhaité ", ce qui est d'autant plus in-

téressant si 1'on remarque gque les problémes directs sont alors essentisllement mal

conditionnés,
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