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On s'int6resse & des probl~mes d'optimisation oGle eontrSle est un domeine 

de R n (" optimal design " cf DERVIEUX - PALMERIO [ S ]et MURAT - SIMON [ 15 ]] 

et cO Im fonctionnelle fair intervenir les valeurs propres d'un probl~me aux limites 

au lieu de la solution d'un probl~me bien pus@ (par exemple elliptique]. 

L'origins de ce genre de questions remonte & RAYLEIGH (1899] [ I~ ~ an passant 

par HADAMABD [ ~0 ] , GARABEDIAN [ 8 ] ,  KAC [ 12 ] 

On s'attaehera surtout & d6gager la miss en oeuvre d'un algorithms apr~s avoir 

pr@cis~ le probl@me inverse et la r6gularit6 des fonctionnelles. 

I POSITION DU PROBLEME ; REGULARITE DE8 FONCTIONNELLES 

Dens touts le suite, on designers per 

et " lipschitz±ens " de R n 

Le problbme direct 

Suit V : HI(~) oO 

avec par exemple : 

e~Cu , v) = 

bo(~, v) = 

et les hypotheses : 

A E w~'~CR ~) 

v× E ~n 

L l'ensemble des ouverts born@s~ connexes 

(CHENAI8 [ 4 ] ) 

E L 

Vv 6 V 

eoCu, v) 

et is probl~me de valeurs propres variationnel : 

= % baCu, v) (u # 0] 

BC×) uC×) vC×) d× (A(x) vu(×)IVv(x})dx + In Io 
+ I ~C×) AC×) u(×) v(×] d~ 

~O 

Jn c(×) u(×) q × )  d× 

(8, L, C) E (L ' (Rn)]  3 C > 0 presqus partout  

v~rifiant , svec 0 < ~ 5 M : 
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Dans ces conditions, lee valeurs propres de [~] forment un ensemble d6nombrable 

discret de nombres positifs, elles sont de plus toutes de multiplicit@ finie. KATO 

E 13 ] , GOULAOUIC [ 9 ] ; (on l es  d@s±gne par [ kn [O ] ]n  E N ) " 

REBAF~UE . - pour un type de probl~me d i r e c t  de va teu rs  propres non a u t o a d j o i n t  

avec t ransmiss ions  c f  DERViEUX - PALMERIO - ROUSSELET [ 6 ] 

Q Probl~mes~#aes 

So±ant ~ [ O )  = [ kk (O] ]  k ~ N (cO pour t o u t  k , 

~k E R+) et : JR 

L > 

f l  ........ > 

et M N = [~k ]k  ~ N 

R+ 

JNCZ~[~), M N) 
on s'int@resse & la femille de 

de 

Probl~mes d'optimisation 

Trouver  O 6 L t e l  que pour t o u t  O E L ( resp .  t o u t  o 
01 donn6] 

J(O o) ~ J(O] 

n E L et  " voisin " 

REMARQUE - pour l~tude de la diff@rentiabilit@, on supposera que 

(AN, MN] - - >  JN[AN, MN] es t  e ~ 

EXEMPLES . - 

Q JN (n) = 

Q JN [0] = 

Q JN In ]  = 

1 I I 2 

i~N 

Q Propri@t6s des fonctionnelles 

La continuit6 et la diff@rentiabilit6 r@sultent de la remarque ei-dessus et 

des propri@t@s analogues des veleurs propres : 

Q Continuit~ 

PROPOSITION , - Si l'on munit l'ensemble L de la topologie d@finie par le sys- 

t~me fondamental de voisinages : 

V[a e, ~] = ~ = [ I + F ] [ n  e] " " F " I ,  ~ O L 
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±~application ~ --> X n[o) de L dans R+ est continue. 

La d@monstration repose sur la classique carmct@risation variationnelle des vm- 

leurs pmopres de probl~mes autoadjoints  [" quotient de Rayleigh ") apr~s transport  
sur un ouvert fixe, 

Gateaux diff6rentiab~li~ 

PROPOSITION - Bolt F E W I'~(R ~ Rn] 
n 

Xn[n ]une valeur pi~opi~e simple de (~) 

/ im  i n ( % )  - Xn(n) ' et on la note Xn( , F) 
(: - *o  

, % :  +0F = % ( n ) ,  

, l a  L i m i t s  su i van te  ex±ste : 

La dEmonstmation ss fait per changement de variabl8 : ce qui ram~ne & un domains 

fixe avec un op6rateur d@pendant de ¢ et on utiiise slots KATO [ ~3 ] Ch VII oQ 

l'hypoth~se analytique n'est pas essentielle. 

REMARQUE - Calcul expl~cite donne d'abomd une expression assez peu maniable 

faisant intervenir des int~grales portant sum O . Si les fonctions sent assez r@- 

guli~res, on peut exprimer cette d@riv@e & l'aide d'int@grales de bord [par applica- 

tion de formules de Green] : 

X'(~,n F) = A~ + A 2 o~ 

A~ = tb a (+ A IVul 2 + Bum - Xcu2)(Fl~) do 

= ~bn L(V[LAu2) IF) + ~Au2(v~F - (DF~I~]}] do 

RE~ABQUE - dans le css de l'@quation de Helmholtz (an remarquant qua dans ce cas 

5u I 
~u =~ sur le herd : ici V = Ho(~ ) ) 

XL(n, F) = - I ~u 2 (FI~)  do ("  fo rmula  de Hadamard " )  

Dams le cas d'une valsur propre multiple~ l'expression est plus compliqu@e ; indiquons 

qua pour l'@quation de Helmholtz on trouve qua si (Xn+j(O)]j=1,... Pest une valeur 

X' F))j=I, sent les valeurs propres de la matrice propre d'ordre p ~ ( n+d(~, ..-,P 

B de terms g6n~ra l  

zO 

OU 
(Un+i)i=~, .... P sent lss fonctions propres assoei6es aux (Xn+i)i=1,..., p 
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REMARQUE - Dens la pratique num@rique, il est impossible de distinguer une va- 

leur propre multiple de valeurs propres tr~s rapproch@es. Cependant (cf MIQH~LETTI 

[ 14 ] ]  : pour  toot 6 > 0 , i l  e x i s t e  ~ E V~3)[O]" pour  l a s q u e l s  touteS las v a -  

leurs propres de (I0] sent simples. 

Oeci rend l@gitime l'utilisation de la formula concernant las valeurs propras sim- 

ples dens les applications num@riques, 

I I  . TECHNIQUES DE ~ISE EN OEUVRE 

RENtARQUE - Un algorithme de recherche de domaina optimal devra g@rl@rer succes~ 

sivement plusieurs domaines approch@s darts lesquels on devra r@seudre un problbme 

du type [I~] ;les probl~mes at les techniques de mise en o~uvre en r@sultent ; 

on se limite naturellement ~ la dimension 2 . 

Q El@mants finis at domaines variables 

Problbme : triangular automatiquement et @conomiquement les domaines g@nTr@s par 

l'algorithme sans intervention du programme [travail an batch-processing]. 

Deux solutions : 

, on se restraint ~ des domaines ~ image d'un domaine de r@f@rence ~ qua 

l ' o n  t r i a n g u t a  au d~pa r t  [C~h ] ; l a  t r i a n g u l a t i o n  d a n  = ~ h  = ¢(" h ] 

on t r i a n g u l a  d ' a b o r d  un domaine de r@f~renee ~ ~ d'oO un domains de r ~ f ~ r e n c e  

epproch@ ~ ; on t r a v a i l l e  d i r a c t e m e n t  sur  des domaines " d i s c r e t s  " ~1 e t  ~ che-  

que ~tape on construit un diff~omorphisme ~ transportant la triangulation. 

Example de triangulation de r@fTrenee : 

Si l'on prend pour ~ le disque unit@ et des 61@merits finis de type T 
I 

la trianBulation suivante est tr~s satisfaisante :les noeuds sent dTfinis par 

ei@q z = pp o~ 
Pq 

i p = O, ~oo~ n 

I q = I~ .... qm(p] avec 

2__~ 

I pp = ph @q = q qm 

qm = 6p 

h est le ~' pas Oe la triangulation " 

REMARQUE - Pour certains problbmes oO l~on pr@voit d'obtenir des ouverts " 

coins " il sara commode de prendre pour ~ un triangle, un cart@ ate .~, 
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Transport de la triangulation 

me dans 

dre ~h 

tout z k 

RE~ARQUE 

c m = I n f  R[£2h,A1 

noeuds A i ,  h 6 ~ h  

Pour ~viter d'aplatir les angles dans le transport, on choisit ~ confor- 

0 . 

si l'on travaille directement sur les domaines "discrets " on pourra pren- 

holomorphe dans un voisinage de ~ et tells que : l ~ [ Z k ] l l  > ¢0 pour 

- Si 8m est le plus petit angle de ~h st si ~ < 8m et 

'h ) + R[F3,h,A~,h] ] o~ l'Inf est pris sur tousles 

R(F j ,  h A i , h )  d~s ignant  l e  rayon de courbure [ e ~ i t h m 6 t i q u e )  de l ' a r c  F j  en 

Ai, h [cf figure ~ ] alors si h K 2om(@m---. e] , on a : @h,m m ~ 

Q Le Prebl~me discret 

pour la. formation des matrices on a utilis§ la m@thode de formation progres- 

sive des coefficients D .  CEA] [ 3,2  ] 

l e  probl~me de va leu rs  p ropres  d i s e r e t  : Ax = Xex A e t  B sont  de g 

grandes ma t r i ces  creuses d ~ f i n i e s  p o s i t i v e s  : i l  s u f f i t  de c a l c u l e r  l es  p lus  p e t i -  

tes  ve leu rs  p ropres  ; l e s  methodes d i r e c t e s  ( Jacob i ,  QR ) sont  & @vi ter  pour des 

ra i sons  de m~moire ; on u t i Z i s e  une m@tnode d ' i t ~ r a t i o n  simultan@e g ~ n e r a l i s a n t  l a  

methods de l a  puissance c? dENNING8 E ~ ] BATHE [ ~ ] , ce d e r n i e r  a imab le -  

ment indiqu@ par  GLOWlNSKI . 
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Ohoix de la famille de domaines (dans les applications num@riques] 

notations : #(0) : fonctions holomerphas au voisinage de ~ . 

Conf ~] : transformation oonformes dans un voisinage de O . 

Gonf~h,¢(~]  = { ~ E MC~) I ~z k E ~ h '  l~ ' (Zk ]1 > ¢ } 

conform@ment & l~espr i t  des #l~ments f i n i s  on consid~rera des fami l les de l~un des 
types suivants : 

@ L N = Lfl { ~(&] I ~ e Conf(~] NIP N } avec CN_~[ z ] ~ e N c CN[ z ] 

de~igee les polynBmes de degr@ au plus N ;les " vraies inconnues " sont ici les 

coefficients [ou bien les racines) des polyn6mes, 

@ LN,.~h, ¢ = { ~C~) 1 ¢ E Conf~h,¢C~--) N ~PN} ; dana ce eas, on choi-  

s i t  tP N te l  qua les noeuds de ~ ferment un ensemble ~N - unisolvsn% les 
" vraies inconnues " sont ici les coordonn@es des noeuds de ~, 

Expressions du ~Fadient 

Au niveau de la mise en oeuvre, on consid~re la fonotionnelle comma no d6pen- 

dant qua de 2N param~tres r6els ties parties r4elles et imaginaires des " vraies 

inoonnues "] ; on note J'Ca,b] = CG[a]Ib ) . Pour des raisons de simplicitY, on 

se limite & l'@quation de Helmoltz et & une valeur propre simple : le calcui se 

felt slots & partir de (2] . 

J sxprim~ A partir des coefficients 

a = ((~p'~p])p s P ob [% + iBp ] sont les coefficients du polynBme 

Les composantes du gradient au point a sent : 

¢ 

avec 

( . (~) 
~qp 

8{a] 
qP 

= eye, 6 4 . . . . .  yq, 6q, . . . .  ~p,6p] o& 

r :: i Yq = E ~ ) (2]% p s Q ~P + Yqp 

6p P < P Gp + ~p + qp 8p 

~# KpCS] C2] 
w e o°sCCp-q)B)d8 ; YNp 

= oC2) ~2# %[8 ) ~  sin((p-q}8)d8 ; Oqp 

~0 

= - ,~_~ Kp(8] sinCCp-q]8]d8 

2~ ° 
-- ~o KpCB] cos((p-q]8]d8 

o~ 

KpCS] ° E 
n ~ N  

C~_~ ~ C¢<~i% )) ~ 
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O d exprim@ & parti~ des z~ros : 

Les composantes du g rad ien t  eu po in t  

G(a) = (~1' 81 . . . .  , ~q, 5q . . . .  ~p, &p) 

i ~q = I2~o K(e] Re(Laq[e]]de 
I 8q = ]~ K(O) Im(Laq(e))de 

+ i~ sent les z#ros du polynOme ~ . 

a sent : 

oO : 

a v e c  
)j ( ~ U  n 2 

K(0) = n NE n  C¢Ceie))) 

Pa ( r e i e )  p& [ re iO)e ie  
LaqCe) = re_iS -~q 

P d6signant le polyneme unitaire dent les z~ros sent I~] 
a IspsP 

O d exprim6 & partir des coordonn~es des noeuds 

a = [Zk]~ s k _< K oO l es  z k sont l es  coordonn@es (complexes) des noeuds de 

~ ; l'utilisation d'une formule de quadrature : 

r~U] 2 , [~u 
- I~O "bY" (F Iv ]d~  = - ~ "~ ~V (Zk])2(Ck &X + dk Vky~ 

avec F k = (Ck,dk) ~ donne d i reetement  pour l a  g rad ien t  : 

e (a)  = [Y I '  81 . . . . .  yq, 8q . . . .  ~p, 8p) a v e e :  

n,k ;~Xn °~k k. ~)~ ~<x 
= _ ~ ~d . Bu n 2 

Ill MISE EN OEUVRE 

O Al~orithme 

Ii s'agit de minimiser sur une pattie non eonvsxe de R 2N une fonctionnelle 

continue et diff6rentiable avec les difficult6s suivantes : 

. tr~s ~ros coot pour @valuer la fonctionnellm : r@soZution d'un probl~me de 

valeurs propres disc~et avec de grandes matrices creuses (Ax = XBx) vi...~a un pro- 

gramme d'~16ments finis qui forms ces matrices. 
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ia fonctionnelle est non convexe : le choix de p est d61icat (cf BENSAS- 

SON [2 3 ] 

il est d~licat de s'assursr la eonformit@ de la transformation ; on a utilis~ 

l a  Theorems de Rouch@ (DiEODONNE [ ? ] ] 

Geci nousa  amen@ A e h o i s i r  uns m4thode de descents t r~s simple (grad ient )  [GEA 

[ 3,1 ]) avec un algorithms sophistiqu6 pour le ohoix du p 

REMAP~UE - On divise le temps d'ex~cution par 2 6 4 en ajustant les valeurs 

propres les unes aprbs les autres et ceci am~liore aussi un peu la pr@cision. 

Q Le.__~_sessais num~riques 

Ils ont @t@ r@alis~s sur 1'IBM 370-168 du O,I.R.C.E. et demandent selon les cas 

de I & tO mn de temps C,P.U. pour l'ex6cution en F.T.X. 

Des raisons de cost et de temps nous ont ainsi oblig4 ~ nous limiter & des 616- 

ments finis de type PI comprenent seulement une centaine de noeuds et ~ n'ajus- 

ter que cinq valeurs propres. Gs!a a entrain6 une impr6cieion dens l'~valuation de 

la fonetionnelle et du gradient qui explique les difficult@s d'un certain nombre 

d'sssais. 

Lee r@sultats num6riques ex@cut4e en prenant oomme " vrais param@tres " lee coef- 

ficients de ~ r@vblent que l'algorithme ee " bloque " parfois pour deux raisons : 

- soit pereequ'on n'arrive plus & d~former le domaine en oonservent la eonfor- 

mit@ de 

- soit paroeque avec un gradient non n@gligeable, on n'arrive pas & trouver de 

p qui fasse sensiblemsnt d4cro~tre la fonctionnelle 

la premiere est dee au ehoix de la famille de domaines tr~s li@s aux diff6o- 

morphismes : ee blocage devrait dispara~tre avee les coordonn~es des noeuds fronti~- 

res oomme " vraies inconnues " 

la premiere est doe d'une part & la nature non convexe de la fonctionnelle et 

par ailleurs au manque de pr@cision des ealculs, 

Cependant 

- dens des situations & valeurs propres simples~ on a fr@quemment une division 

de la fenctionnells par 100 ~ 200. 

- dans le caS de valeurs propres " multiples " on aen g@n@ral une division par 

30 ~ 40 m@me en " partant loin du domains souhait@ "~ ce qui est d'autsnt plus in- 

t6ressant si l'on remarque que les probl~mes directs sent alors essentisllemsnt mal 

eonditionn6s, 
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