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I. INTRODUCTION

Dans une précédente étude (IEVIEUX [ 5]) on a montré, que l'on pouvait cons-
truire des filtres non-lindaires stables par approximation de l'équation d'évolution
de la densité conditiomnells due & KUSHNER | 2]. Bn utilisant des travaux plus récents
(zaRAT [ ], ROZOVSKII [10]), on prouve que les schémas d'approximation précédents se
prétent aisément & une implémentation sur calculateur paralléle, et conservent sous
cette forme leurs propriétés de stabilité et de convergences

On montre 1'efficacité d'une telle solution sur une application & un probléme
d'interférométrie pour 1l'observation de rayonnements astronomiques en fréquences milli-
métriques (LAMBLA [3 ])n Cette solution est comparée, avec des algorithmes d€jia connus,
sur le plan des performances et de la fiabilité d'utilisation. On précise ensuite les
avantages associés & l'implémentation de cet algorithme, ainsi que le type de probldmes

pour lesquels ces avantages sont déterminants.
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I1. QURLQUES RESUITATS MATHEMATIQUES

IT. 1. Présentation du probléme et notations.

Soit X{t,w) un processus de diffusion, vectoriel de dimension n, vérifiant

Ltéquation ¢

(z.1) Z(t,u) (@) ftf(X( )ys)d ft ((s,w),s)ab, (s,0)

Z st = X (W) + s,w/,s)ds + S,Ww/)yS Ss)e
0 0 o ° !

Les fonctions £ et g sont respectivement vectorielles et matricielles de dimenw
sion n ; b1 est un mouvement brownien unitaire. Soit fi les composantes de f et gij
les composantes de la mstrice gg'. Enfin désignons par A(t) Llropérateur de Fokker

Planck associé & 1'équation (2.1) et défini par :
n Q{fi(x,t).} , B 62[cij(x,t).]
(2.2) Alt). = 2 ce D e

i=1 Ox, ij=1 dx, 0x,
i i3

Introduisons les hypothdses suivantes (cf.LEVIEUX [ 4}) :
™
(%1) les coefficients fi(x,t), dij(x,t) pour i,j = 1 ... m, sont &léments de ¢ {(042);

. 0
C O(Rn)} avec n_. = Entier (§'+1) et o, = Entier (5= +1).

¢} 2

n _
(H?) la fonction fi et Gij sont bornées et H8lderiennes sur R x(O,T) .
P 2
(H3) il existe A,p > O tel gue, quelque soit ¢ élément de L {{o,2) 5 v} :

(2.3) < A(t)gsg >y, + 2 ilcpl!%? b lelf, ’

oV ed @) Ben 2 2@ et <, >

- désigne le produit de dualité entre V et

son dual V! =
%5, n
(u4) po(x) densité de la loi Xo(w) est élément de H (R )

(H5) il existe un prolongement E(t) de 1'opérateur A(t) pour t < O tel que po(x)

vérifie :

(2.4) f po{xlax = 1

Rn

(2.5) 36 > 0, 0= py(x) < 6p(x,0)
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(2.6) =2 + (21) + E(t)p(x,t) =
(2.7) 3y > O, p(x, -'ro) =6(x)m

Le processus x{t,w) défini par (2.1) et les hypothdéses (H1) & (HS) est observé

selon une loi physique décrite par la relation :

t
(2.8) z(t,w) = j~ H(X(s,w),s)ds + dbz(s,w),
0

ol b2 est un mouvement brownien scalaire unitaire et H une fonction instantannée sur

R%x {0,7), vérifiant 1'hypothdse suivante :

(H6) H(z,t) est élément de L [R x(O,T)] ne {R % (0 T)] et Q%‘ 28 sont éléments de

t oot
L [R =(0,7)] N & x(0,1)].
Suivant ici l'exposé de FUJISAKI, KALLTANPUR, KUNITA [1], on introduit le pro-

cessus innovation b(t,w) associé a z(t,w), qui sous les hypotheses présentes, est un

mouvement brownien unitaire. Ce processus est défini par la relation :

t
(2.9) b(s,0) = 5(t0) - [ Bfila(o,u),51/5(:5) oo,
Q

ol B{zg) désigne la plus petite c-algdbre contenant les événements de la forme

a < z{s,0) € 8 quelque soit «,8 € R et s € [0,T].

Soit A*(t) 1ltopérateur adjoint de ltopérateur A. Une fonction scalaire ¢(x)
est dite élément de l'espace j(A*) si et seulement si les conditions suivantes sont

satisfaites :
t
(2.10) E{f (a%(s ) (x(s,w)] 125} < + e
0
Le processus Mt(y) défini par :

t
(2.11) 1,(p) = plx(t,0)] - Blolx ()]} +Jf axso[x(s,0)]as
0
est une martingale mesurable sur B(b1 g) quelque soit ¢ dans {a%).

Introduisons B, 1topérateur de ﬁ(Rn)<*>dans M (@) aéfini comme suit : B,

ol
(+) B(R™) est 1'ensemble des fonctions indéfiniment dériveble i support compact.
PP P
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désignant 1l'adjoint de Bt’ 1texpression :
t
(2.12) Gt = Mt(@) ® bg(t,m) - j' B*_ o(x(s,w))ds
0

est une martingale adaptée aux o-algdbres B([b1]§, [b2]2). On montre (voir réf.[mn1)
gue toute fonetion ¢ appartenant & p{ax), ltopérateur B* est défini de fagon unique

sur la relation (2.12) et, par dualité, 1'opérateur B.

Le résultat suivant (théoréme 4.1 de la réf.[i}) permet de trouver une relation
différentielle liant l'espérance mathématique de la fonction ¢[x(t,w)] conditionnée par
les observations passées z(s,w) avec s < t, ce qui est l'objet méme du filtrage récur-~

sif.

Théoréme TI.1.
Sous les hypothdses (H1) & (H6), toute fonection ¢ élément de H{A*) vérifie la

relation :

%
(2.13) E{@{x(t,w)]/ﬁ(zg)} + j; E{A*S ¢[z(s,w)]/B(zz)}ds = EfQ[xO(m)]} o
%
j; [E{¢EX(s’w)]H[X(s,w).SI/B(zz)} - E{v[X(s,w)}/B(zg)} xE{H[K(S.w),S]/B(zz)i +

E{B*S ¢{x(s,w)]/§(zz)]db(s,m) ]

Pour tenir compte de corrélations éventuelles entre b, et b,, introduisons la

1 2’
fonetion vectorielle S(X(t,m},t), vérifiant {Hé), par la relation formelle :

(2.14) E{db2(t,w)db1(t,w)} = s(z{t,w0),t)at.

Notons p(x,t;w) la densité de probabilité de la loi xz(t,w) conditionnée par
les réalisations passées B(i%). On peut montrer gue, au sens des distributions dens

Rnx(O,T),cette densité vérifie la relation :

2.14 X,tiw) + A X,83W ds = x) + XySiWw Hiz,s

- J‘ e, )ple,siwide] - Bsp(x,s;m)]db(s,m)

Rn

L et Bt se déduisant de A*t et B*t par dualité. En particulier Bt prend la forme :
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(2.15) Bp(tio) = B~ [el o)) plxtsu)]
i=1 0z,

ou (. ), aésigne 1a i°®® composante du produit matriciel g8 (FUJISAKI, KALLIANPUR,
xonITa [11).

Il faut remarquer, que la relation (2.14) permet effectivement de caractériser
les variations de la fonction p au cours du temps, ce qui n'était pas le cas de la

relation (2.13) pour la variable E{q)/B(zg)}o
On peut simplifier formellement la relation (2«14) en effectuant le changement
de varisble suivant {ZAEAT [12], ROZOVSKIT [10]). Scit P une fonction solution des

relations

(2.16) B(z,t3u) = plz,t5e) jf' plx,t;0)dx,
Rn

(2.17) 3(x,03w) p,(x)e

On peut montrer que; parmi les différentes solutions des relations (2.16),

(2.17), il en existe une qui vérifie la relation différentielle :

f

t
(2.18) §(x,t;m) + f, Asp(x,s;w)ds

. po(x)

%
+f [p(x,s50)H(x,5) - B_p(x,s50)]dz(s,w).
0 8

8

On remarquera que l'éguation (2.18) est lindaire par rapport & la seule varia-
ble 5 et aux conditions initiales po, ce qui sera de grande importance pour la cencep-

tion d'algorithmes d'approximation de 5 (et donc de p).

II. 2. Deux résultats d'existence et d'unicité.

Introduisons l'hypothése suivante :

(a7) Quelque soit x € Rl et t € [O,T} il existe un réel positif a1, tel que, au sens

des matrices définies positives :
- t
(2.19) I s(x,t) st(z,t) = a I .

Utilisant un résultat abstrait du & PARDOUX [9 ], on démontre le théordme
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suivant :

Théoréme I11.2.

Sous 1lés hypothéses (E1) & (47), il existe une solution unique & 1l'équation
2 2
(2.18) dans ltespace 1" {@x(0,T);V} A L {Q,p;CO[(O,T);H]}. De plus cette solution est

presque partout positive sur Rnx(O,T)xQ [ ]

On doit montrer ensuite, quelles sont les liaisons existantes entre le pro-
bléme du filtrage non-lindaire d'une part, la solution de l'éguation (2.18) atautre

part. Ceci ne peut se faire, qu'en introduisant la fonction'ﬁ{x,t;m) par la relation 3

(2.20) Plx,t5w) = xmtiu)

p(x, t;w)dx

Rn

et en montrant que p{x,tjw) est solution de 1' équation donnant la densité de proba-
bilité conditionnelle 3

~

%
(2.21) plx,t50) + | A_p(x,s50)ds = p () +f [p(x,s50)[H(z,s)
Yo 0

- jﬁ H(a,s)p(a,s;w)da] - Bsp(x,s;w)]db(s,w).
n
R
Pour cela, on procéde, en trois étapes (IEVIEUX [5]) : montrer que la rela-
tion (2.21) admet une solution unique de carré sommable ; montrer gque l'expression
(2.20) est presque toujours définie et correspond & un opérateur indéfiniment diffé-
rentisble opérant sur la fonction 5 ;s enfin, appliguer le lemme de ITO en dimension

infinie pour identifier les deux membres de la relation (2.20).

Théoréme II.3.

Sous les hypothéses (H1) 3 (H7), il existe une solution unique dans
La{szz(o,T);v} n LZ{Q,p;cO[(o,T);H]} % l'équation (2.21). Cette solution est lide &

celle de itéquation (2.18) par la relation (2.20) pour presque tcut w ®



157

III. APPROXIMATION DE LA SOLUTION DE L'EQUATION (2.18)

ITI, 1. Rappel et extension des résultats connus.

Soit h un réel positif destiné & tendre vers zéro. Soit N la partie entire de
T/h et h,k,x(t) la fonction caractéristique de l'intervalle [hk,h(k+1)]. Introduisons
la fonction suivante ph(x,t) dite semi-discrétisée en temps de la fonection p(x,+) par

la relation :

n
(3.1) p(x,8) = h}zo Xy, (8)p, (x50,

La fonction ph(x,k) est donnée par la récurrence :
(3.2) p(x,0) = p(x)

(3-3) ph(x,kﬂ) - Ph(xyk) + hﬂh(k)Ph(X’k'”) = @[Ph(x:k—)j’

.

ol ¢ est un second membre dépendant de l'équation dont on cherche i approximer la

solution. Si il s'agit de 1l'équation {2.18), alors ¢ est donné par :
(3.4) olp,(x¥)] = B [k0(x,10)][a(k1,0) ~ 2(k,0)].
3*'il stagit de ltéquation (2.21), alors ¢ est donné par la relation :

(5:5) lp,(x0)] = [p, G (1) = [ W(x,)p, (x,108x] = B (i, (2,5))]
Rl’l

[2[(k+1)n,0] - hf H(x,k)ph(x,k)dx].

Rn

Nous allons montrer le résultat suivant, qui est une extension directe des

théorémes 1.3 et 2.1 chapitre 3 et 2.2 chapitre 5 de la référence | 57,

Théoréme ITT.],
Sous les hypothéses (H1) & (H7), la fonction ph(x,t) définie par les relations

(3.1) (3.2) et (3.5) converge fortement dans LZ{QX(O,T)XRn} vers la solution de 1'équaw
tion (2.21). m

III. 2. Convergence d'un schéms d'approximstion implicite et décomposable.

Soit I un ensemble d'indices de cardinal fini et i i'indice courrant. Intro-
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duisons une famille de fonctions Ei(x), i € I, chacune vérifiant les hypotheses (54)

et (B5). Enfin, notons hi un ensemble de réels positifs ou nuls vérifiant la relation :

(3.6) = A, =1.
€1 *

Soit ;(x,k) la suite de fonction définie de la fagon suivante :
(3.7) g;(x,0) = g, (x)
(3.8) g (xder) - g, (x,k) + BAE. (x,ke01) = H(x,k)E, (x,0)[a[ (et )n,0] - 2(kn,0)].

(3.9) Blx,k) = T A8, (x,k).
i€l

Enfin, notons p(x,k) 1la suite de fonction définie par la relation :

o(x,k) = o(x,k)
Jr S(x,k)dx

Rn

Théoréme ITT.2.

Sous les hypotheéses (H1) 3 (H7), la fonction ph(x,t) définie par les relations
(3.1) et (3.6) ) (3.10) converge fortement dans I?{QX(O,T)XRH} vers la solution de
1téquation (2.21). =

la démonstration de ce théordme est détaillée dans IEVIEUX [ 7].

III. 3. Implémentation parall®le du schéma d'approximation précédent.

les conditions imposées aux fonctions §i(x) sont vérifides par n'importe quelle
base d'élénments finis usuells. Ie théordme ITI.2. implique la convergence d‘'un algo-
rithme calculant la solution de l'équation (2.2?) par normalisation dans L1(Rn). Ie
temps affecté & cette normalisation est largement compensé par la simplicité de 1'équa=
tion {2.48). Une implémentation paralldle de cet algorithme est possible en utilisant
la lindarité de l'opérateur qui fait passer d'ume condition initiale 3 la solution
correspondante de {2.18). Supposons gue 1l'on dispose de processeurs Si capables de
calculer la fonction ii(x,k+1) connaissant les fonctions §i(x,k) et z((k+1)h,m). Il
est possible de calculer la valeur de 5(x,k+1) 4 partir de ﬁ(x,k} par la procédure
suivante :

- effectuer la décomposition de §(x,k) sur une base de fonctions ai(x,k) H
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~ calculer en paralldle les fonctions Ei(x,k+1) 4 1'aide des processeurs Si H
- reconstituer plx,k+1) & partir des gi(x,k+1) et du résultat de la premidre
dtape 3

- incrémenter le temps de h et recommencer.

Ta difficulté d'une telle implémentation réside dans le choix convenable des
fonctions de base Ei. Blles peuvent varier depuis une simple fonction "chapeau" jusqu'a
une combinaison de gaussiennes (voir réf.[11]). Ieur choix est un probléme spéeifique

de ltapplication traitée et ne peut suivre de rdégles générales.

Cette méthode a été tentde en simulation sur plusieurs exemples, dont celui
que nous présentons dans la section IV. la stabilité du schéma est la méme que dans
une solution non-parallele. La seconde étape du calcul, qui est la plus longue dans
une implémentation classique, devient la plus courte. Il n'est cependant pas possible
de chiffrer exacteme%t le gain de temps, qui est toujours important, mais dépend du

nombre et de la complexité des fonctions gi(x).
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IV. APPLICATION NUMERIQUE A UN PROBLEME DPINTERFEROMETRE A DEUX ANTENNES

IV, 1o Description du dispositif.

/ e

\\_ antennes

A1 A

[::32::3 ligne & retard

ry(t)

Piltre passe-bas.

u(t)
Figure 1.

On digpose de deux antennes A1 et A2 avec lesquelles on capte des signaux radio-
astronomigues h1(t}, xz(t). Ces antennes sont réglées sur une fréquence R et un retard
1 est placé & la soritie de l'antenne AZ. Les signaux observés dans l'intervalle de

temps [O,T} sont 3

x1(t)

A cos[gt + ¢1(t)]y

i

hé(t) 4 cosi{g(t-c) + ¢2(t)].

On fait passer hT(t) et x&(t) dans un multiplieur, puis dans un filtre passe-

bas, et on obtient le signal :
AZ
u(t) =% cos[-ge + 9, (t) - 9, (£)].

Les signaux hq(t) et Xz(t) étant supposés provenir de la néme source, la diffé=

rence de phase ¢2(t) - @1(t) correspond & la différence de marché de 1l'onde observée
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entre les deux antennes, qui ne dépend que de la géoméirie du systéme et de la direce
tion de la source émissive. Compte tenu de la rotation de la terre, cette différence

de marche est supposée proportionnelle au temps, soit
9,(8) = 9,(8) =¥, + gt

En pratique, la fréquence wo/én varie de O & 15 Hz. le signal u(t) a done la

forme suivante :
AZ
u(t) = E‘ cos[wot - QT + Yo]a

En prenant pour T une fonction lindaire du temps, T = at, le signal u(%)

devient :

(4.1) u(t) = 2 cos{wt + Wo), avec w = W, - Qo et a = %’c

On dispose donc & présent d'un signal sinusoidal u(t) dont on peut faire varier
la fréquence en jouant sur le paramétre o. (n remarquera que u(t) devient une fonction

constante du temps lorsque : ¢ = wO/Q.

Bn pratique, les phases ¢1(t) et mz(t) sont soumises & de faibles fluctuations

que nous modéliserons sous la forme :
¢2(t) - ¢1(t) =¥ + wt + o),

ol ¢(t) est une fonction aléatoire de moyenne nulle sur ltintervalle d'observation.

D'autre part, au signal observé & la sortie du filtre passe-bas s'ajoutent des
perturbations dues au trajet de l'onde entre la source et les antennes. On observera

done & la sortie du filtre le signal :
(4.2) y{t) =a cos[wt + YO + @(t)] + b(t),
ol b(t) peut &tre considéré comme un bruit blanc gaussien stetionnaire sur [O,T]. Ie

niveau de ce bruit est trés élevé : le rapport de la densité spectrale de puissance

du bruit & la puissance moyenne du signal peut atteindre 15 db.

IV, 2. Résultats et comparaison avec le filire Kalman-Bucy étendu.

Des essais comparatifs des filtres non-lindaires (NL) et Kalman-. )~ &tendus
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(KBE) ont été effectuds sur ordinateur IRIS-80. Le bruit dynamique a été pris trdés
faible (g = 10‘4) en raison du probleéme d'interférométrie traité. Des tests statise
tiques ont €té effectués en fonction du niveau de bruit d'observation, du pas de dis-
crétisation spatiale, et du pas de discrétisation temporelle. Les résultats présentés

ont été obtenus par statistique sur 500 échantillons par niveau de bruit.

Nous prendrons dans toute la suite comme définition du rapport signal sur bruit

la quantité

. . 2
R = puissance moyenne du gignal &
densité spectrale du bruit 2 r2

V. %. Résultats concernant la mise en oceuvre du filtre 3 chgix des pas de discréilsa-

tions spatisle et temporelle.

Régime transitoire et régime permanent {ef Fig.6).

z, étant la valeur autour de laguelle la phase x fluctue faiblement, la réponse
du filtre NL, c'est-3-dire la courbe 2(%) a toujours grossidrement la structure pré-

sentée sur la figure 6.
On y distingue un régime transitoire de durde TT, et un régime permanent dans
ltintervalle (TT, T ), T¥ étant la duréde totale du filtrage. On appelle erreur perma-—

nente ep, lterreur quadratique moyenne en régime permanent.

Influence du pas de discrétisation spatiale.

Pour un niveau de bruit domné, l'influence du pas de discrétisation spatiale
est représentable par la courbe de l'erreur permanente e? en fonction du nombre de
points en espace NPT. Quel que soit le niveau du bruit cette courbe a 1ltzllure de la

figure 2.

Par “points" on peut entendre, soit 1l'une des fonctions de base gi(x,k), le
résultat du calcul étant la fonction §i(x,k+1), soit les noeuds d'un réseau de dige
crétisation classigue, les fonctions ii ayant pour support un de ces noeuds ou un en=
semble connexe pris parmi eux.

Le temps de calcul étant proportionnel & NPT, on a intérét i prendre la valeur
NPTopt au début du palier de la courbe ep(NPT). les tests montrent que NPTOpt ne
dépend que du rapport signal A bruit r. On choisira done un pas de discrétisation spa-

tisle B ltaide de la courbe NPTopt (R) représentée par la figure 3.
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On remarque que le nombre de points d'espace requis diminue lorsque le bruit

d'observation augmente.

Influence du pas de discrétisation temporelle.

Les essais montrent que 1l'influence du pas de discrétisation temporelle est
analogue & celle. du pas de discrétisation spatiale. Quel que soit le niveau de bruit,
20 points par période semble &tre une bonne discrétisation. En desseus de 20 points,
le filtre est trop imprécis, et au~dessus de 20 points, on ne gagne que trés peu en

précision,

IV. 4. Résultats globaux en fonction du niveau de bruit d'observation.

le principal résultat est la stabilité du filtre NL en bruit fort, par oppo-

sition au filfre KBE qui diverge fréguemment dés que le bruit devient important.

Bruit faible, R > 3 dB.

Lorsque la discrétisation spatiale est trop grossidre on observe pour le filtre
NI de fortes oscillations haute fréquence autour de la bonne valeur x, de la phase
(ef.Fig.7). Pour remédier & cela, on est amené b prendre une discrétisation spatiale
trés fine (100 points par période) ; mais le temps de calcul machine est alors trés

élevé : 50 fois celui du filtre KBE.

On pourrait également remédier & cet inconvénient en placant & la sortie du
filtre NL un filtre passe-bas. Le filtre KBE est lui trés stable en bruit faible, et
précis. Il est donc préférable, dans ce cas, de choisir le filtre XBE qui donne une
bonne précision, une bonne stabilité et un temps de caleul machine faible par rapport

4 celui du filtre NL.

Bruit moyen, 0 < R < 3 dB (cf.Fig.8).

Ie filtre KBE présente souvent des divergences et ne sort pas de son régime
transitoire. Le pourcentage de divergence est de 10 & 15 3@ des esssis effectués.
Lorsque le filtre KBE converge, les deux filtres ont une précision équivalente (Pig.s8).
Notons d'autre part, que le temps de calcul du filtre NL est de l'ordre de 7 & 10 fois
celui du filtre KBE. Le choix de 1'un des deux filtres est donc ici moins évident en

raison de l'opposition temps de calcul - risque de divergence.

Bruit fort, R < 0 4B (cf.Fig.9).

le filtre KBE devient ici inutilisable en raison du risque trés important de
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divergence (60 94 pour R = 15 dB). le filtre NL est stable et son temps de calcul est
toujours 7 & 10 fois celui du filtre KBE. Le filtre NI sera donc choisi incontestable=-

ment dans le cas de bruit fort.

Précision du filtre NL.

la précision obtenue par le filtre NL est mesurable par la variance moyenne de

lterreur permanente pour un niveau de bruit donné, que nous estimons par :

fTM

J
T

[x(t) - 2(+)]%as.

V = Moyenne sur l'ensemble des échantillons & bruit donné de

La courbe V(R) est représentée par la figure 4. Remarquons qu'il est difficile
de bien définir le régime transitoire du filtre. Ici nous avons pris une définition
sévere de TT 3 il reste donc encore une partie de transitoire dans {TT, TM) 4ol une
meswre pessimiste de V. Notons dgalement qu'en bruit fort, les divergences détériorent

la précision moyenne du filtre XBE.

Durée des transitoires.

la durée moyenne TT du régime transitoire donne l'ordre de grandeur du temps

que met le filtre & accrocher la bonne valeur, Ce temps est mesuré en périodes tempo=

relles 2 &/w. Il varie avec le niveau de bruit suivant la courbe de la figure 5.
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V. CONCLUSION

Dans cette étude, on a montré qu'on pouveit simplifier les algorithmes dtappro-
ximation de 1'équation d'évolution de KUSHNER, sans perdre les propriétés de stabilités
et de précision, qui en font 1'intérdt. On a d'autre part confirmé, & la suite des tra=
vaux de ZAKAT [12] et ROZOWSKII [10], que 1tévolution de la densité de probabilité
conditionnelle du filtrage non-linéaire récursif est caractérisée par une équation
bilinéaire aux dérivés partielles. Pour n suffisamment réduit (inférieur 3 4), on a
pu montrer gque les méthodes par éléments finis, conduisaient 3 des algorithmes numé-
riques stables et trés performants par rapport aux sclutions connues. Plusieurs eppli-
cations en cours confirment, sur le plan pratique, les espoirs que ces résultats fon-
damentaux avaiewt fait naftre (LAMBIA [3]). En particulier, cette méthode est la seule
solution envisageable, lorsque le niveau des bruits perturbateurs est important par

rapport aux nonmlinéarités du dispositif physique de mesures.
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