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INTRODUCTION 

On ~tudie ici le probl~me de la construction du projecteur sur une inter- 

section de convexes d'un espace de Hilbert, c'est-~-dire, en changeant gventuelle- 

ment de produit scalaire, celui de la minimisation de fonctionnelles quadratiques 

coercives. 

Dans le cas o3 les convexes initiaux sont suffisamment simples, il peut 

~tre int~ressant de dgeomposer le probl~me en sous-probl~mes ne mettant chacun en 

jeu qu'un seul de ces convexes. De telles m~thodes, consistant g "~clater les 

eontraintes" [|], ont gt~ propos~es, en particulier, dans [2] et [4], En assoeiant 

eomme dans [7], au probl~me posg sur une intersection de convexes, un probl~me gqui- 

valent pos~ sur le produit de ces convexes, on obtient ici, par d~composition, une 

m~thode parall~le d'~clatement des contraintes. 

Cette m~thode est bas~e sur la r~alisation, en parallgle, de projections 

sur chacun des convexes initiaux. Une extrapolation, [7] , qui s'introduit naturel- 

lement dans le cadre de l'espace produit, permet d'affranchir l'algorithme des 

questions d'"angles" qui influencent beaucoup les mgthodes habituelles de projec- 

tions, et d'acc~l~rer, tr~s consid~rablement, la convergence. 

A titre d'applications, on pr~sente, dans une deuxigme partie, et en 

utilisant un formalisme d~ ~ [3], quelques m~thodes de d~composition d'op~rateurs 

dans des probl~mes elliptiques. 

Ce travail utilise largement les r~sultats obtenus dans [7] ; il a ~t~ 

d~crit de fa~on plus d~taill~ dans [8] ;certains d~veloppements sont pr~sentgs 

dans [8] et [9]. 
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Le plan est le suivant : 

§ I - PROJECTION SUR INTERSECTION DE CON-VEXES 

I ° 

II • 

III . 

IV . 

V • 

Position du problgme 

Principe de la m~thode 

Approximation ext~rieure d'une intersection de convexes 

Description de la m~thode 

Convergence 

§ 2 - DECOMPOSITION D'OPERATEURS ELLIPTIQUES VIA UN ECLATEMENT PARALLELE 

DE CONTRAINTES 

I . Exemples de probl~mes 

II . Essais numeriques 
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§ 1 - PROJECTION SUR UNE INTERSECTION DE CONVEXES : 

I - POSITION DU PROBLEME : 

Soient : 

V un espace de Hilbert r~el, identifi~ ~ son dual, de produit scalaire, norme et 

distance respectivement notes (.,.) , ii .[I , d(.,.) 

C. c V , i=1,..°,n , des ensembles convexes ferm~s 
i 

n 
C= N C. 

i=l I 

g E V un El~ment donnE. 

On consid~re le probl~me : 

(P) "Trouver u E V tel queiI u-gll : min [I[ v-gil ; v E C] " 

theses : 

Nous supposerons que le problgme n'est pas d~g~n~r~ et ferons les hypo- 

n 
(HI) C = N C. # ¢ 

i=l 

(H2) g ~ C 

Le probl~me (P) eonsiste ~ chereher la projection de g sur une inter- 

section de convexes et nous nous proposons d'obtenir cette projection en utilisant 

des projections sur chacun des convexes C. , i=l,...,n . 
i 

II - PRINCIPE DE LA METHODE : 

|. DEfinitions : 

Etant donn~ un couple ordonn~ a, b de points d'un espace de Hilbert X, 

On convient de noter : 

H(a,b) = {v E X , (v-b,b-a) X ~ 0} 

On remarque que H(a,a) = X ; Si a#b, H(a,b) est un demi-espace ferm~ 

sur lequel best la projection de a. 
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Etant donn6 un triplet ordonn~ de points a, b, c, d'un espace de 

Hilbert X, on note Q(a,b,c) la projection de a sur H(a,b) n H(b,c). 

2. Th6or~me [2] 

Etant donn~ un triplet ordonn~ de points a, b, c, d'un espaee de Hilbert 

X~ on note : 

% = (b-a,c-b) X ; D = llc-bl[~ ; V = lla-bi[~ ; n = ~V - %z 

les quatre ~ventualit~s suivantes constituent une,partition des cas 

possibles : 

1, " q = O ,  % < 0  

2. ~ = O , ~ > O 

3. B ~ O , %~- ~>O 

4. ~ ~ 0 , %1~- T] < O 

AiOrs H(a,b) N H(b,c) = 

Alors Q(a,b,c) = 

Alors Q(a,b,c) = a+(| + ~)(c-b) 

Alors Q(a,b,c) = b + ~ (~(c-b)-%(b-a)) 
n 

Ce th~orgme est d~montr~ dans [2] dont on a conserv~ les notations. 

3. P rincipe de la m~thode : 

L'id~e de la m~thode pour chercher la projection d'un point g~E V sur 

un convexe C c Vest alors la suivante : 

Supposons qu'~ l'~tape p de l'algorithme, nous connaissions un 61~ment 

uP E V tel que H(g,u p) ~ C ; On construit alors un nouveau demi-espace H(uP,b p+l) 

contenant Cet l'on d~finit l'it~r~ suivant u p+l E V par u p+I = Q(g,uP,b p+l) ; eette 

projection ~tant oalcul~e ~ l'aide du th~or~me 11.2. 

La d~finition des demi-espaces successifs, H(uP,b p+l) contenant C, va 

~tre obtenue, eomme dans [7] en assoeiant au probl~me (P) un problgme gquivalent 

pos~ dans un espace produit. 

III - APPROXIMATION EXTERIEURE D'UNE INTERSECTION DE CONVEXES 

On introduit maintenant [7] : 

n 

i=l 

n 

V dot~ de la topologie produit par le prodult scalaire ((.,.)) = Z(.,.). 

Sa norme et sa distance sont not~es I[. Ill et d((.,.)) i=l 

n 

i=l i 

et le convexe diagonal : ~ = (~= (b,b ..... b) E ~/~ ; b E V} . 
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Le convexe diagonal, @ , est isomorphe ~ V par la bijection j : 

V + @ ; x E V ÷ j(x) = (x,x ..... x) E ~c ~ o Nous n'identifierons pas Vet 

et, pour all~ger les notations, nous noterons l'image par j d'un ~l~ment de V par la 

lettre ronde correspondante (j(b) = ~ ; j(x) = ~ ...). 

Rappelons ici quelque s propri~t~s ~tablies dans [7] : 

]. Proposition : 

L'image par j de l~interseetion des n convexes C. est l'intersection du 
i 

convexe produit ~et du cnnvexe diagonal ~ : 

n 

J(~0 Ci> = ~ Ct ~) 
i=l  

2. Proposition : 

(i) La projection d'nn point ~ = (b,b ..... b) E @ sur 

les projections de b sur chaeun des convexes C. : i 

Proj~ ~ = (eroJc I" b, ProJc 2 b ...... eroj Cn b 

(ii) La projection d'un point v = (v I ..... v n) E 

du barycentre des n points vl,v2,...,Vn : 

n (i 
eroj~ v = j n E v i) 

i=] 

~' a pour composant~ 

sur ~ est l'image par j 

3. Nouvelle formulation du probl~me (P) : 

Si l'on note donc ~ = j(g) = (g,g,...,g), il rgsulte de la d~finition 

de la norms de ~ que le problgme (P) est ~qnivalent, dans ~ , au probl~me : 

(P') "Trouver ~ E ~ ~ ~ tel que 

Ill  - III = rain [lll, - llt ; " 

Nous nous proposons d~utiliser, pour rgsoudre le probl~me (P'), l'id~e 

de l'algorithme 11.3 et d~finissons done une m~thode de constructions successives 

de demi-espace contenant ~ n ~ . Donnons, tout d'abord,un r~sultst pr~liminaire : 
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Figure ! 

Etant donn~ un couple (.~,v) E ~ x ~ et en notant ~' la projection 

de v sur ~ : 

]. Si ~ = ~.~' = v , 

2. si~.= ~' ~v , 

3. Si .a- # ~' , 

Z --~, + III ~,-v 111 ~2.,-~) °~ + I11 v-~llr~<~,-~) 
III~ '-~III ~ III ~'-~ III ~ 

etles deux propositions suivantes sont ~quivalentes : 

i) ~ 6 ~ N H(.~.,v) 

ii) ~- E ~_ A H(~,~) 

La d~monstration, tr~s simple, de ce lemme est bas~e sur l'~galit~ des deux angles 

notes e dans la figure. Elle est donn~e dans [8]. 

alors ~) f] H(~u.,v) = 

alors ~ N HQ~,v) = 

alors on d~finit -- cf. [7] -- l'extrapol~ ~ par: 
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Le lemme pr6c6dent nous donne un proc6d6 constructif de demi-espaees 

successifs contenant l'ensemble, non vide d'aprgs l'hypoth~se (HI), ~ n 

Consid~rons, en effet, un 616ment -4~E ~ ; ~w.( ~ • De l'application au couple 

(~,Proj~ .~.) du lemme 111.4, on d6duit imm6diatement le th6or~me : 

Figure 2 

5. Th6or~me d'extrapolation dans ~ • 

On suppose maintenant que l'hypoth~se (HI) est v6rifi6e, et l'on 

consid~re un gl6ment mE ~ . Si ~ ~ ~ , on d6finit : 

v = ~roj~ 

6' = Proj~ v 

et l~on a : 

i) ~' #~ 

Si nous exprimons dans l'espace Vle th6or~me d'extrapolation, il vient, 

compte tenu de la proposition III$2 : 
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6. Thfior~me d'extrapolation dans V : 

L'hypoth~se (HI) fitant v6rifi6e, on consid~re un fil~ment 

n 
u~ V ; u~ N C.. 

i=l i 

On d~finit : 

v i = ProJc. u , i=l,...,n 
i 

n 
b '=i ~ v. 

n i=l i 
n 

II u- ill i=l 
b = u + • (b'-u) 

et l'on a : 

i) b' #u 

n 

ii) C = N 
i=l 

IV - DESCRIPTION DE LA METHODE : 

C. c H(u,b) . 
i 

Supposons donc qu'~ l'fitape p-I de l'algorithme, nous connaissions 

~t~ -p-I E ~ tel que ~ N ~ c H(~,~u.P-l). 

Si~/~-P-I E ~ , il est clair que-a, p-I est solution de (P') 

Si ~P-] ~ ~ , on construit alors une nouvelle approximation extfirieure 

H(.4cP-I,~ p) D ~ N ~ par application du thgorgme 111.5 et l'on d6finit le nouvel 

itgr~.~t~ p par : 

.v~ = Q(~,~P-I,~jP) • 

Nous pouvons maintenant d~crire, dans l'espace V, l'algorithme proposg : 

I. Algorithme : 

Partant de u ° = g , le passage de u p-I g u p s'effectue de la fa~on 

suivante : 
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1)  On calcule pour i=l . . . .  ,n 

vP = ProJc u p - I  
1 1 

si v~ = u p-I , i=l,...,n , on pose u = u p-! et on stoppe l'algorithme sinon : 
i 

2) On dgfinit : 

b,P = !E v p 
n I 

et l'extrapol~ : 

live-uP-Ill 2 
i 

bp = uP-l + i 

n lJ b'P-u 
(b'P-u p-I) . (A) 

3) On calcule alors : 

u p = Q(g,uP-l,b p) 

Puisque u ° = g, H(g~u °) = V D C, on en d~duit donc, par r~currence sur p 

que H(g,u p-I) D C. Ii r~sulte alors du th~or~me d'extrapolation III.6 que si 

u p-I ~ C, alors u p-l # b 'pet H(g,u p) D C. 

2. Remarques 

I) Comme dans [7] (cf. [7], I §6) l'on peut, en modifiant la d~finition de la 

norme de ~ , faire intervenir, au lieu de b 'p, un barycentre pond~rg. 

2) De m~me, il est possible de ne pas effectuer ~ chaque pas tout ou partie de 

l'extrapolation, c'est-g-dire de prendre pour certaines valeurs de p : 

~ 1 1 V ; - u P - I [ I  2 

b P  = u P - 1  + [ ! + P ( "  ~ , p - l ~  2 - 1 ) ] ( b ' P - u P - 1 )  ; 0 < 0 < 1 

n.tib P-u ti 

3) On v~rifie -- cf. [8] lemme 11.3.5 - que lorsque u p-I appartient ~ terrains des 

convexes Ci, il suffit, pour calculer l'extrapol~ b p, d'appliquer la formule (A) au 

seuls n' convexes (n'< n) auxquels u p-! n'appartient pas. 

3. Remarque 

Lorsque les projections sur chacun des convexes Co ne peuvent pas ~tre 
x 

obtenues facilement, on peut, en associant ~ la m~thode pr~c~dente un croisement 

d'algorithmes~ lin~ariser, ~ chaque pas, les contraintes. Cette m~thode est pr~sent~ 

dans [8] • 
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V - CONVERGENCE 

On ale rfisultat suivant : 

I. Thfior~me : 

Les hypotheses (HI) et (H2) ~tant suppos~sv~rifi~es, si la suite {u p } 

dgfinie par l'algorithme IV.l est finie, son dernier ~l~ment est solution 

de (P) ; si la suite est infinie, elle converge fortement vers la solu- 

tion de (P). 

D~monstration : 

Si la suite {u p } est finie, cela signifie que uP E C ; et puisque 

C c H(g,u p) on en d~duit que u pest solution de (P). Supposons donc la suite {u p } 

infinie. 

|) La suite {IIuP-g[l} est convergente. 

En effet, par dgfinition de u p , u p E E(g,uP-l). ea suite {lluP-gll} est donc non 

d~croissante. De plus, puisque H(g,u p) ~ C # ~ , cette suite est born~e ; elle est 

donc convergente. 

On en d~duit en particulier : 

lim [iluP-l-~l 2 - iluP-~12] = 0 , 
p-~ 

et, puisque u p E H(g,uP-I), (uP-uP-l,uP-l-g) > 0 , d'oO : 

lim i,~uP-up-Iil~ = o ; 

de m~me, puisque u p E H(uP-l,b p) : 

lira lluP-'-bPll e = lim []I~P-I-~PTI] 2 
p+~ p-~ 

2) lim Ill ~ ~p~I-vp ll~ = 0 

= 0 . 

Appliquant le 

A p 
Les propri~t~s 

lim 

lim 

lemme III.4 au couple (~.P-I,vP), on obtient : 

E H(~P-I,v p) • 

des projeetinns impliquent donc, compte tenu de (A) : 

III ~ p-l_v p [[[2 = O 

lluP-l-v iI  = 0 , i=1 ..... n 

(A) 

(B) 
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3) Convergence de la suite : 

La suite (u p } ~tant born~e, il existe une sous-suite, notge {u q} , convergeant 

faiblement vers un ~l~ment u E V. De la faible s.c.i, de la distance ~ un convexe 

on d~duit, compte tenu de (B), que u E C. 

Enfin, puisque Cc H(g,u p) : 

IiuP-~-g~l !iluP-~l <_ Iix-~I , v x E C ~ ~ p E ~, 

et l~on d~duit alors de la faible s.c.i, de la norme, selon un argument classique, 

et pour route la suite {uP}: 

u = ProJc g 

lim II uP-g il = llu-~l 
p~ 

lim t l u - u  p 1t = 0 , 
p--~ 

ce qui ~tablit le thgorgmeo 
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§ 2 - DECOMPOSITION D'OPERATEURS ELLIPTIQUES VIA UN ECLATEMENT PARALLELE 

DE CONTRAINTES : 

La traduction de certains probl~mes elliptiques sous la forme de pro- 

bl~me (P) - cf. § 1 - est effectu6e ici en utilisant un formalisme de Y. HAUGAZEAU 

[3] . Le problgme posfi, par exemple, sur HI(Q), est transform~ en un problgme dans 

un espace V qui est une puissance de L2(Q), et dans lequel HI(Q) est plongfi. 

L'approximation est effectu6 ~ partir d'fil~ments de [L2(~)] r, il s'agit donc d'une 

approximation externe, et l'appartenance de la solution ~ HI(~) se traduit, dans le 

nouveau problgme, par une introduction de eontraintes. L'utilisation de l'algorithme 

prfic6dent, avec traitement parall~le des contraintes, correspond, au niveau du pro- 

bl~me initial, ~ une d~composition en parall~le de l'op~rateur elliptique. Cette 

d~composition est de m~me type que celle utilisfie dans la m6thode des directions 

alternfies Ill] ou dans la m~thode de d6composition de Ill et entralne une conver- 

gence assez rapide. 

Je remercie Monsieur Y. HAUGAZEAU pour d'utiles conversations eoncernant 

cette partie et Monsieur R. CHIFFLET pour sa participation aux essais numfiriques. 

Nous prfisentons ici deux exemples d'applications de la m6thode, l'un 

pour un problgme lin~aire l'autre pour un probl~me non iin6aire, ainsi que quelques 

remarques sur des essais num~riques. D'autres exemples ainsi que l'ensemble essais 

num6riques effeetu6s seront pr~sent~s par ailleurs. 

I - EXEMPLES DE PROBLEMES 

I. Problgme de Neumann 

Soit ~ un ouvert born~ r~gulier de R n, de fronti~re F . On cherche 

minimiser, sur HI(~), la fonctionnelle : 

n 
3v 2 

(M) J(v) = %f~v(x)/2o~ dx + ~ f~/~..-%7---/~o dx - 2 _[~f(x)'v(x)dx , % > 0 
i=l 1 

avec f donnfie dans L2(Q) . 

Ii ~'agit -- of. [3],[]0]-- du classique probl~me de Neumann : 

(N) 

- &u + %u = f pp dans 

Y1 ~ = 0 pp sur F . 
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Nous noterons (.,°) et il.il le produit scalaire et la norme de L2(~). 

On introduit alors l'espaee : 

V = [Le(f~)] n+1 = {(Vo,V I ..... v n) ; v i 6 L2(~) ; i=O,...,n} 

dot~ de la topologie produit, et, en notant A° , i=1,...,n , I' 
1 

~v 
V O E L2 (~) -> _____~O L2 (~) , 

1 

les sous-ensembles convexes fermgs de V : 

op~rateur : 

C i = {v = (Vo,V],...,v n) E V ; v i = A i v o} i = ] ~ . . . ~II 

L'injeetion de H I (~) darts V : 

~y 

Y E H l ( f~ )  + ( Y ,  ~ x .  
1 

n 

e s t  u n e  i s o m f i t r i e  d e  H 1 (f~) e t  d e  H 
i = l  

n 
<<., .>> = ~ {.,0 ). 

i=! 

~y 

- - ,  .... ~x 9 
n 

C. dans V dot~ du produit scalaire 
i 

On v~rifie faeilement -- cf. [10] -- que la forme bilin~aire sur V × V : 

n 

a(u,v) = %(Uo,V O) + l (ui,v i) 
i=! 

est, avec % strictement positif, continue et coercive sur V dot~e de la m~trique 

pr~e~dente. Elle d~finit done un nouveau produit scalaire que nous noterons ((.,.)), 

et une norme notre NI Ill 

Le problgme (M) devient : 

avee : 

n 
~'Trouver u E C = H C. < V tel que 

i=] I 

n 

F(v) =% llVo[ 12 + E ilvi112 _ 2<f,Vo ) ; 
i=! 

F(u) = min [F(v) ; v E C] " 

ou encore~ en introduisant : 

I 
g = (7 f,O ..... O) 6 V : 

"Trouver u 6 H C. tel qua III u-g III 2 
i=] i 

n 

= rain EIII v -g l l [  ~ ; v ~ n ci] " 
i=! 
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c'est-~-dire la recherche de la projection de g sur l'intersection des convexes C. , 
i 

i=l,...,n . Nous appliquons done ~ ce probl~me l'algorithme IV.I du § I. 

On v~rifie facilement -- cf. [8] -- les formules de calcul des projections 

sur les ensembles C. , i=l,...,n . En prenant, pour fixer les idles, n = 2, l 

l'algorithme est alors le suivant : 

Al$orithme : 

Partant de v ° = g , le passage de v p-I ~ v p se fait de la fa~on suivante : 

I) On caleule x p = ProJc I v p-I c'est-g-dire : 

A I ) - I  (%v~ -1 + ± - xP o = ( ~ I  + A l A 1 v~ l )  

xT= A, 

p-] 
x p = v 2 

et yP = ProJc 2 v p-I • 

A2)-l(Ev~-I ~ - YPo = (%I + A 2 + A 2 v~ I) 

p-1 
y l  p = v I 

P 
Y~ = A2 Yo ' 

2) On coordonne en calculant : 

1 b,P = ~- (x p + yP) 

et l'on extrapole : 

b p = v p-I + p (b 'p - V p-l) 

a v e c  p = 

%ll x p-vp-I II 2 I[ p p-i p_ p-i 
o o + Xl-V 1 L[ 2+ %1[ Yo Vo II z + ~ Y2P-v2P-I II 2 

2 
2(%~I b'P-vP-l~ 2 + o  o ~ L[ b~P-vP-'ll 2) 

i=! 

3) Enfin, on calcule v p par : 

v p = Q(g,vP-l,b p) . 
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Du th~or~me V du § I on d6duit : 

Proposition : 

v p ÷ u solution de (N) dans L2(~) Fort 
o 

vP+ ~ I ~ , i=],2 ,dans L2(~) Fort 
i 

Remarques : 

I) Si la discr~tisation est effectu~e par difference finie en utilisant les 

m~thodes classiques d'approximations -- cf. [lO] [11] -- le ealcul de x p -- ainsi que 
o 

P -- demande la r~solution d'un syst~me lin~aire, d~coupl~ par lignes du celui de Y o 

domaine, et dont la matrice tri-diagonale est d'inversion tout ~ fait standard. Ces 

syst~mes, qui doivent ~tre r6solus ~ chaque iteration, sont les m~mes que ceux ren- 

contr6s dans la m6thode des directions altern~es Ill] ou dans celle des pas fraction- 

naires [lO] , [l] . 

2) La projection Q(g,vP-l,b p) effectu~e selon le th~orgme (§ I, II.2) demande 

seulement le calcul d'un produit scalaire, les autres param~tres r~sultant de caleuls 

pr6e6dents. 

3) L'extension de l'algorithme au casn = 3 est immediate. 

2. Un probl~me npn.lin~aire -- cf. [5] -- : 

On en donnera seulement les grandes lignes. II s'agit du probl~me aux 

limites : 

(M) 

I - Au + u + 2 u 3 = f pp. 

%fl u=0 PP. 

dans 

sur r , 

qui se traduit, sur l'espace W = L4(~) N Hl(~) , par le problgme d'optimisation : 

(Q) ~'Trouver u E W tel que J(u) = min [J(v) ; v E W] " 

n ~ x 2 

av,~c J<,,O ° II vll ~ + z 1I ~ II 
i=l 

en notant, ~ nouveau, iI LI 

avec f donn~ dans L2(~). 

+ IJv211 2 - 2(f,v) 

et (.,.) la norme et le produit scalaire de L2(~), et 
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Si l'on introduit V = [LZ(Q)] n+2 et l'injeetion de W dans V : 

v 6 W + (v, , , 8 Xn 

on d~montre -- cf. [3] -- qua le probl~me (Q) est ~quivalent, en notant [~ "Ill 

n+] 
///.///z = ~ //.//2 , la norme de Vet g =(f,O,...,O), au probl~me : 

i=O 

n+ l 

(Q') "Trouver ~ ~ C = n C. tel que 1IF u-g111 '2 = min tI] l v-gl]l 2 ; v ¢ c] " 
i = l  i 

avec : 

C i = {(Vo,V I, .... Vn+ I) 6 V ; v i =-- 

V 
o} 

x. 
1 

Cn+ 1 = {(Vo,V 1, .... Vn+ I) E V ; Vn+l(X) ~ v~(x) pp. dans ~ } 

c'est-~-dire ~ un problgme de projection sur une intersection de convexes auquel 

la m~thode de la premiere partie s'applique. 

II - ESSAIS NUMERIQUES 

Nous avons consid~r~ deux problgmes de Neumann tr~s voisin qui avait d~j~ 

~t~ traitS, le premier, dans [I0], par la m~thode des pas fractionnaires, le second 

dans [5] par les m~thodes de Cholewski, relaxation par blocs et coordination. 

Ii s'agit des deux problgmes : 

(i) 

(2) 

-Au + 2u = f p.p. dans ~ = ]0,I[ × ]0,I[ 

~n F = 0 p.p. sur r 

f = (2 7[2+ 2)cos~x! cos ~x 2 

- Au + u = f p.p. dans ~ =]0,I[ 

~n F= 0 p.p. sur F 

f = (2 ~2+ l)cos ~x I cos ~x 2 

× ] 0 , 1 [  

La solution de ces deux problgmes est : u = cos ~ x I cos ~ x 2 . 
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Quelques remarque___ss : 

] - Le passage de la forme (1) ~ la forme (2) du probl~me se traduit , aprgs 

discr~tisation par differences finies, par une modifications de la "dominance" de la 

diagonale de la matrice du syst~me. Cette modification n'a aucune influence sur le 

comportement de notre m~thode : les ~l~ments it~r~s sont les m~mes, seuls changent 

les coefficients d'extrapolation. 

2 - Dans tousles exemples ~tudigs, la convergence semble extr~mement rapide 

pour les premigres iterations. Ainsi pour les probl~mes (I) et (2) la solution est 

atteinte en une iteration. Par la suite, et au voisinage imm~diat de la solution, des 

oscillations igg~res peuvent se produire, sur la valeur de l'erreur relative ; la 

d~croissance du param~tre p = l[bP-uP-ll[ est par contre toujour monotone. 

3 - Bien que non indispensable, le travail en double precision accrolt signifi- 

cativement l'efficacitg de la m~thode; 

4 - C'est l'extrapolation qui fait la rapidit~ de la m~thode. Dans le caS o~ 

l'extrapolation n'est pas effectuEe (mgthode du barycentre~ les r~sultats pour le 

probl~me (|) avec un pas de discrgtisation de 1/20 ont ~t~ les suivants. On a 

calcul~ l'erreur relative : 

E]valeur calculge au point (i,j) - solution (i,j)] 
e = . . . . . . .  

Z I solution (i,j)] 

Iterations avec extrapolation sans extrapolation 

N = l e = I. 8665 × 10 -3 ~ e = O. 8346 

N = 40 e = l. 8665 x 10 -3 e = 9. 2453 x 10 -3 

L'erreur I. 86 x 10 -3 est l'erreur due ~ la discr~tisation. 

R~sultats 

1 - Nous donnons les r~sultats du problgme (2) avec un pas de h = 1/40 

MEthode Coomdination (~) Cholewski (~) 
(~iEments finis) 

Erreur 

temps de calcul 

place m~moire 

4,9 × 10 -4 

3 sec, 

180 K 

4,9 × 10 -4 

3,22 sec. 

660 K 

Relax-bloc (~) Eclatement (B) 
parall~le 

4,9 × 10 -4 

5 sec. 

180 K 

4,6 × 10 -4 

3,1 see. 

35 K 

(~) dorm, s dans [5] , calculs effectuEs sur IBM 360-91. 

(~) calculs effectu~s en D.P. sur IRIS 80 (plusieurs fois moins rapide). 
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2 - Pour le probl~me (]), le nombre d'it~ration n~cessaire pour la m~thode des 

pas fractionnaires d~pend d'un param~tre T. ef []0], Le temps d'une iteration de pas 

fractionnaire est environ 20 % inf~rieur ~ celui d'une iteration d'~clatement en 

parall~le. Le nombre d'it~ration pour assurer la convergence des deux m~thodes est 

de : 

I M~thod_____~e , h 1/I0 h = 1 / 2 0 ~ I  
| 

Pas fractionnaire cf. [IO] N >~5 (d~pend de T) N ~ 5 1 
l 

Eclatement parall~le N = I N = l J! 
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