
X. Simulation von Turingmaschinen mit logischen Netzen 

von Martin FOrer 

I. Einleitun~ 

Bevor eine InhaltsSbersicht gegeben warden kann, sind einige Definiti- 

onen nStig: 

Definition I Ein lo~isches Netz ist ein endlicher gerichteter Graph 

G = (P,K) (P = Mange der Punkte, K = Mange der gerichteten Kanten, 

KC PxP) ohne gerichtete Zyklen mit folgenden zus~tzlichen Strukturele- 

menten und Eigenschaften: 

- Die Menge P ist in folgende disjunkte Klassen eingeteilt: 

a) Konstanten c {null, eins} 

= { x  1 . . . . .  x n } 

= { Y l  . . . . .  Y m  } 

Eing~nge 

Ausg~nge 

Und-Tore 

Oder-Tore 

b)  

o)  

d)  

e )  

f )  

g)  

Nicht-Tore [= Inverter) 

Verzweigungspunkte 

(Die Verzweigungspunkte sind eigentlich ~berflOssig. Sie dienen nur 

der sohBneren Oarstellung). 

- In die Konstanten und Eing~nge fShren keine Kanten, in die Ausg~nge, 

Nicht-Tore und Verzweigungspunkte je eine Kante, in die Und-Tore und 

Oder-Tore je zwei Kanten. 

Von den Ausg~ngen gehen keine Kanten weg~ yon alien anderen Punkten 

kSnnen beliebig viele Kanten weggehen. 

Definition 2 Ein logisches Netz definiert in folgender Weise eine 

Funktion f: {0,I} n --~ {0,I} m (n = Anzahl Eing~nge, m = Anzahl Ausg~nge): 

Einem n-tupel z = (z I ..... Zn)E {0,I} n wird zun~chst die Funktion 

gz: P --+ {0,1} zugeordnet, welche folgende Eigenschaften hat: 

(I) gz(null) = O, gz(eins) = I 

= i = 1 ,  . .  n [ 2 )  g z [ X i )  z i . , 

FOr  a l l e  a , b , c E  P: 

[ 3 )  F a l l s  c e i n  U n d - T o r  i s t  und  ( a , c ) , ( b , c ) E  K, so g i l t :  

g z ( C )  = 1 < ~ >  g z ( a )  = 1 und g z ( b )  = 1 
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[ 4 ]  F a l l s  c s i n  O d e r - T o r  ist und ( a , c ) , ( b , c ] 6  K, so gilt: 

g z ( C )  = 1 < ~ >  g z [ a )  = 1 o d e r  g z [ b )  = 1 

[ 5 )  F a l l s  b B i n  N i c h t - T o r  i s t  und  ( a , b ) E  K, so i s t  g z ( b )  = 1 - g z ( a ) ,  

[ 6 )  F a l l s  bE A u s g ~ n g e  U V a r z w e i g u n g s p u n k t e  und [ a , b ) 6  K, so i s t  

g z ( b )  = g z [ a ) .  

W e i l  das  N e t z  z y k l e n f r e i  i s t ,  g i b t  es zu j e d e m  zE  { 0 , I }  n g e n a u  e i n e  

s o l c h e  F u n k t i o n  gz "  

D i e  v a n  e i n e m , l o g i s c h e n  N e t z  b e r e c h n e t e  F u n k t i o n  f w i r d  dann  d e f i n i e r t  

d u r c h  f ( z )  = ( g z ( y l )  . . . . .  g z ( y m ) ) .  

Bemerkung Logische Netze kBnnen in folgender Weiss physikalisch reali- 

siert werden: Oie Kanten warden dutch elektrisehe Dr~hte und die Tore 

dutch entspreehende Schaltelemente dargestellt. 0i6 Funktion gz (fOr 

z = (z I ..... Zn)) gibt dann die Spsnnung an, die man in den Punkten des 

• , d i e  S p a n n u n g e n  N e t z e s  h a t  wenn  man an den E i n g ~ n g e n  x 1 . . . .  x n 

z 1 . . . . .  z n a n l e g t ,  

Beispiel 

x 1 x 2 

I 

0 

Yl Y2 

Und-Tor 

Oder-Tor 

[] Nicht-Tor 

Bei jedem Punkt steht der 

Wart yon g(o,1) in diesem 

Punkt. Alle Kantsn sind 

von oben nach unten gerichtet. 

Bszeichungsweise 

B = { 0 , 1 }  

B* = Mange d e r  e n d l i c h s n  O - 1 - F o l g e n  

Mange d e r  W 6 r t e r  O b e r  dam A l p h a b e t  B 
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lh[X] = LQnge der O-I-Folge X 

Definition 3 Eine Funktion ~: B* --* B* heisst l~n~entreu, ~alls gilt: 

lh[X] = lh[Y] ~> lh[~(X]] = lh[~(Y]). 

Beispiel Die charakteristische Funktion irgendeiner Wortmenge ist 

l~ngentreu, denn es gilt sogar lh[~(X]) = I ~r alle WSrter X. 

Die Einschr~nkung ~IB n einer l~ngentreuen Funktion f au£ W~rter der 

L~nge n ist eine Funktion yon B n in B m £Or eine natOrliche Zahl m. Des- 

halb kann fiB n yon einem logischen Netz berechnet werden, und die Kom- 

plexit~t yon 1Qngentreuen Funktionen kann mit Hil~e yon logischen 

Netzen gemessen werden. 

Definition 4 Die kombinatorische Net zkomplexit~t einer 1Qngentreuen 

Funktion fist die Funktion Cf : ~--~ ~, welche de~iniert ist dutch: 

C~[n] ist die kleinste Zahl k, zu der es ein logisches Netz mit k Toren 

gibt, welches £1B n berechnet. 

8emenkung Werden " l o g i s c h e  N e t z e "  a n s t a t t  m i t  den To ren  A, V, m m i t  

s o l c h e n  d e f i n i e r t ,  w e l c h e  zu e i n e r  a n d e r e n  v o l l s t ~ n d i g e n  Menge yon 

B o o l e s c h e n  F u n k t i o n e n  g e h ~ r e n ,  so ~ n d e r t  s i c h  d i e  k o m b i n a t o r i s c h e  N e t z -  

k o m p l e x i t ~ t  h B c h s t e n s  um e i n e n  k o n s t a n t e n  F a k t o r ,  

Zu jedem logischen Netz gibt es zwei Zahlen n,m, so dass das logische 

Netz eine Funktion ~: B n --* B m berechnet. Um irgendeine 1Qngentreue 

Funktion zu berechnen, wird eine ganze Folge yon logischen Netzen be- 

nStigt, n~mlich {Or jede InputlQnge n ein logisches Netz. 

Definition 5 Eine Folge N yon logischen Netzen, bei der das n-te Netz 

N n genau n Eing~nge hat, berechnet eine Funktion f, welche definiert 

ist dutch: 

£]B n ist die vom n-ten Netz N berechnete Funktion. 
n 

Bemerkung Jede l~ngentreue Funktion wird yon einer Folge yon logischen 

Netzen berechnet. Dies gilt auch f~r nicht-rekursive l~ngentreue Funk- 

tionen, z.B. ~Or ~ mit 
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0 [xle A 

fiX) = I x l c  A 

f ~ r  e ine  n i c h t - r e k u r s i v e  Menge A, 

Uebersicht In diesem Vortrag werden drei S~tze von (M, Fischer und 

N. Pippenger Ig74) bewiesen. Des Hauptresultet ist Satz 3: 

Sei M eine Mehr-Band-Turingmeschine~ welehe eine 1Qngentreue Funktion 

f fDr alle InputwSrter der L~nge n in einer Zeit E T(n) berechnet. Dann 

silt Cf[n) = O[T[n) log T(n)). 

Oieses Resultat wird nicht durch eine direkte Simulation der Turingma- 

schinen mit Folgen yon logischen Netzen bewiesen. Statt dessen wird 

die TM (Turingmeschine) M zuerst durch eine besonders einfach erbeiten- 

de TM (eine stereotype TM, siehe unten) simuliert [Satz 2), und erst 

diese wird mit logischen Netzen simuliert (Satz I). Der Satz 2 wurde 

dureh die Arbeit yon [Hennie und Stearns 1966) inspiriert. 

Mit Hilfe des Setzes 3 kenn man untere Schranken f~r logische Netze so- 

fort Obertragen auf untere Schranken for Turingmaschinen. Insbesondere 

gilt: Fells die kombinetorische Netzkomplexit~t der eharekteristischen 

Funktion einer vollst~ndigen Spreche exponentiell ist, so ist P ~ NP 

[vgl. Vortrag II). 

2. Simulation von stereotspen Turin~maschinen durch lo~ische Netze 

Konventionen f~r Turin~meschinen 

Wir betrechten TM mit mehreren B~ndBrn, Zwei davon sind ausgezeichnet: 

Oas I nputband und das Outputbend. Des Alphabet X umfasst mindestens 

(0,I,~}. Das Input-Output-Alphabet ist B = {0,1}. 

Eine Berechnun~ beginnt im Zustand s mit folgenden Bendinschriften und 
o 

Kopfstellungen [mit + bezeichnet): 

Auf dem Inputband iX (XE B ~ ist das Inputwort). 

Auf ellen ~brigen B~ndern ~. 

Oiese Bezeichnung der Konfi~uration bedeutet, dess welter links und 

rechts Oberall das Leerzeichen "~" steht. 

Eine TM berechnet eine Funktion f: B ~ --~ B ~, wenn for jeden Input XE B ~ 

die Bereehnung eufhSrt mit f[X)~ auf dem Outputbend. Auf den Obrigen 

BQndern darf denn etwas beliebiges stehen. 
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Oefinition 6 Eine IOTM (Input-Output-Turingmaschine) ist eine Mehr- 

Band-Turingmasehine mit der Eigenschaft, dass der Kopf auf dem Input- 

band und der Kopf auf dem Outputband nur yon links nach rechts verscho- 

ben werden kSnnen. 

Die Obrigen Bander heissen Arbeitsbander. 

Definition 7 Eine IOTM heisst stereotyp (engl.: oblivious), falls die 

totale Laufzeit und die Positionen der Lese-Schreib-KSpfe zu jeder Zeit 

t nur yon der L~nge des Inputs (und nieht vom speziellen Input-Wort) 

abhQngen. 

Definition 8 Eine Konfi~uration einer k-Band-TM Mist ein Tripel 

<b,p,s>. Dabei sind 

b eine Bandinschrift yon M, d.h. ein k-Tupel yon Funktionen yon E in 

das Alphabet X, 

p ein k-Tupsl yon ganzen Zahlen (den Positionen der KBpfe) und 

s ein Zustand yon M. 

Jeder IOTM mit k Bandern, Zustandsmenge S und einem Alphabet ~ ordnen 

wir die Zahl c M (2k+1).IsI.IXl k zu. 

Satz I Es gibt ein effektives Verfahren F, um 

- einer natOrlichen Zahl n (Inputl~nge) und 

- einer stersotypen IOTM M, welche eine langentreue Funktion f in der 

Zeit T(n) berechnet, 

ein logisches Netz F(M,n) zuzuordnen, welches fib n mit CM.T(n) Toren 

berechnet. 

Es gilt also insbesondere Cf(n) = O(T(n)). 

Beweis Die Konstruktion eines solchen logischen Netzes kann am besten 

mit Zeichnungen erl~utert werden. Die Methode ist n~mlich sehr einfach, 

aber es ware schwierig, ein so grosses logisches Netz formal zu be- 

schreiben. 

Der Einfechheit halber w~hlen wir ~ = {0,1,*}, also [~I = 3. Oie Ab- 

schatzungen sind for k-Bander ausgerechnet, es wurden abet nur zwei 

Bander gezeichnet. S = {So,Sl,S 2 ..... S]si_ I} ist die Menge der Zustan- 
L L 

de. 

In der Zeit T(nl k~nnen h~chstens BandstOcke der L~nge Tin) benutzt 

werden. 
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FOr jade Zeit t mit O<t<T(n) w~hlt man 

a) for jeden Zustand sinen Verzweigungspunkt und 

b) for jades Feld auf den benutzten BandstOcken drsi Verzweigungspunkte 

(fOr jades Zeiehen ( ~ sinen Punkt). 

Die Verzweigungspunkte, welche zu einer festen Zeit t geheren, sollsn 

die Konfiguration zur Zeit t darstellan. Sis warden etwa auf gleicher 

Hehe, die Punkte zur spQtersn Zeit t+1 warden waiter unten angeordnst, 

Oazwischsn wird sin StOck des logischen Netzss so gebaut, dass dis dam 

Netz zugeordnete Funktion g~ in einem zur Zeit t gsherigen Verzwei- 

gungspunkt P genau dann den Wart I annimmt, wenn gilt: 

a) P gshert zu dam Zustand, in welchen M mit Input Z = ZlZ2'''z n 

nach t Schritten gslangt, oder 

b) P gehert zu demjenigen Zsichen auf sinem bestimmten Feld, welches 

zur Zeit t in diesem Feld steht. 

Wail die Masehins M stereotyp ist, bafindsn sich die Kep~e zur Zsit t 

for alls Inputwerter der L~nge n in den gleichsn Positionen. Zur Zeit 

t+1 kann daher fast die ganze Bandinschrift unverQndsrt Obsrnommen war- 

den. Nut in den Positionen, we sich die Kepfe befinden, ~ndert sich die 

Bandinschrift. Dabei liefert jade Kombination yon Zustand und Bandin- 

schrift an den beobachteten Stellsn einen neuan Zustand und sins neue 

Bandinschrift an den gleichen Stellen. Oazu gsh~rt das Netz-StOek, das 

mit der folgenden Zeichnung angedeutst ist. 

Alle Kanten sind yon oben nach unten geriehtet. Oie Positionsn dsr 

KSp~e (mit ÷ bezsichnst) sind bekannt, well dis IOTM stsreotyp ist. 

Zu *) (sishe Zeichnung n~chste Seite): 

Zum Uebergang vonder t-ten zur (t+1)-ten Konfiguration gehert sin 

Netz-StOck, das aus ISI'[~[ k ISI.3 k Kopien der singekrsistsn Schal- 

tung aufgebaut ist. IsI.3 k ist n~mlich dis Anzahl MSglichkeiten, einen 

Zustand mit einer beobachteten Bandinschrift zu kombinieren. Hier wird 

spezisll der Zustand s I mit siner I auf dam srsten 8and und dam Leer- 

zeichen * auf dam beobachtsten Feld des zweiten Bandes kombinisrt. 

Die bezeichnete eingskrsists Schaltung drOckt aus: Falls die IOTM zur 

Zsit tim Zustand s auf dem srsten Band sine I und auf dam zweiten 
I 

Band das Leerzeichen " baobachtet, so geht die IOTM zur Zeit t+1 Ober 

in den Zustand s 2, l~sst die I auf dam ersten Band stehen und schreibt 

auch ins beobachtete Feld auf dam zweitsn Band sins I. 
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Z u s t a n d  

s o s I s 2 

° T ° 
0 0 1 
Darstellungl yon s 2 

*) 

<ISI-3 k To 

So 2 

O @ O 

elSll 

Bandinschrift 

Oarstellung yon * 0 I 

I 0 0 

0 1 0 

0 0 1 

IS[.3 k mal k Tore 

3 k Tore 

0 

i 

t-te 
KonTiguration 

(t+1)-te 
KonTiguration 

I 
Zu **): 

Falls mehrere Konfigurationen die gleiche Aktion (z,B, Uebergang in 

den Zustan~ s 2) bewirken, so werden die entsprechenden Befehle mit 

Oder-Toren gesammelt. 

Pro Berechnungsschritt braucht es hSchstens (2k+1)-IsI-I~l k = c M viels 

Tore, Also gilt Cf(n) < CM-T(n), 

Vom logischen Netz mOssen noch AnTang und Schluss deTiniert werden, Am 

Anfang ist die IOTM im Zustand s , und das Inputwort X = XlX2...x o n 
steht au# dem Inputband: 
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Anfan£: 

null sins x I X n 
0 0 0 • • * 

KBine Verbindung / , L ~ I Q / ~  o o o o o,o~o~1~"" • 

• O O 0 0 J 
x i gezelchnet bedeutet: \ 

mit null verbunden. 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 D 

1 

Inputband 

Schluss: 

mist die Outputl~nge, 

welohs zur Inputl~nge n 

gehBrt. 

Damit ist Satz I bewiesen. Ym 

0 Outputband 

Bsmerkun~ Auf analoge Art k~nnen gew6hnliohe (nioht stereotype) Mehr- 

Band-Turingmasohinsn dutch logisohe Netze direkt simuliert werden. 

Dies kann daduroh geschehen, dass in jedem Feld aug den BQndern noeh 

ein Punkt eingefOhrt wird, der angibt, ob der Kopf dieses Feld beobach- 

tet. 

Folgende Sohaltung stellt dann z.B. lest, ob sine 0 im beobachteten 

Anzahl Tore: 
2 mal benutzte Bandbreite 

I , . . 

Feld steht: 

Kopf 

O 
1 

Nan bekommt so ein logisches Netz mit einer Gr~sse 

< C.T(n)- [IS I + maximal benutzte BandbrBite), wobei die Konstante C nut 
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yon der Anzahl B~nder und yon der GrSsse des Alphabets abh~ngt. Oie be- 

nutzte Bandbreite ist aber im allgemeinen yon der GrSssenordnung T[n). 

Oas logische Netz hat dann die GrBssenordnung (T(n)) 2. (Savage, 

Schnorr). 

Wir werden zeigen, dass wir ein wesentlich kleineres Netz (der GrBsse 

O(T[n) logT{n))) bekommen, wenn wir die gewShnliche Mehr-Band-TM zuerst 

mit einer stereotypen TM und erst diese mit einem logischen Netz simu- 

lieren. (Fischer und Pippenger 1974). 

(Schnorr 1975) hat bemerkt, dass das Produkt "Zeit mal Logarithmus der 

Zeit" ersetzt warden kann durch "Zeit mal Logarithmus der benutzten 

Bandbreite". Sohnorr zeigt, dass auch die Komplexit~t yon endlichen 

Booleschen Funktionen ~: B n --~ Bmit Turingmaschinen sinnvoll gemessen 

werden kann, wenn die Programm-GrBsse ins Komplexit~tsmass einbezogen 

wird. 

3. Simulation von Turin~maschinen durch stereotype Turin~maschinen 

Satz 2 Sei Meine IOTM, welche eine l~ngentreue Funktion f so berech- 

net, dass die Positionen der KSpCe auf dam Input- und dem Output-Band 

zu jeder Zeit t nut yon der L~nge n des Inputwortes und nicht yon den 

speziellen Inputsymbolen abh~ngen. Ebenso soll auch die totale Laufzeit 

T(n) nur yon n abh~ngen. 

Bann gibt es eine stereotype IOTM M' (d.h. auch die Positionen der an- 

deren KBpCe h~ngen zu jeder Zeit t nur yon nab) mit zwei Arbeitsb~n- 

dern, welche f in der Zeit O[T(n)IogT(n)) berechnet. 

Bemerkung Oie im folgenden beschriebene Simulationsmethode ist ver- 

wandt mit der Methode von (Hennie und Stearns 1966) zur Simulation yon 

Mehr-Band-Turingmasehinen mit Zwei-Band-Turingmaschinen. 

Beweiside8 Aus dam Inhalt der Arbeitsb~nder yon M' soll der Inhalt der 

Arbeitsb~nder der zu simulierenden Maschine M jederzeit ersiohtlich 

sein. Diese Information wird auf den Arbeitsb~ndern yon M' aber nicht 

kompakt gespeichert, sondern in B15cke au£geteilt, welche mit einer ge- 

wissen Regelm~ssigkeit so angeordnet sind, dass dazwischen ebenso gros- 

se LOcken entstehen. 

Auf einem Band kann die IOTM M in einem Schritt je nach dem beobaohte- 
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ten Zeichen: Nur die Bandinschri~t ~ndern (I.) oder den KopF nach 

links (2.) oder rechts (3.) bewegen. 

Um einen solchen Schritt yon M zu simulieren, muss die stereotype IOTM 

M' (unabh~ngig vom beobachteten Zeichen) nach rschts und links bis zur 

n~chsten LOcke gehen und wieder zurOckkommen. Je nach dam zuerst bee= 

bachteten Zeichen macht M' in den entsprechendsn F~llen ~olgendes: 

I, Zuerst: Bandinschri~t ~ndern. Au~ der Wanderung: nichts, 

2, Des beobachtete Zeichan wird nach rechts in die I. LOcke verfrachtet, 

Vom I, Block links wird ein Zeichen geholt. 

3. Vom I. Block rechts wird sin Zeichen geholt. Oas beobachtete Zeichen 

wird in die n~chste LOcke links gebraeht, 

Zwischen diesen Simulationsschritten werden in regelmQssigen Abst~nden 

die BlOcke und LOcken wieder richtig verteilt, Damit auch grosse B16oke 

rasch verschoben warden k6nnen, braucht man zwei KBpfe, Blase beiden 

K6pFe mOssen abet nicht au£ zwei B~nder verteil~ sein. Oie Besehreibung 

yon M' wird ein~acher, wenn sich beide KOp~e au{ dem gleichen Arbeits- 

band be~inden. Am Schluss des Beweises werden wir zeigen, dass des zwei- 

kOp£ige Arbeitsband ohne weiteres dutch zwei einkBp~ige ArbeitsbBnder 

ersetzt warden kann. 

Bemerkung Um Turingmaschinen mit mehrkBpfigen B~ndern g e n a u  zu definie- 

ran, mOssen wit z.B. ~estlegen: Falls mehrere K6pfe gleichzeitig au~ 

dasselbe Feld schreiben wollen, so hat der Kop~ mit der gr~ssten Nummer 

Priorit~t. Hier wird aber dieser Ausnahme~all nicht auftreten. 

Beweis (Satz 2) 

Des zweikOpfige Arbeitsband von M' hat mehrere Spuren. (Ein k-spuriges 

Band einer TM mit Alphabet Z ist nic~ts anderes als ein gewOhnliches 

Band einer TM mit Alphabet zk). Zur Oarstellung eines halben Arbeits- 

bandes yon M werden 3 Spuren (= I Kanal) auf dem Arbeitsband yon M' vet- 

wander. (Die B~nder yon M denke man sich z.B. rechts vom Kopf entzwei 

geschnitten, Die rechte Bandh~l~te wird her5bergeklappt und durch einen 

anderen Kanal dargestellt). Eine Illustration ~olgt waiter unten. 

Falls M mit dam Alphabet Z arbeitet, so benutzt M' des Alphabet ~U {+}. 

Babel wird + als Leerzeiehen verwendet, denn * wird gebraucht, um des 

Leerzeiohen *von M darzustellen. 

Oas Arbeitsband von M' ist in Segmente verschiedener L~nge unterteilt. 

Oas i-re Segment (i>o) um#asst die Felder 2 ibis 2i+I-I. Nur die Bend- 
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h~lfte mit positiven Feldnummern wird benutzt. Des Wort, welches auf 

einer Spur in einem Segment steht, heisst Block. Jeder Block ist ent- 

weder ganz voll (ohne +) oder ganz leer (+++,..+). 

Durchgeht man alle nicht leeren Segmente in absteigender Folge und 

setzt alle vollen Bl~cke eines Kanals (innerhalb der Segmente nach 

Spurnummern geordnet) zusammen~ so erh~lt man den Inhalt eines simu- 

lierten Halb-Bandes yon M. Wit sager: Oer Kanal beschreibt dieses Halb- 

Band. 

Eine m~gliche Oarste, llung eines Bandes yon M mit der Inschrift 

..,**abcde~g~ik~m**.., (a ..... mE ~) auf dem Arbeitsband der stereotypen 

TM M' ist: 

9 8 7 6 5 4 

• • • * 1 * * * 0 

• " . * * a b c d 

• • , + + + + + + 

• , . + + + + ÷ + 

3 2 I Feldnummer 

* 0 I Spur 0 

e f g Spur 1.1 ] 

+ + h Spur 1.2 I Kanal I 

+ + + S p u r  1 , 3  

* m i S p u r  2 . 1  ] 

k + I K a n a l  2 
+ + + 

v o l l e r  B l o c k :  * m 
leerer Block: + + 

• • , + + 

• , • + + 

3 2 I 0 Segmentnummer 

Die Bedeutung yon Spur 0 wird sp~ter erkl~rt. 

Definition 8 Eine korrekte Konfiguration von M' ist eine Konfiguration, 

bei der alle B18cke entweder ganz voll oder ganz leer sind und bei der 

sich in keinem Kanal ein leerer Block Ober einem vollen Block befindet, 

D i e  Z u s t a n d s m e n g e  S '  y o n  M' s e i  S x ~  (S = Z u s t a n d s m e n g e  v o n  M, ~ b e l i e -  

b i g e  M e n g e ) .  

Oe~inition 10 Eine korrekte Konfiguration K' = (b',p'~s') yon M' 

stellt eine Konfiguration K = [b,p~s) yon M dar, falls gilt: 

I. Werden die BQnder von M rechts von den Kopfpositionen entzwei ge- 

schnitten, so werden die entstehenden Halb-B~nder dutch die entspre- 

chenden KanQle des Bandes yon M' beschrieben. 
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2. p' beliebig 

3. s' = <s,~> ~Or irgendein ~, 

Bemerkun~ Eine Kon~iguration von M kann dutch mehrere Konfigurationen 

von M' dargestellt warden. 

Warden aber zwei Kon~igurationen K I, K 2 von M dutch die gleicha Konfi- 

guration K' yon M' dargestellt, so unterscheiden sich K I und K 2 nur 

dutch eine Verschiebung der Feld-Numeriarung au~ den B~ndarn von M. 

Bei airier korrekten Kon~iguration de~inieren wit: 

Definition 11 F~r einen gegebenen Kanal heisst ein Segment sauber, 

falls I oder 2 Bl~cka voll sind. Sind 0 oder 3 BlBcke roll, so heisst 

es schmutzi~. (Die vollen B15cke be£inden sich immer in den oberen 

Spuren eines Kanals). 

n 
Wir beschreiben nun eine Prozedur SimOn), welche angibt, wie M' 2 

Schritte yon M simuliert. 

E.igenschaften yon Sim(n) Gegeben sei Bins korrekte Kon?iguration K~ 

von M' mit Kop~ I bei Feld I und Kopf 2 bei Feld 2. Oie ersten n Sag- 

manta seien ~r alle Kan~le sauber. Oann leistet Sim(n) Tolgendes: 

I. Oie Segmente 0,1 ..... n-1 sind auch nachher sauber. 

2. In Segmsnt n ~ndert slch die Anzahl volle BlScke pro Kanal hSch- 

stens um ± I. 

3, D i e  S e g m e n t e  n + l ,  n+2 . . . .  b l e l b e n  u n v e r ~ n d e r t ,  

4 .  D i s  K o n f i g u r a t i o n  K 2 yon  M' nach d e r  Aus~Ohrung  yon S i m ( n )  i s t  w i e -  

der korrekt. Falls K~ die Konfiguration K 1 yon M darstellt und K I 

nach 2 n Schritten yon M Obergeht in K 2, so stellt K½ diB Konfigu- 

ration K 2 dar. 

Oe£inition yon Sim(n) (mit rekursivem Au£ru£) 

Sim(O) = Simuliere I Schritt der IOTM M, 

Oie KSp£e aug dsm Arbeitsband yon M' verschieben sich 

dabsi nicht, 

Sim(n+1) = FOhre folgende Prozeduren aus: 

I. S i m ( n )  

2,  R e i n i g e ( n )  

3. Z u r O c k ( n )  ( K ~ p f e  z u r O c k  zu den F e l d e r n  1 und 2 ) ,  

4 .  S i m ( n )  

5, R e i n i g e ( n )  
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Mit Hilfe dieser Prozeduren, die noah genauer beschrieben warden, kann 

die Arbeitsweise yon M' am einfachsten mitgetsilt warden. Diese Proze- 

duren sind abet keine Turingmaschinenprogramme~ denn es kommen darin 

rekursive Aufrufe vor. Erst spQter wird gezeigt, wie man M' als TM de- 

finiert. 

Zuerst Oberlegen wir uns, dass die K6pfe immer am richtigen Ort sind: 

Vor der AusfOhrung yon Sim(n) befinden sich die K~pfe I und 20ber den 

Feldern I und 2. Nachher befinden sie sich Ober den Feldern 2 n und 

2 n÷1, gerade richtig° um mit Reinige(n) das Segment n zu reinigen. Da- 

bei warden Daten zwischen den Segmenten n und n+1 verschoben. 

Der zeitliohe Ablauf sieht jetzt so aus: Nach der Simulation des 

2X(2y+1)-ten Schrittes werden die Segmente 0,1,2 ..... x der Reihe nach 

gereinigt. Oann gehen die Kepfe zurOck auf die Felder I und 2 for die 

Simulation des n~ohsten Sohrittes. 

Besc hreibung yon Sim(O) (Segment 0 sei sauber] 

Oie linke H~lfte (inklusive beobaohtetes Zeichen) eines Bandes werde 

dureh Kanal I, die rechte H~lfte (ohne beobachtetes Zeichen) werde ge- 

spiegelt duroh Kanal 2 dargestellt. 

Die IOTM M kann auf dieeem Band einen der folgenden Sohritte ausfOhren: 

I. Bandinschrift ~ndern 

2. Kopf um I nach links bewegen 

3. Kopf um I nach rechts bewegen 

Oiese Schritte werden auf M' durch Sim(O) folgendermassen simuliert: 

I. Der unterste voile Block im Segment 0 yon Kanal I wird ge~ndert. 

Kanal 2 bleibt unver~ndert. 

2. Oer unterste volle Block im Segment 0 yon Kanal I wird vertauscht 

mit dam ersten leeren Block im Segment 0 yon Kanal 2. 

3. Umgekehr t .  

G l e i c h z e i t i g  werden m i t  den KanQlen 3, 4, 5 . . . .  d i e  anderen B~nder  

s i m u l i e r t .  Den neuen Zus tand von M merk t  s i c h  M' m i t  i h r e m  e igenen  Zu- 

s t a n d .  

Im f o l g e n d e n  b e s c h r e i b e n  w i r  o u r ,  was m i t  e inem Kanat g e s c h i e h t .  M i t  

den anderen Kan~len w i r d  g l e i c h z e i t i g  d a s s e l b e  gsmacht .  

Beschreibung von Reini~e(n ,) (Es seien weder alle Blecke eines Kanals in 

den Segmenten n und n+1 voll, noch alle leer). 
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gas Unterprogramm Reinige(n) reinigt des Segment n, indem es Oaten 

zwischen den Segmenten n und n+1 verschiebt. 

Falls alle Spuren (eines Kanals) in Segment n leer sind, so wird der 

unterste voile Block aus Segment n+1 geholt. Ourch Helbierung werden 

daraus 2 obere B18cke von Segment n gemacht. 

Falls alle Spuren in Segment n roll sind, so werden die oberen 2 B18cke 

yon Segment n zu einem Block zusammengesetzt und nach Segment n+1 ge- 

brecht. Gleichzsitig wird der verbleibende Block in Segment n yon der 

untersten in die oberste Spur verschoben, 

Falls Segment n schon sauber ist, so werden keine Bl~cke verschoben. 

In jedem dieser 3 F~lle werden aber die gleichen Bewegungen der K~pfe 

ausgefOhrt, denn die IOTM M' soll stereotyp sein. 

Bewe is  d e r  E i gens . c . ha f t en  von S i m [ n ]  ( m i t  I n d u k t i o n  nach n ] :  

n = O: k l a r .  

n + 1: W i r  s e t z e n  v o r a u s ,  dass zu B e g i n n  d i e  Segmente  O, . . . .  n+1 s a u b e r  

s i n d .  S i m [ n + l ]  r u f f  z w e i m a l  S i m [ n )  a u f ,  Nach I n d u k t i o n s v o r a u s s e t z u n g  

w i r d  d a b e i  h 6 c h s t e n s  des n - r e  Segment  s c h m u t z i g .  A n s c h l i e s s e n d  w i r d  

j e w e i l e n  des n - r e  Segment  g e r e i n i g t ,  Oabe i  w i r d  h 6 c h s t e n s  des [ n + l ) - t e  

Segment  s c h m u t z i g ,  Es i s t  a b e t  n i c h t  m B g l i c h ,  dass be im  R e i n i g e n  b e i d e  

Male I n f o r m a t i o n  i n  d i e  g l e i c h e  R i c h t u n g  v e r s c h o b e n  w i r d ,  denn b e i  

z w e i m a l i g e m  A u f r u f  von S i m [ n )  ~ n d e r t  s i c h  d i e  A n z a h l  v o l l e  B l ~ c k e  im 

n - t e n  Segment  h ~ c h s t e n s  um ± 2, Des e r g i b t  h 6 c h s t e n s  ± 1 B l o c k  f o r  des 

(n+lJ-te Segment, Alle gr~sseren Segmente bleiben natOrlich unver&n- 

dert. 

Well mit beiden Aufrufen von Sim{n) je 2 n Schritte von M simuliert 

werden, so werden mit Sim[n+1) 2 n+1 Schritte simuliert. 

Rechenzeit R 

Reinige(n) gehe folgendermassen vor sich: (Oer Einfachheit halber gehen 

die KSpfe immer I Feld zu weir, d.h. bis zum ersten Feld des n~chstsn 

S e g m e n t e s ) .  

1. Kop f  1 b e f i n d e t  s i c h  am A n f a n g  des n - t e n ,  Kop f  2 am An fang  des 

( n + l J - t e n  S e g m e n t e s .  

2, Kop f  2 g e h t  b i s  z u r  M i t t e ,  Kop f  1 h i s  ans Ende des Segmen tes .  

Dabe i  we rden  Oaten i n  b e i d e n  R i c h t u n g e n  O b e r t r a g e n .  Kop f  1 s i e h t  an 

j e d e r  S t e l l e ,  ob Oaten O b e r t r a g e n  w e r d e n  mOssen, denn e i n  l e e r e r  

B l o c k  b e s t e h t  n u r  aus +, e i n  v o l l e r  B l o c k  e n t h ~ l t  n i r g e n d s  +: 
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2-2 n Schritte (2 n Bewegungsschritte, dazwischen je eine Aenderung 

in Bandinschrift). 

3. Kopf I geht zurOck an den Anfang des n-ten Segmentes: 2 n Schritte, 

4. Kopf 2 geht Ober die 2. HQlfte des (n+1)-ten Segmentes. Gleichzeitig 

geht Kopf I ~ber des n-re Segment. Dabei werden wieder in beiden 

Richtungen Dater ~bertragen: 2.2 n Sehritte. 

5. Kopf I befindet sich jetzt am Anfang des (n+1)-ten, Kopf 2 am Anfeng 

des (n+2)-ten Segmentes. 

R [ R e i n i g e ( n ) )  = 5 . 2  n 

R ( Z u r O c k  ( n ) )  = 2 n + 2 - 2 < 4 - 2  n 

R ( Z u r ~ c k  ( 0 ) )  = 2 

R [ S i m  ( 0 ) )  = 1 

B e h a u p t u n g  

B e w e i s  

R ( S i m ( n ) )  < 7 - 2 n - n  f G r  n>O 

R C S i m ( 1 ) )  = 2 . R ( S i m ( O ) )  + 2 . R ( R e i n i g e ( O ) )  + R ( Z u r Q c k ( O ) ]  

=2 +2.5 +2 

= 7.2 I- I 

R ( S i m ( n + l ) )  = 2 . R ( S i m ( n ) )  + 2 . R ( R e i n i g e ( n ) )  + R ( Z u r ~ c k ( n ) )  

[n>O]  < 2 . 7 . 2 n - n  + 2 . 5 - 2  n + 4 . 2  n 

= 7 . 2  n + l - ( n + l )  

S e i  2 ~-1 < T ( n )  < 2 £ 

Oann v e r m a g  S i m ( ~ )  d i e  g a n z e  B e r e c h n u n g  zu s i m u l i e r e n ,  

R e c h e n z e i t  von  M' = R ( S i m ( ~ ) )  < 7 - 2 ~ ' ~  < 7,  2 T ( n ) . ( l o g  T ( n ) + l )  

Also gilt for 2 < T(n): 

R e c h e n z e i t  von  M' < C . T ( n ) - l o g  T ( n )  f o r  e i n e  K o n s t a n t e  C, 

Spur 0 Wit haben die stereotype IOTM M' bis jetzt noch nicht voll- 

st~ndig definiert. Zwei Fragen sind noch offer: 

I. Wie stellt M' die Segmentgrenzen lest? 

2. Wie merkt sich M'~ wo sie in der Ausf8hrung der Prozedur Sim(n) 

steht? 

Dazu wird die Spur 0 vepaendet: 

In Spur 0 wird den An£ang jedes Segmentes durch 0 oder I markiert, w~h- 

rend sonst * steht, Von diesen Markierungen kann die Maschine nicht nur 

die Segmentgrenzen, sondern auch die Schrittzahl ablesen: Die Nullen 

und Einsen geben als Bin~rzahl an, wieviele Schritte schon simuliert 



178 - X .  1 6 -  

wurden. 

2 x Die Zerlegung dar Sohrittzahl z = I2y+1) gibt an, dass nach dem z-ten 

Simulationsschritt die Segmenta O, I, 2 ..... x gareinigt werden m8ssen. 

Die Schrittzahl wird w~hrend dam Reini~en ge~ndert. Die Maschine muss 

sich dabei immer nur ainen Uabartrag merken. Es mOssen genau diejanigan 

Segments gereinigt werden, bei welchen sich die Bin~rziffer beim Z~hlen 

Qndert. 

Initialisierun~ Zu Beginn der Berechnung ist das ganze Arbeitsband von 

M' leer, d.h. in jedem Feld steht das Leerzeichen +. Bis jetzt habsn 

wir abet immer vorausgasetzt, dass zu Beginn der Barachnung alle Sag- 

mente saubsr seien. Dazu mOsste z.B. in jedem Kanal die erste Spur mit 

• gefOllt sein, w~hrend die beiden anderen Spuren leer w~ren. Damit 

wOrden leere Arbaitab~ndar yon M dargastallt (* ist das Leerzeiohen yon 

MI. Ebsnso sollten zu Beginn der Bereohnung in Spur 0 gewissa Marken 

vorhanden sein. Die Masohine M' muss abet nicht ihr Arbeitsband zuarst 

so initialisieren, denn sis kann einfach jades Segment dann initialisie- 

ren, wenn es zum erstan mal {yon Kopf 2) Oberstriohen wird: 

In Spur 0 wird dar Sagmentanfang mit 0 markiert. 

Die Maschine verh~lt sich so, als w~re die erste Spur jades Kanals 

mit * start mit dem Leerzeichan + gefOllt. 

Kopf I gibt die Gr~sse des Segmentes an, indem ar gleichzaitig zwei- 

mal das halb so grosse Segment Oberstreieht. 

Waiter wird beim arsten Simulationsschritt eina I in Spur 0 yon Segment 

0 gasatzt. 

Die IOTM M' sell anhalten, sobald alle Schritta yon M simuliart sind. 

M' ist dann eine stereotype IOTM mit einem zweik6pfigen Arbeitsband und 

allen in Satz 2 behauptetan Eigensohaften. 

Dutch geringfOgige Aenderungen kann aine IOTM konstruiert warden, wel- 

the mit zwai einkBpfigen Arbeitsb~ndern dasselbe leistet. 

Dazu bieten sich etwa folgende drei Methoden an: 

I. Das zweite Arbeitsband wird nur als Hilfsband varwendet. Jader Block, 

der auf dem Hauptband verschoban warden muss, wird zuerst auf das 

Hilfsband Obertragen. 

2. Besonders schnell geht die Simulation, wenn alle geraden Segments auf 

dem einan und alle ungeradan Segmente auf dem anderen Band angeord- 

net warden. 
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3i Wenn des Alphabet vergr6ssert wird, so kann nach (Stoss 1970) jade 

T~ mit einem k-k~pflgen Band in der gleichen Zeit durch elne TM mit 

k eink~pfigen B~ndern simuliert werden. Falls die erste TM stereotyp 

ist, so ist es auch die zweite. 

Damit ist Satz 2 bewiesen. 

Bemerkun~ I. Zwei K6pfe (aug ein oder zwei B~nder verteilt] sind n6tig, 

um die Verschiebung der Bl~cke in linearer Zeit durchzufOhren. Bei die- 

ser Methode w~re sonst die totale Rechenzeit yon der Gr6ssenordnung 
2 [ T (n ] ]  

2. Auch die IOTM M, welche simuliert wird, darf mehrere K6pfe aug dam 

gleichen Band haben. Sie kann zuerst nach (P.C. Fischer, Meyer und Ro- 

senberg 1972) in der gleichen Zeit dutch eine IOTM mit einem Kopf pro 

Band so simuliert warden, dass die Input- (Output-) Symbole zu den ge- 

nau gleichen Zeiten gelesen {geschrieben) warden. 

Eine einfachere Simulation yon Mehr-Kopf-TM durch stereotype Zwei-Kopf- 

TM wird in (Fischer und Pippenger 1977) beschrieben. 

Aus den S~tzen I und 2 folgt unmittelbar, dass jede IOTM, welche die 

Voraussetzungen yon Satz 2 erf8llt, durch eine Folge yon logischen 

Netzen der Gr6sse O(T(n) log T(n)) simuliert werden kann. Dies gilt aber 

sogar for jede TM, welohe eine l~ngentreue Funktion berechnet. 

Setz 3 Sei T eine Funktion von ~ in ~ und sei M eine Mehr-Band-Turing- 

meschine, welohe eine l~ngentreue Funktion f for aZle Inputw6rter der 

L~nge n in einer Zeit < T(n) berechnet. 

Oann gilt Cf(n) = O(T(n) log T(n)). 

Beweis Falls for irgendein n gilt TCn ) < n , so kann M for alle 
0 0 0 

n~n ° nicht einmal den ganzen Input lesen, und die Behauptung yon Satz 3 

gilt trivialerweise. Im folgenden k6nnen wir daher voraussetzen n<T(n). 

Die TM M kann nicht wie im Satz 2 direkt dureh eine stereotype IOTM 

simuliert warden, weil M f~r gleich lange W6rter ganz verschiedene Re- 

chenzeiten haben kann. Die stereotype IOTM mOsste sich dann for ein 

Weft der L~nge n nach der maximalen Reehenzeit yon M for gleich lange 

W6rter richter. Zur Berechnung der maximelen Rechenzeit zu gegebener 

Wortl~nge gibt es aber vermutlich kein schnelles Verfahren. 

Wir konstruieren deshalb eine IOTM M", welche ausser dem Input X yon M 
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auch noch s i n e  z e s c h ~ t z t e  R e c h e n z e i t  t a l s  I n p u t  bekommt .  Die IOTM M" 

m i t  dam I n p u t  I~OX d e r  L~nge l h ( l ~ O X )  = t s i m u l i e r t  dann t S c h r i t t e  yon 

M m i t  I n p u t  X. F a l l s  d i e  S c h ~ t z u n g  genOgend g r o s s  w a r ,  so w i r d  a l s o  

r i o h t i  Z s i m u l i e r t .  

M" s o l l  l i n e a r  b e s c h r ~ n k t  s e i n .  d . h .  f a l l s  d i e  S c h ~ t z u n g  t r i c h t i g  i s t ,  

so s o l l  s i c h  d i e  R e c h e n z e i t  n u t  um e i n e n  k o n s t a n t e n  F a k t o r  v e r v i s l f a -  

chen .  M" w i r d  s e l b e r  noch n i c h t  s t e r a o t y p  s e i n ,  s o n d e r n  n u t  d i e  V o r a u s -  

setzungen von Satz 2 arfOllen. Mit Hilfe der S~tz8 1 und 2 erhalten wir 

dann sine Folze yon lozischen Netzen, welche M" simuliert. Schliesslich 

warden die Netze se abge~ndert, dass sie f berechnen. 

Konstruktion yon M" Zus~tzlich zu den B~ndern yon M habe M" Bin weite- 

res gewBhnliches Band (Z~hlband], sowie sin Input- und Bin Output-Band, 

deren K~pfe sich nur nach rechts bawazan kBnnen. Dem Inputband yon M 

entspricht sin Pseudo-Inputband von M", dam Outputband yon M ein Pseudo- 

Outputband yon M" Einem Input XE {0,I) ~ yon M und einem beliebiz vor- 

gegebenen  t > l h [ X )  e n t s p r i c h t  s i n  I n p u t  YE { 0 , 1 }  * v o n  N" d e r  Form I~OX 

m i t  ~>0 und t = l h ( Y ] .  

M" arbeitet folgendermassen: 

I. Der Input Y wird vom Inputband zelesen. Oabei wird auf dam Z~hlband 

die L~ng8 yon Y vermerkt, w~hrend X auf das Pseudo-Inputband kopiert 

wird. (Es wird erst etwas kopiert, nachdem die Maschine eine 00berlesen 

h a t ) .  

1 t i s t  d e r  e i n z i z e  I n p u t ,  d e r  n i c h t  d i e  Form I~OX h a t .  Auch b e i  d i e s e m  

I n p u t  muss M" d i e  V o r a u s s e t z u n g e n  yon S a t z  2 e r f O l l e n .  W i t  kSnnen d i e  

IOTM M" a b e r  ohne w e i t e r e s  se k o n s t r u i e r e n ,  dass s i s  b e i m  I n p u t  1 t g e -  

nau das z l e i c h e  macht  w i e  b e i m  I n p u t  l t - 1 0 .  [ S i a  s i m u l i e r t  dann M m i t  

l e e r e m  I n p u t ) .  

W~hrend d e r  n ~ c h s t e n  t S c h r i t t e  b e w e z t  s i c h  d e r  Kop f  a u f  dem Pseudo-  

I n p u t b a n d  w i e d e r  an den A n f a n z  von X und w a r t e t  d o r t .  

2. M" f O h r t  t S c h r i t t e  yon M aus .  D ie  S c h r i t t e  wa rden  a u f  dam Z ~ h l b a n d  

g e z ~ h l t ,  g e r  I n p u t  kommt vom P s e u d o - I n p u t b a n d ,  d e r  O u t p u t  g e h t  a u f  das 

P s e u d o - O u t p u t b a n d .  F a l l s  M" f r O h e r  f e r t i  Z w i r d .  se we rden  l e e r s  B e f e h l e  

a u s z e f ~ h r t ,  d . h .  es w i r d  n u t  noch ~ e z ~ h l t .  

3. Oie e r s t e n  t Z e i c h e n ,  w e l c h e  l i n k s  vom Kopf  a u f  dam P s e u d o - O u t p u t b a n d  

s t e h e n ,  we rden  au f  das O u t p u t b a n d  ~ e s c h r i e b e n .  [ F a l l s  b e i  2. d i e  ~anze 

Be rechnun~  s i m u l i e r t  w o r d e n  i s t .  so s t e h t  nach u n s e r e r  K o n v e n t i o n  d e r  

~anze O u t p u t  l i n k s  vom K o p f ) .  Au f  dem Z ~ h l b a n d  wa rden  d i e  S c h r i t t e  ~e -  

z ~ h l t .  A n s t a t t  das L e e r z e i c h e n  * w i r d  z . B .  0 a u f  das O u t p u t b a n d  Obe r -  
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t r a g e n ,  Oadurch. w i r d  d ie  von M" be rechne te  F u n k t i o n  g l ~ n g e n t r e u ,  denn 

es gilt jetzt lh[g[Y)) = lh(Y] = t, 

Nach den S~tzen 1 und 2 g i b t  es s i ne  Fo lge  N von l o g i s c h e n  Netzen,  we l -  

che M" simuliert. Wail M" linear beschr~nkt ist, so hat das Netz N% zur 

Berechnung yon zIB t die Gr~ssenordnung O(t log t). FOr t = T(n] erhal- 

ten wit das Netz zur Berechnung von fiB n aus dam Netz N t, indem wit die 

ersten t-lh[f(on)) Ausg~nge (t=T(n) ~ lh[f[on]]] weglassen und die 

ersten t-n EingQnge (t=T(n]>n) dutch Verzweigungspunkte ersetzen, yon 

denen der letzte mit "null" und alle anderen mit "sins" verbunden sind. 

Wail sich die Anzahl Tore dabei nicht vergr~ssert, gilt f~r die logische 

Netzkomplexit~t: C~(n] = O(T(n] log Tin]). 

Oamit ist Satz 3 bewiesen, 

Bemerkung Falls wit uns nut for logische Netze und nicht for stereo- 

type IOTM interessieren, so sind noch einige Verbasserungen um konstant8 

Faktoren m6glich. Die IOTM M" kann dann dutch sine TM-~hnliche Maschine 

ersetzt warden, welche ohne zu z~hlen die richtigs Anzahl Schritte aus- 

fOhrt (Z~hlband und "I~0 " OberflOssig) und bei der die Kopfbewegungen 

nicht dutch die Zust~nde gesteuert warden. Dann wird auch die Spur 0 

im Beweis yon Satz 2 nicht zebraucht. 
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