II. Polynomial beschrédnkte nichtdeterministische Turingmaschinen und

die Vollstandigkeit des aussagelogischen Erflillungsproblems

von Alex Haussler

1. Nichtdeterministische Turingmaschinen

Ein mdgliches Verfahren, um zu entscheiden, ob eine aussagelogische
Formel in konjunktiver Normalform erflllbar ist, besteht sicher darin,
dass wir alle mdglichen Wahrheitsbelegungen der in der Formel vorkom-
menden aussagelogischen Variablen systematisch aufschreiben und dazu
den entsprechenden Wahrheitswert der Formel berechnen. Sie ist erfill-
bar, genau wenn sie beil mindestens einer Belegung den Wahrheitswert 1
annimmt. Ein solches Verfahren kann mit einer exponentiell beschrénkten

T-Maschine prézisiert werden.

Analysieren wir die Schranke fir die Berechnungsl&nge dieses Entschei-
dungsverfahrens, so stellen wir fest, dass der exponentielle Anteil
durch die Anzahl der méglichen Belegungen entsteht, wdhrend das Berech-
nen des Wertes der Formel bei gegebener Belegung in polynomialer Zeit
durchfliihrbar ist. Um diese Differenzierung in der Rechenzeit mathema-
tischen Betrachtungen zugdnglich zu machen, definieren wir nichtdeter-
ministische Turingmaschinen. Eine solche Maschine behandelt eine Formel
wie folgt. Sie geht die aussagelogischen Variablen durch und gibt ihnen
willklrlich den Wert 0 (falsch) oder 1 (wahr), um dann fir diese nicht-
deterministisch konstruierte Belegung den Wahrheitswert der ganzen For-
mel zu berechnen. Ist der Wahrheitswert 1, so hat die Maschine in poly-
nomialer Zeit die Erflillbarkeit der Formel festgestellt. Bei einer Be-
rechnung aber, die den Wert 0 ergibt, kann die Maschine keine Entschei-

dung Uber die Erfillbarkeit treffen.

Definition 1 Eine nichtdeterministische Turingmaschine (NT-Maschine)

iber ) ist ein 4-Tupel T = <S, 50,51,P>, wobei

S endlich (Zustandsmenge),
SOE S (Anfangszustand),
s,€8 (akzeptierender Zustand),

1
Pc ZX(S"{S1})X(ZU {L,R}}xS (Uebergangsrelation).

Die Begriffe Konfiguration, Folgekonfiguration, Berechnung und akzep-

tierte Sprache sind durch die Definitionen 2-4 in Kap. I, S. 2-3 auch
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flir nichtdeterministische Maschinen erklart.

Bemerkung: Da fir P auch Relationen ohne Funktionscharakter zugelassen
sind, ist es midglich, dass es zu einer Konfiguration mehrere unmittelba-
re Folgekonfigurationen gibt. Die Arbeitsweise.einer NT-Maschine unter-
scheidet sich also anschaulich von derjenigen einer T-Maschine dadurch,
dass die NT-Maschine in gewissen Zust&@nden mehrere Miglichkeiten hat,
auf das Eingelesene zu reagieren. Trotzdem wird von NT-Berechnung ge-
sprochen; vielleicht wdre das Wort "NT-Ableitung” aus intuitiven Grin-
den besser geeignet. Wahrend né&mlich deterministische Turingmaschinen
mathematische Pré&zisierungen mechanischer Prozeduren sind, kBnnen
nichtdeterministische Turingmaschinen als mathematische Prizisierungen
van mechanischen Beweisverfahren aufgefasst werden. Die Glltigkeit der
Beweisschritte kann mechanisch geprift werden, doch missen sie zuerst
erraten werden. Nur bei bassender Wahl der Schritte gelangt man zu ei-

nem Ergebnis.

Trivialerweise ist jede T-Maschine auch eine NT-Maschine; somit wird
jede durch eine T-Maschine akzeptierte Sprache auch durch eine NT-Ma-

schine akzeptiert. Es gilt nun auch die Umkehrung:

Satz 1 Zu jeder NT-Maschine N gibt es eine T-Maschine T, welche die-

selbe Sprache akzeptiert.

Beweisskizze: Eine Berechnung B = <KQ'K1""’Kn> mit Input X der NT-
Maschine N 1&sst sich durch eine endliche Folge <C1'02""’Cn> mit c;
aus (JU {L,R})xS charakterisieren (die Wahl unter den Folgekonfigura-
tionen von Ki-1
struieren eine deterministische Maschine T, die alle diese endlichen

wird nd&mlich durch o4 vollsténdig festgelegt). Wir kon-

Folgen (beliebiger L&nge) systematisch produziert und dazu jeweils die
méglicherweise entsprechende Berechnung von N mit Input X probiert.
Charakterisiert die vorgeschlagene Folge eine akzeptierende Berechnung
von N, so soll T akzeptieren; sonst soll sie mit der Produktion der
ndchsten endlichen Folge weiterfahren.

Wird X von N nicht akzeptiert, so wird die Maschine T nie stoppen, und
somit das X nicht akzeptieren. Wird dagegen X durch N akzeptiert, so
gibt es akzeptierende Berechnungen von N und entsprechende charakteri-
sierende endliche Folgen. Da T alle mdglichen endlichen Folgen durch-
geht, solange sie noch keine passende gefundsn hat, wird sie eine sol-

che Folge finden und X akzeptieren.
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2. Polynomial beschrénkte nichtdeterministische Turingmaschinen

Die Klasse NP

Definition 2 Sei t eine Funktion von N nach R. Die NT-Maschine N ist
t-beschrénkt, wenn flr jedes durch N akzeptierte Wort X mindestens eine
seiner akzeptierenden Berechnungen eine Lange < t(1h(X)) hat.

NP ist die Menge der Sprachen, die von polynomial beschridnkten NT-Ma-

schinen akzeptiert werden.

Wie P ist auch NP vom benlitzten Maschinenmodell tats&chlich unabhdngig.
Trivialerweise ist P in NP snthalten; es wird vermutet, dass diese In-

klusion echt ist (Cooksche Hypothese). Aus dem Beweis von Satz 1 kann

kein Beweis von P = NP gntnommen werden, weil die Schranke fiir die
skizzierte T-Maschine exponentiell in der Schranke der gegebenen NT-Ma-

schine ist.

Polynomiale Transformierbarkeit, vollst&ndige Sprachen in NP:

Die Begriffe polynomiale Transformierbarkeit (fﬂ) und polynomiale Aegui-
valenz (zﬂ) sind in Kap. I auf 5. 6 definiert worden. Aus der trivialen
Implikation L . M AME NP => L€ NP folgt sofort, dass eine Klasse be-
zUglich =, ganz in P oder ganz in NP-P oder ganz im Komplement von NP

enthalten ist.

Definition 3 Eine Sprache S< {0,1}* ist vollstdndig in NP bezlglich
<_, falls

=T

(1) S€ NP;

(2) Fflr alle L€ NP gilt L <r S.

Wir werden zelgen, dass es vollstdndige Sprachen in NP gibt. Zusammen
bilden sie eine Klasse, die in NP maximal ist bezlglich der von <z indu-
zierten Ordnung. Damit ist allerdings die Cooksche Hypothese nicht be-
wiesen, denn auch in P gibt es eine maximale Klasse. Vollstdndige Spra-
chen sind aber gute Kandidaten flir Sprachen aus NP, die vielleicht nicht

in P liegen.

Das Erfillungsproblem

Das Erflllungsproblem besteht darin, zu entscheiden, ob eine vorgelegte

aussagelogische Formel erfillbar ist.
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Es gibt bekanntlich eine "ganz einfache” Methode um zu erkennen, ob

eine Formel in disjunktiver Normalform erflllbar ist oder nicht. (Die

Einfachheit 1l3sst sich in diesem Fall als Zugehdrigkeit zu P erkliren).
Digse Methode scheint auch flr beliebige Formeln anwendbar zu sein, da
jede Formel &quivalent zu einer Formel in disjunktiver Normalform ist.
Leider ist die Transformation "zu kompliziert”: die L&nge der entspre-
chenden Formel in der disjunktiven Normalform héngt i.a. exponzntiell

von der Ldnge der urspringlichen Formel ab.

Die Menge der Formeln in konjunktiver Normalform ist eine andere syn-

taktisch einfach erfassbare Mengs von Formeln. Das Erflllungsproblem
daflr haben wir bereits am Anfang von II1.1 betrachtet. Wir haben

zwel Verfahren skizziert; ein Verfahren, das sich durch eine exponen-
tiell beschrénkte T-Maschine prizisieren l#sst, ein zweites, von dem
wir zeigen werden, dass es sich durch eine polynomial beschrinkte NT-
Maschine prédzisieren lisst. Einerseits ist dieses Erflllungsproblem
schon recht komplizisrt, andererseits doch noch in NP. Wir werden uns

auf dieses Erflllungsproblem beschrinken.

Allerdings kdnnte man sich fragen, ob das allgemeine Erfillungsproblem

nieht noch komplizisrter ist, da die Transformation einer Formsl A in

eine #dquivalente Formel in konjunktiver Normalform ebenfalls die Lénge

exponentiell verdndert. Tatsichlich ist es aber unnétig, eine Bquiva-

lente Formel zu betrachten; eine erfillungsgleiche Formel A’ genligt.

Es gibt nun ein Verfahren, das einer Formel A eine Formel A’ in kon-

Junktiver Normalform zuordnet, und die folgenden Eigenschaften hat:

(1) Die L&hge von A’ ist linear in der L3nge von A;

{2} alle Variablen in A‘kommen auch in A’ vor;

(3) 1ist v' eine Belegung der Variablen in A' (mit Wahrheitswerten),
die A’ erflllt, so erfiillt sie auch A;

(4) ist v eine Belegung der Variablen in A, die A erflllt, so exi-
stiert eine Erweiterung v' von v - eine Belegung der Variablen in
A’ - die A’ erfiillt.

Dieses Verfahren transformisrt das allgemeine Erflillungsproblem polyno-
mial auf jenes der Formeln in konjunktiver Normalform. Es beruht auf dem
folgenden Reduktionsschritt: Ist etwa die Formel (BV(P1A PZ)) vorge-
legt, so wird sie durch die Formel ([(BV P3JA (= PV P, IIA (*1P3V PZ})
ersetzt, wobei P3 eine neue Variable ist. Damit lassen sich Konjunkti-
onen im Innern von Disjunktionen im Sinne der Behauptung eliminieren.

Bei jedem solchen Schritt nimmt die L&nge der Formel nur um eine uni-



24 -I11.5-

verselle Konstante zu, und die Anzahl der Schritte ist linear in der

L8nge der Formel A.

Die erflllbaren Formeln in konjunktiver Normalform (E)

Die Menge Fml der aussagelogischen Formeln wird rekursiv aufgebaut aus
den aussagelogischen Variablen P1’P2'P3"" mit den Verknlpfungszeichen
A, V, =und den Klammern (,).

Beispiel: ((P1V = PZ)A (PBA Pz)); (A — B) ist Abklirzung fir (- AV B).

Eine Belegung der Variablenmenge V mit Wahrheitswerten ist eine Abbil-
dung v: V — {0,1}, wo 0 falsch und 1 wahr bedeuten. Eine Belegung
lésst sich mit den Wahrheitstafeln auf ganz Fml erweitern. Der Wert
einer Formel A unter der Belegung v ist nur abh@ngig von der Belegung

der in A vorkommenden Variablen.

Existiert eine Belegung v mit v[Al = 1, so ist A erfillbar.

Die Menge G (die Grundformeln), D (die Disjunktionen) und KD (die For-

meln in konjunktiver Normalform) werden durch folgende Klauseln defi-

niert:

Eine Variable sowie die Negation einer Variablen ist eine Grundformel.
Ist A in G, so ist A in D; ist B in D und A in G, so ist (BV A) in D.
Ist A in D, so ist A in KD; ist B in KD und A in D, so ist (BA A) in KD.

Definition 4 E ist die Menge der erflllbaren Formeln in konjunktiver
Normalform.
Das Erflillungsproblem besteht darin, zu entscheiden, ob eine vorgelegte

Formel in konjunktiver Normalform erflllbar ist.

Die Sprache °

Die Menge E ist keine Teilmenge von {0,1}* - also in unserem Sinne kel-
ne Sprache. Wir definieren durch Kodierung der Formeln eine E entspre-
chende Sprache E°. Die Kodierung in 0,1-Worter ist nicht besonders

sparsam, dafiir aber sehr einfach. Im Usbrigen gelten die Resultate fir

alle einigermassen verniinftig gewdhlten Kodierungen.

Durch die folgenden Klauseln wird jeder Formel A in konjunktiver Normal-

form ein 0,1-Wort [AT° zugeordnet:
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Kodierung von Formeln in G: [Pi]° = 11...11 (21 mal)

[— Pi]° = 11...1 (21-1 mal)

Kodierung von Formeln in D: B in D und A in G, so
[BvA)Y]® = B)P0[AT°

Beispiel: [((mP,VP )V —|P4)]O = 1110111111011141411

2
Kodierung von Formeln in KD:‘B in KD und A in D, so
[(Bam 1 = (BPo0[AT°

Beispiel: [(((mP,VP )V=P,JAP )1® = 11101111110111111100111111

2 3

Satz 2 Die Sprache E° = {[A]DIAE E} liegt in NP.

. - Gl
Beweisskizze: Wir geben eine NT-Maschine an, die genau die Wdrter aus E

akzeptiert. Gegeben ein Input X€{0,1}*. Ohne den Zustand s, zu beniitzen,

kontrolliert die Maschine auf deterministische Weise mit e;nem Durch-
gang von links nach rechts, ob X die Kodierung einer Formel aus KD ist.
(1-Folge, die hdchstens durch ein oder zwei Nullen unterbrochen wird).
Dann steht sie rechts von X. Falls X keine Kodierung einer Formel aus

KD ist, so stoppt sie (und verwirft). Im anderen Fall geht sie wieder
nach links und bewertet die einzelnen Grundformeln (genauer: kodierten
Grundformel) auf nichtdeterministische Weise (zum Beispiel: Sie schreibt
W oder F auf die erste 1 der kodierten Grundformel). Jedes Mal, wenn
alle Grundformeln einer Disjunktion bewertet sind, geht sie nach rechts
und kontrolliert erstens, ob in dieser Disjunktion mindestens eine
Grundformel mit W bewertet worden ist und zweitens, ob die Bewertungen
der neuen Grundformeln konsistent sind mit den schon bewerteten Grund-
formeln, die rechts davon stehen. Dazu muss sie natilirlich wieder bis

zum rechten Rand von X gehen. Falls beide Bedingungen erfiillt sind,

geht sie nach links zur n&chsten Disjunktion, saonst stellt sie ab. Falls
sie alle Disjunktionen behandelt ha%t, steht sie links von X, geht in den

akzeptierenden Zustand s, und stoppt.

1
Falls X in E® ist, so gibt es sicher eine solche Berschnung, die im Zu-

stand 54 endet, da ja X die Kodierung einer erfiillbaren Formel ist.

Falls umgekehrt die Maschine im Zustand S nach einer Berechnung stoppt,
so ist es ihr gelungen, die Grundformeln konsistent so zu bewerten, dass
jede Disjunktion wahr ist und somit auch die ganze Konjunktion; also ist
X in E°.

Man Uberzeugt sich leicht, dass diese NT-Maschine polynomial beschrankt

arbeitet.
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3. Die Existenz vollstdndiger Sprachen in NP

satz 3 E° ist eine vollsté&ndige Sprache in NP (Cook 1970).

Korollar EDG P <==> NP = P

Beweisidee

Es wird die Vollstandigkeit von E° in NP beziglich <. behauptet. Da =
in NP ist (Satz 2), bleibt zu zeigen, dass jede Sprache L in NP poly-
nomial auf E° transformierbar ist. Dazu transformieren wir L zuerst

auf das unkodierte Erfiillungsproblem, indem wir jedem X€ {0,1}* eine
Formel F(X) in konjunktiver Normalform zuordnen mit X€ L <==> F(X)€ E.
Zudem soll die Formel F({X) aus X nach deterministischen Regeln in poly-
nomialer Zeit hervorgehen. Dies Funktion f(X) = [F(x) transformiert

dann L polynomial auf %,

Die Transformationsidee: Ob eine zur Sprache L gehérige NT-Maschine M
mit dem Beschrinkungspolynom £ den Input X akzeptiert, h&ngt nur von
den Berechnungen der Lange < N(X) = T(Lh(X)) ab. Dank einer Modifikation
der NT-Maschine M, genligt es, Berechnungen der genauen L&nge N(X) zu
betrachten. Die Konfigurationen einer solchen Berechnung sind in den
Feldern ausserhalb -N(X) und +N{X) stets mit dem Zeichen = belegt und
kdnnen deshalb dort abgeschnitten werden. Denken wir uns diese reduzier-
ten Konfigurationen einer Berechnung mit Input X untereinander ge-
schrieben, so entsteht eine endliche Tafel, deren Format nur von N(X)
abh&ngt. Somit kdnnen wir uns fUr den Input X auf die Berechnungen
innerhalb dieses endlichen Formats beschrénken.

Eine Tafel ldsst sich mit einer Wahrheitsbelegung gewisser aussagelogi-
scher Variablen beschreiben. Flr jedes Paar <Zeichen, Tafelfeld> fih-
ren wir eine aussagelogische Variable ein. Die Belegung einer solchen
Variablen mit dem Wahrheitswert 1 soll besagen, dass das entsprechende
Zeichen im entsprechenden Feld der Tafel steht. Jede Menge von Tafeln
13sst sich durch die erfiillenden Belegungen einer geeigneten aussagelo-
gischen Formel darstellen. Finden wir nun eine Formel, die genau die
Tafeln der akzeptierenden Berechnungen mit Input X darstellt, so ist
sie erflillbar, genau wenn X durch eine Berechnung der Lange N(X) akzep-
tiert wird.

Die Formel ergibt sich, wenn wir die allgemeine Definition einer akzep-
tisrenden Berechnung auf das endliche Format einschré&nken. Die vorkom-

menden Quantoren werden dadurch beschrdnkt und lassen sich durch
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Konjunktionen ersetzen. Auch wird die Formel nicht zu lang, wemn wir

den induktiven und lokalen Charakter der Definition ausniltzen.

Vorbereitungen flir den Beweis

Sei M = <S,s_,s,,P> im Weiteren eine NT-Maschine Uber T omit:
I ={b_,b,,
S = {50’51""'5q}’

Pc zx(S—{s1}Jx (JU {L,R})xsS.

/l’
""bp} (wobei b0=*, b1=D, b2=1).

n

Die Modifikation

Setzen wir P’ = PLJ{<bj,sk,bj,5k>[ Ufjfp,Ufqu,U(bj,sk)=ﬂ} mit
U(bj,sk] = {<u,w>| <bj,sk,u,w>€ P}, so wird durch diese Modifikation

eine NT-Maschine M' = <S,sD,s P'> definiert. Die zusdtzlichen Ueber-

’
gangsmdglichkeiten von M’ bewlrken, dass sich vollst&ndige Berechnungen
von M durch das Kopieren der Endkonfiguration fortsetzen lassen. Eine
Berechnung von M' ist also entweder eine Berechnung von M allein oder
aber eine durch Kopie der Endkonfiguration verlangerte vollsténdige
Berechnung von M.

M' hat keine vollstdndigen Berechnungen; deshalb soll eine Berechnung B

van M' schlechthin akzeptierend flr den Input X heissen, falls sie die

Varldngerung einer akzeptierenden Berechnung von M mit Input X ist. B
ist genau dann akzeptierend, wenn die letzte Konfiguration im Zustand
s, ist. (Hinweis: 84 ist ein Endzustand vaon M.)

Die Tafel einer Berechnung

Sei N im Weiteren eine natlirliche Zahl.

Definition Ist B = <K0,K1,...,KN> eine Berechnung der NT-Maschine M’',
so ist B = <RD,E1,...,EN> die Tafel von B; dabei ist

K = <[am]—N§m§N'i’S> die (N-) Reduktion der Konfiguration

K = <(ameEZ,1.s>.

Bemerkung: Ist B eine Berechnung mit Input X und Lé&nge N und ist

Ih(X)<N, so vernachldssigt diese Reduktion nur Bandfelder mit der Auf-
schrift bo.

Schreiben wir die reduzierten Konfigurationen von B = <K ,K1,...,EN>
0
untereinander, so entsteht eine Tafel, deren Format nur von N abhangt.
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KD [ T [ ] ]
...T. ______ I_I ______ '_. p— L —
| - |
I
— : | :
B ol--— = = === = = —— = — - — -
L N - - -
o i P ]
I IR B o N
KN l [ —I — o
Buchstabenfelder Kapf- Zustands-
felder felder
Ist K, = <(am)_NSmSN,1,sk>, so steht im Bu-Feld (&,m) der Buchstabe 8

(die Bandaufschrift), im Ko-Feld & die Zahl i mit -2<i<%¢ (d.h. der Kopf

befindet sich Uber dem i-ten Feld), im Zu-Feld % das Zeichen S|, (der Zu-

stand der Maschine).

Die Darstellung von Tafeln vom Format N mit Hilfe von Belegungen pewis-

ser aussagelogischer Variablen

Wir fihren die folgenden aussagelogischen Variablen ein:
Flr jedes £&,m und bj die Variable Bj(l,m);

flr jedes 2,m die Variable C(2&,m);

flir jedes % und s die Variahle Sk(l);

k
(dabei ist O<R<N,-N<m<N, bjE 1, s, € 5],

Um eine Bijektion zwischen den Belegungen dieser Variablen und Tafeln
zu erhalten, lassen wir auch Tafeln zu, in deren Feldern Teilmengen der
entsprechenden Zeichen stehen - also in einem Bu-Feld eine Teilmenge

von E, in einem Ko-Feld eine Teilmenge von {i| -N<i<N}, in einem Zu-Feld

gine Teilmenge von S.

Die Belegung v der abigen Variablen, welche die Tafel T vom Format N
beschreibt, ist gegeben durch:

v[Bj(Z,m)] 1 <=> b, steht im Bu-Feld (%,m) von T

vl C(2,m)] =1 <=> m steht im Ko-Feld & von T

vis, (2)]

1 <= S\ steht im Zu-Feld 2 von T

Notation: 2 ist die Belegung, die T beschreibt; Tv die Tafel, die zur

Belegung v gehdrt.
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Definition Eine Menge H von Tafeln wird durch eine aussagelogische

Formel A dargestellt, wenn fir jede Tafel T gilt:

T6|4<=#>VTMJ = 1

Bemerkung: (1) Eine einzige Tafel T wird durch die Formel A; darge-
stellt, welche die Konjunktion aller Grundformeln ist, die unter der
T den Wert 1 haben.

(2) Eine Menge H von Tafeln wird zum Beispiel durch die Formel \/A
€H
l

Belegung v

T

T
dargestellt. Die L&nge dieser Formel ist aber sicher grdsser als H.

Die akzeptierenden Tafeln, die darstellende Formel

Seien M' die Modifikation der NT-Maschine M, X ein b1,b2-Wort und N
eine natlrliche Zahl mit 1h{X)<N.

Definition ATN(X) = {B| B ist akzeptierende Berechnung von M' mit In-
put X und Linge N}

Wir wollen ATN(X) darstellen. Verfahren wir geméss (2) oben, so erhal-
ten wir eine i.a. zu lange Formel. Benlitzen wir hingegen den indukti-
ven und lokalen Charakter der Berechnungen, so l&sst sich eine kilirzere

Formel angeben;: FN(X).

FN(X) ist die Konjunktion einer Liste von Formeln in konjunktiver Nor-
malform. Diese Liste ergibt sich, indem wir auf Grund gemeinsamer Ei-
genschaften der Tafeln B in ATN(X) Formeln aufschreiben, die unter je-
der Belegung Vg den Wert 1 haben. FUr die Konjunktiaon FN(X) gilt dann
sicher VE[FN(X)] = 1 fir B€ ATN(X). Es bleibt dann noch die Umkehrung

zu beweisen - was gelingt, wenn die Liste genligend vollsténdig ist.

Bemerkung: Wir schreiben die Formeln nicht immer in konjunktiver Nor-
malform auf, geben aber jeweils einen Hinweis, wie sies &quivalent umge-
formt werden kdnnen. Zusdtzlich machen wir Angaben ilber Grdsse und An-
zahl.

I In jedem Feld einer Tafel BE€ ATN(X) steht genau ein Zeichen:

p
fir alle (z,m):j\/oaj(z,m); flir alle (&,m), i$j: = B, (2,m)v= Bj(l,m);

N
flr alle &: \/
m=-

%(l,m] (*); fUr alle &,mPn: = C(&,m)v= c(2,n);
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q
flir alle %: Q!gsk(z) 3 fUr alle 2,kfh: = 8 (R)v= S, ()5

(dabei ist 0<2<N; -N<m,n<N; 0<i,j<p; 0<k,h<qg).

Anzahl: Gréssenordnung Ns-
Lange : Nur (*) hat die Grdssenordnung N, alle anderen Li&ngen sind un-

abh3ngig von N.

II In der Zeile 0 einer Tafel BE€ ATN(X) steht der Input X.
X = b, b, ...b, ; da wir 1h(XJ)<N voraussetzen, ist n<N:
i, i i
1 72 n
BO{U,m} flir m mit -N<m<0 oder n<m<N;

B, (0,k) (d.h. b, im Feld (0,k)) fUr k mit O<k<n;
Tk Tk B

c(0,0) (d.h. Kopf auf Feld 0);

s (0) (deh. Zustand s ).
0 5)

III Der Zeilenlbergang von der Zeile & (0<%<N) zur Zeile %£+1 einer Ta-
fel BE€ ATN(X) wird durch die Uebergangsrelation P’ bestimmt; aus loka-
len Eigenschaften der Zeile & folgen gemdss P' lokale Eigenschaften der

Zeile 2+1.

(1)} Steht der Buchstabe bj im Buchstabenfeld (&,m) und befindet sich
der Kopf nicht lber diesem Feld, so wird der Buchstabe bj in die Zeile
%+1 kopiert: Flr %,m und j mit 0<4<N, =~N<m<N, 0<j<p nehmen wir die For-

mel (Bj(l,m)Aﬁ cig,m)) — Bj(£+1,m) in die Liste auf.

Bemerkung: (AAB) — C &g [((= AV B}V C); Anzahl: Grdssenordnung Nz.

(2} Steht der Buchstabe bj im Buchstabenfeld (&,m}, befindet sich {ber
diesem Feld der Kopf und ist die Maschine im Zustand 8.+ 80 ist der
Uebergang von einem 4-Tupel <bj,sk,u,w>€ P', welches dem Berechnungs-
schritt zugrunds lisgt, abhingig. Um Komplikationen am Tafelrand zu
vermeiden, soll fir jedes % (8<&<N} das m nur zwischen -% und *% va-

riieren.

{a) Die folgende Formel K(&,m,bj,sk,u,w) beschreibt die drei beteilig-

ten Felder der Zeils 2+1, falls der Uebergang von Kg nach K£+1 van B

auf Grund wvon <bj,sk,u.w>€ ZXSX(ZU {L,R})IxS erfolgt ist:
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'Bi[2+1,m)A C(a+1,m)A S _(2+1), falls usb,, w=s

h h
(d.h. bi wird Uberschrieben, Kopf bleibt, neuer

Zustand sh)
Bj(l+1§m)A C{L+1,m+1) A Sh(2+1), falls u=R, w=s,
K(l.m,bj,sk,u-W) = < (d.h. bj wird kaopiert, Kopf nach rechts, neuer
Zustand sh)

Bj(2+1,m)A Cle+1,m=-1)A Sh(£+1), falls u=L, w=s,

(d.h. bj wird koplert, Kopf nach links, neuer

L Zustand sh)

(b) Das Programm einer NT-Maschine l&sst aber flir den Uebergang mehre-

re MBglichkeiten zu; deshalb betrachten wir die - dank der Modifikation

nichtleere Disjunktion dieser Mdglichkeiten:
K_,(&,mb,,s, ) = \/ K(%,m,b,,s
p J J

< alle u,w mit
<bj,5k,u,w>€P'

k,u,w]

(c) Da diese Formel alle M8glichkeiten einschliesst, ist sie unter ei-
ner Belegung vy mit B€ ATN(X] erflillt, falls die Maschine in der Berech-
nung B im Feld (%,m) den Buchstaben bj einliest und sich im Zustand S\
befindet. Diese Voraussetzung wird durch die folgende Formel beschrie-
ben: H(&,m,b,,s, ) = B, (2,m)AC{L,m)AS (&)

3Tk J k
Fir 2,m,j,k mit O<f<N, -f<m<f, 0<Jj<p, 0<k<q nehmen wir die Formel

H(&,m,b,,s ) — K_,(%,m,b,,s, ) in die Liste auf.
J7k P i’k

Bemerkung: Die Umformung in konjunktive Normalform ist unabh3ngig von

N. Anzahl: Grdssenordnung N2.

IV Eine Tafel BE€ ATN(X) gehdért zu einer akzeptierenden Berechnung von
M'. Somit ist die letzte Konfiguration im Zustand s Wir nehmen des-

halb die Formel 81(N) in die Liste auf.

g

Definition FN(X] ist die Konjunktion der Formeln unter I-IV.(lh(X)<N)-

Sie ist in konjunktiver Normalform und ihre L#nge ist polynomial in N.
Auch geht die Formel FN(X) - bei gegebener NT-Maschine M - auf deter-

ministische Weise in polynomialer Zeit aus X und N hervor.
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Lemma Ist 1h(X)<N, so stellt die Formel FN(X] die Menge ATN(X) dar.

Beweis: (1) Sei TE€ ATN(XJ. Also ist T = B fir eine akzeptierende Be-
rechnung B von M' mit Input X. Die Formeln der obigen Liste haben wir
so gewahlt, dass sie mit einer Belegung Vg den Wahrheitswert 1 haben,
also ist vT[FN(X)] = 1.

(2) Sei v[FN(X)] = 1 flr eine Belegung v. Behauptung: TV ist die Tafel

einer akzeptierenden Berechnung von M' mit Input X und L&nge N.

Mit v[FN(X)] = 1 haben alle Formeln der lListe auch den Wahrheitswert 1.
Dank den Formeln in I steht in jedem Feld der Tafel Tv genau ein Zei-
chen. Burch Ergdnzung der Zeilen mit bo, entsteht aus TV eine Folge von
Konfiguratiaonen: <K0‘K1""’KN>' Mit Induktion nach & (0<2<N) zeigen
wir, dass diese Folge eine Berechnung von M' mit Input X ist:

2 = 0: Dank II und 1h(X)<N ist KO die Inputkonfiguration fir X.

g ==> 2+1, &<N: Sei <KO.K "Kl> eine Berechnung von M' mit Input X.

gree
Sei Kl = <(ai]i€Z'm‘5k> und K2+1 = <(ai)iez.m ,8'>. Wir zeigen: Der
Uebergang von K2 nach K9v+1 verlduft gemdss Programm P’.

- Kopie der Buchstaben in den Feldern n mit ndm:
Fir [n| > N:s a’ =b_ = a
n o n
Fir n mit -N<n<N: Sei a = b, also ist v[BP(l,n)] = 1. Da ntm ist,
gilt v[=C(g,n)] = 1. Es gilt v[(BP(R.n)A = C(&,n)) — 8 (2+1,n) ] = 1
r

dank der Voraussetzung; somit ist v[BP(2+1,n)] = 1und @' = h = ga
n

- Uebergang im Feld m, Aenderung der Kopflage und des Zustands: "
Wir betrachten das Feld m aus Kk' Da <KD,K1,..,K2> eine Berechnung ist,
gilt fir m -Lemsp. Sei a = by, dann gilt: v[Bj(l,m)] =1,

viCte,m ] = 1 und v[s, (22 ] =1, also ist V[H[Z,m,bj,sk)] = 1. Mit der
gntsprechenden Formel der Liste haben wir auch v[Kp,(k,m,bj,sk)] = 1.

Kp,(l,m,bj,sk) ist eine Disjunktion - somit existieren u,w mit

) = . e . . h
<bj,sk,u,w>€ P' und v[K(z,m,bj,sk,u,w)] 1. Fir KQ+1 gilt nun je nac
dem, wie <u,w> aussieht, das folgende:

Falls u = b,, w=138_, so0 a'! =b,, m" =m, 8' =385 .
i h m i h
Falls u = R, w = S,» 80 a = bj =a.,m o= m+1, g’ = Sh'
Falls u =L, w=15,80a' =b, =a,m =m1, 8’ =3.
h m J m h

In allen F&llen ist der Uebergang gemdss P' und somit auch

<K0,K1,...,K2,K2+1> eine Berechnung vaon M'.
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Ber Zustand von K, ist Sy da v[Sj(N)] = 1. <KD K .. ,K, > iast also ei-

N Pt N
ne akzeptierende Berechnung von M' mit Input X; also ist TVE ATN[X).

g.e.d.

Beweis von Satz 3

(1) E°€e NP (Satz 2)

(2) Seien L€ NP, M eine L akzeptierende NT-Maschine {ber }, M' deren

Modifikation und t ein Beschrinkungspolynom mit n<t(n} (alle nJ).
Seien X€ {b1,b2}*. N(X) = £(1h(X)):

X€ L

M akzeptiert X
(M ist t-beschrénkt) <=—==>
Es existiert eine akzeptierende Berechnung

von M mit Input X und LBnges < N{X].

(Modifikation) Qe
Es existiert eine akzeptierende Berechnung
von M' mit Input X und Lange = N(X).
(Definition) < >
ATN(X)(X) + 8

(Lemma, 1h(X)<N(X)) <==ss==>

FN(X)(X) ist erfillbar

(Kodierung) >

FX) = [ (x) e e®

Fuex)

L wird also mittels f auf E° transformiert.

Die L&nge von FN(X){X} ist polynaomial in N{X]) und somit auch polyno-
mial in 1h(X).
Sind M und t vorgelegt, so l&sst sich eine T-Maschine angeben, die fiir

den Input X die Zahl N{X}) berechnet und die Kodierung von F (X3

N{X}
aufschreibt; f ist in 3.

g.e.d.



4. Palynomial heschriénkte d -Quantifikation

Das Berechnen des Wahrheitswertes einer aussagelogischen Formel bei ge-
gebener Belegung ist ein polynomialer Prozsss. Dabei kann man sich den
Input zweistellig denken: ginerseits die Formel, andererseits die Bels-
gung. Eine aussagelogische Formel ist genau dann erflillbar, wenn 8s
eine erflllends Belegung ihrer Variablen gibt. Die Sprache E° der ko-
dierten erflllbaren Formeln in konjunktiver Normalform ist also die

J -Quantifikation einer zweistelligen pPolynomial entscheidbaren Rela-
tion; zudem ist diese - -Quantifikation polynomial beschrénkt (im Sinne

der nachfolgenden Ausfihrungen).

Man Uberlegt sich leicht (Satz 4), dass eine polynomial beschr3nkte

J -Quantifikation einer zweistelligen polynomial entscheidbaren Rela-
tion eine Sprache aus NP liefert. Umgekehrt gibt es aber auch zu jeder
Sprache aus NP eine zweistellige polynomial entscheidbare Relation, aus
welcher sich die gegebene Sprache durch polynomial beschrénkte 3 -Quan-

tifikation gewinnen l&sst (Satz 57.

Dadurch srreicht man esine weitere Charakterisierung von NP.

Definition 5 Seil T sine T-Maschine Uber Z. T akzeptiert genau dann das
Wortpaar <X,Y>€ {0,1}* = {0,1}*, wenn es eine vollstédndige Berechnung
mit Input X+*Y und Endzustand Sy gibt. Die von T akzeptierte zweistel-

lige Relation wird mit AZfT] bezeichnet.

Der Begriff polynomial entscheidbar l&sst sich so ohne weiteres auf

Relationen Ubertragen. PZ bezeichnet die Menge der zwelstelligen poly-

nomial entscheidbaren Relationen.

Bemerkung Es sei Y(B) = g, Y(0) = 10, Y(1) = 11 und Y{yW) = Y{VIY{W].
Durch die Kodierung Z: {0,1}* x {0,1}* — {0,1}*% mit Z{y,w) = Y{VIOOY{W)
lassen sich die zweistelligen Relationen aus Pz als Sprachen in P auf-
fassen: Flr [25{0,1}* x {0,1}* gilt

Tep? <—> z(T)EP

Satz 4 Sei p ein Polynom und L€ P2, Dann liegt
L= {X] (IYIIh(Y) < p(lh{X))A <X,¥Y>€ T} in NP.

Beweisskizze: Sei T eine polynomial beschrédnkte (einbandige) T-Maschine

mit AZ(T) = L. Es ist leicht, eine polynaomial beschrinkte NT-Maschine
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anzugeben, welche rechts vom Input X, abgetrennt durch #, eine belie-
bige 0,1-Folge der Lange < p(lh(X)) aufschriebt., Die Zusammensetzung
mit T ergibt eine NT-Maschine, die polynomial beschrénkt ist und genau

L akzeptiert.

L= 2 .
Satz 5 Zu jeder Sprache L€ NP gibt es eine Relation L€ P” und ein Poly-
nom p derart, dass L = {X| (FY)I(Lh(Y) < p(Lh(X))A <X,¥>€ [)}.

Beweisskizze: Sei N eine polynomial beschridnkte NT-Maschine, die L
akzeptiert und g ein Beschrédnkungspolynom. Wie im Bewels von Satz 1
ldsst sich jede Berechnung B von N durch eine Folge Y€ {0,1}* der Linge
Ce1h(B) (flr eine geeignete Konstante C) charakterisieren. Die zwei-
bandige T-Maschine T (angewandt auf die beiden Argumente X und Y) soll
die durch Y charakterisierte Berechnung von N mit Input X simulieren
und <X,Y> genau dann akzeptieren, wenn die charakterisierte Berechnung
von N eine akzeptierende Berechnung ist. Flr die Simulierung jedes ein-
zelnen Schrittes von N braucht T eine feste Anzahl Schritte. T ist also
polynomial beschrdnkt und es ist

L = {X| (FYI(Ih(Y) < Ceq(lh(X))A <X,Y>€ L}.

Definition 6 Eine Sprache L ist die polynomial beschrinkte 3 -Quanti-
fikation einer Sprache L', wenn es ein Polynom p derart gibt, dass
L = {X] (AY)(Lh(Y) < p(Lh(XI)A Z(X,Y)€ L'}, wobei Z die in der Bemer-

kung (zur Definition 5) definierte Zuordnung ist.

Mit Satz 4, Satz 5 und P< NP ergibt sich das folgende Korollar:

Korollar Es gilt genau P = NP, wenn P gegeniiber polynomial besghrdnk-

ter 3 -Quantifikation abgeschlossen ist.
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