
IV. Weitere zum Er{Ollungsproblem polynomial ~quivalente kombinatori- 

sche Aufgaben 

von Joachim yon zur Gathen und Malta Sieveking 

Wir geben zun~chst nach [Karp 1972) neun v o l l s t ~ n d i g e  Sprachen in NP 

an. Oann w i rd  geze igL,  dass die zu den 15sbaren r a t i o n a l e n ,  d i o p h a n t i -  

schen und modularen Gleichungssystemen geh5nigen Sprachen in P s ind .  

Ansch l iessend warden r a t i o n a l e  und d iophan t i sche  Ungleichungssysteme 

un te r such t ,  wobei die l e t z t e r e n  wiederum s ine v o l l s t ~ n d i g e  Sprache in 

NP ergebsn. Im l e t z t e n  T a i l  w i rd  die R e d u z i b i l i t ~ t  yon ganzen Zahlen 

und von Polynomen behande l t .  

Die Bezeichnungen s ind die g le i chen  wie in I I I ,  wo auch die O-1-Kodie-  

rungen der b e t r a c h t e t e n  Sprachen besohr ieben s ind .  

I. OREIFAERBBARKEIT ist sine vollstQndige Sprache. Sis bestaht aus al- 

len Graphen (P,KI mit dsr Eigsnschaft, dass ss sine Abbildung 

~: P --~ {fo,fl,f2} gibt mit 

(Vp,qEP) {p ,q }Q K ~ >  ¢(p) ~ ¢ (q ) ,  

d.h.  dass der  Graph mit d re i  Farben ~ o , f l , f  2 ~ r b b a r  i s t .  

Die Vollst~ndigkeit beweisen wir mit folgender Transformation: 

ERFUELLBARKEIT MIT HOECHSTENS OREI VARIABLEN PRO KLAUSEL 

< DREIFAERBBARKEIT, 

Ssien C I ..... C m Oisjunktionen yon jewsils hSchstens drei Elementen yon 

{x I ..... Xn,~ I ..... ~n ). Falls nBtig, erreiohen wir durch Wiederholung, 

dass in jedem C. genau drei Zeiohen vorkommen. Jedes C. hat dann die 
1 l 

Form C i = Yil V Yi2 V Yi3' wobei Yik sin ×j oder ein ×j ist. 

Oar Formel C I A...A C m ordnen wit den Graphen G = [P,K) zu mit 

P = {0 ,2 }  U { x j l  j 2n }  b { ~ j l  j~n}  U {p~[ i2m, k<5} 

2}1 j<n}  U { { ~ j , 2 } [  j<n}  K = { { o , 2 } }  u { { x j ,  _ 

- i 
U { { x j , x j } [  j<n}  U { { Y i k , P k }  I i~m, k<3} 

U f ~ r  a l l e  i<m fo lgende s ieben Kanten: 
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Bemerks ,  dess 0 den g l e i c h e n  

Punk t  ~Or e l l s  i b e z e i c h n e t .  

[Oieser Graph wurde von E. Specker vorgeschlagen.) 

B e i s p i e . 1  C 1 = x 1 V 7 2 V x 7 ,  a l s o  Y l t  = X l '  Y12 = ~ 2 '  Y13 = XT" 
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Wir zeigen, dass C I A.,.A C m erf011bar ist genau dann, wenn G drei- 

f~rbbar ist. 

Sei C I A,..A C m erf011ber und v: {x I ..... Xn } --~ {0,1} sine Belegung 

mit v[C I A...A C m] = I, FOr alle i<m_ gilt dann v(C,~) = I, d.h. for alle 

• mi% v(y i ] I, i_<m gibt es sin k I k. 
l 

Folzende Abbildung ¢ ist dann sine F~rbung yon G: 

¢(0] = ? , 
o 

$ ( 2 ]  = T 2 , 

¢ ( x . ]  = { a v ( x  . )  ' 
3 

¢ ( 7 . ]  = a v C T . ) '  
J 
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i i i i 
und die Punkte der FOnfecke (p~,p2,P3,P4,P5 ] T~rbt man der Reihe nach, 

for k. = I im Gegenuhrzeigersinn, sonst im Uhrzeigersinn. Dabei be- 
2 

ginnt man mit 6(p~.) = T o. Nachher slnd jeweils hBchstens zwei Farben 
i 

ausgeschlossen, so dass stets mine freie Farbe gew~hlt warden kann. 

Sei umgekehrt G mit drei Farben f o, fi~ T 2 gef~rbt, und etwa #(0) = T o. 

@[2} = f 2. FOr j<n ist 6(xj) = T ° und @(~j) = fl oder umgekehrt. 

Wir definieren v: {x I ..... x n} --~ {0,I} durch 

--~ ~ 0 falls 6(xj) = f ° 

x. 
J 

I falls ~(xj) = f i, 

Wir zeigmn, dass v(C I A...A C m) = I gilt: 

Andernfalls gibt es sin C i = Yil v Yi2 v Yi3 mit v(C i) = O, d.h. 

v [ Y i l )  = v ( Y i 2 )  = v ( Y i 3 )  = O. O a n n i s t  

{ [ Y i l  ) = ¢ ( Y i 2  ) = 6 ( Y i 3  ) = f o u n d  o . B . d . A .  
i 

~[P~) = f l '  ~(P2 ) = f 2 '  

also 6(P~) = T2' ~(P~) = f l '  

i f I f 2 verbunden, was dmr F~rbungs- P3 i s t  m i t  Punkten den Farben f o, , 

e i g e n s c h a f t  w i d e r s p r i c h t .  A l so  g i l t  

v(C 1 A . . . A  C ) = 1, m 

2, Die Spraoha k-FAERBBARKEIT besteht aus allen Graphen G = (P,K) mit 

der Eigenschaft, dass es eine Abbildung ~: P --~ {fl ..... fk } gibt mit 

(Vp,qE P) {p,q}E K ~> ~(p) ~ @(q), 

d.h. dass der Graph mit k Farben T~rbbar ist. k-FAERBBARKEIT ist voll- 

st~ndig TOt k>3: 

DREIFAERBBARKEIT < k-FAERBBARKEIT. -7 

Einem Grapher G = [P,K) ordnen wir den Graphen G' = CP',K') zu mit 

P '  = P U  { i  . . . . .  k - 3 }  

K' = KU { { ± , J } I  ± , j 2 k - 3 }  U { { P , J } I  pE P , j 2 k - 3 } .  

OfTens i ch t l i ch  i s t  g# DREIFAERBBARKEIT, genau wenn G'E k-FAERBBARKEIT. 

Bemsrkung ZWEIFAERBBARKEIT ist in P. Oar folgende Algorithmus tester, 

ob sin Graph G = (P,K) zweifQrbbar ist. 
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Nan w~hlt rEP, o rdnet ibm die Farbe ¢[r)=# I zu und bestimmt s chritt- 

weiss #Or die Punkte p, die mit einem bereits ge#~rbten Punkt q ver- 

bunden sind, ¢(p) durch ~[p)~¢[q). Wenn p mit Punkten versehiedener 

Farbe verbunden ist, so wird G verwor#en. Falls nur noch Punkte unge- 

#~rbt sind, die mit keinem @e#~rbten Punkt verbunden sind, so beginnt 

man wieder wie oben mit ainem beliebigen solchen Punkt rund der Farbe 

#I" Dann ist G zwei#~rbbar, genau wenn dieses Ver#ahren niemsls ver- 

wir#t. 

3. Die Sprache GLIQUENUEBEROECKUNG enth~lt alle Paare (G,n), we 

G = (P,K) ein Graph und nE ~ ist, mit der Eigensoha#t, dass as voll- 

st~ndige Untergraphen (= Cliquen) G I ..... G von G gibt, deren Punkt- 
n 

mengen P 8berdecken (die G. dOrfen such leer sein). CLIQUENUEBEROECKUNG 
J 

ist vollst~ndig: 

OREIFAERBBARKEIT < CLI@UENUEBERE~CKUNG. -7 

Einem Graphen G = (P,K) ordnen wir den komplement~ren Graphen 

[ P ' , K ' )  m i t  P' = P und K' = [~)~K und n=3 zu, Oann g i l t  G' 

GE DREIFAERBBARKEIT 

< ~ >  ( ~ ¢ :  P --* { 1 , 2 , 3 } 1  ( V { p , q } E  K) ¢ [p)  ~ ¢ (q l  

< ~ >  ~Ueberdeckung P1U P2 U P3 yon P, so daBs #dr iE  { 1 , 2 , 3 }  j e  

zwei Punkte yon P. in  g n i c h t  m i t s i n a n d e r  verbunden s ind  
1 

< = >  ~Ueberdeckung P1U P2 U P3 yon P ml t  [V i<3)  [Vp,qEPi ]  { p , q } E  K' 

< ~ >  ( G ' , 3 ) E  CLIOUENUEBERDECKUNG. 

4. PARTITION besteht aus allen Pasren (M,{S I, .... Sr}),wobei Meine end- 

liche Mange ist und die S. Teilmengen yon M sind, mit der Eigensohaft, 
J 

dass as eine Teil#amilie {S ...... S. } yon {S I ..... S r} gibt, deren Ele- 
z I zp 

manta paarweise disjunkt sind und deren Vereinigung Mist. Als Kodie- 

rung verwenden wit die Kodierung der IMlxr-Inzidenzmatrix, d.h. der 

Matrix mit den Koeffizisnten 

wobei M = {m I ..... mlml}. 
f 

l miE S. J 

aij = 
O sonst 
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PARTITION ist vollstBndig: 

OREIFAERBBARKEIT < PARTITION. 

Einem Graphen G = (P,K) ordnen w i t  zu:  

M = P U K x { l , 2 , 3 }  

und f o l g e n d e  Mengen S j ,  i n d i z i e r t  du tch  ( P x { 1 , 2 , 3 } )  U ( K x { 1 , 2 , 3 } ) :  

Sp, f  = {p}  u { { k , f ) l  pe k}, 

Sk, f = { ( k , f ) } .  

Sei  (P ,K)E  DREIFAERBBARKEIT, etwa mi t  ¢: P --~ { 1 , 2 , 3 }  g e f ~ r b t .  Dann 

b i l d e n  d ie  Mengen 

{ S p , ¢ ( p )  I pE P} U {Sk,fl (Vp~ k ) @ [ p ) + f }  

e ine  Ueberdeckung van M, und s i e  s i n d  paarwe ise  d i s j u n k t .  A lso  l e t  

( M , { S . } ) E  PARTITION, Sei  umgekehrt  ( M , { S . } ) E  PARTITION, etwa 
J J 

M = U S. mi t  J c  ( P x { l , 2 , 3 } )  U ( K x { l , 2 , 3 } ) .  
j EJ J 

FOr jedes  p E P  g i b t  es genau e in  fE  { 1 , 2 , 3 }  m i t  ( p , g ) E  J. Dann i s t  

{ :  P --~ { 1 , 2 , 3 }  

e ine  FQrbung von [ P , K ) ,  a lso  GE OREIFAERBBARKEIT. 

5. Die Sprache SCHNITTMENGE b e s t e h t  aus a l l e n  Paaren (N,{U 1 . . . .  , U t } ) ,  

wo N e ine  e n d l i c h e  Menge und U 1 . . . . .  U t Te i lmengen yon N s i n d ,  m i t  de r  

E i g e n s c h a f t ,  dass es s ine  Te i lmenge U von N g i b t  m i t  V j  IU jN u[ = 1. 

I h r e  V o l l s t ~ n d i g k e i t  ze igen  w i t  du tch  e ine  p o l y n o m i a l e  T r a n s f o r m a t i o n  

des " d u a l e n "  Prob lems:  

PARTITION < SCHNITTMENGE. 

Sei {S 1 . . . . .  Sr } e ine  F a m i l i e  von Te i lmengen  yon M = {u 1 , , , , , u  t } ,  Wi t  

ordnen i h r  zu e ine  F a m i l i e  U 1 . . . . .  U t von Te i lmengen von 

N = {s 1 . . . . .  s r }  m i t  

s .E  U. < ~ >  u .E  S. ( t r a n s p o n i e r t e  E - M a t r i x ) .  
j l i j 

Dann g i l t :  
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(M,{S 1 . . . . .  S r } ] E  PARTITION 

< ~ >  (~RC {1 . . . . .  r } )  [ V i < t )  [ ~  ! j 6  R) u iE  S. - j 

< ~ >  [~RC {1 . . . . .  r } ]  ( V i < t )  ( ~  ! j 6  R) s j 6  U i 

< ~ >  [N, {U 1 . . . . .  U t } ) E  SCHNITTMENGE. 

8, Die Sprache OREIOIMENSIONALES REPRAESENTANTENSYSTEM b e s t e h t  aus 

allen Paaren van endlichen Mengen [T,U) mit Uc T 3 und mit der Eigen- 

sohaft, dass as mine Teilmenge Wc U gibt, so dass die drei Projektionen 

Pri: T 3-+ T [i£ {1,2,3}) bijektiv yon W naoh T sind. 

Lawler (siehe Karp 1972) hat mit dmr folgenden Transformation gezeigt, 

dass diese Spraohe vollstOndig ist: 

PARTITION < DREIOIMENSIONALES REPRAESENTANTENSYSTEM. 
-IT 

Oabei wird jedem (M,{S I ..... S }) das folgende (T,U] zugeordnet: 
r 

T = n U { ( x , j ) [  j 6  {1 . . . . .  p } , x 6  S . } .  
J 

Ssi ~" T --* T mine Cesta Permutation, so dass for alia jE {I ..... r} 

und alle BE Six{J} 

{ ~ ( ~ ) l  i>o} = s, × { j }  
J 

i s t  ( d . h ,  z i s t  Zyk lus  aug S . x { j } ] .  
J 

u = { (x ,  C x , j ) , C x , j ) ) J  j ~  {1 . . . . .  r } , x C  s . }  
J 

u { ( ~ , 6 , ~ ( 6 ] ) 1  ~6 T\M,66 T}.  

Wenn Rc { 1 , . . . , r }  mine P a r t i t i o n  yon N ~m~in impt ,  so sa i  

T' = U ( s j × { j } ) .  oa IT I = lnl i s t ,  g i b t  es mine B i j m k t i o n  
j 6R 

: T~M - ~  T ~ T ' .  

Dann ist 

W : {(x,(x,j),[x,j]] (x,j]6 T'} U {(C~,~[~,),ITI,~[C~]))Ic~E T',M} 

ein dreidimensionales ReprOsentantensystem. 

[pr 3 ist bijektiv, da ~: T\T' --~ TxT' bijektiv let). 

Sei umgekehrt W ein dreidimensionales ReprQsentantensys{em und 

e = { j I ( 3 x E M )  ( x , ( x , j ] , ( x , j ] ] 6  W}. Wegen Pr l (W]  = T l e t  U s. = M. 
j 6R J 

Sei j 6  R und etwa ( x , ( x , j ] , ( x , j ) ] E  W. SBi £ e r n e r  [ y , j ]  = ~ T - I ( x , j ) .  Es 

gibt kein mE T~M mit 

[ ~ , ( y , j ] ,  z ( y , j ) ) 6  W, 

a lso  i s t  ( y , ( y , j ] ,  ( y , j ] ]  6 W. 
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-I 
Oa ~ s i n  Z y k l u s  au f  S . x { j }  i s t ,  f o l g t  

J 

(VzE Sj) ( z , ( z , j ) , ( z , j ) ) E  WI 

Wenn a l s o  i , j E  R und xE S , N ' S .  i s t ,  so ±s t  ( x , [ x , i ) , [ x , i ) ) E  W und m j 
[ x , ( x , j ) , C x , j ) ) E  W, a l s o  i = j ,  und f o l g l i c h  d e f i n i e r t  R e i n e  Pamt± t±on 

v o n  M, 

7. Die Sprache  RUCKSACK b e s t e h t  aus a l l e n  Fo lgen  (a 1 . . . . .  a r , b )  yon na-  

t O r l i c h e n  Zah len  m i t  de r  E i g a n s c h a f t ,  d a s s  e s  e i n  RC {1 . . . . .  r }  g i b t  

mit ~ a. = b (man m~chte den Rucksack b mit einem Teil des Proviants 
jER J 

genau ausf~llen). Oiese Sprache ist vollst~ndig: 
a l , - . . , a  r 

PARTITION < RUCKSACK. 

Seien S I ..... Sr Teilmengen von M = {u I ..... ut}. Wit setzen 

I I falls u,E S. 
z j 

d =r+1 , sji = 

0 sonst 

t di_1 dt_1 
a. = Z ~ji b = J i=1 ' d-1 

Dann g i l t :  

(M, {S  1 . . . . .  S r } ) E  PARTITION 

< ~ >  [ ~ R  C { 1 . . . . .  r } ) [ V i < t )  [ 3  ! j E  R) u . E  S I 
- 1 j 

t 
< ~ >  [ 3 R c  {1 . . . . .  r } )  Z ( Z s ' ' ) d i - l =  1 . . . .  +d t - l =  b 

i=I j ER jz 

(da (Vi) Z ~..< ~ s..<r<d und die d-adische Oarstellung eindeutig 
ist) jER JZ-j<_r jz- 

t 
< ~ >  (3Rc  {1 . . . . .  r } ' )  ~ a. ~ ( ~ s d i - 1  

j ER a j ER i-~I ji ) = b 

< ~ >  (a 1 . . . . .  a r , b ) E  RUCKSACK. 

8. Das multiplikative Analogon zu RUCKSACK ist FAKTORZERLEGUNG, das 
aus allen Fo lgen  (a 1 . . . . .  a t , b )  von n a t Q ~ l i c h e n  Z a h l e n  b e s t e h t ,  d i e  d i e  

E igenscha f t p  haben,  dass es e i n e  T e i l f o l g e  ( a± l  . . . . .  a i p  ) yon (a 1 . . . . .  a t )  

g i b t  m i t  P [ a i k  = b.  FAKTORZERLEGUNG i s t  v o l l s t ~ n d i g :  
1 
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PARTITION < FAKTORZERLEGUNG. -7 

Saian S I ..... S r Teilmengen yon M = {u I ..... ut}. Wit konstruieren pear- 

weiss teilerfremde Zahlen Pl ..... Pt' z.B. die ersten t Primzahlen. Man 

Oberlegt sich leicht, dess dies in einer Zeit geht, die polynomial in t 

ist. Wit setzen 

p. ~Or i = I t, 
ai {jlu j 6S i } 

J 

Oann gilt: 

t 
b = T I p j .  

1 

[ M ' { S I  . . . . .  St}] E PARTITION 

< ~ >  [ ~ - R c  { I  . . . . .  r } )  [ V j < t )  (-~ ! i C  R) u . E  S. 
j i 

< ~ >  ( - ~ R C  { I  . . . . .  r } )  (V j<_ t )  ( ~  ! i 6  R) p j I a  i 
t 

< ~ >  [-~Rc {1 . . . . .  r } )  I~T pj = ~ - [ a .  
iQR 1 

< ~ >  [a  1 . . . . .  at,b] 6 FAKTORZERLEGUNG, 

g. Oie Sprache HALBIEREN besteht aus allen Folgen (c I ..... c s) von ganzen 

Zahlen, die die Eigenschaft haben, dass es sin So {I ..... s} gibt mit 

X ° = ~ G i . 
iCS l i S 

HALBIEREN ist vollst~ndig: 

RUCKSACK < HALBIEREN. -7 

Einer Folge [a I ..... ar,b] ordnen wir zu: 

S = r+2 

0 I = a .  f o r  i =1  . . . . .  r 
1 1 

= b*1 Cr+ I 

P 

i = I  i 
+ 1 - b  

Dann gilt: 

[a  1 . . . . .  a r ,  b ) 6  RUCKSACK 

iER l 

< ~ >  ( ~ R c  {1 . . . . .  r } )  ~ a.  + = ~ a.  + c 
i ER i Or+2 i~R i r+1 
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<~> (c I ..... Or+ 2]E HALBIEREN 
r 

(da ~ oi< cr+1 + cr+ 2 ist, kommen in einer Halbierung'cr+ I und or+ 2 
i=I 

nicht auf der zleichen Seite vor). 

I0. In diesem und den n~chsten beiden Abschnitten betrachten wit li- 

neare ~leichungssysteme in ~, in Z und in Z/qZ for ein qE Z. Wit wollen 

die LBsbarkeit solcher Systeme entscheiden und gegebenenfalls L~sungen 

berechnen. 

In ~ verwendet man zewBhnlich die Gauss-Elimination, in Z die auf die 

Elementarteilertheorie f~hrende Elimination mit Hilfe des euklidschen 

Aizorithmus. Systeme yon linearen Kongruenzen kann man dutch EinfOhren 

yon Schlupfvariablen auf lineare diophantische Gleichungssysteme zu- 

rOckfOhren. 

Die Anzahl arithmetischer Operationen dieser Algorithmen ist polynomial 

in de r Inputl~nge. Dagegen ist nicht yon vornherein klar, ob die bei 

den Berechnungen auftretenden Zahlen klein genug sind. Dass dies f~r 

eine modifiziePte Gauss-Elimination doch der Fall ist, hat [Edmonds 

1967) zezeizt. Diese Schlussweise l~sst sich nicht ohne weiteres auf den 

diophantischen Fall Obertragen. Wit zehen deshalb nach einem Vorschlag 

yon V. Strassen so vor, dass wit das lineare diophantische System dutch 

ein ~quivalentes Kongruenzsystem ersetzen und auf dieses die Elementar- 

teilermethode anwenden. Hier kann man das Koeffizientenwachstum unter 

Kontrolle halten, indem man nach jedem Rechenschritt reduziert. 

Satz Es gibt eine polynomial beschr~nkte TM, welche f~r jedes Paar 

(A,h) aus einer ganzzahligen mxn-Matrix A und einem ganzzahligen m-Vek- 

tot b ein ebensolehes Paar (A',b'] und eine Permutation ~ der Koordi- 

naten in ~n berechnet, so dass 

A' 

\ 

0 0 

n 
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die Oiagonalelemente bis zur ~-ten Zeile tO sind und for alle x6 #n 

gilt: 

Ax = b < ~ >  A ' ( ~ x ]  = b' 

F~r  s p ~ t e r e n  Gebrauch 12 , )  bemerken w i t ,  dass ausserdsm g i l t :  Wsnn A 

l i n k s  oben s i n  t x t - K ~ s t c h e n  m i t  D r e i s c k s f o r m  

1 

t 

und lauter Elsmentan tO in der Diagonals hat, so such A' (d,h, A' hat 

sin txt-K~stchen in Diagonal?orm). 

Korollar I Es gibt eine polynomial beschr~nkts TM, die for jades Paar 

[A,b) aus einsr ganzzahligen mxn-Matrix A und einem ganzzahligen 

m-Vektor b 

(i) entscheidst, ob sin x6~ n mit Ax = b existiert, und, falls dis 

Entscheidung positiv ausf~llt, sin solchss x konstruiert, 

(ii) eine Basis Obsr © aus ganzzahligen Vektoren des Nullraumes 

{xc#nl AR=O} berechnet, 

Beweis Nach obigsm Satz kann angenommen werdsn, dass A die dort for 

A' angegebene Form hat, Oann gilt: 

( ( ~ x C ~  n) Ax=b) < ~ >  ( ( V  j , ~ + l < j < m )  b j=O)  

F a l l s  es s i n e  LSsung van Ax = b g i b t ,  e r h ~ l t  man e i n e  s o l o h e  vermBge 

I 0 (~+1~r!n) 

= 
X r 

-I n 
(arr) (b r ~ a .x. • rj j 

j=r+1 

( 1 )  [ n - ~ ]  
E ine  Bas i s  x . . . . .  x 

(1<r<~] 

des Nullraumas von A erh~lt man mit 

( i ]  
X 

r 

~]a.. falls r = Z+i 
j_<~ JJ 

= 0 falls r t ~+i und ~+1<_r_<n 

al  ! ( i )  • a xj falls 1<r<~ 
rr r+1_j<n rj - - 
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( i )  
Man pratt leicht nach, dass ~ a .x. stets zanzzahlizes Viel~a- 

r+1~j< n rj j 

ches yon I I a.. ist, also x (I) ..... x (n-B) zanzzahlize Koordinaten haben. 
i~j~r JJ 

Oie Spraohe LINEARE RATIONALE GLEICHUNGEN besteht aus allen Paaren 

(A,b) aus einer ganzzahligen mxn-Matrix A und einem ganzzahligen 

m-Vektor b mit der Eigenscha#t, dass ein x6 ~n existiert mit Ax = b 

(eigentlich sollte diese Spraohe LOESBARE LINEARE RATIONALE GLEICHUNGS- 

SYSTEME heissen, aber hier und in den folgenden Abschnitten verwenden 

wit die obige kOrzere Bezeiohnungsweise]. 

Korollar 2 LINEARE RATIONALE GLEICHUNGEN ist in P. 

Beweis des Seizes 
(o] 

eine Foize A , A 

Zahlen sowie eine Folze 

dinaten in #n. Zun~chst ist 

[ o ]  ( 1 ]  

Der folzende Gauss-AIzorithmus berechnet rekursiv 
[I] 

A (~) yon mx(n+1)-Matrizen aus rationalen 

yon Permutationen der Koor- 

I aij ( l < j < n )  

b i ( j = n + l )  

( o ]  
e .  • xJ 

(o )  
= i d  

(k) [k) 
A und ~ erh~it man, i n d e m  man 

( k - l ]  
(1 )  i n  A d i e  r - r e  und k - r e  Z e i l e  und d i e  s - r e  und k - r e  S p a l t e  v e r -  

tauscht, wobei (r,s) des lexikographisch kleinste Pear mit 

(k-l)+ 0 k<r,s und s<n ist (Talls kein solches existiert, ist 
a~s • _ 

~ = k - 1 )  

(2 )  s o d a n n  ~Or j e d e s  i > k + l  d a s j e n i g e  V i e l T a c h e  d e r  k - t e n  Z e i l e  zu d e r  

i-ten addiert, for welches eine Null an der Stelle (i,k) entsteht 
( k )  ( k - l )  

[ 3 ]  ~ = ( k s ] o ~  

Oann gilt 

(VxE~ n] ( ~ aij = __ 
1<j<_n 

a(k] (k] 
<~> [ ij (~ (x]) = a~ k) (1<i<m]] 

l < j ~ n  j , n + l  - - 
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und ausserdem 

(A [~ ] ] l ~ i~m,  1~j~n \ 

o 0 

Wit multiplizieren noch die Zeilen von A [%) mit einer geeigneten gan- 

zen Zahl, derart, dass alle Eintr~ge ganzzahlig werden. So erhalten 

wit das gesuchte Paar [A',b']. Die zus~tzliche Behauptung Ober das 

Dreiecksk~stchen ist klar. 

[k]  ~(k] Im Folgenden zeigen w i r ,  dass es ~. .  , E Z g ib t  mih 1j 

[k]  ~ [k ]  ~ [k ]  
a . .  = ~ . . /  • 
zj zj 

derart dass wit die LQnge der Bin~rdarstellungen der ~[k] ~[M] . ,  , a geeig- Ij 
net absch~tzen kBnnen, d.h. durch ein Polynom in der L~nge der Oar- 

stellung yon [A,b). Wenn wit die auftretenden rationalen Zahlen stets 

in gekOrzter Form schreiben, ist damit gezeigt, dass die L~ngen der im 

Algorithmus vorkommenden Zahlen beschr~nkt sind, und dass also der 

Algorithmus in polynomialer Zsit ausfOhrbar ist, 

Wit k8nnen o.B.d.A, annehmen, dass in [I] stets (r,s] = [k,k] ist. 

Oann gilt 

a ~ - l ]  [k- l ]  
[k) 1 akj [ i , j  > k+ l ]  

a i j  [ k - l )  a [ k_ l )  [ k - l ]  
akk i k  aij 

~[k ]  Wir de f i n i e ren  naoh [Edmonds 1967] a i j  

chungen : 
~(o) [o] 
a .  , = a . .  

iJ zj 

rekursiv durch folgende Glei- 

I ~[k-1 ]  ~ [ k - l l l  
~ [k ]  1 akk kj ( i , j  > k+l)  
a i j  ~ [k -2 ]  I~ [k -1)  ~[k-1 

a k - l ' k - 1  ~ ik ij 

Man sieht mit Induktion nach k, dass 

[k] ~[k] ~[k-I])-I 
aij = aij (akk 

[ i , j  > k+l ]  
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Es gilt f o l g e n d e  Bez iehung nach [Edmonds 1967),  s i ehe  auch (Ba re i ss  

~(k) 
a .  , = 

~J 

1968) :  

denn hieraus folgt 

(o) (o) (o) (o) 
a l l  a12 . . . . .  a l k  a l j  

(o) (o) (o) [o) 
a21 a22 . . . . .  a2k a2j  

(o) [o) [o) a(°)k 
akl  ak2 . . . . .  akk j 

(o) (o) [o) [o) 
• • • • • a ,  . 

ail ai2 aik zj 

I~ Ck) I . . a(O) n 
ij I < n. (max{I ij [ } )  

l,J 
Diese Absch~tzung gilt such, wenn nicht i,j>_k+1 ist. 

~[k) Die bin~re L~nge yon a.. ist also Ij 

<_ n[logn + max{log la (°)ij ]})" 
i,j 

Bamit ist der Satz bewiesen. 

[i,j ~ k+1) 

II. Satz Es gibt sine polynomial beschr~nkte TM, wslche for jedes 

Tripel (A,b,q) aus einer ganzzahligen mxn-Matrix A, einem ganzzehligen 

m-Vektor b und einsm qE 

(i) entscheide£, ob ein xE Z n mit Axsb modq existiert,und, falls die 

Entscheidung positiv ausf~llt, sin solches x berechnet, 

[ii) sine Basis Ober Z yon {xE znl AxsO modq} berechnet. 

Die Sprache LINEARE KONGRUENZEN besteht aus~allen Tripeln [A,b,q) aus 

einer ganzzahligen mxn-Matrix A, einem ganzzahligsn m-Vaktor b und ei- 

nem qE ~ mit der Eigenschaft, dass es ein xC Z n gibt mit Ax s b modq 

Korollar LINEARE KONGRUENZEN ist in P. 

Beweis des Satzes Eine mx(n+1)-Matrix D der Form 

d l l  

0 

dkk 

0 * 
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mit d11 ..... dkk + 0 heisse k-Oiagonalmatrix. Nit S(#,v) bezaichnen wit 

die nxn-Matrix 

I i __ 

"... ! 0 

I ~T-'-- 
0i i 

Wenn man aus einar mxn-Natrix A durch Vertauschen der ~-ten und v-ten 

Spalte eine Matrix A' erh~lt, so ist A.S(p,v) = A'. 

Sei 0 eine mx(n+1)-Matrix mit dkk ~ 0 modq, die (k-1)-Oiagonalmatrix, 

abet nicht k-Oiagonalmatrix ist. Oann bezeichnen wit mit [*) die fol- 

gende Operation, die wiader eine mx(n+1)-Natrix O' liefert mit 

d~k ~ 0 modq und so, dass 0' sine (k-1)-Oiagonalmatrix ist. 

(*): Falls es sin j gibt mit k+lJj<n und dkj + O, so sei s die klein- 

ste solche Zahl,und sei s = dks/dkk . Subtrahiere des L~j-fache 

der k-ten Spalte vonder s-ten Spalte und reduziere alle Zahlen 

modq. Wenn LSj+ ~ ist, so vertausehe die k-re und s-re Spalte. 

Falls as kein solches j gibt, so seir die klainste Zahl > k+1 

mit drk + O, und sei B = drk/dkk . Subtrahiere des L~j-faehe 

der k-ten Zeila yon der r-ten Zeils und reduziere alle Zahlen 

modq. Wenn L6j+ ~ ist, so vertausche die k-te und r-re Zeile. 

Dar  f o l g e n d e  A l g o r i t h m u s  b e r e c h n e t  zu ( A , b )  F o l g a n  A ( o ) , , , , , A  (~)  s o w i e  

TCo) ,T (~)  w o b e i  f o r  O<k<~ A Ck) s i n e  k - D i a ~ o n a l m a t r i x  und T (k )  s i -  

ne n x n - M a t r i x  m i t  D e t e r m i n a n t s  1 i s t  [ a l l e  zu b e t r a c h t e n d e n  N a t r i z e n  

haben g a n z z a h l i g e  K o e f f i z i e n t e n ) .  

Indem man i n  d e r  m x ( n + l ) - M a t r i x  ( A , b )  a l l e  E l e m e n t s  modq r e d u z i e r t ,  
[ o ]  [ e l  e r h ~ l t  man A , und T = I . 

n 

S e i e n  A ( k - l )  und T ( k - l )  b e r e i t s  b e r e c h n e t .  F a l l s  es k e i n  [ i , j )  m i t  
[ k - l )  

a . .  + O, k< i<m,  k ~ j ~ n  g i b t ,  so i s t  ~ = k - 1 .  A n d e r n f a l l s  s e i  ( u , v )  des z j  
l e x i k o g r a p h i s c h  k l e i n s t e  s o l c h e  P a s t ,  und ~ e n t s t e h e  aus A ( k - l )  du r ch  

V e r t a u s c h e n  d e r  k - t e n  und u - t e n  Z e i l e  s o w i e  d e r  k - t e n  und v - t e n  S p a l t e .  

D ie  O p e r a t i o n  ( * )  w i r d ,  b e g i n n e n d  m i t  ~,  so o f t  h i n t e r e i n a n d e r  a u s g e -  

f O h r t ,  b i s  s i n e  k - D i a g o n a l m a t r i x  e n t s t e h t .  A ( k )  i s t  d i e s e  M a t r i x .  T (k )  
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(L-l) 
wi.rd erhalten, indem man T nacheinander von rechts multipliziert 

mit S(k,v), sowie for jede Anwendung des e~sten Falles von {*) mit 

S 

und ausserdem mit S(k,s), falls Laj + ~ ist (T (k) wird nicht modq redu- 

ziertJ. 

Wie man l e i c h t  s i e h t ,  i s t  nach O[m+n] Anwendungen von ( * )  des Element 

an der  S t e l l e  ( k , k )  um mindes tens  d ie  H ~ l f t e  v e r r i n g e r t ,  H ie raus  f o l g t ,  

dass ( * )  n u t  p o l y n o m i a l  o f t  angewandt werden muss, Ebenso s i e h t  man, 

dass f o r  a l l e  k d ie  L~nge der  B i n ~ r d a r s t e l l u n g  yon T (k) p o l y n o m i a l  i n  

der  I n p u t l ~ n g e  i s t ,  

(a(g) )  (g) Wi t  beze i chnen  mi t  A' d ie  m x n - U n t e r m a t r i x  i j  l < j !  n von A , und mi t  

b' die [n+1)~te Spalte von A . Oann ist A' eine Oiagonalmatrix der 

Form 

i a , 
11 

0 O 

i mi t  a~l  . . . . .  aB~ ~ 0 modq, und es g i l t  

{VxE Z n) (ATC~)x ~ b modq < ~ >  A ' x  s b'modq) 

und (AT{B)x  s 0 modq < ~ >  A ' x  s 0 modq), 

H ie raus  f o l g t  

( ( ~ x E  Zn jAx ~ b modq) < ~ >  ( ( V i , l < i < m J g g T ( a t . , q ) I _  - xl b~) .  

Falls diese Bedingung erfOllt ist, so berechne mit Hilfe des euklid- 

schen A l g o r i t h m u s  Yl  . . . .  ,y~ m i t  Y i a i i  s g g T ( a i i , q ) m o d  q. Sei 

z i = Y i b ~ / g g T ( a ~ i , q )  ( 1 ~ i ~ )  

x = T ( B ) ( z  1 . . . . .  zB,O . . . . .  O) t 
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Oann ist 

Ax s b modq. 

Wann e I ..... enE Z n die Einheitsvektoren sind, so ist 

{ T ( ~ ) ( q / g g T [ a ~ l , q ) ' e l  ) . . . . .  T ( ~ ) ( q / g g T ( e ~ , q ) . e ~ } , T  

e i n e  Bas is  ~ber  Z von 

{xE  znl Ax ~ 0 modq}. 

{~) , , T ( ~ ) e n  e~+ 1 . .  ) 

12. Satz Es gibt sine polynomial beschrOnkte TM, dis for jades Pear 

(A,b) aus einer ganzzahligen mxn-Matrix A und einem ganzzahligen m-Vek- 

tar b 

[i) entscheidet, ob ein xE Z n mit Ax = b existiert, und, falls die 

Entscheidung positiv ausfOllt, sin solohes x berechnet, 

(ii) sine Basis von {xE znl Ax=O} berachnet. 

Die Sprache LINEARE OlOPHANTISCHE GLEICHUNGEN basteht aus allan Paaren 

[A,b), A,b wie oben, mit der Eigenschaft, dass as sin xE Z n gibt mit 

Ax = b. 

Korollar LINEARE DIOPHANTISCHE GLEICHUNGEN ist in P. 

Bewais des Satzes Nach dem Satz aus 10. k8nnen wit annehmen, dass A 

die dort for A' beschriebene Form hat. FOr k = I ..... L~ j wird nun ver- 

tauscht: 

I. die k-te Zeile mit der [~-k+1)-ten Zeile 

2. die k-te Spalte mit der (~-k+1)-ten Spalte 

Die so entstehende Matrix hat die Form 

und w i r  kSnnen au£ s i s  w iederum den Satz  van 10. anwanden. So a r h a l t e n  

wit sine Matrix 
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A' = 

i 

a l l  
0 

a ~  

m i t  a11' . . . .  . a ~ '  ~ O sow ie  e i n e n  V e k t o r  b ' ,  und es zanOgt ,  f o r  ( A ' , b ' )  

d i e  Bshaup tung  zu b e w e i s e n .  

I Se i  q = T~  a i i ,  q i  = q / a i i  w i t  m u l t i p l i z i s r s n  f ~ r  1< i<~  d i e  i - r e  
I<i<~ 

Zsile yon (A',b') mi% qi" Sei (A",b"] das so erhaltene Paar, ~ die rsch- 

te obe rs  ~ x ( n - ~ ) - T e i l m a t r i x  (a 'J . )  1< i<~  , ~ = (b'~ . . . . .  b'~) t u n d  

p: Z n --~ Z n-~ d i s  P r o j e k t i o n  aug d i e - l S t z t e n  n-~ K o o r d i n a t e n .  Dann i s t  

a?. = q ( l < i < ~ ] ,  und TOt a l l e  xE Z n g i l t  
1 1  

A ' x  = b '  < ~ >  A"x  = b"  < ~ >  
( * )  

_ ' = O) ( ~ p ( x )  s ~ modq g ( V i , ~ + l < i < m ]  b i 

Nach dam Sa tz  von 11. z i b t  es s i n e  p o Z y n o m i a l  b s s c h r Q n k t e  TM, d i s  e n t -  

s c h e i d s t ,  ob e i n  xE Z n-~ e x i s t i s r t  m i t  ~x z ~ modq, g e g e b e n e n T a l l s  s i n  

s o l c h e s  x k o n s t r u i e r t  und ausserdem s i n e  Bas i s  B yon 

{ xE  zn-$1 ~x s 0 modq} b e r s c h n e t .  M i t  H i l T s  yon ( * ]  kann man dann e n t -  

s c h s i d e n ,  ob es s i n  ~E Z n m i t  A ' ~  = b '  g i b t .  F a l l s  d i s  E n t s c h e i d u n g  

p o s i t i v  a u s T ~ l l t ,  s a i  ~x ~ ~ modq, x = [x  1 . . . . .  x ) t  m i t  
n 

x. = ~ [ b . - ( ~ x ) . )  [ 1 < i < ~ ] .  
i q i i - - 

Oann ist A'~ = b' Oamit ist (i) gezeigt. 

FOr y = (Y~+I ..... yn)tE B sei ~ = (Yl ..... yn )t mit 

(Yl  , y ~ ] t  1~ . . . .  = - ~Ay 

Dann i s t  {~ :  yE B} s i n e  Bas i s  Obsr  Z von { xE  zn l  A ' x = O } .  Bami t  i s t  such 

( i i )  b e w i e s e n .  
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13. Satz Selen A I ..... Am Linearformen auf #n und b I ..... bin6 #, Dann 

gilt 

. x > b  [ l < i < m ) }  = 0 < ~ >  { x 6  ~n[ A _ i 

m m 

{ y e  ~m I ~ Y i A i  = O, ~ Y i b i  = 1, Y i>O { O r  l < i < m }  + Z. 
i=I i=I 

Beweis Oia Behauptung "<~" ist klar. Wit bewaisan "~>" dutch Induk- 

tion nach n. Oer Fall n = 0 ist klan. Sei n>O, x = Ix I ..... x n) mit 

> b.  ( l < i < m ) .  A i x  = a i l X l  + ' ' ' +  a inXn - z - - (S) 

W i t  s e t z e n  

Oann i s t  

A~x = a i +. i IXI ''+ ain-lXn-1" 

b. 
I l 

- -  A~x - > - x falls a. 
a. I a. n In 
In in 

b, 
1 

x > A [ x  . . . .  ~ . f a l l s  a .  
n - a .  j a ,  j n  

j n  j n  

> 0 

< 0 

Aus (S)  folgt also 

( S ' )  

A'k x ~ b k ( l ! k ~ m  m i t  akn = O) 

b, b , 

1 A~x - 1 A [ x  > z _ # ( l < i , j ! m  m i t a .  > O, 
a, ~ a. j - a. a, ~n 
In jn zn jn a .  < O) 

j n  

Ist umgekehrt (S') 9Or ein x' = (x I ..... Xn_ I) srfOllt, so gilt 

1 [ A ~ x ' - b  ) [  a. >0 }  > min{a, i in 
In 

p = max{  1 [ A : x ' - b . ) I  a ,  < 0 }  . 
a ,  3 J j n  j n  

FOr j e d e s  x m i t  ~>x >B i s t  dann (x I . . . . .  x ) s i n e  LBsung yon ( S ) ,  F o l g -  
n - n- n 

lich ist (S) 18sbar, genau wenn (S') as ist. 

SBi dsr Satz nun schon {0r n-1 bewiesen und (S) nisht 18sbar. Dann gibt 

es ~..>0, ~k>0 so dass ~.. = 0 ~alls nicht a. >0 und a. <0,und ~k = 0 
Ij- - ij In jn 

falls nicht a'nK = 0,und 
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c~..[ 1_~ A: + - I  A'.) + 
i , j  zJ a in  1 a jn  j 

~ kAk = 0 

b. b , 

. . . . .  1 .  

i,j ij ain j 

Setzt man 

= 1 ,.( ~ s . . )  { a l l s  a ,  > 0 
Yi  i'." z j  i n  

i n  l~ j<m 

= -I ( ~ ~..) falls ajn 
YJ ajn 1<i<m ij 

< 0 

Yk = °k falls akn = 0 

so gilt ~YiAi = O, ~Yibi 1, ( V i )  Y i  > o, 

Die Sprache LINEARE RATIONALE UNGLEICHUNGEN besteht aus allen Paaren 

(A,b) aus einer ganzzahligen mxn-Matrix A und einem ganzzahligen m-Vek- 

tot b mit der Eigenschaft, dass es xE #n gibt mit Ax>b, 

Korollar LINEARE RATIONALE UNGLEICHUNGEN ebenso wie ihr Komplement ist 

i n  NP. 

Beweis Oer Laser Oberzeugt sich, dass es eine polynomial beschr~nkte 

NT gibt, we lche for IC {I ..... m} ein x I mit Ai× I = b i tie I) konstru- 

isrt, falls es ein solches gibt (Korollar I yon 10.) und genau dann 

akzeptiert, wenn for alle i mit 1<Jim Aixi>b i. Falls das System 15sbar 

ist, gibt es ein I mit {x I A.x=b. [~i~ I)} c {x I Ax>b} [Tschernikow 
l i 

1971, I.I). Also akzeptiert eine solche Maschine gerade LINEARE RATIO- 

NALE UNGLEICHUNGEN. Folglich ist diese Spraehe in NP, und nach dam vor- 

angegangenen Satz ebenfalls ihr Komplement. 

14. Die Sprac~LINEARE OIOPHANTISCHE UNGLEICHUNGEN besteht aus allen 

Paaren (A,b) yon einer ganzzahligen mxn-Matrix A und einem ganzzahligen 

m-Vektor b mit der Eigenschaft, dass es einen ganzzahligen Vektor x mit 

Ax>b gibt. 

Der folgende Satz (yon zur Gathen, Sieveking, 1977) zeigt, dass diese 

Sprache in NP ist. 
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Satz Seisn A sins mxn-Matrix und b ein m-Vektor Ober Z, 

L : {xE ~n I Ax~b}, c = max {laij[,Ibi[}, 
l < i < m  

2 1~j~n 
n[n+1)/2 n 

= (n+1]n o , K = ix~ Qn[ ixjl<r for 1<j~n}, Oann gilt 

L R Z n + 0 < ~ >  L n Z n g K + 0 ,  

Korollar LINEARE OIOPHANTISCHE UNGLEICHUNGEN ist in NP und vollst~ndig. 

Beweis Es gibt sine polynomial beschr~nkte NT, die zu [A,b] r wie im 

Satz berechnet und genau dann akzeptiert, wsnn for ein xQ znR K Ax>b 

ist. Also ist diess Sprache in NP. 

Oie Vollst~ndigkeit folgt aus der polynomialen Transformation 

RUCKSACK < LINEARE OIOPHANTISCHE UNGLEICHUNGEN, 
-7 

die jedem (a I ..... ar,b] das Ungleichungssystem 

x >b alXl +'''+ arr - 

> - b alx I -...- arx r _ 

Xl ~ 0 

- X l  ~ - 1 

zuordnet. 

x > 0 
r - 

- x > - 1  
i ~ - 

15. Oas Komplement der Sprache PRIMZAHLEN ist offensichtlich in NP. Im 

Folgsnden zeigen wit nach [Pratt 1977], dass such PRIMZAHLEN in NP ist. 

Eine Folge M I, M 2 ..... M r yon ~engen heisst zul~ssig, wenn M I = {2} und 

zu jsdsm i(2<i<r) Zahlen k,p sowie e I ..... e~E ~ und ql ..... q~E Mi_ I 

existieren mit k<p, M i = Mi_1U {p} und 

s. 
[ i ]  p - 1 = T~ q j J  

j = l  

[ i i ]  k p -1  ~ 1 modp 

(p-1 ]/qj 
(iii] (Vj,I<j<~] k ~ I modp 
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Eine Zahl p ist bekanntlich genau dann prim, wenn eine Zahl k existiert, 

welche modulo p die Ordnung p-1 hat, d.h. for welche 

k p-1 ~ I modp und 

k (p-1)/q ~ I modp for jeden Primteiler q yon p-1. 

Oaher folgt mit Induktion nach r, dass jades Glied einer zul~ssigen 

Folge nur aus Primzahlen besteht. Sind N I, .... M rund N I ..... N s zul~s- 

sige Folgen, so auch M I ..... Mr,MrU N 2 ..... MrU N s, 

FOr jeden Test (i), (ii), (iii) benBtigt man O(log2p) Multiplikationen 

modulo p. Also gibt es eine polynomial beschrQnkte NT, die eine Zahl p 

genau dann akzeptiert, wenn as eine zul~ssige Folge M I ..... M r gibt mit 

pEM 
r 

r < %g~ 

(FOr p+3,7 gen~gt r<logp.) 

Mit Induktion zeigt man leicht, daes diese NT genau PRIMZAHLEN akzep- 

tiert. 

16. Die Sprache PRIMFAKTORZERLEGUNG besteht aus allan Paaren (n,k) von 

natOrlichen Zahlen mit der Eigenschaft, dass es einen Toiler d yon n 

mit 1<d~k gibt. 

Es ist klar, dass diese Sprache in NP ist. Ihr Komplement ist ebenfalls 

in NP, denn es gibt eine NT, die (n,k) genau dann akzeptiert, wenn es 

. . . . .  E ~ gibt mit eine zul~ssige Folge M I .... M rund Pl .... Ps ¢ Mr' el " 'es 

8, l 

~T Pi = n 
l < i < s  

r ~ ~og~  

(Mi,1<i!s) k < Pi und e i ~ iogn. 

17. REDUZIBILITAET VON POLYNOMEN besteht aus allan ~E Z[x ] mit der 

Eigenscha~t, dass es g,hE Z[x] gibt mit g'h = < und deg g, dog h>O. 

Wir kodieren f = an xn +,..+ a ° als (n,an, .... ao)" Diese Sprache ist in 
n 

• x + , , . +  a r e d u z i b e l  g e n a u  NP d e n n  n a c h  ( M i g n o t t e  1 9 7 4 )  i s t  f = a n o ' 
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Fn 
w e n n  es g = b x + . . , +  b E Z [ x ]  g i b t  m i t  

FR 0 

g teilt f 
n 

m < - 
2 

(Vi,i<_L<m) Ib~.l < (m)( 
1<j<n 

a2] v2 
J 

Offene Probleme 

I. Indem man z.B. airier Klausel 

x i v xj v ~k 

die Gleichungen 

(xi-1)(xj+1)[Xk+11 = 0 

2 2 2 
x i = xj = x k = I 

zuordnet, zeigt man: 

ERFUELLBARKEIT MIT HOECHSTENS 3 VARIABLEN PRO KLAUSEL < POLYNOMIALE 

KOMPLEXE GLEICHUNGEN 

Diese Sprache besteht aus allen ganzzahligen Koeffizientenschemata yon 

Systemen yon Polynomen, die eine gemeinsame Nullstalls Ober C haben. 

Es ist nioht bekannt, ob diese Spraehe in NP ist. Analoges gilt for 

POLYNOMIALE REELLE GLEICHUNGEN. 

2. Palls es eine vollst~ndige Sprache in NP giht, deren Komplement in 

NP ist, so ist NP abgeschlossen gegen Komplementbildung. Oa dieses 

nicht zu erwarten ist, kann man eine positive Antwort erhoffen auf die 

Fragen: 

Ist LINEARE RATIONALE UNGLEICHUNGEN [13.) in P? 

Ist PRIMZAHLEN [15.) oder PRIMFAKTORZERLEGUNG (18.] in P? 

3, Ist IRREDUZIBILITAET VON POLYNOMEN in NP-? 
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