IV. Weitere zum Erflllungsproblem polynomial Bquivalente kombinatori-

sche Aufgaben

von Joachim von zur Gathen und Malte Sieveking

Wir geben zundchst nach (Karp 1972} neun vollst&ndige Sprachen in NP
an. Dann wird gezeigt, dass die zu den lBsbaren rationalen, diophanti-
schen und modularen Gleichungssystemen gehdrigen Sprachen in P sind.
Anschliessend werden rationale und diophantische Ungleichungssysteme
untersucht, wobei die letzteren wiederum eine vollst&ndige Sprache in
NP ergeben. Im letzten Teil wird die Reduzibilit#t von ganzen Zahlen

und von Polynomen behandelt.

Oie Bezeichnungen sind die gleichen wie in III, wo auch die 0-1-Kodie-

rungen der betrachteten Sprachen beschrighben sind.

1. DREIFAERBBARKEIT ist eine vollstandige Sprache. Sie besteht aus al-
len Graphen (P,K) mit der Eigenschaft, dass es eine Abbildung
¢: P — {?O,Fq,FZ} gibt mit
(Vp,q€P) {p,gl€ K => 4¢(p) + ¢(q),
d.h. dass der Graph mit drei Farben FO,F1,F2 fédrbbar ist.

Die Vollsténdigkeit beweisen wir mit folgender Transformation:

ERFUELLBARKEIT MIT HOECHSTENS DREI VARIABLEN PRO KLAUSEL
<x DREIFAERBBARKEIT.

Seien D1""’Cm Disjunktionen von jeweils h8chstens drei Elementen von
{x1,...,xn,;1,...,§n}. Falls ndtig, erreichen wir durch Wiederholung,
dass in jedem Ci genau drei Zeichen vorkommen. Jedes Ci hat dann die
S o Vy.o, iy, i . in x, ist.

Form Cl Y1 \ Yio Yis wobeil Yik ein ><J oder ein xJ ist
Der Formel C1 Aco A Cm ordnen wir den Graphen G = (P,K) zu mit

P = {0,2} U {le j<n} U {?J.[ j<n} U {p]};[ i<m, k<5}

K

{{0,2}} U {{xj,2}| j<nt U {{Ej,z}[ j<n}
U Llx %3] dend U Uy, oep] dcm, ke3)

U flr alle i<m folgende sieben Kanten:
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] Bemerke, dass 0 den gleichen

i
Py
/\ i
pl"‘ ps an . .
o Punkt flr alle i bezeichnet.
iy d i
P, P,

(Dieser Graph wurde von E. Specker vorgeschlagen.)

Bei : = V_V = = =
eispiel C1 4 X5 X2 also Y4 X40 Yqu 20 Y3 7°

Wir zeigen, dass C, Av..A Cm erfiillbar ist genau dann, wenn G drei-

fédrbbar ist.

Sei C, A..AC erflillbar und v: {X1""‘Xn} — {0,1} eine Belegung

mit VEC1 Asu A Dm] = 1. Flr alle i<m gilt dann v(Ci) = 1, d.h. fiir alle

i<m gibt es ein k, mit v(yiki) = 1.

Folgende Abbildung ¢ ist dann eine Farbung von G:
¢(0)

L]
-5

$(2)

I
-+

¢(xj] = fv(xj)’
¢(xj) = f
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i i 1 i i " s
und die Punkte der Finfecks (p;,pé,QB,pz,QSJ fa&rbt man der Reihe nach,
flr ki = 1 im Gegenuhrzeigersinn, sonst im Uhrzeigersinn. Dabei be-
ginnt man mit ¢[pi ] = FO. Nachher sind jeweils h&chstens zwei Farben

ausgeschlossen, so’ dass stets eine freie Farbe gewdhlt werdsn kann.

Sei umgekehrt G mit drei Farben FO, Fq' ?2 gefdrbt, und etwa ¢(0) = f ,

o2} = £,. Flr j<n ist ¢(xj) = f_ und ¢(§5] = £, oder umgekehrt.

2° 1

Wir definieren v: {x1,...,x } == {0,1} durch

n
0 falls ¢(x;) = f
K, ===
3
1
AC)

falls ¢(xj) = f
Wir zeigen, dass v(C1 A = 1 gilt:

Andernfalls gibt es ein Ci =y v Yio A i3 mit v(Ci) = 0, d.h.

i1
v(yi1) = v(yiz) = v(yiBJ = 0. Dann ist
¢[yi1) = ¢(yi2) = ¢(yi3) = FO und o.B.d.A.
$(p7) = F,, 0lpy) = £,

also  4(py) = F,, ¢(pL) = f,.

.F

pg ist mit Punkten der Farben ?O, F1, ?2 verbunden, was der Fdrbungs-
eigenschaft widerspricht. Alsoc gilt ‘

v(iC, AvuvALC ) = 1.
1 m

Z. Die Sprache k-FAERBBARKEIT besteht aus allen Graphen G = (P,K) mit
der Eigenschaft, dass es eine Abbildung ¢: P — {Fj,...,¥k} gibt mit

(Vb,q€ P) {p,gt€ K => ¢(p) + 4(g),

d.h. dess der Graph mit k Farben farbbar ist. k-FAERBBARKEIT ist voll-
sténdig flr k>3:
DREIFAERBBARKEIT <y k-FAERBBARKEIT,

Einem Graphen G = (P,K) ordnen wir den Graphen G' = (P’,K') zy mit
P* =PU {1,...,k-3}
K' = kU {{i,3}] 1,3<k-3} U {{p,j}]| p€ P,j<k-3}.

Offensichtlich ist G€ DREIFAERBBARKEIT, genau wenn G'€ k~FAERBBARKEIT.

Bemerkung ZWEIFAERBBARKEIT ist in P. Der folgende Algorithmus testet,
ob ein Graph G = (P,K) zweifirbbar ist.
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Man wdhlt r€P, ordnet ihm die Farbe ¢(r)=€1 zu und bestimmt schritt-
weise flr die Punkte p, die mit einem bereits gefdrbten Punkt g ver-
bunden sind, ¢(p) durch ¢(pl+e(q). Wenn p mit Punkten verschiedener
Farbe verbunden ist, so wird G verworfen. Falls nur noch Punkte unge-
farbt sind, die mit keinem gefdrbten Punkt verbunden sind, so beginnt
man wieder wie oben mit einem beliebigen solchen Punkt r und der Farbe
f,. Dann ist G zweifarbbar, genau wenn diesses Verfahren niemals ver-

1
wirft.

3. Die Sprache CLIQUENUEBERDECKUNG enth&dlt alle Paare (G,n), wo
G = (P,K) ein Graph und n€ N ist, mit der Eigenschaft, dass es voll-

stdndige Untergraphen (= Cliquen) G .,Gn von G gibt, deren Punkt-

gree
mengen P Uberdecken (die Gj dirfen auch leer sein). CLIQUENUEBERDECKUNG
ist vollsténdig:

DREIFAERBBARKEIT Sw CLIQUENUEBERDECKUNG .

Einem Graphen G = (P,K) ordnen wir den komplementdren Graphen
G' = (P',K') mit P'" = P und K' = (;)\K und n=3 zu. Dann gilt

G € DREIFAERBBARKEIT
<=> (J¢: P — {1,2,3}) (V{p,ql€ K) 4(p) + ¢(q)

<=> HUeberdeckung P, U P2U Py von P, so dass fir i€ {1,2,3} je

1
zwei Punkte wvan Pi in G nicht miteinander verbunden sind

<==> JUeberdeckung P1U P2U P, von P mit (Vi<3) (Vb,qGPi) {p,qle K’

<==> (G',3)€ CLIQUENUEBERDECKUNG.

4, PARTITION besteht aus allen Paaren (M,{S1,....SP}).wobei M eing end-
liche Menge ist und die Sj Teilmengen von M sind, mit der Eigenschaft,
dass es eine Teilfamilie {S. ,...,S., } von {51""’Sr} gibt, deren Ele-
mente paarweise disjunkt siné und de%en Vereinigung M ist. Als Kodie-
rung verwenden wir die Kodierung der |M|xr-Inzidenzmatrix, d.h. der

Matrix mit den Koeffizienten

1 m.€8

a. .
13
0 sonst

wobei M = {mﬂ""’mIM[}'
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PARTITION ist vollsténdig:
DREIFAERBBARKEIT Sw PARTITION.
Einem Graphen G = (P,K) ordnen wir zu:
M =P U Kx{1,2,3}
und folgende Mengen Sj’ indiziert durch (Px{1,2,3}) U (Kx{1,2,3}):

Sp'1c = {p} U {(k,f)| p€ kL

SH = {(k,f)}.

Sei (P,K)€ DREIFAERBBARKEIT, etwa mit ¢: P — {1,2,3} gefiérbt. Dann
bilden die Mengen

p€ P} U {S (Vp€ K)o (pl+f}

Sy e0p)] K, ¢!

eine Ueberdeckung von M, und sie sind paarweise disjunkt. Also ist
(M,{S.})€ PARTITION. Sei umgekehrt (M,{Sj})é PARTITION, etwa
J

m={J s, mit Je (Px{1,2,3}) U (Kx{1,2,3}).
ig
Fliir jedes p€ P gibt es genau ein f€ {1,2,3} mit (p,f)€ J. Dann ist
¢: P — {1,2,3}

p = f

eine Farbung von (P,K), also G€ DREIFAERBBARKEIT.

5. Die Sprache SCHNITTMENGE besteht aus allen Paaren (N,{U1,...,Ut}),
wo N eine endliche Menge und U1""’Ut

Eigenschaft, dass es eine Teilmenge U von N gibt mit Vﬁ {Ujﬂ ul = 1.

Teilmengen von N sind, mit der

Ihre Vollst&ndigkeit zeigen wir durch eine polynamiale Transformation

des "dualen” Problems:

PARTITION . SCHNITTMENGE.

Sei {51""’Sr} eine Familie von Teilmengen von M = {u1,...,ut}. Wir
ordnen ihr zu eine Familie LJ,],...,Ut von Teilmengen von
N = {51""'5P} mit

s,€ U, <=> u, €S, (transponierte €Matrix).

J 1 1 J

Dann gilt:
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(M,{S1,....SP})E PARTITION
<=> (IRC {1,...,r}) (Vict) (F!ljeRr) y;¢€ 7
<=> (JR< {1,...,r}) (Vi<t) (T ljer) s,€U;

<==> (N.{U1,...,Ut})€ SCHNITTMENGE.

8, Die Sprache DREIDIMENSIONALES REPRAESENTANTENSYSTEM besteht aus
allen Paaren von endlichen Mengen (T,U) mit U< T3 und mit der Eigen-
schaft, dass es eine Teilmenge WS U gibt, so dass die drei Projektionen
pry: T T (i€ {1,2,3}) bijektiv von W nach T sind.

Lawler (siehe Karp 1972) hat mit der folgenden Transformation gezeigt,

dass diese Sprache vollstédndig ist:
PARTITION <q DREIDIMENSIONALES REPRAESENTANTENSYSTEM.

Dabei wird jedem (M, {S "Sr}) das folgende (T,U) zugeordnet:

Q20
T=MU{(x,1)] je{1,...,r},x¢€ sj}.

Sei w: T —= T eine feste Permutation, so dass fir alle j€ {1,...,r}
und alle BE€ ij{j}

{r(8)] i>0} = 5, % 13
ist (d.h. 7 ist Zyklus auf ij{j}).

U= {(x,(x,]),(x,3))] jJ€{1,...,r},x€ Sj}

U {(o,B,m(B))]| o€ TNM,B€ T}.

Wenn RC {1,...,r} eine Partition von M definiert, so sei
- U (ij{j}). Da |T'] = |M| ist, gibt es eine Bijektian
jER

@ ¢ TSM —= TNT',
Dann ist
W= {(x,(x,3),(x,3))] (x,j0€7T'} U {(a,0la),mleola)))]a€ T<M}

ein dreidimensionales Reprdsentantensystem.

[pr3 ist bijektiv, da m: TNT’ —= TA\T’ bijektiv ist).

Sei umgekehrt W ein dreidimensionales Reprédsentantensystem und
R = {j[(dxeM) (x,(x,3),(x,j)) € W}. Wegen pr (W) = T ist U sj = M.
jEer
Sei jJE€ R und etwa (x,(x,j),(x,J))€ W. Sel ferner (y,j) = 7 1(x,j). Es
gibt kein o€ T~M mit
la,(y,J), mly,J))€EW,

also ist (y,(y,J3), (y,3)) €W,
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1 . .
Ba m ein Zyklus auf SjX{J} ist, folgt
(Vz € Sj) (z,0z,3),(z,))€ W
Wenn also 1,jJ€ R und x€ Siﬂ‘Sj ist, so ist (x,(x,1i),(x,1))€ W und
(x,(x,3),(x,3))€ W, also i=j, und folglich definiert R eine Partition

von M.

7. Die Sprache RUCKSACK besteht aus allen Folgen (a1,...,ar,b) von na-
tlirlichen Zahlen mit der Eigenschaft, dass es ein Rc {1,...,r} gibt

mit 2 a = (man midchte den Rucksack b mit sinem Teil des Proviants
JER

ay,s.-,a_ genau ausflillen). Diese Sprache ist vollstdndig:

PARTITION SW RUCKSACK.
Seien S ""'Sr Teilmengen von M = {u1,...,ut}. Wir setzen
1 falls u,€ S,
i 7

d=r+1, €,., =
ji

0 sonst

-1 a1
Z

a, = 631 7

J i=1
Dann gilt:

(M,{S1,...,Sr})6 PARTITION

<=> (FR< {1,...,r}) (Vi<t) (F! jeRr) u, € 5

<=> (JrR< {1,...,r}) 2 G 7 RO P L S
i=1 j&R E
(da (Vi) [ e..< ] €;;$r<d und die d-adische Darstellung eindeutig
. jERJ j<r d
ist)
. t 3
<—> (R {t,ee,t) Ja, = T (Te,.al™-p

iR j& i It

<==> (a1,...,ar,b)E RUCKSACK.

8. Das multiplikative Analogon zu RUCKSACK ist FAKTORZERLEGUNG, das
aus allen Folgen (a SRR »b) von natlirlichen Zahlen besteht, die die

Elgensohaft haben, dass es eine Teilfolge (ay sere,ay ) ovan (a1,...,a )
r
gibt mit rTa i, = b. FAKTORZERLEGUNG ist VDlléténdig:p
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PARTITION SW FAKTORZERLEGUNG.

Seien 81""‘Sr Teilmengen von M = {Uﬂ""’ut}' Wir konstruisren paar-
weise teilerfremde Zahlen PyrerssPys z.B. die ersten t Primzahlen. Man
Uberlegt sich leicht, dass dies in einer Zeit geht, die polynomial in t
ist. Wir setzen

a, = p, flir i =1,...,%t,
{j|u,€s,} J
Ji

t
b = er..
1 J
Dann gilt:
(M,{S1,...,Sr}] € PARTITION

<=> (ARS {1,...,r}) (Vi<t) (F1ieR) us€8;
<=> (JRc {1,...,r}) (Vi<t) (FlieRr) pj[ai
t
<=> (JRc {1,...,v}) TTp., = TT a,
1) ikt
<> (a,,.+.,a_,b) € FAKTORZERLEGUNG.

9, Die Sprache HALBIEREN besteht aus allen Folgen (01,...,05) von ganzen

Zahlen, die die Eigenschaft haben, dass es ein 5¢ {1,...,s} gibt mit

h) oy = % C,»
i€s igs *
HALBIEREN ist vollstandig:
RUCKSACK <q HALBIEREN.

Einer Folge (a1,...,ar,b] ordnen wir zu:
s = r+2
c, = a, fur i=1,...,r
i i
Craq = b+1
r
Cre2 T (.E a.) + 16
i=1"1
Dann gilt:

(a,,.--,a_,b) € RUCKSACK
1 r
<==> (JRc {1,...,7}) ] a, = b
iRt

<—> (dRc {1,...,7}) ] a. + ¢c = % a, +¢c
sep b r+2 s 1 r+1
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<==> (01,....Gr+2)6 HALBIEREN
T
(da ‘z c;< e
i=1
nicht auf der gleichen Seite vor).

! ist, kaommen in einer Halbierung’cr+1 und ¢

re1’ Cre2 r+2

10. In diesem und den ndchsten beiden Abschnitten betrachten wir 1li-
neare Gleichungssysteme in @, in Z und in Z/qZ flr ein g€ Z. Wir wollen
die L8sbarkeit solcher Systeme entscheiden und gegebenenfalls L8sungen
berechnen.

In Q verwendet man gewdhnlich die Gauss-Elimination, in Z die auf die
Elementarteilertheorie filhrende Elimination mit Hilfe des euklidschen
Algorithmus. Systeme von linearen Kongruenzen kann man durch Einflhren
von Schlupfvariahlen auf lineare diophantische Gleichungssysteme zu-
rlickflihren.

Die Anzahl arithmetischer Operationen dieser Algorithmen ist polynomial
in der Inputl#nge. Dagegen ist nicht van vornherein klar, ob die bei
den Berechnungen auftretenden Zahlen klein genug sind. Dass dies fir
gine modifizierte Gauss-Elimination doch der Fall ist, hat (Edmonds
1967) gezeigt. Diese Schlussweise l&sst sich nicht ohne weiteres auf den
diophantischen Fall Ubertragen. Wir gehen deshalb nach einem Vorschlag
van V. Strassen so vor, dass wir das lineare diophantische System durch
ein dquivalentes Kongruenzsystem ersetzen und auf dieses die Elementar-
teilermethode anwenden. Hier kann man das Koeffizientenwachstum unter

Kontrolle halten, indem man nach jedem Rechenschritt reduziert.

Satz Es gibt eine polynomial beschrénkte TM, welche flr jedes Paar
(A,b) aus einer ganzzahligen mxn-Matrix A und einem ganzzahligen m-Vek-
tor b ein ebensolches Paar (A',b') und eine Permutation m der Koordi-

. n
naten in @ berechnet, so dass

>m

3
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die Diagonalelemente bis zur &-ten Zeile $0 sind und flir alle x€ Q"
gilt:
Ax = b <=> A'(mx) = b'.

Flir spdteren Gebrauch (12.) bemerken wir, dass ausserdem gilt: Wenn A

links oben ein txt-K&stchen mit Dreiecksform

1

t

und lauter Elementen +0 in der Diagonale hat, so auch A' (d.h. A' hat

ein txt-K&stchen in Diagonalform).

Korollar 1 Es gibt eine polynomial beschrdnkte TM, die flr jedes Paar

(A,b) aus einer ganzzahligen mXn-Matrix A und einem ganzzahligen
m-Vektor b

(i) entscheidet, ob ein x€Q" mit Ax = b existiert, und, falls die
Entscheidung positiv ausf&llt, ein solches x konstruiert.
(ii) eine Basis lUber @ aus ganzzahligen Vektoren des Nullraumes

{x€®n| Ax=0} berechnet.

Beweis Nach obigem Satz kann angenommen werden, dass A die dort flr

A’ angegebene Form hat. Dann gilt:
((Ixe™) Ax=h) <=> ((V j,8+1<j<m) hy=0)

Falls es eine L&sung von Ax = b gibt, erhdlt man eine solche vermdge

0 (&+1<r<n)

x =
r
_'] n
(arr) (br- ) a5 (1<r<2)
j=r+1 J

Eine Basis x(q),...,x(n_l] des Nullraumes von A erh&lt man mit

TTa,. falls r = 2+i

<o I

xﬁl) = a falls r & %+1i und &+1<r<n
- L. a_ . xgl) falls 1<r<®
a rj

rr r+1<j<n
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Man prlft leicht nach, dass 2 ar.xgl) stets ganzzahliges Vielfa-
r+1<j<n J

ches wvaon T—T a., ist, also x(qJ,...,x(n‘Z) ganzzahlige Koordinaten haben.

i<jer 9

Die Sprache LINEARE RATIONALE GLEICHUNGEN besteht aus allen Paaren
(A,b) aus einer ganzzahligen mxn-Matrix A und einem ganzzahligen
m-Vektor b mit der EigenschaFf, dass ein x€ Q" existiert mit Ax = b
(eigentlich sollte diese Sprache LOESBARE LINEARE RATIONALE GLEICHUNGS-
SYSTEME heissen, aber hier und in den folgenden Abschnitten verwenden

wir die obige kiirzere Bezeichnungsweise).

Korollar 2 LINEARE RATIONALE GLEICHUNGEN ist in P.

Bewels des Satzes Der folgende Gauss-Algorithmus berechnet rekursiv

eine Folge A(O], A(1),. A(l)

von mx(n+1)-Matrizen aus rationalen

Zahlen sowie eine Folge W(O),W(1),.-.,ﬂ(l]

ey

vaon Permutationen der Koor-

dinaten in Qn. Zundchst ist

a3 (1<j<n)

(o)
a.:
1]
bi (j=n+1)
7(®) - g
A(k) und ﬂ(k) erhdlt man, indem man
(1) in A[k_1) die r-te und k-te Zeile und die s-te und k-te Spalte ver-

tauscht, wobei (r,s) das lexikographisch kleinste Paar mit
a(k—1)
rs

2=k-1)

+ 0, k<r,s und s<n ist (falls kein solches existiert, ist

(2) sodann fir jedes i>k+1 dasjenige Vielfache der k-ten Zeile zu der

i-ten addiert, flr welches eine Null an der Stelle {(i,k) entsteht

(3) n(k) = (ks]oﬂ(k_1)
Dann gilt
n (k-1),_(k-1) _ _(k=1) .
(Vxep™h) 5<§<naii (w (x))5=a;" .y (1gi<m)

ag5)(ﬂ(k)(x]). = a(k)

. (1<i<m)
1<j<n J i,n+1 sigm))
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und ausserdem

2
*
(%) _ *
(A Vicicm, 1<5<n ~ 0
L
0 0
Wir multiplizieren noch die Zeilen von A(E) mit einer geeigneten gan-

zen Zahl, derart, dass alle Eintrige ganzzahlig werden. So erhalten
wir das gesuchte Paar (A’,b’'). Die zus&tzliche Behauptung Uber das

Oreieckskdstchen ist klar.

~(k) (k)
g

Im Folgenden zeigen wir, dass es aij , € Z gibt mit

(k)
a

() zlk), 4lkD
ij i]

~ (K]

derart dass wir die L&nge der Bindrdarstellungen der ai‘J g[k)

, geelg-
net absch&tzen kdnnen, d.h. durch ein Polynom in der L&nge der Dar-
stellung von (A,b). Wenn wir die auftretenden rationalen Zahlen stets
in geklirzter Form schreiben, ist damit gezeigt, dass die Lingen der im
Algorithmus vorkommenden Zahlen beschré@nkt sind, und dass also der

Algorithmus in polynomialer Zeit ausflhrbar ist.

Wir kdnnen o.B.d.A. annehmen, dass in (1) stets (r,s) = (k,k} ist.
Dann gilt
a(k—1) afk-1]
af5) = —T%TT] kk k (i,5 > k+1)
+J ak Jk-1) 0 (k=1)
ik 1]
Wir definieren nach (Edmonds 1967) EES) rekursiv durch folgende Glei-
chungen:
~(0) _ _(o)
a.. = a,.
1] 1]
5(k—1) 5(k-1)
TP ] (1,§ 2 k+1)
ij ~(k-2) _ _ -
EAAPRSOPRI OSSR SR
’ ik ij

Man sieght mit Induktion nach k, dass

(k) _ x(k) n(k=1)-1 -
ajy = 8y (G ) (1,3 > k+1)
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Es gilt folgende Bezishung nach {(Edmonds 1867), siehe auch {(Bareiss
1968) :

R R
RN S
aig‘) - S (1,5 > k+1)
o all L 2
a2 a2 Ll 2"

denn hieraus folgt

]giﬁ)lf n! Emaﬁ{laig)l}]n-

l!J
Diese Abschatzung gilt auch, wenn nicht i,j>k+1 ist.
Die bin&re LAnge von 5§§) ist also
(o]
< n(logn + max{log laij .
1,3

Damit ist der Satz bewiesen.

11. Satz Es gibt eine polynomial beschrinkte M, welche fir jedes

Tripel (A,b,q) aus einer ganzzahligen mxn-Matrix A, einem ganzzahligen

m-Vektor b und einem g€ NN

(i) entscheidet, ob ein x€ 7" mif Axzh modg existiert,und, falls die
Entscheidung positiv ausf&llt, ein solches x berechnet,

(ii) eine Basis Uber Z von {x€ Z"| Ax=0 modq} berechnet.

Die Sprache LINEARE KONGRUENZEN besteht ausqallen Tripeln (A,b,q) aus

elner ganzzahligen mxn-Matrix A, einem ganzzahligen m-VYektor b und ei-

nem g€ N mit der Eigenschaft, dass es ein x€ Z" gibt mit Ax = b modg
Korollar LINEARE KONGRUENZEN ist in P.

Beweis des Satzes Eine mx(n+1)-Matrix D der Form
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mit d11""’dkk + 0 helsse k-Diagonalmatrix. Mit S(p,v) bezeichnen wir

die nxn-Matrix

Wenn man aus einer mxn-Matrix A durch Vertauschen der p-ten und v-ten

Spalte eine Matrix A' erhdlt, so ist A+*S{u,v) = A'.

Sei D eine mx(n+1)-Matrix mit dkk + 0 modg, die (k-1)-Diagonalmatrix,

aber nicht k-Diagonalmatrix ist. Dann bezeichnen wir mit (*) die fol-

gende Operation, die wieder eine mx(n+1)-Matrix D' liefert mit

dék % 0 modq und sa, dass D' eine (k-1)-Diagonalmatrix ist.

(*): Falls es ein j gibt mit k+1<j<n und dkj + 0, so sei s die klein-

ste solche Zahl,und sei a = Subtrahiere das (o, -fache

dks/dkk
der k-ten Spalte von der s-ten Spalte und reduziere alls Zahlen

modg. Wenn L%l+ o ist, so vertausche die k-te und s-te Spalte.

Falls es kein solches J gibt, so sel T die kleinste Zahl > k+1
mit drk 4+ 0, und sei 8 =

der k-ten Zeile von der r-ten Zeile und reduziere alle Zahlen

drk/dkk . Subtrahiere das |B,-fache

modg. Wenn éJ+ B ist, so vertausche die k-te und r-te Zeile.

Oer folgende Algorithmus berschnet zu (A,b) Folgen A(O),...,A[l) sowie

T(O),...,T[z), wobei flr O<k<g A(k) eine k-Diagonalmatrix und T(k) ei-
ne nxn-Matrix mit Determinante 1 ist (alle zu betrachtenden Matrizen
haben ganzzahlige Koeffizienten).

Indem man in der mx(n+1)-Matrix (A,b) alle Elemente modq reduziert,

erhalt man A%, und 7(°) I

Seien A[k_1) und T(k—1] bereits berechnet. Falls es kein (i,]) mit
a£§-1] + 0, k<i<m, k<j<n gibt, so ist %=k-1. Andernfalls sei (u,v) das

lexikographisch kleinste solche Paar, und % entstehe aus A(k_1) durch
Vertausphen der k-ten und u-ten Zeile sowie der k-ten und v-ten Spalte.

Die Operation (*) wird, bsginnend mit A, sa oft hintersinander ausge-

Alk) 1 (k)

flihrt, bis eine k-Diagonalmatrix entsteht. ist diese Matrix.
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wird erhalten, indem man T(K—1) nacheinander von rechts multipliziert

mit S(k,v), sowie flr jede Anwendung des ersten Falles von (*) mit

| o

(k)

und ausserdem mit S(k,s), falls o F o ist (T wird nicht modg redu-

ziert]).

Wie man leicht sieht, ist nach O0(m+*n) Anwendungen von (*) das Element
an der Stelle (k,k} um mindestens die H&lfte verringert. Hieraus folgt,
dass (*) nur polynomial oft angewandt werden muss. Ebenso sieht man,
dass flr alle k die L3&nge der Bindrdarstellung von T[k) polynomial in

der Inputlénge ist.

Wir bezeichnen mit A’ die mxn-Untermatrix (a£§]%<j<n von A(Q], und mit
b' die {n+1)-te Spalte von A(z). Dann ist A’ eine Diapgonalmatrix der
Form
3?1
’ o
1)
0 0]

mit aa1,...,aél £ 0 modg, und es gilt
(V€ 2" (AT 2 b modg <=> A'x

(%)

in
1]

b'modq)

und (AT

m

0 modg <==> A’x

0 modg).
Hieraus folgt

((Ix€ Z)Ax = b modg) <—> ((Vi,1¢icmigeT(al,,q)] bil.

Falls diese Bedingung erflllt ist, sc berechne mit Hilfe des suklid-

schen Algaorithmus YgrereaYy mit yiaii = ggT(aii,q)modq. Sei

z, = y,;bi/ggTlal;,q)  (1<i<R)

i
x = T(Q)(z1,...,z ,D,...,D]t

L
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Bann ist
Ax = b modg.
Wenn 81,...,en6 Zn die Einheitsvektoren sind, so ist
(%) , (L) , (%) (L)
{7 (q/ggT(a11,q) 91),...,T (q/ggT(azl.q) Bl]‘T egaqrrerl en}

eine Basis Uber Z von

{x€ 2"} Ax = 0 modq}.

12. Satz €Es gibt eine polynomial beschrdnkte TM, die flr jedes Paar

(A,b) aus einer ganzzahligen mxn-Matrix A und einem ganzzahligen m-Vek-

tor b

(i) entscheidet, ob ein x¢€ 7" mit Ax = b existiert, und, falls die
Entscheidung positiv ausf@llt, ein solches x berechnet.

(ii) eine Basis von {xE€ Zn] Ax=0} berechnet.

Die Sprache LINEARE DIOPHANTISCHE GLEICHUNGEN besteht aus allen Paaren
(A,b), A,b wie oben, mit der Eigenschaft, dass es ein x€ z" gibt mit
Ax = b.

Korollar LINEARE DIOPHANTISCHE GLEICHUNGEN ist in P.

Beweis des Satzes Nach dem Satz aus 10. kdnnen wir annehmen, dass A

die dort flr A' beschriebene Form hat. Flir k = 1,...,L%J wird nun ver-
tauscht:

1. die k-te Zeile mit der (fL-k+1)-ten Zeile

2. die k-te Spalte mit der (&-k+1)-ten Spalte

Die so entstehende Matrix hat die Form

und wir k8nnen auf sie wiederum den Satz von 10. anwenden. So erhalten

wir eine Matrix
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mit a11,...,aiz + 0 sowie einen Vektor b', und es genligt, fir (A’,b’)

die Behauptung zu beweisen.

Sei q= T] ai.. q; = q/a{i. Wir multiplizieren fir 1<i<i die i-te
1<i<y

Zeile von (A',b') mit 9y Sei (A",b") das so erhaltene Paar, A die rech-
~ t
te obere &x(n-L)-Teilmatrix (a},) 1<i<g , b = (b",...,b;) und

-9 L+1<i<n
p: 7" = 7" die Projektion auf die letzten n-2 Koordinaten. Dann ist
al., = q(1<i<®), und fir alle xE€ 7" gilt

A'x = b’ <==> A"x = b” <=>
(Ap(x) = B modg & (Vi,8+1<i<m) by = 0)
Nach dem Satz von 11. gibt es eine polynomial beschrénkte TM, die ent-
scheidet, ob ein x€ Zn~2 existiert mit Ax = B modg, gegebenenfalls ein
sclches x konstruiert und ausserdem eine Basis B vaon
n-2%
{xe "%

scheiden, ob es ein x€ Z' mit A'X = b’ gibt. Falls die Entscheidung

Ex = 0 modg} berechnet. Mit Hilfe von (*) kann man dann ent-

positiv ausfallt, sel Ax = B madq, x = (x1,...,xn)t mit

. = +(b,-(Ax)
q 1

(1<i<).
i <1<

. )
i

Dann ist A'x = b'. Damit ist (i) gezeigt.

Flir vy = (y£+1,...,yn)t6 B sei y = (y1,...,yn)t mit
t _ 1
(y1,...'y2/) - qu

Dann ist {y: y€ B} eine Basis lber Z von {x€ an A'x=0}. Damit ist auch

(ii) bewiesen.
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13, Satz Seien A?,...,Am Linearformen auf @ und bq,...,bmé Q. Dann
gilt
(x€ Q"] Apeb, (1<i<m)} = @ <=—>

m m
m - . . .
{ye o i§1yiAi = 0, i§1yibi 1, yizﬂ flir t<i<m} + 4.

Beweis Die Behauptung "<==" ist klar. Wir beweisen "=>" durch Induk-
tion nach n. Der Fall n = 0 ist klar. Sei n>0, x = (x1....,xn) mit
(8) ALX = a,,X, *..0% a, x_ > b, (1<i<m).
i i1™1 in‘n - "1 - -
Wir setzen
Af¥ = agpXy Teeet 350 4%
Jann ist
b,
1 , i
—— AlX = - > - X falls a, > 0
a. i a, - n in
in in
1 b,
- x> — Alx - — falls a, < O
n - a, 3 a, in
jn in
Aus (5] folgt also
Akx > by (1<k<m mit a = 0)
(s") 1 1 b, b,
o Alx - —— Alx > —— - —L= (1<i,j<m mit a, > O,
a, i a, SEEE a:. - - in
n g J a, < 0}
in
Ist umgekehrt (8') fir ein x' = (X1""’Xn-1) erflllt, so gilt
o = min{-—l—[A!x'-b.)[ a, >0} >
a, i i in -
in
B = max{—l—(Aix’—b,)I a, <0}
a J J Jn

Jjn
Flir jedes . mit agxnzﬁ ist dann (x1,...,xn) gine LBsung von (S). Folg-
lich ist (S) léshar, genau wenn (3') es ist.
Sei der Satz nun schon fir n-1 bewiesen und (S) nicht ldsbar. Dann gibt
8s aijzo, ukzo so dass aij = 0 falls nicht ain>0 und ajn<0,und @ = 0

falls nicht a, = 0,und
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1 -1 -
(= Al + ALY + Ja A 0
1313 ain ajn N kkk
bi b,
) 0Ll.;l[a. T3, ) 20Lkbk =
i,] in jn k

Setzt man

y, = —( 7§ ai.) falls a;. o
#n 1<jem MY

y. = ;1~( 1 oa.,) falls a5, < a

8in 1<i<m MY

= @ falls a = 0

Yk K kn

so gilt Jy,A; =0, Jy;b, =1, (Vi) y, > 0.

Die Sprache LINEARE RATIONALE UNGLEICHUNGEN besteht aus allen Paaren
(A,b) aus einer ganzzahligen mxn-Matrix A und einem ganzzahligen m-Vek-

tor b mit der Eigenschaft, dass es x€ Qn gibt mit Ax>b.

Korollar LINEARE RATIONALE UNGLEICHUNGEN ebenso wie ihr Komplement ist
in NP.

Beweis Der Leser lberzeugt sich, dass es eine polynomial beschrinkte
NT gibt, welche fir I< {1,...,m} ein X mit AixI = bi (i€ I) konstru-
iert, falls es ein solches gibt (Kerollar 1 von 10.) und genau dann
akzeptiert, wenn flr alle 1 mit 1<i<m Aixlzbi. Falls das System l&shar
ist, gibt es ein I mit {x| A ,x=b, (Vi€ I)} < {x| Ax>b} (Tschernikow
1971, I.1). Also akzeptiert eine solche Maschine gerade LINEARE RATIO-
NALE UNGLEICHUNGEN. Folglich ist diese Sprache in NP, und nach dem vor-

angegangenen Satz ebenfalls ihr Komplement.

14. Die Sprache LINEARE DIOPHANTISCHE UNGLEICHUNGEN besteht aus allen
Paaren (A,b) von einer ganzzahligen mxn-Matrix A und einem ganzzahligen

m-Vektor b mit der Eigenschaft, dass es einen ganzzahligen Vektor x mit
Ax>b gibt.

Der folgende Satz (von zur Gathen, Sieveking, 187%) zeigt, dass diese

Sprache in NP ist.
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Satz Seien A eine mxn-Matrix und b ein m-Vektor Uber Z,
L = {x€ Q"] Ax>b}, ¢ = max {lay [, 10513,

1<i<m
1<5<n

5l

nin+1}/2 n2
c

\
r = (n+1)n , K = {x€ @n[ [legr flr 1<j<n}. Dann gilt

LnzZ"+p <« L nz" nk+ 4.
Korollar LINEARE DIOPHANTISCHE UNGLEICHUNGEN ist in NP und vollstandig.

Bewelis Es gibt eine polynomial beschrinkte NT, die zu (A,b) r wie im
Satz berechnet und genau dann akzeptiert, wenn flir ein x€ z2"n K Ax>b

ist. Also ist diese Sprache in NP.

Die Vollsta&ndigkeit folgt aus der polynomialen Transformation
RUCKSACK Sn LINEARE DIOPHANTISCHE UNGLEICHUNGEN,

die jedem (a1,...,ar,b) das Ungleichungssystem

a,]x1 *.aat a X _ > b

zuordnet.

15. Das Komplement der Sprache PRIMZAHLEN ist offensichtlich in NP. Im
Folgenden zeigen wir nach (Pratt 187?), dass auch PRIMZAHLEN in NP ist.

Eine Folge M1, MZ""’MP van Mengen heisst zuldssig, wenn M1 = {2} und
zu jedem i(2<i<r) Zahlen k,p sowie 81,...,826 N und q1,...,q2€ My g
existieren mit k<p, M, = M. U {p} und
2 e,
(i) n-1=TT qu
j=1
(i1) k™1 2 1 modp
(p-1)/q;

(11ii) (Vj,1<3<2) k J £ 1 modp
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Eine Zahl p ist bekanntlich genau dann prim, wenn eine Zahl k existiert,
welche modulo p die Ordnung p-1 hat, d.h. flr welche

kp_ll = 1 modp und

k(p_1]/q £ 1 modp flir jeden Primteiler g von p-1.

Daher folgt mit Induktion nach r, dass jedes Glied einer zuldssigen
Falge nur aus Primzahlen besteht. Sind M1""'Mr und N1""’Ns zulds-
sige Folgen, so auch M1""’Mr'MrU NZ""‘MrU NS.

Flir jeden Test (i), (ii), (iii) bendtigt man D(logzp) Multiplikationen
modulo p. Also gibt es eine polynomial beschrédnkte NT, die eine Zahl p

genau dann akzeptiert, wenn es eine zuldssige Folge M ..,MF gibt mit

1°°

(Fir p+3,7 genlgt r<logp.)
Mit Induktion zeigt man leicht, dass diese NT genau PRIMZAHLEN akzep-

tiert.

16. Die Sprache PRIMFAKTORZERLEGUNG besteht aus allen Paaren (n,k) von
natlirlichen Zahlen mit der Eigenschaft, dass es einen Teiler d von n
mit 1<d<k gibt.

Es ist klar, dass diese Sprache in NP ist. Ihr Komplement ist ebenfalls
in NP, denn es gibt eine NT, die (n,k) genau dann akzeptiert, wenn es

eine zuldssige Folge I"I,],...,Mr und p1,...,p5€ Mr' e .,856 N gibt mit

IRER

e

i
TT by

1<i<s

[}
jou]

3
A

Mogn!

(Vi,1§i§s) k < p; und &, < logn.

17. REDUZIBILITAET VON POLYNOMEN besteht aus allen f€ Z[x ] mit der

Eigenschaft, dass es g,h€ Z[x] gibt mit geh = f und deg g, deg h>0.

. . n . . .
Wir kodieren f = apX teedtoag als (n,an,...,ao). Diese Sprache ist in

NP, denn nach (Mignotte 1974) ist f = anxn ot oag reduzibel, genau
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wenn es g = bmxm *...+ b€ Z[x] gibt mit

g teilt f
n
m < -2—
(Vi,1<i<m) b, < (e 3§ 2y¥2
i i 1<5<n i
Offene Probleme
1. Indem man z.B. einer Klausel
Xy Vv xj voxp
die Gleichungen
(x,=1)(x.+1)(x_+1) = 0
i 3 K
X. = 2 = xz = 1
i Xj k

zuordnet, zeigt man:

ERFUELLBARKEIT MIT HOECHSTENS 3 VARIABLEN PRO KLAUSEL o POLYNOMIALE
KOMPLEXE GLEICHUNGEN

Diese Sprache besteht aus allen ganzzahligen Koeffizientenschemata von
Systemen von Polynomen, die eine gemeinsame Nullstelle lber C haben.
Es ist nicht bekannt, ob diese Sprache in NP ist. Analoges gilt fir
POLYNOMIALE REELLE GLEICHUNGEN.

2. Falls es eine vollst&ndige Sprache in NP gibt, deren Komplement in
NP ist, so ist NP abgeschlossen gegen Komplementbildung. Da dieses
nicht zu erwarten ist, kann man eine positive Antwort erhoffen auf die
Fragen:

Ist LINEARE RATIONALE UNGLEICHUNGEN {13.) in P?

Ist PRIMZAHLEN (15.) oder PRIMFAKTORZERLEGUNG (16.) in P?

3. Ist IRREDUZIBILITAET VON POLYNOMEN in NP-?
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