VII. Spektralproblem und Komplexit&tstheorie

von Claude-André Christen

1. Einleitung und Uebersicht

Ein Merkmal der modernen Axiomensysteme ist ihre Nicht-Kategorizitat,
d.h. die Tatsache, dass solche Systeme im allgemeinen nicht eine einzi-
ge Struktur, sondern eine ganze Klasse von Strukturen charakterisieren.
Obwohl der Zweck eines Systems ausdricklich darin besteht, die gemein-
samen Eigenschaften ihrer Modelle darzustellen, bleibt das Interesse

nach der Klassifizierung dieser Modeile weiterhin bestehen.

Die einfachste Eigenschaft einer Struktur ist wohl ihre Michtigkeit;
die Frage nach den Machtigkeiten der Modelle einer axiomatischen Theo-
rie liegt also nahe, und l&sst sich manchmal genau beantworten. Allge-
mein bekannt sind die Beispiele der K8rper, der Kdrper einer gegebenen
Charakteristik, der Schiefkiirper und der Booleschen Algebren: Die Ord-
nung eines endlichen Kdrpers ist Potenz einer Primzahl (n&mlich der
Kédrper-Charakteristik), und umgekehrt gibt es zu jeder Primzahlpotenz
einen Ké&rper dieser Ordnung; weiter gibt es Kdrper jeder unendlichen
M&chtigkeit. Nach dem Satz von Wedderburn gibt es keine endliche, nicht-
kommutative Schiefkdrper; es gibt aber nicht-kommutative Schiefkdrper
jeder unendlichen Michtigkeit. Schliesslich sind die M&chtigkeiten der
Booleschen Algebren genau die Zweierpotenzen und die unendlichen M&ch-

tigkeiten.

In anderen Fallen ist das Problem ungelBst: Man weiss zum Beispiel
heutzutage night, flr welche Michtigkeiten es einfache Gruppen disser
Ordnung gibt. Ebenfalls weiss man auch nicht, welche Michtigkelten als
Ordnung einer nicht-aufldsbaren Gruppe auftreten; allein der Nachweis
der alten Burnside-Vermutung (laut welcher alle nicht-aufldsbaren Grup-

pen gerade Ordnung haben) braucht ungeheuren Aufwand.

An sich hat die besprochene Machtigkeitsfrage keine allzu grosse Bedeu-
tung; sie wird deshalb bei einer Theorie auch nur dann in Betracht ge-
zogen, wenn sie in Verbindung mit tiefer liegenden Struktureigenschaf-
ten auftritt.

Eine ganz andere Bedeutung hat aber folgendes Problem, wo das Interesse
van den einzelnen Theorien zu den dadurch definierbaren M&chtigkeits-
klassen verschoben wird: Was sind Uberhaupt die mdglichen Machtigkeits-

klassen der Modelle einer axiomatischen Theorie? Natlrlich ist dabei
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eine Prézisierung des Wortes "Theorie” notwendig. Erstaunlicherweise
wurde dieses Problem erst durch (Scholz 1952) gestellt, und zwar flr
Theorien, die in der Pr8dikatenlogik erster Stufe (mit Gleichheit) for-
mulierbar sind.

Besondere Eigenschaften der Priddikatenlogik erster Stufe erlauben Ubri-
gens eins engere Formulierung des Problems:

Zundchst ist es klar, dass das Problem trivial wird, falls man das
Gleichheitszeichen nicht zul#sst: Hat dann eine Theorie (Oberhaupt ein

Modell, so auch ein Modell jeder gr8sseren Michtigkeit.

Auf Grund des Satzes von LBwenheim-Skolem hat eine abzihlbare Theorie
erster Stufe entweder keine unendlichen Modelle oder Modells jedsr un-
endlichen Machtigkeit. Weiter folgt aus dem Kompaktheitssatz, dass es
eine endliche Schranke flr die MAchtigkeiten dsr Modslle einer Theorie
gibt, falls diess Theorie kein unendliches Modell besitzt. Es genligt

also, die Frage fUr die endlichen Michtigkeitsn zu stellen.

Lédsst man Systeme mit unendlich vielen Axiomen zu, so wird das Problem
wiederum trivial: Jede Teilmenge der Menge der positiven ganzen Zahlen
ist in dieser Weise darstellhar, denn jede endliche Machtigkeit ist
schon mit einer Gleichheitsformel ohne freie Variable charakterisier-
bar; die negierte Formel schliesst dann gerade diess Michtigkeit aus.
Werden aber nur sndlich viele Axiome zugelassen - oder nur eines, was
auf dasaelbe herauskommt -~ so k&nnen nur noch abzihlbar viele Mengen

dargestallt werden,

Auf Grund dieser Reduktionen definlert man das Spektrum einer logischen
Formel als die Menge der M3chtigkeiten ihrer endlichen Modelle. Eine
Menge heisst dann Spektrum erster Stufe, falls es eine Formel erster
Stufe gibt, deren Spektrum sie ist. Das Spektralproblem lautet nun:
Welche Mengen sind Spektren erster Stufe? (Zur Abklrzung wird von nun

an unter "Spektrum” immer "Spektrum erster Stufe” gemeint.)

Es sei noch ausdrlicklich hervergehoben, dass dieses Problem einen exten-
sionalen Standpunkt voraussetzt: Im Falle der Zweierpotenzen zum Bei-
spiel ist es gleichgliltig, ob die Menge als Spektrum eings Axiomensy-
stems fir die Booleschen Algebren oder flir die K8rper der Charakteristik
Z - oder durch irgend ein anderes passendes System - dargestellt wird:

Es kommt nur darauf an, dass mindestens eine solche Charakterisierung

existiert.

Es stellt sich bald heraus, dass die Spektren schon recht komplizierte
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Mengen sein kdnnen. Das Spektrum der Theorie der nicht-zyklischen Grup-
pen besteht zum Beispiel genau aus den Zahlen, welche durch eine von 1
verschiedene Quadratzahl, oder durch zwei Primzahlen teilbar ist, deren
eine kongruent 1 modulo die andere ist. Es gibt genau dann eine nicht-
abelsche Gruppe der endlichen Ordnung n, wenn n durch eine von 1 ver-
schiedene Kubikzahl oder durch pq2 teilbar ist, wobei p und q prim
sind, und q2 kongruent 1 modulo p ist (siehe Pazderski 1959, wo noch

andere Beispiele behandelt werden).

Es ist sogar einfacher, Mengen anzugeben, die Spektren sind, als Mengen,
die es nicht sind - eine Berechtigung dieser unmathematischen Behauptung
ist die Tatsache, dass alle bekannten Beispiele von Mengen, die keine
Spektren sind, mehr oder weniger auf Diagonalisierung beruhen. Wie
schlecht die Struktur der Spektren noch verstanden wird, zeigt die ein-
fache, doch ungeldste Frage (Asser 1856): Ist die Klasse der Spektren
gegeniiber Komplementbildung abgeschlossen? (Es ist dagegen leicht nach-
zuweisen, dass sie gegenilber Vereinigung und Durchschnitt abgeschlos-

sen ist.)

Im zweiten Paragraphen werden Beispiele angegeben, welche die Kompli-
ziertheit der Spektren veranschaulichen, und zudem einen Vorgeschmack
flr die spdter benltzte Darstellungsmethode angeben:

Obwohl alle Spektren primitiv rekursiv sind, gibt es ein Spsktrum, des-
sen Aufzdhlungsfunktion schliesslich st#rker als jede primitiv rekursi-
ve Funktion wichst. Die Modelle der gewdhlten zugehtrigen Formel stellen

Anfangsstiicke des Graphen einer Modifikation der Ackermann-Funktion dar.

Es gibt aber sogar zu jeder rekursiven Funktion ein Spektrum, dessen
Aufzidhlungsfunktion stidrker als diese Funktion wdchst. Diese Behauptung
l&sst sich aus der Tatsache ableiten, dass die konstruktiv arithmeti-
schen Mengen Spektren sind. Daraus 1l&sst sich ebenfalls beweisen, dass
gs nicht rekursiv entscheidbar ist, ob ein Spektrum leer ist oder nicht
(dies wurde schan von Trachtenbrot 1950 bewiesen); das Problem hat
sogar den h&chsten Unentscheidbarkesitsgrad unter den rekursiv aufz&hl-
baren Prablemen (Bilichi 1962). Analog ist das Unendlichkeitsproblem fir
Spektren NI-vollsténdig bezliglich Turing-Reduzibilit&t.

Es ist jedoch klar, dass die Spektren nur eine beschrinkte Komplexité&t
aufweisen k&nnen, denn es gibt nur 2nt r-stellige Pradikate auf einem

n-elementigen Bereich. Deshalb ist die Zugeh&rigkeit der Zahl n zu einem
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Spektrum fUr ein geeignetes ¢ in hichstens 2n® Schritte auf einer Tu-
ring-Maschine entscheidbar. Als Folgerung erweist sich die Klasse der
Spektren als eine Teilklasse der Klasse der im Kalmérschen Sinne ele-
mentaren Funktionen; (Asser 1956) bewies schon, dass die Inklusion echt
ist.

Im dritten Paragraphen wird das Hauptergebnis von (Jones & Selman 1374)
bewiesen: Die Spektren stimmen mit den Mengen Uberein, welche durch
eine schliesslich exponentiell (d.h. der Form Ax.2°° fir c€ N) be-
schrinkte nichtdeterministische Turing-Maschine akzeptisrt werden. Wird
als Input nicht die dyadische Kodierung von n, sondern ein Wort der
L&nge n (z.B. n mal b1) gebraucht, so ist die Schranke polynomial. Des-
halb ergibt sich ein Zusammenhang mit dem Problem P = NP: Gilt P = NP,
s0 sind auch die Spektren deterministisch mit einer polynomialen
Schranke auf einer Turingmaschine zu berechnen (bei Input n mal b1).
Analog: Ist NP gegeniliber Komplementbildung abgeschlossen, so auch die
Klasse der Spektren. Ein Beweis, dass die Klasse der Spektren gegeniiber
Komplementbildung nicht abgeschlossen ist, ist also mindestens so
schwer, wie ein Beweis, dass NP gegenliber Komplementbildung nicht abge-
schlossen 1st; und ein Beweis, dass es ein Spektrum gibt, das durch
keine deterministische exponentiell-beschrénkte Turingmaschine bere-

chenbar ist, mindestens so schwer, wie ein Beweis von P$NP,

Im vierten Paragraphen werden die Mengen aus NP und die endlich axiomati-
sierbarsn projektiven Klassen von Strukturen von endlichem Typus in
Verbindung gebracht. Der gewonnene Satz ist eine Verallgemeinerung des
friheren Hauptsatzes. betrifft allerdings nur die endlichen Struktu-

ren einer solchen Klasse: Mittels einer gewissen Kodierung fallen diess
Klassen von endlichen Strukturen und die Mengen von NP zusammen. Man
achte doch darauf, dass der hier angenommene Standpunkt nicht derjenige
der Modelltheorie ist, sondern eher derjenige der finiten Mathematik

{mit einem naiven Begriff des Endlichen).

Es gibt zum Beispiel ein nicht-deterministisches polynomiales Verfahren,
welches die endlichen zyklischen Gruppen akzeptiert und die endlichen
nicht-zyklischen Gruppen verwirft. Dies entspricht hier der Tatsachs,
dass es eine endlich axiomatisierbare projektive Klasse gibt, deren
endliche Strukturen genau die endlichen zyklischen Gruppen sind, obwohl
weder die Klasse der endlichen zyklischen Gruppen noch die ganze Klasse

der zyklischen Gruppen eine projektive Klasse bilden.

Endlich werden noch am Schluss der Arbeit Ergebnisse Uber Spektren
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hdherer Stufe aufgezdhlt; flr Beweise wird auf die zitierte Literatur

hingewiesen.

2. Beispiele von Spektren

Zundchst wird kurz die Sprache der Prédikatenlogik erster Stufe be-

schrieben, sowie die Begriffe "Interpretation” und "Modell” erlautert.

Die Grundzeichen der Pradikatenlogik erster Stufe sind die (logischen)
Zeichen Vv, A, =, 3V, (, ), =
und die (nicht-logischen) Zeichen aus Z = VUFZUPZ:

vV = {vi]iE N} ist die Menge der Individuenvariablen;
FZ = {Fi[i,jE N} ist die Menge der Funktionszeichen;
PZ = {pili,jé N} ist die Menge der Pridikatszeichen.

Aus diesen Grundzeichen werden Ausdricke - d.h. Folgen von Zeichen -
gebildet. Die Concatenation von Folgen wird einfach durch Hintereinan-
derschreiben der Folgen bezeichnet. Bedeutung wird nur den folgenden
drei Klassen T, A und F von Ausdricken zuerkannt:

Die Menge T der Terme ist die kleinste Menge, welche die Folgen der
La&nge 1, bestehend aus einem Zelchen aus V, enthdlt, und welche fir

i,j€ N die Concatenation von Fi mit den j Termen t ,tj enthalt.

_ grree

Die Zeichen Fi heissen deshalb "j-stellige” Zeichen; der Lesbarkeit

halber wird - auch im Falle j=o - die Folge Fi t1...tj mit

#t,,...,t,) bezeichnet.
i J

Die Mgnge A der Atomformeln ist die Menge der Ausdricke der Form t1=t2

und pg(t1,...,tj] flir i,j€N qu t1,...,tj€ T (mit derselben Bezelch-
nungskonvention wie oben; die pi heissen auch j-stellig).

Die Menge F der Formeln ist die kleinste Menge, welche A enth&lt und
mit Fq, ¥2€ F und v€ V auch die Ausdriicke

(FoVF5), (FA ), 2§, (3vIF,, (WIf, enthélt.

Es 1l3sst sich beweisen, dass jeder Term (sowie jede Formel) gemdss die-
sen Regeln auf eine einzige Weise gebildet ist.

-Formeln der Form (lJ,Iv:.L J...(Dkvi Jf, wobei jedes Qj ein Quantorzeichen
V oder Hbezeichnet und f keine Quantorzeichen enthidlt, heissen prénex.
f ist die Matrix der Formel und (Q1vi ]...(kai ) ihr Pr&fix. Bekannt-
lich gibt es zu jeder Formel eine dazu &quivalente prénexe Formel.

Eine Formel heisst abgeschlossen, wenn Jjede Okkurenz einer Individuen-

variablen v auch Okkurenz einer Teilformel von ¥ der Form (Jv)f' oder
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(W) ist.

Eine Struktur flir eine Formel f der Pradikatenlogik erster Stufe ist
ein Paar <M,I>, wobei M sine nicht-lesere Menge ist, und I egine fir die
in f vorkommenden Zeichen aus Z definierte Funktion ist, welche folgen-

de Eigenschaften besitzt:

(a) flir 1€ N ist I(vi) eine Funktion von Mmlnaoh M; dabei ist

[1(v,)] (e) = o, fir c€n';
(b) fir i,j€ N 1ist I(?g) eine Funktion von M? nach M;

(c) flir i,j€ N 1ist I(in) eine Funktion von M) nach 2 = {0,1}.
Bemerkung: M° ist {@}.

Aus I wird induktiv eine Interpretation J der Terme und Formeln, die

aus diesen Zeichen gebildet werden, wis folgt eindeutig definiert:

(1) fUr 1,5€N, £,,.0.,,€T und o€ N ist 3,9 (o) = T(£5)(4) und

J+1 . j*1 ,
IR e guenty ) te) = IO T (e),n, 30 ) (e));
(2) flr i,j€ N, t1,...,tj€ T und c€ ME} ist
J[pio)(c] = 1(p$) (@) und |
3+ 3} 3+1 _
Itpy " (Eqsenests ))(0) = I(py A)(J(tq)[c),.i.,J(tj”J(c)).

(3) fir t,£' €T und c€ MY ist

1 falls J(ti(e) = J(£")(c)
J(t=t")(ec) =
0 saonst ;
fir £,£'€F, i€ N und c€ MY ist:
(4) J(FfVv £')(c) = max(JI(F)(c), T+ ) (e

{5 3(fA £')(c) min(3(f)(c), 3{Ff"){c))

(68) J(= f)(c)

n

1-J(f) ()

C.
(73 303 v;)6)(e) = max I(£)(a] *)

meM .
c.,

(8) 30V, )f)(c) = min J(F)(c] 1)
1 m

meM
Gy c, falls ki
(dabei ist of (k) - { k )
m sonst

Eine Struktur <M,I> ist ein Modell von f, falls es fiir die von I erzeug-
te Interpretation ein c€ MEJ gibt, mit J{f)(c) = 1. Eine Formel heisst
k-elementig erflillbar, falls sie ein Modell <M,I> mit M = k besitzt.
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Das Spektrum einer Formel f ist die Menge der positiven Zahlen n, fir
walche f n-elementig erflillbar ist.
Als erstes Beispiel werden die Spektren von Gleichheitsformeln unter-
sucht - das sind die Formeln, die weder Funktions- noch Priddikatszei-
chen enthalten. Wie man leicht aus den angegebenen Befinitionen ableiten
kann, ist N das Spektrum der Formel VoV, und die leere Menge das Spek-
trum der Formel D VRV, {die kurz VO+VO geschrieben wird). Das Spektrum
der Formel (E]vol(23v13 vo+v1 {oder von vo+v1, was flr die Erflllbarkeit
auf dasselbe herauskommt) besteht aus allen ganzen Zashlen, die grdsser
als 1 sind; dasjenige von (VVD)(VV1) v
{E}VO)(V@1] Z
steht das Spektrum der Formel

(dv)...(3 vk)(...((vo=l=v1/\ v0+v2)/\ vo={=v31.../\ vk_,|={=vk).

1T Y, oder dasjenige von

= vy dagegen aus der einzigen Zahl 1. Allgemeiner be-

welche durch (E]vo)..(ﬂ vk) /\ vi+v. abgeklrzt wird, aus den Zahlen,
oci<j<k ©
die grisser als k sind, und das Spektrum der Formel

(Vvo)...(Vvk+11(.-.((vo=v Vv mv, Vv svgd e Vv = 1,

1 K Vk+1

welche durch (W )...(VVK+1) \/ v.=v, abgeklrzt wird, aus den Zah-
° o<i<j<k+t *
len, die kleiner als k+2 sind; dasselbe Spektrum hat die Formel

(v ... v W ) \/ v = v, .
a k k+1 o<ick k+1 i

Folglich besteht das Spektrum von
(3 vD)...(E vk](VVk+1)( /\ vi+v.A \/ Vi q=Ys)

b<i<i<k J ocick
aus der sinzigen Zahl k+1.
Eine beliebige endliche Menge ist also Spektrum einer Gleichheitsformel:
NZmlich Spektrum der Disjunktion von Formeln der zuletzt erwihnten Form,
die die Elemente der Menge charakterisieren. Das Spektrum der Negation
dieser Formel ist die komplement#re Menge; folglich ist auch Jjede ko-
endliche Menge Spektrum einer Gleichheitsformel.
Umgekehrt gilt aber auch, dass die Spektren der Gleichheitsformeln ge-
nau die endlichen und koendlichen Mengen sind: Da diese Formeln weder
Funktions- noch Pridikatszeichen enthalten, sind die Klassen der
Michtigkeiten der Modelle einer abgeschlossenen Formel und ihrer Nega-
tion komplementir. Nach dem Satz van Ldwenheim hat also genau eine da-
von unendliche Modelle; nach dem Kompaktheitssatz hat aber dann die
andere Formel ein endliches Spektrum.
Bieser Beweis 1&sst sich nicht auf den allgemeinen Fall erweitern, denn

; 1 - 1 . s .
die Formeln (3 vo)pD(vO) und “1(:]vo)p0(vo) sind schon beide in beliebi
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gen Bereichen erflillbar. Trotzdem sind die Spektren der monadischen
Formeln (d.h. der Formeln, die keine Funktionszeichen und keine mehr-
stellige Prddikatszeichen enthalten) wieder genau die endlichen und die
koendlichen Mengen - ein Resultat, das auch auf (LBwenheim 1915) zu-
rlickgeht. Der Beweis dieser Behauptung beruht auf einem sogenannten
Quantoreneliminationsverfahren und kann z.B. in (Ackermann 13854) ge?un-
den werden. Gewisse Spektren kdnnen aber mit monadischen Formeln darge-
stellt werden, die viel kirzer als jede zugeh@rige Gleichheitsformel
sind: Das Spektrum der Formel Fk:
(Vw3 (W) (v _=v, v (O<\i/<k(p1(vc)/\ = pi (v, )]V o<\i/<k(—I pi(v ) A pl (v 1))
besteht aus allen Zahlen, die kleiner oder gleich 2k sind; eine Gleich-
heitsformel mit diesem Spektrum hat aber eine L#nge gréisser als 2k; die
Ldnge der Formeln Fk wéchst dagegen nur linear mit k.
Sobald ein einziges 1-stelliges Funktionszeichen oder ein einziges 2-
stelliges Pr&dikatszeichen in einer Formel enthalten ist, so kann das
Spektrum der Formel schon unendlich sein und unendliches Komplement
haben. Das Spektrum von

(W 1 (F) (v ) 4 v_a F;(F;(vo))wo)
besteht genau aus den geraden Zahlen. Nun kann eine Funktion immer
durch ihren Graphen dargestellt werden: So hat zum Beispiel die Konjunk-
tion der drei Formeln
(W ) (T v, 02 (v_,v,)

2 2
(Vvd)(Vv1](Vv2)(—| (po (Vv I A polv v )V vy =v,)

2
2 2 2
(VVO)(—1pO[vO,vD)A (4 vl lpg vy svyd A polv,,v )))

dasselbe Spektrum wie die obige Formel. In dieser Weise kann man libri-
gens Jeder Formel eine neue Formel mit demselben Spektrum zuordnen,
welche keine Funktionszeichen enthalt.

Nebenbei sel auch bemerkt, dass es Formeln mit einem einzigen 1-stelli-
gen Funktionszeichen bzw. 2-stelligen Pridikatszeichen gibt, die erst
abz&hlbar erfliillbar sind - was bei monadischen Formeln nicht der Fall
ist. Solche sind zum Beispiel

(3 v) (V) (W) CCFD (v A RERY, (£] (v, 048] (v )y v
und

1=v2])

2 2 2 2
(W ) (T v (W) (= Po VsV I AP (v v D) A (= p (v, v, dvpl (v 4y, )))
Wie leicht einzusehen ist, sind die Spektren von existentiellen (bzw.

abgeschlossenen universellen) prinexen Formeln, die keine Funktions-



110 -VIT.9-

zeichen enthalten, Reststlicke (bzw. Anfangssticke) der Menge der posi-
tiven Zahlen; die angegebenen Beispiele von Gleichheitsformeln zeigen,
dass alle Rest- und Anfangsstlcke vorkommen. Ebenfalls sind die Spektren
von préanexen Formeln chne Funktionszeichen, in welchen die Existential-
quantoren sdmtlichen UniYersalquantmren vorangehen {(wie in
(E]vDJ(Vbq)v1=vO) genau die endlichen und koendlichen Mengen.
Dagegen ldsst sich aber beweisen, dass jedes Spektrum das Spektrum ei-
ner prianexen Formel (erster Stufe) ohne Funktionszeichen ist, in welcher
die Universalquantoren sBmtlichen Existentialguantoren vorangehen
(Skolemsche Normalform bez. Erflllbarkeit). Dies entspricht der asussa-
genlogischen Reduktion auf die konjunktive Normalform in II: Jedes
Modell der Formel
(VVD)(E]v1](VV2)p2(vD.v1,v2)

ldsst sich zu einem Modell der Formel

(o3 (W) (V) (3 vy (0m pS v Jvp oty vy avy 1) A p5 (v _uvy))
erweitern, und jedes Modell der zweiten Formel induziert ein Modell der
arsten Formel. Sind Funktionszeichen zugelassen, so darf man sich ent-

sprechend auf universelle prénexe Formeln esinschrdnken: Das Spektrum

von (V@O)[VVql p3

(v ,F1(v Y,v,)
o0 o © 1

ist dasselbe wie dasjenige der obigen Formel.

In den nachfolgenden Beispielen werden Anfangsstlicke von arithmetischen
Relationen in einem gewissen Sinne durch Formeln dargestellt. Um die
Formulierung zu vereinfachen, werden jetzt sogenannte geordnetfe Modelle
betrachtet: Ein geordnetes Medell von f ist ein Modell, dessen Triger-
menge ein Anfangsstick ven N -~ d.h. eine Menge {0,%1,...,n} - ist und
bei dem das Pradikatszeichen pi durch < interpretiert wird.

Falls das Zeichen pg nicht in ¥ vorkommt, so ist die letztere Bedingung
leer. Somit gibt es zu jedem Spektrum S eines Formel, welche genau dann
ein n-zahliges geordnetes Modell besitzt, wenn n zu S gehdrt.

Hiervon gilt auch die Umkshrung: Sei f eine Formel und T die Menge
derjenigen n, zu denen es ein n-zshliges geordnetes Modell gib%t; dann
ist T ein Spektrum.

Es sei namlich f' die Konjunktion von f und einer Formel, welche aus-
drlickt, dass pg gine Ordnungsrelation ist. Dann ist einmal jedes geord-
nete Modell von f auch ein Modell von f'; umgekehrt ist jedes endliche

Modell von f' isomorph einem endlichen geordneten Modell von f' und
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somit auch einem endlichen Modell von f.

Definition Die arithmetische Relation R wird durch die Formel f darge-

stellt, wenn folgende Bedingungen erflllt sind:

(1) Zu jeder positiven ganzen Zahl n gibt es ein n-zahliges geordnetes
Modell von f.

(2) Es gibt ein Pradikatszeichen pi, dessen Interpretation in jedem
endlichen geordneten Modell <M,I> von f mit der Einschrankung von

R auf M Ubereinstimmt.

Lemma Der Graph der Funktion a, welche durch das Rekursionsschema
alo,y,z) = z+1
alx+1,y,0) =y
alx+*1,y,z*+1) = alx,y,alx*1,y,z))

definiert wird, wird durch eine Formel erster Stufe dargestellt.

Beweis f sei die Konjunktion folgender Formeln (dabei ist (F1++F2] eine
Abkilrzung von (—1F1V FZ)A (F1V - FZ]):

(1) (W )= p2lv v )
[n} a 0 0

(2) (V@O)(VV1)(VD=V1V (p [vo,v1]V p (v1,vOJ])

(3) (vvouvv1)(vvz)m (p )

ONON
ONON

2
(vo,v1)A p (v1.v2))V po(vo,v

2
(4) (E]vo)pl(vo)

(5) (W)W ) (=pltv )V =pZiy,,v)))

(8) (VVO)(VV1)[-1P§KVD.V1)V pi(vo,v1))

(7) (W) (W ) (W) (= pS v uv IV (= p2 v uv, )V =2 (v, v, )))

(8) (W) (T v,)py v )V poly, v )

(93 (W3 (W 1 (V) (W) (1 py (v )V (95 (v vy de—rp (v s, s v vg) )
(100 (W) (W, ) (W) (V) (0m p ] (v, )V p (v 0DV (R (Y v sy, vy de—y

1°V2 =vy))

2 2
(1) (V@O)(VQ1)(V@Z)(V®3)(VQ4)(VV5)[(—1p2(v4,v2)vl—lpz(v5,vO])V

3

4 4 4
(p3(vo,v1,v2,v3) > (E]VB)(pa(Vo’V1’V4’VB)A pa(VS,v1,vB,v3))))

Es l&8sst sich sofort prlfen, dass flir jedes n€ N die Formel f erfillt
wird, falls die Zeichen pi, p}, p§ und pg durch die Einschrénkungen der
Kleinerrelation, der charakteristischen Relation von 0, der Nachfolger-

relation und des Graphen der Funktion a auf n+1 = {0,1,...,n} interpre-
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tiert werden.

Sei weiter <M,I> ein geordnetes endliches Modell von f, d.h. M ist ein
Anfangsstlck von N, und I(pg) stimmt mit der Einschr@nkung von < auf M
tberein. Mit Induktion l&sst sich dann aus (4) und (5), bzw. (6)-(8),
(3)-(11) beweisen, dass I(p}) mit der Relation Ax-x=0 auf M, bzw. I(pg)
mit der Einschrénkung der Nachfolgerrelation Axyey=x+1 auf M und (da a
monoton ist im 3. Argument) I(pg) mit der Einschridnkung des Graphen der
Funktion a auf M lbereinstimmt.

Mit dem Graphen der Funktion a wird auch der Graph der Funktion
Axalx,x,x) durch eine Formel dargestellt. Um dies zu sehen, fligen wir

ein Prddikatszeichen p§ und das weitere Konjunkticnsglied

2 4
p3(x0.x1) > p3(xo,xo,xo,x1)

hinzu.

Hilfssatz Der Graph der Funktion d werde durch eine Formel f darge-

stellt; dann bilden die Werte von d+1 ein Spektrum.

Beweis Die Funktion d sei etwa zweistellig und es sei pg das Pradikats-
zeichen der Darstellung. Es sei dann f' die Konjunktion ven f und der
Formel

(3v 1(Iv) 3 vz)[pg(vo,v,],vz)/\ = (Fvy) pllvyv ).
Ist dann M ein geordnetes Modell von f' mit der Trédgermenge {0,....n},
so ist n ein Funktionswert von d und (n+1) ist die Machtigkeit von M.
Umgekehrt gibt es zu jedem n, das Funktionswert von d ist, auch ein ge-
ordnetes Modell mit der Trigermenge {0,...,n}. Da, wie gezeigt, die
Menge der Zahlen m, zu denen es ein geordnetes Modell mit m Elementen

gibt, ein Spektrum ist, so folgt die Behauptung.

Aus Lemma und Hilfssatz folgt nun unmittelbar

Satz 1 Die Werte der Funktion ixealx,x,x)+1 bilden ein Spektrum.

Korollar Es gibt ein Spektrum, dessen Aufz&hlungsfunktion schliesslich

starker als jede primitiv-rekursive Funktion wéchst.
Bewelis Das l&sst sich wie in (Ackermann 1928) beweisen.
Das ndchste Beispiel ist allgemeiner Natur:

Definition Die Klasse der konstruktiv-arithmetischen Relationen ist

die kleinste Klasse, welche die Additions- und die Multiplikationsrela-
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tion enth&lt, und welche gegenilber Boolesachen Operationen, beschrinkten
Quantifikationen und expliziten Transformationen (d.h. Variablenidenti-
fikation und -vertauschung, sowie Substituticon von Konstanten) abge-
schlossen ist.

(Diese Definition stammt aus (Smullyan 1961). Fiir Beispiele sei auf

diese Arbeit verwiesen.)

Satz 2 Jede konstruktiv-arithmetische Relation ist durch eine Formel

erster Stufe darstellbar.

Beweis Uem induktiven Charakter der obigen Definition entsprechend
wird der Beweis durch Induktion lUber den Aufbau der Relationen gefihrt.
(1) Die Relationen Ax+x=0 und Axysy=x+1 werden durch die Formeln (1)-(8)
des friheren Lemmas dargestellt. Folglich wird die Additionsrelation
dargestellt durch die Konjunktion von (1)-(8) und der beiden Formeln:

1)

W) (mp v, )Y (pg(vo,v1,v2)<—>vo=v2

) (Vv03tvv1)(vv23(vv3)(-,p§(v3,v1}v
3 3 2
(p3(v0,v1.v2)é——>(3 V) (pglv,va,v, 1A polv,,v,))0).

(2) Analog wird die Multiplikationsrelation dargestellt durch die Kon-

Junktion von (1)-(8), *), **) und der beiden Formeln:

1 3 1
(Vvo)(Vv1)(Vv2)(—l Py (v IV (py v sv vy )e—p,(v,)))
. 2
sz03 th1)va2) va3) (= p5lvg,v, )V
3 3 3
(p4(v0,v1,v2)é——>(31v4)[p4(vo,v3,v4)A pafvo,v4,v2))))

(3) R entstehe aus R’ durch Variablenvertauschung und Variablenidenti-
fikation:

R = Axo...x R’ (x EREERE: _1)), wobei m eine Abbildung von s'

8-1 m(o m(s’
in s ist. R' sei durch ¥ mit pﬁ: dargestellt, und f enthalte das Zei-

chen pi nicht. Dann wird R durch die Konjunktion von § mit

5 s’
(V@O)...(V@S_1)(pk(vo,...,v5_1)6——>pk,(vw(o),...,vw(s,_1)} dargestellt.

(4) Da die Relation Axex=o und die Nachfolgerrelation darstellbar sind,

so auch fir jedes n€ N die Relation Ax+x=n. Sei diese Relation durch
die Formel fy (mit.p;,) dargestellt, und sei R' durch f, (mit pi:1]
dargestellt; weiter sei das Zeichen pi waeder in ?1 noch in fz enthal-
ten. Dann wird die Relation

f_ und

R = Axo...xs_1'R’[xo,...,xs_?,n) durch die Konjunktion vaon F1, >
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s+1
K

dargestellt, sofern nur Modelle der Mé&chtigkeit gr@sser als n betrach-

s 1
[V@O)...(VVs_q)(pk(vD,...,v _1)6——>(E]vSJCp (vo,...,vS)A pk,(vsl))

S

tet werden. Die endlich vielen anderen F&lle lassen sich aber gesondert
behandeln.

(5} Ist R eine Boolesche Verknlpfung darstellbarer Formeln, so ist sie

klarerweise auch darstellbar.

(6] R’ sei durch f (mit pi,) dargestellt, und f enthalte das Zeichen

s . . . - . )
Py nicht. Die Relation R1 AX v Xy (4 xs<xs_1)R (xo,...,xs_z,xs)

wird durch die Konjunktion von f und

2
(V@O)...[VWS_1)(pi(vo,...,vs_1)é——>(3 v (pslvg,vg 4)A

o s’ ’s-1
pi,(vo,...,vs_z,vs))) dargestellt, und die Relation

RZ = Axo...xs_1‘(V&S<xS_1)R’(xo,...,x

tion von f und
[ 2.
(VVO]...[V@S_1)(pk(vo,...,vs_1)é——>[V@S)(—wpo[vs,vs_1)v

s-Z’XSJ analog durch die Konjunk-

pi, (vo,...,vs_z,vs))).

Korollar 2.1 Jede konstruktiv arithmetische Menge von positiven Zahlen

ist ein Spektrum.

Beweis Die Menge M' = {n| n+1€ M} ist genau dann konstruktiv arithme-
tisch, wenn M konstruktiv arithmetisch ist. M’ sei durch f mit pl dar-
gestellt. Das Spektrum von

1 2 \
(£fa (3 v ) (p (v 1A (Vw1)—ap0(vo,v1))) ist dann M.

Korollar 2.2 {f| Spektrum (f)+f} hat den maximalen Unentscheidbarkeits-

grad unter den rekursiv aufzdhlbaren Mengen.

Beweis Nach (Smullyan 1961, Theorem 8, Seite 83) gibt es eine konstruk-
tiv arithmetische Relation M derart, dass es fir jede rekursiv aufz&hl-
bare Menge E ein 1€ N gibt mit E = Ei' wobeil

% € E, <—> (AyINGi,x,y);

welter gilt M(i,x,y) => i<y A x<y.
.. 1 . X
£' stelle M mit pi dar, und Fi stelle Ax+x=1 mit Py dar. Seil Fi die

Formel 5
) 1 ¥
(3 VD)(E v1)(3 vz)(((FiA pk,(vo))A (£ A pk[vo,v1.v2]J] A

2 1
((Vva)—mpotvz,v3)A py (v, )0,
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Die Menge {i| O€ Ei}’ welche maximalen Unentscheidbarkeitsgrad unter
den rekursiv aufzdhlbaren Mengen hat, ist dann auf Grund der Zuordnung
i £, 1-1 reduzibel auf {f| Spektrum(f) +#}. Da die Relation

Axf+ex€ Spektrum(f) rekursiv ist, so ist die erwdhnte Menge rekursiv

aufzahlbar, und damit ist alles bewiesen.

Korollar 2.3 {f| Spektrum(f) unendlich} hat den maximalen Unentscheid-

barkeitsgrad unter den NZI-Mengen.

2 3
Beweis Analog; p}(v1) durch (V@B)(”lpofvarvz)v 'lpk(vo,v1,v3]) ersetzen.

Korollar 2.4 Flr jede rekursive Funktion gibt es ein Spektrum, dessen

Aufzdhlungsfunktion stédrker als diese Funktion wé&chst.

Bewels Nach (Smullyan 1961, Theorem 9, Seite 91) gibt es konstruktiv
arithmetische Relationen T und U derart, dass es flr jede rekursive
Funktion f ein 1€ N gibt mit z = f{x) <= U(uyT(i,x,y),z); weiter
gelten U(y,z) => y>z und T(i,x,y) = y>1A y>x. Der Rest verlduft

analog.

3. Spektren und Turingmaschinen

Durch die dyadische Kodierung - welche der Zahl 0 das leere Wort # und

m .
der Zahl n = § n.2d (n,€ {1,2}) das Wort n =b_ ...b zuordnet, und
j=o 4 J "a "m
somit eine bijektive Abbildung von N auf {b1,b2}* ist - 1lédsst sich

jede Klassifizierung der Teilmengen von {b1,b2}* auf die Teilmengen von
IN kanonisch erweitern. Insbesondere wird schlechthin gesagt, eine

Teilmenge M von N liege in P, falls die Menge M = {n| n€ M} in P liegt.

Wie in der Einflihrung angekiindigt, wird in diesem Paragraphen bewiesen,
dass die Spektren erster Stufe mit denjenigen Mengen M von positiven
Zahlen Ubereinstimmen, welche schliesslich exponentiell berechenbar
sind, d.h. flr welche es ein c€ N und eine schliesslich Ax+2%"-be-
schrankte nicht -deterministische NTM gibt, welche M akzeptiert. Dieser
Satz ist aequivalent mit dem Satz - welcher etwas einfacher zu beweisan
ist -, dass die Spektren genau diejenigen Mengen M sind, fiir welche die

Menge M, = {6{""")|ns1€ M} in NP 1iegt, (wobei p{nt?) . byeasb, )

n+1
Zundchst wird der Beweis der trivialeren Richtung skizziert:
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Satz 3 Filir jedes Spektrum erster Stufe M liegt die Menge M1 in NP.
Beweis M sei das Spektrum der (o.E.d.A.) pré#nexen Formel f, welche p
Prédikatszeichen mit Stellenzahl kleiner oder gleich r enthdlt. Die Zu-
gehdrigkeit von n+1 zu M wird am direktesten mit einer NTM T auf

ZO = {bo'b1‘b2} mit mehreren r-dimensionalen B&ndern getestet, welche
folgendermassen operiert:

Der Input befinde sich auf dem nullten Band. T bewertet zuerst nicht-
deterministisch auf den B&ndern 1 bis p die p Pradikatszeichen von f in
einem (n+1)-elementigen Bereich. Dies erfordert natlrlich nur eine po-
lynomiale Schrittzahl.

T bewertet dann die Formel, indem sie sukzessiv alle Bewertungsmdglich-
keiten der Variablen probiert und ihrer Quantifikation entsprechend
reagisrt; die Bewertung einer Variablen kann in der Form eines Wor-

tes der Lange kleiner als n+1 auf einem weiteren Band memoriert werden.
Flir die Auswertung einer Atomformel werden somit flr ein passendes cy
héchstens c,*(n+2) Schritte bendtigt, und flr die Auswertung der Matrix

1
von f also hdchstens 02-(n+2) Schritte fir ein passendes c Bestght

5
das Prafix von f aus g Variablen, so sind h&chstens (n+2)9 Bewertungs-

versuche n8tig. Die Schrittzahl von T ist also polynomial beschré&nkt.

Nach den Reduktionssdtzen des ersten Vortrags hi&ngt aber NP nicht vom

benlitzten Maschinentypus ab: Somit ist der Satz bewiesen.

Die im Beweils der anderen Richtung benlitzte Methode ist derjenigen vom
vorigen Paragraphen sehr &hnlich: Die Berechnungen einer NTM werden in
einem endlichen - jetzt (n+1)k-elementigen - Bereich dargestellt. Der
Leser wird wohl auch einen Zusammenhang mit dem Beweis des Satzes von
Cook (im zweiten Vortrag) erkennen: Die dort angegebenen aussagenlogi-
schen Formeln sind (im wesentlichen!) die (n+1)-Redukte der jetzt ange-

gebenen Formel.

. \ 1
Satz 4 Flr jede Menge M, aus NP ist die Menge M = {n+1] bﬁn+ Ve M,k

ein Spektrum erster Stufe.

Beweis P’I1 liege in NP. Nach Voraussetzung wird IVI1 durch eine schliess-
lich polynomial-beschr&nkte NTM T akzeptiert. 0.E.d.A. sei

T = <S,s_,8,,R> mit SP= {80'51""‘Sq—1} gine NTM auf 20, welche
schliesslich Ax+(x+1) -(x*1)-beschrankt ist. Weiter sei

R = RLJ{<b,si,b,si>|—1(E]a](a 33 (<b,si,a,sj>€ R)} und

= —

= <S,sD,s1,R>.
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Der Lesbarkeit halber wurden in den folgenden Formeln die Prédikatszei-
chen mit K, A, N, F, L, Bj (0<j<2) und Sj(05j<q) bezeichnet; t, u, v,

w bezeichnen r-Tupel von Variablen. (f1A LUSAREES Fk) ist eine Abklrzung
van ((.‘.(¥1A ?2)A...)A Fk}, [F1V €2V L VEL } eine Abkﬁrzung von
((-..(F1V FZ)V...)VF } und  (F, AL A F — F
zung von (—n(¥1A...A £ IV (F

K 1 katV k+ ) eine Abklr-
=Vog }, wobei ug die j-te Komponente des r-

k+1 k+ ]). weiter ist u=v eine Abkiir-
zung von {uo=uDA. ur__1
Tupels u bezeichnet,

f sei die Konjunktion der folgenden 24 Formeln:

(1) (Wu)= Klu,u)

(2) (VU (W) (K(u, vV K(v,u) V u=v)

(3) (V) (W) (V) (K (u, v) A Kv,w) — Ku,w))

(4) (Ju) Alw)

(5) (VW) (W) (A(u) =+ = K(v,u))

(68) (VW) (W) (N(u,v) — K(u,v))

(73 (Vi) (W) (W) (NCu,v) = = Klu,w)V = Klw,v))
(8) (VW (I V)ALV N(v,u))

(9) [VVDJ(HLH Flv,,u)

(10) (VVD){VV1)(VUJ(F(VO,uJA Flv,u) — v =v,)

(11) (V@O)[Vﬁ](VQ)(F(VO,U)A F(vo,v] - U=V
(123 (V@D)(Vb1)(bh)(VQ)(bh)(3 VZ]
(F(v SJUIA F(v1,v}A Klu,wlA Kiw,v) - F(vz,w))

(13) (V) \/ ¥

D<J<q

(14) (V) /\ (=S, (V=8 (u)
/ J k
a<j<k<qg

(15)  (Vu)(F viL(u,v)
(168)  (Vu) (W) (W) (L(u,v)A Llu,w) = v=w)
(17)  (Yu) (W) \/ B, (u,v)

0si<2

(18) (V) (W) /\ (- B,(u,v)V=08B
o<j<k<z Y

k(u.v))

(18) (VW (I v) (M) (Alu) — (s, (WA Llu,v)A (E}vOJF(vD,vJ
A (Klw,v) — *1(E]vD)F(v0,w)]]

(200 (Vuy (VW) (auy A (EJVO)F(VD,v) — B, (u,v))

(213 (Yuy (W AW A “w(E]vD)F(vD,v} — BO(u,v))
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(22) (V) (W) (M) (NCu,v)A = Llu,w) = /\ (B; (usw) — B (v,w)))
0<j<2

(23) (Ve (Vu) (Vo) (W) (L{u,w)A L{v,t) A N(u,v) —

(Sl(u)A S.(v)AB (u.w]A B (v,w)A N(w,t)) V

<h ,R, 5 > €R

k%1

(S, (WA S, (v)A B, (u,w)A Bk(v,W)A N(t,w)) V
i 3

<b ,s.,L,s.>R k
k71 j

(Si(u)A Sj(v)A Bk(u,w)A t=w A Bl(v,w)))

bk’si'bz‘sj>ER

(24) (E]u)(S (WA (W)= Ku,v))

(a) Nach Definition gibt es ein nDE N derart, dass es eine akzeptieren-
de Berechnung von T der L&nge kleiner als (n+1)T~(n+1) mit Input b1[n+1J
gibt, falls n>n_ und n+1€ M. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn es
eine Berechnung von T der Linge (n+1)7-1 mit demselben Input gibt, de-
ren letzte Kon?lguratlon den Zustand s, enthdlt. Sei <Ki>i€(n+1)F mit

1

i i i
Ki = <<a >, »8 > eine solche Berechnung.

jez’?
Ein [n+1)-elementiges Modell <M,I> von f kann jetzt folgendermassen
definiert werden: M =n+1 = {0,1,...,n};
I(K) sei die lexikographische Ordnung (bez. <) von MT und I(N) die ent-
sprechende Nachfolgerrelation; I(A) sei die charakteristische Relation
von <0,...,0>. Dadurch sind die Formeln (1)-(8) erfiillt.
Sei -% die Nummer des am weitesten links gelegenen Feldes, welches im
Laufe der Berechnung durch den Kopf erreicht wird; da die L&nge der
entsprechenden Berechnung von T kleiner ist als (n+1)r-(n+1), so ist
auch 2 kleiner als (n+1)7-(n+1).
I(F) sei die injektive Abbildung von M nach MY, welche dem Element i
von M das (%+i)-te Element von M bezliglich der lexikographischen Ord-
nung zuordnet; dies ist auf Grund der obigen Bemerkung mdglich. Dadurch
sind auch die Formeln (9)-(12) erfdllt.
I(S ) sei genau dann vom j-ten Element von m' (bez. der lexikographi-
schen Ordnung) wahr, wenn sJ =8 (Bi) bzw., I(L) sei genau dann von
den j-ten und k-ten Elementen wvon MT (bez. derselben Ordnung), wenn
k+2 = bi bzw. pj+l = k. Auf Grund der obigen Bemerkung sind dann die
Formeln (13)-(18) automatisch erfiillt. (19)-(21) sind erflillt, weil die
Berechnung <Ki>iE(n+1]r den Input b§n+1) hat, und (22)-(23), weil ~
Ki+1 Folgekonfiguration von Ki ist. Endlich ist (24) erflllt, weil T
zum Zustand 8 gelangt.
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Somit liegt n+1 im Spektrum von f, falls n>n und n+1€ M.

{8} Umgekehrt gehBdre n+1 zum Spekirum von f. Dann gibt es ein Modell
<M,I> von ¥ mit (n*1)-slementigem M. Wegen (1)-(3) ist I(K) eine totale
Ordnung van M©; wegen {(4)-(5) gilt I(A} nur fir deren erstes Element;
wegen (6)-(8) ist I{N) die Nachfolgerelation bezliglich I(K); schliesslich
ist wegen (9)-(12) I(F) eine bijektive Abbildung von M auf ein Segment
von MY beziglich I(K).

Sei MosMysee s yyT g die durch I(K) geordnete Abzdhlung von MT. Nach
(13)-(14) gibt es zu jedem j€(n+1)" genau ein i (0O<i<qg) mit I(s;)(m,)

und nach (15)-(16) genau ein k€n+1)T mit I(L](mj,mk
J.k€ (n*1)7 genau ein i (0<i<2) mit I(8;)(m,,m ). Sei weiter & die
kleinste Zahl mit m, € I(F)(M).

), sowie zu jedem

2
Nun sei fir 1€ (n+1)¥ Ki = <<33>jez,pl,sl> durch folgende Gleichungen
definiert:
. bk falls I[Ek](mi’mj+ﬁj
ay = und -2<j<(n+137-2,
b sonst;
0
i
p” =] falls I(L)(mi,mj+2),
st = s, falls I(S,)(m,J);
J J 1

dies ist auf Grund der vorigen Bemerkung eine verninftige Definition.

Nach (19)-(21) gilt inshesondere:

o b1 falls O0<j<n,
a, =
J b sonst;
o
p° = 0;
o
s = 3

o

also ist KO die Konfiguration zum Input b§n+1]. Nach (22) und (23) ist

<K.> eine Berechnung von T, und nach (24) gilt s(”+1)r’1 =
i"1€(n+)T g , g 54
Dann ist aber <Ki>i€h+1 eine akzeptierende Berechnung von T mit dem In-
(n+1)

put b, , d.h. bgn*13 liegt in M,; folglich liegt n+1 in M. (h<(n+1)")
(c) Somit ist gezeigt, dass oberhalb n, die Menge M mit dem Spektrum

von f zusammenf&llt. Daraus folgt leicht, dass auch M ein Spekirum ist:
M ist n&mlich das Spektrum der Formel (fA F1)V ?2, wobei F1 die Gleich-

heitsformel ist, deren koendliches Spektrum aus den Zahlen grisser als n
besteht und FZ die Gleichheitsformel ist, deren endliches Spektrum aus
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den Zahlen kleiner oder gleich N, besteht, welche zu M gehdren.

Korollar 4.1 Eine Menge M von positiven Zahlen ist genau dann ein
Spektrum erster Stufe, wenn M, = {b5n+1)| n+1€ M} in NP liegt.

Beweis Dies ist eine direkte Folgerung aus den S&tzen 3 und 4.

Korgllar 4.2 Eine Menge M von positiven Zahlen ist genau dann ein
Spektrum erster Stufe, wenn es eine schliesslich exponentiell-be-
schrénkte (d.h. durch Ax+2%%

gibt, welche M = {n*71| n+1€ M} akzeptiert.

flir ein ¢ ) nicht-deterministische NTM

Beweis Da lh(n+1) = Llogz(n+2)J gilt

< (n+2)C < 20(1+1h(n+1)) < 22c1h(n+1)

H

eine Funktion ist also genau dann polynomial in n+1 = lh(b5n+1%, wenn

sie exponentiell in lh(n+1) ist.

{(n+1)
1
in exponentieller Zeit berechenbar auf einer mehrk@pfigen TM; ebenfalls
(n+1)
1

Weiter ist die Zuordnung n+1 — b {durch wiederholtes Verdoppeln)

ist die Zuordnung b ++ (n+1) (durch wiederholtes Halbisren) in der
Zeit c(n+1) flr ein passendes c¢ auf einer-mehrkdpfigen TM berechenbar,
also in I.

Folglich gibt es genau dann eine schliesslich exponentiell-beschrénkte
NTM, welche M akzeptiert, wenn es eine schliesslich polynomial-be-

schrinkte NTM gibt, welche M, akzeptiert.

1
Analog lassen sich die beiden ndchsten Korollare beweisen:

Korollar 4.3 Ist NP = P, so sind die Spektren erster Stufe genau die
Mengen von positiven Zahlen, welche durch schliesslich exponentiell-

beschrdnkte deterministische TM akzeptiert werden.

Korollar 4.4 Ist NP gegenlber Komplementbildung abgeschlossen, so ist
auch die Klasse der Spektren erster Stufe gegenlber Komplementbildung

abgeschlossen.

Korollar 4.5 Ist M kontext-sensitiv, so sind beide Mengen

{n+1] A¥T€ M} und {n+1] n+14¢ M} Spektren erster Stufe.
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Beweis Bekanntlich sind die kontext-sensitiven Mengen genau die Mengen,
welche durch NTM akzeptiert werden, die mit linearem Raum operieren
(Kuroda 1964 und Landweber 1963); diese Mengen sowie ihre Komplemente
werden durch schliesslich exponentiell-beschrénkte deterministische TM

akzeptiert.

Korollar 4.6 Jede Menge, deren charakteristische Funktion in der Klas-

sﬂaEZ von Grzegorczyk liegt, ist ein Spektrum erster Stufe.

Beweis 0Oiese Mengen sind n&mlich genau diejenigen, welche durch TM

akzeptiert werden, die mit linearem Raum operiersn (Ritchie 1963).

4. Projektive Klassaen und NP

Gemdss Korollar 4.1 besteht eine direkte Verbindung zwischen den Spek-
tren erster Stufe und den Mengen aus {b1}*, welche in NP liegen. Da man
aber auf {b1,b2}* auch Teilmengen einer n-elementigen Menge mit Wdrtern
der L&nge n darstellen kann, entsteht auf natiirliche Weise die Frags,
ob die Mengen aus NP nicht noch enger mit Modellklassen als mit Spektren
im Zusammenhang stehen.
Der nicht-deterministische Charakter einer Berechnung entsprach im vo-
rigen Paragraphen der Bewertung eines Pri#dikatszeichens: Also miissen
wohl projektive Klassen (manchmal pseudo-elementare genannt) betrachiet
werden. W8re jede solche Klasse zugelassen, so ware (wie bei den Spek-
tren) jede Teilmenge der natlrlichen Zahlen darstellbar. Deshalb werden
nur endlich axiomatisierbare Klassen betrachtet; natiirlich kommen flr
die Charakterisierung nur endliche Strukturen von endlichem Typus in
Frage, d.h. Strukturen mit endlich vielen endlichstelligen Relationen
loder Funktionen) auf einem endlichen Trigsr.
Weil die Wdrter aus {b1,b2}* Folgen sind, missen bei der Darstellung
die Permutationen des Trdgers ausgeschaltst werden: Deshalb werden aus-
schliesslich geardnete}ﬂodelle betrachtet. Ist R eine s-stellige Rela-
tion einer n-elementigen geordneten Struktur, so ist ihre Kodierung das
Wort w der Lange n® mit der Eigenschaft:

R(i1.....is) e (W) s = b, ;

. k1
z i.,.n
k=1 K

Funktionen k&nnen durch ihren Graphen dargestellt werden. Die Kodierung

der Relationen RT""’RK ist die Concatenation Woseow, der Kodierungen
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W1""’wk von R1""’Rk'

Der folgende Satz entspricht dem Satz 3, und wird analog bewiesen:

Satz 5 Zu jeder Formel erster Stufe f mit den (unter anderen) Prédi-
—— 8

. 1 8 ; . .
katszeichen pi1,...,pi§ gibt es eine Menge L aus NP derart, dass die

54 =]
Kodierung von I(pi})""'l[pit] genau dann in L liegt, wenn es ein Mo-
sy 8 81 Sy
dell <M.I'> von # gibt, mit T'(p;!) = T(py )uessT’py ) = Llpg ).
1

Bewgisskizze Zu f gibt es sine NTM T, welche folgendermassen operiert:

{1) Aus dem Input w der Linge lh(w) - welcher eventuell sine Kodierung
k s,
von Relatianen ist - wird zundchst n mit | n J = 1h(w) berechnet.
j=1 k g .
Dafir wird n nicht-deterministisch gewdhlt, § n 4 berechnet, und

mit lhi{w) verglichen. Sind beide Zahlen vergégieden, sg stellt T
ab, sonst geht sie zu (2) ilber.

(2) Die Kodierungen der einzelnen Priddikate werden auf verschiedane
B&nder gebracht.

(3) Die weiteren Pradikatszeichen von f werden nicht-deterministisch
interpretiert.

(4) Schliesslich wird f auf Erflillung durch die vorgeschlagene Inter-
pretation getestet:

Fiir jede der vier Teilberechnungen (1)-(4) wird sine Schrittzahl bend-

tigt, die in n polynomial ist. Da 1h(w) > n ist also T schliesslich

polynomial-beschrinkt.

Dig Umkehrung wird mittels folgendem Analogon von Satz 4 erreicht:

Satz 8 Zu jeder Menge L aus NP gibt es eine Formel srster Stufe f mit
den - unter anderen - Prddikatszeichen pg, pi, pg, p; derart, dass das
Wort w #= @ genau dann zu L gehdrt, wenn es ein geordnetes endliches Mo-
dell <M,I> van f gibt, flr welches gilt:

(1) I(pg) = (Axy*x<y)[M

lI

(2) I(p)) = (ixex=o) M

(3) I(p2) = (Axyry=x+1)M
(4) W = 1h(w)

{5) Die Kodierung von I(p;) ist w.
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Baweisskizze §' ist die Konjunktion der Formeln (1)-(8) des Lemmas auf
Seite 10, der Formeln (1)-(8), (13)-(19) und (22)-{24) aus Satz 4
{Seiten 16-17) und der folgenden Formeln:

2
(10") (VVDJ(Vv,l)(Vu)(Vw)(F(vo.u)/\ Flvaw) — (p5(v_,v,) = N(u,uw)))

1
(20") (Vu) (W) (Alu) — (8, (u,v) = = 3 v IF (v ,v]))

(21") (Vu)(vvo)(A(u) — (p;[vol — (3 VI(F Qv ,v) A By (u,v))))

Dadurch wird erzwungen, dass der Input der Berechnung die Kodierung von

Itp;] ist., Der Rest des Beweisses verl8uft ganz analog.

Korollar 6.1 Die Mengen von nicht-legeren Wortern aus {b1,b2}*, welchs
in NP liegen, sind genau die Kodierungsmengen der endlichen Strukturen

der endlich axiomatisierbaren projektiven Klassen von endlichem Typus.
Beweis Unmittelbar aus Satz 5 und Satz 6.

Korollar 6.2 NP ist genau dann gegenilber Komplementbildung abgeschlos-
sen, wenn es zu jeder endlich axiomatisierbaren projektiven Klasse K

von endlichem Typus eine endlich axiomatisierbare projektive Klasse vom
selben Typus gibt, deren endliche Strukturen genau diejenigen sind, die

nicht in K liegen.

5. Ausblicke auf Spektren hBherer Stufe

Das Spektrumproblem lédsst sich fiUr die Formeln héherer Stufe der Typen-
theorie chne weiteres verallgemeinern - zumindest flr natlirliche Zahlen.
Die Einschrinkung auf N ist hier nicht in der gleichen Weise wie fir
die erste Stufe berechtigt, und vermeidet eher mengentheoretische
Schwierigkeiten: Sind allgemeine Modelle zugelassen (d.h. Modelle, wo
die Interpretation der Potenzmenge nicht die volle Potenzmenge zu sein
braucht), so gelten zwar immer noch der Kompaktheitssatz und der Satz
von LBwenheim; das ist nicht mehr der Fall, wenn nur Standardmodelle
zugelassen sind. Leider ist aber dann die Klasse der gliltigen Formeln

nicht mehr rekursiv aufzihlbar.

Der Darstellungssatz aus dem dritten Paragraphen lasst sich wie folgt

verallgemeinern (vgl. Christen 1874): Sei FD = Axe*x und

f:(x)

Fi+1 = Axe2 * . Eine Menge von positiven Zahlen ist genau dann ein
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Spektrum der (i+1)-ten Stufe, wenn es eine schliesslich Xx-¥i+1[cx)-
beschriankte nicht-deterministische Turingmaschine gibt, welche sie ak-
zeptiert. Daraus folgt, dass die Klasse'ﬁl* von Rddding die Klasse der
Relationen ist, die durch deterministische Turingmaschinen im Raum
Xx-Fi(cx) akzeptiert werden, und dass die Mengen von positiven Zahlen aus
Fi* Spektren von (i+1)-ter Stufe sind (Rddding und Schwichtenberg 1972).
Insbesondere sind die Spektren beliebiger Stufe genau die elementaren
(83) Mengen von positiven Zahlen (Bennett 1962). Weiter folgt auch,

dass es zu jedem i ein Spektrum der (i+2)-ten Stufe gibt, das kein Spek-
trum der (i+1)-ten Stufe ist (Bennett 1962, in Christen 1974 verein-
facht).

Als weitere Folgerung des Darstellungssatzes l&sst sich zeigen, dass es
flir jedes unendliche Spektrum der Typentheorie mit unendlichem Komple-
ment eine polynomial entscheidbare Menge gibt, welche das Spektrum so-
wie sein Komplement in je zwei unendliche Mengen teilt (Christen 13974)
(Analoges gilt flr kontext-sensitive Mengen und Mengen aus NP). Flir je-
des i€ N ist also der Verband j§+1/]t dicht, wobei JZ+1 die Klasse der
Spektren der (i+1)-ten Stufe und'}rdie Klasse der endlichen Teilmengen
von IN ist; insbesondere gibt es weder minimale noch maximale Spektren

giner gegebenen Stufe - noch minimale oder maximale Mengen aus NP.

Obwohl die Spektren hdherer Stufe eine Hierarchie bilden, lassen sie
sich alle als Urbilder von Spektren erster Stufe durch ganz einfache
Funktionen darstellen: Eine Menge M ist genau dann ein Spektrum (i+1)-
ter Stufe, falls es ein ¢ und ein Spektrum erster Stufe I"I1 derart gibt,
dass M = {n| Fi(no)é Mq} (Bennett 1962). Sie sind ebenfalls Urbilder
der Mengen aus NP durch die Funktionen Ax'Fi+1[xc). Daraus folgt, dass
flr jedes 1€ N die Klasse der Spektren (i+2)-ter Stufe gegeniliber Kom-
plementbildung abgeschlossen ist, falls die Klasse der Spektren (i+1)-
ter Stufe gegeaniiber Komplementbildung abgeschlossen ist, und analog,
dass die Spektren (i+2)-ter Stufe flr ¢€ N deterministisch XX-Fi+2(cx)—
berechenbar sind, falls die Spektren (i+1)-ter Stufe deterministisch
Ax~Fi+1(cx) berechenbar sind. In analoger Weise lassen sich die Spektren
der sogenannten "schwachen” (i+2)}-ten Stufe (d.h. die Spektren von For-
meln, welche sventuell gebundene Pradikatszeichen der (i+1)-ten Stufe,
doch keine Pri3dikatszeichen der (i+2)-ten Stufe enthalten) als Urbilder
(durch kx'Fi+1(cx) fiir c€ N) der konstruktiv arithmetischen Mengen dar-
stellen (Bennstt 1962), von (R&dding und Schwichtenberg 1872) unabhéngig

wiedergefunden).
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Auf Grund dieser Eigenschaften ist die kombinatorische Komplexitat der
héheren Klassen in einem gewissen Sinne die gleiche wie diejenige der
tieferen Klassen. Vielleicht ist ein Teil der Schwierigkeiten in der
Komplexitédtstheorie - wie z.B. der manchmal ungeheure Unterschied zwi-
schen den bekannten oberen und unteren Komplexit&tsschranken - auf ein

derartiges Ph&nomen zurlckzufihren.
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