
TYPES AL~BRIQUES ET SEK~uNTIQUE DES K&NGA~S DE PROGR~4,1ATION 

D. BERT (1) 

ABSTRACT : The notion of abstract data types appears in recent languages 

(CLU, ALPHARD, EUCLID, ADA), for reasons of modularity and protection. 

Although an algebraic specification of abstract data types has been 

developped (Guttag, ADJ),the connection between program semantics and 

data type semantics has not yet been established, like it was made 

for the axiomatization of PASCAL. In this paper, we show that the 

language semantics is composed by a fixed part : the control structure 

semantics and by an extensible part : the data type semantics. As 

a consequence, we can, for example, deduce the axiom of the assignement 

to a subscripted variable front the axioms of the array data type. 

Finally, we study how to prove that a representation module of an 

abstract data type is correct w.r.t, its algebraic specification i.e., 

that it satisfies the algebraic equations. 

(I) Laboratoire Ib~G, BP 53X - 38041 GRENOBLE c~dex - France 



31 

I. Ib~FRODUCTION 

La notion de types abstraits dans les langages de programmation s'est r6vg16e %tre 

un outil int~ressant pour la structuration, la lisibilit6 et la v6rification des 

programmes [17][18][25] .  

L'abstraction consiste essentiellement (1) ~ caract~riser le type par un ensemble 

de fonctions (procedures ou op~rateurs), (2) ~ cacher la representation sous-jacente. 

Les langages r~cents [16][I] poss~dent tous unm~canisme d' "encapsulation" de d~- 

clarations et par I~ m~me, un moyen de d~finir des types abstraits. Parall~lement, 

des m~thodes de specification des types abstraits ont ~t~ d~velopp~es:ce sont essen- 

tiellement la m~thode de Hoare [14] que nous appellerons "axiomatique", qui est uti- 

lisSe syst~matiquement enALPHARD, et la m~thode "alg~brique" [9~[11][12] qui a 

suscit~ beaucoup de travaux r~cents. L'une et l'autre de ces det~x m~thodes permet- 

tent de specifier les types abstraits et leurs operations, puis~ ~tant donn~ unmo- 

dule de representation, de faire la preuve que ce module satisfait les sp6c£fica- 

tions. 

Le but de cet article est de montrer comment on peut r6unir les avantages des deux 

m6thodes dans la sp6cification, la prograr~mation et la v6rification des types. On 

propose (I) de specifier les types abstraits ~ l'aide de la m6thode alg6brique 

(2) de representer les types ~ l'aide de modules algorithmiques sp6cifi~s axiomati- 

quement ; (3) de montrer que la repr6sentation satisfait les axiomes de la sp6ci- 

£ication par ua~processus automatisable. 

~is pour ce faire, il faut passer de la specification alg~brique du type abstrait 

une specification "algorithmique" qui puisse ~tre utilis~e dans un langage de pro- 

grar~nation classique ; aussi on traitera successivement les points suivants : au 

§2, on associe ~ chaque procedure du type abstrait algorithmique une "s~mantique" 

exprim~e ~ l'aide des op~rateurs alg~briques. On aborde aussi le probl~me de la 

specification de certains op~rateurs de base, g~n~riques pour une elasse de types, 

comae l'affectation. Le §3 rappelle les ~l~ments d'une repr6sentation d'un type 

abstrait ainsi que la specification de cette representation ~ ensuite on donne la 

technique de v6rification d'un module de representation par rapport ~ la specifica- 

tion alg~brique. 

2 - S E~f~FIqUE_ ALGEBRIQUE DE S TYgES ~Q%STRAITS ALGORITHMI~ 

2.~. T ~ e s  a b s t r a i t s  a l~b_r iques  

Voici  comme p r ~ i e r  exemple de type a b s t r a i t  a lg~brique l e  type tableau qui ,  pour 

s ~ l p t i f i e r ,  e s t  de t a i l l e  i n f i n i e  ; les  indices  sont du type nat  ( en t i e r s  p o s i t i f s ) .  

Les ~l~ments du tableau sont d 'un  type formel not~ etem. Suivant la  s)~taxe donn~e 

en [5] qui s u i t  de pros [61, l e  type tableau  es t  d~f in i  alg~briquement par : 
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type . Tableau[elem:tyfo] ; 
tvide : ÷tableau[elem] 
ranger : tableau[elem] × nat × elem ÷ tableau[elem] 
val : tableau[elem]× nat ÷ elem 

exceptions 
indefini : +elem 

eqns 
val(ranger(TAB,I,M),J)= 

si eq(I,J) alors M sinon vaI(TAB,J) fsi 
ranger (ranger(rAB,I,}~ ,J,N): 

s_i eq(I,J) alors ranger(TAB,J,N) 
sinon ranger (ranger(TAB,J,N),I,~O fsi 

val~de,I) = indefini 
fin-type 

Pour cempl6ter ]'exemple, on dolt donner les types Nat et Bool : 

type Nat ; 
0 : ~ n a t  

S : nat ÷ nat 
+ : nat × nat ÷ nat 
eq, inf : nat × nat + bool 

x+0 = X 
x+s(y) = S(X+y) 
eq (0,0) = ~rai 
eq(0,s(x)) = faux 
eq(s(x),0) = faux 
eq (s (x), s (y)) = eq (x,y) 
inf(x,0) =' faun× 
inf(0,s(x)) = vrai 
inf (s (x), s (y)) = inf (x,y) 

_fin-type ; 

t~ Bool ; 
vrai : ÷bool 
faux : ÷bool 
-7 : bool ÷ bool 
^ : bool x bool + bool 

successeur 

@gal, inf@rieur strict 

D'autre part, on a ~ntroduit les termes d "erreur" ou "exceptions", comme en [I0]; 

enfin, les instances particuli~res de tableau (ex.: Tableau[Nat]) sent les alg~bres 

qui 6tendent l'alg~bre du type pass~ en param~tre (ex.: Nat) par les op6rations sp6- 

cifiques des tableaux. Ces alg~bres sent aussi initiales [24]. D'ml point de vue 

pratique, on utilise l'alg~bre des termes (ou alg~bre de Herbrand) pour repr@senter 

les 616ments des types abstraits ; les op6rateurs des types abstraits sent doric des 

symboles fonctionnels (dans lesquels on inclut les sN~boles de pr@dicat). Toute 

expression bien £olnn@e repr@sente un @l~ment d'un type abstrait ; les @quations d@- 

finissent des classes d'@quivalence entre ces termes. 

-7 vrai = famx 
-n faux = vrcai 
b A ~rai = b 
b ^ faux -- famx 

fin-type 

D'un point de vue formel, un type ainsi dSfini par des op6rateurs Z et des @quations 

E est une alg~bre isomorphe ~ l'alg~bre initiale dans la cat6gorie des Z-E-alg~bres 

[9] .  
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Notes : - On utilisera le sy~bole "=" pour la conglmence engendr6e par les 6qua- 

tions (au lieu de "~" qui est souvent utilis6 dans ce cas). Pour 6viter les confu- 

sions, l'op6rateur d'6galit6 dans Nat est not6 "eq". 

- On distingue, pour un type donn6, l'identificateur de type (anglais "sort 

que l'on note en minuscule (ex.:nat) de l'alg~bre d6finie (ex.: Nat). 

2.2. S6mantique d'un l aingage algorithmique 

On sait comment, R l'aide de la s6mantique d~notationelle [19][21][22] associer une 

"signification" Run prograr~ae. Le mini-langage que l'on consid}re comporte des 

d6clarations de variables, des instructions et des expressions. Seul le type 

Bool = {vrai,faux} est n6cessaire pour d6terminer la s6mantique des constructions 

g6n~rales. L'environnement associe ~ chaque identificateur sa "d6notation" et son 

type puisque le contrSle des types est essentiel dans le langage. L'~tat de m~moi- 

re associe ~ chaque variable sa valeur ; la notion de variable est pr6f6rable 

celle de "location" car elle donne un point de vue plus "abstrait" de la m~moire 

~7]. 

S y n t a x e  g 6 n 6 r a l e  : 

Cmd ::= d 6 b u t  Dec l  ; Cmd f i n  

[Cmd ; Cmd I s i  Exp a l o r s  Ond s i n o n  Cmd fs_~ 

f t a n ~ u e E x p  f a i r e  Ond r e f a i r e  I r i e n  

I l d e ( E x p , E x p , . . . )  
Dec l  : :=  Dec l  ; Decl  I I d e : T y  
Exp : :=  I d e  I I d e ( E x p , E x p , . . . )  

Domaines  s ~ m a n t i q u e ~  : S e l o n  1 ' h a b i t u d e ,  on donne  l e s  d o ma i n es  s 6 m a n t i q u e s  avec  

l e u r  m g t a - v a r i a b t e  s t a n d a r d .  Les  d o m a i n e s  6 1 6 m e n t a i r e s  ( I d e ,  V a r ,  B o o t ,  Ty) d o i v e n t  

8tre compl6t6s par ± et T afin de leur donner une structure de treillis. 

I : Ide 
X : Vat 

Den=Var+Pr+F+{sf,m} 
B : V=Bool 
T : Ty={bool~ 

TPr = T](" + Bool 
TF = Ty~" + Ty 
Pr  = ~V x Var  ) ÷ Mem~ Hem 
F = V + V  

p : E nv = Ide  ÷ Den x T  
: ~.em = Var ÷ V 

T = Ty+TPr+TF 

Fonctions s~mantiques d'interpr6tation 

S : Cmd + E n v ÷  Hem ÷ Mem 
0 : Decl ÷ Env ÷ Mere+ (Env x }~em) 
[ : Exp + Env ÷ Hem-~ V 
Y : Exp + Env + Ty 

identificateurs 
variables 
objets identifiables (d6netations) 
valeurs de types abstraits 
identificateurs de types abstraits 
types de proc6dures 
types de fonctions 
domaine des proc6dures 
domaine des fonetions 
environnement 
6tat m6moire 

interprfitation des commandes 
interpr6tation des d6clarations 
interpr6tation des expressions 
type des expressions 

J'interpr~tation des constructions du langage est tout ~ fait classique, sauf pour 
Les ~16ments dorm,s ci-apr~s. On note : 
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• init(T) : la va!eur initiale d'un objet de type • (cf. 2.4) 

• d [B/X): la valeur de la variable X est remplac~e par 8 dans l'~tat o , 

• si oe Den x T, Den(@ et T(@ sont les projections sur chacune des composantes 

du produit cart6sien. 

~ I:T~ pa = p'a' avec p' = p u <I,X,T > 

a '  = o u < x , i n i t ( T ) >  
× = n o u v e l l e  v a r i a b l e  

s { I (~pl ,mh,...)3 ~o = 
cas uen (p[I]) ( Pr alors 

s i  T(p[I])(T[EN%l-]7-p, T[Exp2]~ p . . . .  ) 
a l o r s  Den(p[Y])(E~Expl]] po, [ l[ExP2]] po . . . .  ) 
sinon ~em fs__~ 

1Den(p[I])=m alors 
s i T ( F [ I ~ ] ~ E E x P t  ~ p,  r~ExP2  ~ p , . . . )  
a l o r s  s o i t  I '  l e  param@tre modif i6  e t  x=Den(p[ I ' ] )  

~ F I ( g  [Expl]]  0o, E lSmpz~  o ~ , . . . ) / × ]  
sinon ~em fsi 

sinon ±Mere fcas 

E Ill J~ o~ = 
ca__ss Den(o[ I ] )  ~ Vat a l o r s  o [Den(p [ I ] ) ]  

IDen(p[I]) c F alors Den(p[I]) 
[Den(Pill) = sf alors I 

sinon . i v fcas 

E [ I  (Exp] ,ExP2 .... )7] po = 
cas Den(o[ I ] )  c F a l o r s  Den(o[ I ] ) (E~Exp] ] ]  po, g~ExP2]] Oo . . . .  ) 
i-Den(eEl]) = sf alors l([[]]ExPl]] pa.F~ExP2]] p~ .... ) 
sinon ± fcas 

V 

T~I~ p = si Den(pEI]) c Var+F+{sf] 
alors T(pEI]) sinon ±Ty fsi 

r ~ i  (Exp 1 ,Exp 2 . . . .  )2I o = 
si Den(p[l]) e F+{sf} 
alors T(p[I]) (T I[Expl]] p, T [[ExP2][ p .... ) sinon ~Ty fs__~ 

2.3• Effet d'une d~claration de t~6brique 

Pour l'instant, le domaine des valeurs du langage de base ne comprend que les 

valeurs de v6rit6, n6cessaires pour d%finir la s@mantique des constructions g6n6ra- 

los. La fagon d'6tendre le domaine de ces valeurs est de d6finir des types abs- 

traits alg6briques. II n'est pas utile ici de donner la d6finition formelle d'une 

d6claration de type ; disons simplement que si Dom est l'union des domaines s6man- 

tiques du langage, une d£claration de type est interpr6t6e par : 

Decl-type : type ÷ Dora ÷ Dora 

Par exemple, apr@s les d6clarations de type du §2.1., les domaines s£mantiques 

modifi6s sont : 

V = Bool + Nat + Tableau[V] 

Ty = { bool ,nat, kT. tab leau[ T ] } 

Evidmmnent, une d6claration de type est valide si elle est une extension (aux s)Tn- 

boles d'erreur pros) des types existants [9][10]. 
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On veut maintenant, dans le langage de progra~ation avoir des expressions de type 

bool, nat ou tableau, d~clarer des variables de ces types et avoir des instructions 

classiques comme l'affectation, etc.., sur ces variables. Pour cela, il faut ~ten- 

dre l'enviro~mment par des d~clarations appropri~es, comme il est indiqu~ au para- 

graphe suivant. 

2,4. Interface algorithmi~ue d'un type abstrait 

Pour passer d'un type alg~brique ~ un type algorithmi~m on propose une d~marche 

syst~matique qui consiste ~ choisir un sous-ensemble d'op~rateurs g6n~rateurs, avec 

au moins ~mparam~tre du type consid~r~ comme modificateurs de ce param~tre. Les 

param~tres modifies ne pourront 8tre que des variables (parterres va_[ren PAS©kL, 

in out en ADA, etc...). Les autres op6rateurs du type abstrait restent des symbo- 

les fonctionnels (ou des constantes) qui n'ont pas d'effet sur l'6tat m~moire, 

l'inverse des modificateurs. La notion d'interface appara~t dans [203 ; celle de 

modificateur (modification) darts E8J • Voici comment on peut specifier l'interface 

du type Tableau[elemJ : 

interface Tableau[elem:tyfo7 
init tvide ; 
proc ranger (mod tableau[elem~,nat,elem) ; 

Cmd : : = t d e [ E x p ] ~  := E ~ - - = >  r a n g e r ( I d e , E x p l , E x p  2) , 
Fzcp : :=  IdeEExp~ => v a l ( I d e , E x p )  ; 
f i n - i n t e r f a c e  

C e t t e  d ~ c l a r a t i o n  d ' i n t e r f a c e  donne t v i d e  pour  i n i t i a l i s e r  l e s  v a r i a b l e s  de t ype  

t a b l e a u  , e t  i n t r o d u i t  r a n g e r  co:me m o d i f i c a t e u r  (m) ; p a r  d ~ f a u t ,  t v i d e ,  i n d ~ f i n i ,  

v a l  r e s t e n t  des  symboles  f o n c t i o n n e l s  ( s f )  dans  l ' e n v i r o n n e m e n t .  Pour se rame-  

n e r  aux 6 c r i t u r e s  h a b i t u e l l e s ,  on donne e n s u i t e  de n o u v e l l e s  formes  de commande e t  

d ' e x p r e s s i o n  c o r r e s p o n d a n t  r e s p e c t i v e m e n t  ~ r a n g e r  e t  v a l .  On a m a i n t e n a n t  dans  

l ' e n v i r o n n e m e n t ,  l e s  ~ l~ments  s u i v a n t s  : 

Env = . . .  + {<tvide,s_~f,X~.tableauEz3>,<ind~fini,s_£f,XT.z>, 
< v a l , s f , X ~ . t a b l e a u E z 3  x n a t  ÷ z > ,  
< r a n g ~ , m , X z . t a b l e a u E ~  x n a t  x T + v r a i >  

Le f a i r  de t r a d u i r e  l a  s~mant ique  des  i n s t r u c t i o n s  en  des  e x p r e s s i o n s  dans  l ' a l g ~ -  

b r e  de Herbrand  pe rmet  de r ~ s o u d r e  f a c i l e m e n t  c e r t a i n s  p rob l~mes .  P renons  p a r  

exemple l e  probl~rae de l ' a f f e c t a t i o n  ~ des  v a r i a b l e s  i n d i c ~ e s  E2~[33. 

On s a i t  que l ' a s s e r t i o n  : 

x r ra i{a [a [23~  := 1} a [ a E 2 ~  = 1 

n ' e s t  pas  v a l i d e  ; p l u t 6 t  que de m o d i f i e r  l a  s~mant ique  de 1 ' a f f e c t a t i o n ,  on va  d6-  

c r i r e  l a  p l u s  f a i b l e  p r e c o n d i t i o n  P, ~ p a r t i r  des  axiomes des  t a b l e a u x ,  t e l l e  que 

P ( a E a [ 2 ~  := 1) a[aE23~ = 1 

s o i t  v a l i d e .  En n o t a n t  " a  l a  v a r i a b l e  a s s o c i 6 e  ~ l ' i d e n t i f i c a t e u r  a e t  g sa  

v a l e u r  dans  % on a : 
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~' = $~aEa[2]] ;= 1~ p~ 
= ~[ranger(~,val(~,2),1)/a] 

et P ~ [ E a [ a [ 2 ] ] ~ p o '  = I 

val(ranger(~,val(~,2),]),val(ranger(~,val(~,2),]),2)) = 1 

En appliquant les axiomes des tableaux et en notant val([,i) par [Ei], on a : 
P ~__si ~[2] = (si~[2] = 2 alors I sinon ~[2] fsi) 

alors I 
sinon ~[si ~[2]=2 alors I sinon ~[2] fsi] fsi = I 

d'o~ 
P z si ~[2]=2 alors R[I]=I sinonvrai fsi 

Le point important de cette s6mantique "abstraite" est que les commandes 61~mentai- 

res sont les modifications, dont l'interpr6tation, donn~e au §2.2, peut 8tre refor- 

mul6e de la mani6re suivante : si m(x,y) est un modificateur oO x repr6sente le(s) 

param~tre(s) modifi6(s) et y les autres param~tres, on a l'assertion : 

P[m(x,y)/x] {m(x,y)} P 

Le pr6dicat Pest compos6 de pr~dicats 616mentaires d'6quivalence entre expressions 

dans le domaine des valeurs abstraites ; dans le premier pr~dicat, m est l'op{rateur 

abstrait, alors que dans l'inst~]ction il s'agit du modificateur. Les preuves que 

l'on pout faire d6pendent des axiomes du type alg~brique dans lequel m est d6fini. 

L'axiomatisation des types est donc essentielle ~ la s~mantique du langage (cf.[15]); 

mais il n'est pas n6cessaire que les types soient pr6d6finis ; la d6finition d'un 

nouveau type est tune extension v6ritablement "s~mantique" du langage. 

2.5. Propri~t6s g~n6ri_ques 

On appelle "propri6t~s", des sp6cifications a]g~briques (et leur interface a]goritb- 

mique) qui peuvent 6tre attach6s R ~e classe de types effectifs. Ces specifications 

(comme les types) comprelment un ensemble d'op~rateurs formels et les 6quations qui 

les caract~risent. Les propri6t6s sont relatives Run type fo~nel ; soit la pro- 

print6 p(t:<g,E>) du type formel t avec les op6rateurs get les 6quations E ; on 

dit qu'un type effectif T:<ZI,EI> poss6d ~ la prori6t6 p(t:<g,E> ) ssi il existe u~ 

sous-ensemble d'op6rateurs de E I de m~mes fonctionnalit6s que ceux de E dans les- 

quelles test substitu@ par T, et si les @quations E peuvent @tre d6montr6es par in- 

duction ~ partir des 6quations de E]. Cette id6e de propri6t6s caract6risant des 

classes de types appara~t dans [23] et est formul6e dans [4] ; elle est analogue 

la caract6risation des param~tres formels de proc6dures de th6ories dans [6]. Un 

type effectif peut h6riter une propri6t6, c'est-~-dire, avoir, en plus de ces op6- 

rateurs propres, les op6rateurs de la propri6t6 (~ la substitution de type pr%s). 

Donnons quelques exemples de propri6t6s : 

prop ~xp-cond sur t : ~ ; 
si : bool ~ × t + t 

eqns 
si(vrai~x],x2) = xl 
si(faux,xl,x2) = x2 
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interface 
E x P : : = s _ ~ E x p  1 ~ _ _  

f i , n - p r o  2 ; 
alors ExP2 simon ExP3 __ f s i  => s i  ( [~p ]  ,Ex-P2 ,ExP3) 

2 - Affectation 

prop Aff sur t:tyfo ; 
aff : t x t ÷ t 

e q n s  
aff (x,y) =y 

interface 
p r o c  a f f ( m o d  t , t )  ; 
Cmd : : =  I ~ - - : =  F ~  => a f f ( t d e , E x p )  

f i n - p r o p  ; 

3 - Monoide : 

prop MonoZde sur t:tyfo ; 
L : + t  

o : txt÷t 
eqns 

9~oX = X 
X o f ,  = X 

(xoy)  oz = Xo(yoz)  
fin-prop ; 

R66crivons les types du §2.1. : 

type Bool h6rite Exp-cond,Aff ; 
vrai : ÷bool 
faux : ÷bool 

t__)~e'Nat h6rite Exp-cond, Aff poss6de Mono~de(0,+) ; 
0 : +nat 
s : n a t  ÷ nat 
+ : n a t  x n a t  ~ n a t  
e q , i n f  : n a t  x n a t  ÷ boo1 
. . .  

t 2 ~ _ g T a b l e a u  [ e l e m : t y f o ]  ; 

Par ces d6clarations, il est possible de faire des affectations ~ des variables de 

type nat ou bool, mais l'affectation de tableaux n'est pas permise. Pour que la 

clause poss~de soit valide, on dolt v%rifier les 6quations de MonoZde (0,+) : 

0+X = X 

X+0 = X 

(x+y) +Z = X+ (y+Z) 

A titre d'exercice, 6tudions la s4mantique de l'affectation (pour x et y de re@me 
type) : 

S~ x:=y~I P~ = SK aff(x,y)~ P~ 
= ~[aff([~ xi~ pd~ E[ y ]]pa)/Den(pEx]) ] 
= o[[E y~ p~/Den(p[x])] par les axiomes de Aff 

En clair, on obtient l'6tat dams lequel la valeur de la variable x eat remplacde 

par la valeur de l'expression y, ce qui est la s6mantique classique de l'affecta- 

tion simple. 
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3 - VERIFICATION DE LA REPRESENTATION D'UN TYPE ABSTRAIT 

Soit le type ensemble d'entiers naturels entre 0 et 100, que l'on peut d6finir par: 

type Ens h6rite Exp-cond ; 
e-vide : + ens 
ins : nat x ens + ens insertion d'un 61@ment 
enl : nat x ells ÷ ens suppression d'un 616merit 
app : nat x ens + bool appartenance 

eqns 
ins(xl,ins(x2,y)) = ins(x2,ins(xl,y)) 
ins(x],ins(x2,y)) = si eq(xl,x2) alors ins(x2,y) fsi 
enl(xl,e-vide) = e-vi-de 
enl(xl,ins(x2,y)) = si eq(xl,x2) alors enl(xl,y) 

sinon ins(x2,en]-((xl,y))fsi 
app(x],~-vide) = faux 
app(xl,ins(x2,y)) = s!i-ninf(x],]00 ) alors faux 

sinon si eq(xl,x2) alors vrai 
- -  si---non app(xl,y)'f~i fsi 

interface 
init e-vide ; 
proc ins(nat,mod ens) ; 
prbc enl(nat,~o--d ens) , 

fin typ! ; 

On peut maintenance @crire des programmes utilJsant des ensembles et imaginer que 

le syst~me qu] supporte ce langage est capable d'ex@cuter de tels programmes, mais 

on comprend que la repr6sentation des ensembles par les termes de Herbrand n'est 

pas tr~s efficace. Aussi, i] dolt 8tre possible de d6finir des repr6sentations de 

types abstraits, c'est-~-dire des alg~bres isomorphes ~ l'alg~bre des termes, mais 

dont les op6rations, construites ~ partir d'objets plus primitifs, s'ex~cutent de 

mani@re plus efficace. Le § 3.1. indique comment repr@senter un type abstrait et 

comment sp6cifier cette repr6sentation ; le § 3.2. donne les outi]s qui permettent 

de v@rifier qu'une repr6sentation satisfait l'axiomatisation abstraite. 

3.1. ~%dule de repF@sentation 

Le module de repr@sentation est une implantation du type algorithmique. Comme en 

ADA Ill, il comprend la fonction de repr@sentation des objets et les corps des pro- 

c6dures et des fonctions. ~is ]'on doit aussi donner une specification plus com- 

pl~te de ce module pour faire les v@rifications du § 3.2. Suivant [14][25] , on 

donne aussi : 

- ]'invariant concret, 

- les pr@ et post conditions des proc6dures et fonctions de repr@sentation. 

L'apport de Guttag [Ill est de remarquer 9~'iI faut adjoindre un pr6dicat d'@galit6 

qui sp@cifie l'@galit@ des objets repr6sent#s. 

Pour l'exemple choisi, repr@sentons les ensembles par des tableaux de bool@ens ; le 

module de repr6sentation s'@crit : 
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module rep-ens repr@sente ens par tab]eau [bool] ; 
~ darts le module, le t~-e ens est @quivalent ~ tableau ~ooi] au sens 

d'A],GOL 68 ; 
invariant (r:ens) est (Vi:nat)(i<J00) non val(r,i] = ind@fini ; 
~rl,r2:ens) est (Vi:nat)(i<]00]-val(rl,i) = val(r2,i) ; 
post r = e-vide est (Vi:nat)(i<100) val(r,i)=faux ; 
post r = ins(i,t) est r = ranger(t,i,vrai] ; 
post r = enl(i,t) est r = ranger(t,i,faux) ; 
post b = app(i,t) est b = si i~100 alors faux sinon val(t,i) fsi 

impl6mentation -- -- 
....... fonction e-vide + r:ens 

de~ i:nat ; 
--tantque inf(i,100) faire 

r[i]:=fauLx ; 
i:=s(i) 

refaire 
fin ; 

Rroc ins(i:nat,med t:ens) ; t[i]:=vrai ; 
proc enl(i:nat,~-d t:ens) ; t[i]::faux ; 
~6-n-6tion app(i:nat,t:ens) ~ b:bool ; 

s_iminf(i,100) alors b:=faux 
sinon b:=t[i] fsi ; 

fin-module 

Les assertions de la sp@cification sont des formules logiques du premier ordre qui 

portent sur des @quivalences dans les domaines abstraits de la repr6sentation. 

Les v6rificatio~s de cob@fence ~ l'int@fieur du module de repr@sentation sont es- 

sentiellement celles d'ALPHARD [25]. De plus, le pr~dicat d'6galit~ doit satis- 

faire les propri6t@s de l'6galit6. Le point nouveau est de voir comment on peut 

montrer que les procedures d'Jmplantation satisfont les 6quations alg6briques abs- 

traites. 

3.2. V@rification des axiomes al__g@briques 

Le principe de cette v@rification [13] est de transformer les @quations alg6briques 

du type abstrait en formules logiques construites ~ l'aide des op@rateurs abstraits 

de la repr@sentation, et de montrer que ces formules sont valides grace aux ax~omes 

des types de la representation. L'op@rateur d'interpr@tation des @quations est de 

la forme : 

I = (@quation)+ {fonnule logique~ 

En fait, on divise cet op@rateur I en plusieurs op@rateurs a~xiliaires • 

I(pg=pd) = spec(pg=pd) = repc(pg,pd) 

avec 

I) spec(pg=pd) = spec(pg) A spec(pd) 
2) spec(si exp a]ors pd I sinon pd 2 fsi) = spec(expr) ^ spec(pdl) ^ spec(Pd2) 
3) spec (%-~ exp alors pd fs---{]-= spe~(expr) ^ spec(pd) 

Soit Ale type--abstra~e 1 'on < 'repr@sente ; 
4) V occurrence de symbole fonctionnel f : 

~spee(~) ^ (pre f(rep(~)) ~ !~ost r=fCrep(~))) ss___! f~A 
speo (f (~) ) = spec (~,) - sinon 

Si ~ est une liste de param~tres ~I ' c~ .... 

on a spec(~) = spec(~1) ^ spec(o2) ^ ... 
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Dans la post-condition, rest une variable li~e not@e res(f). 

5) V variable x : 
(invariant(x) ssi x est de type A 

spec(x) - - ~ ( vrai sinon 
D'autre part, la foncti0n"repc est d6f~par : 
1) repc(expr~,si expr~ alors pd~ sinon pd 2 fsi) 

= (rep(expr~) = vral n repc(expr],Pdl) ) 
A(rep(exPP2) = faux n repc(exprl,Pd2) ) 

2) repc(exprl, si expr 2 alors pd fsi) 
= (rep(exp--r 2) =vrai n repc(e---xprl,pd )) 

3) repc (exprl ,expr2) = E (rep (expr I ),rep (expr2)) 

avec E(x,y) = ~ x@galit@(x'y)=y s'inonSSi t}~e(x) = type(y) = A 
K 

4) V occurrence de symbole fonctionnel f 
res(f) ssi fcA 

rep (f (~)) = f (rep (~,) ) sln-~- on 

5) ¥ variable x : 
rep(x) = x 

Appliquons l'opSrateur I pour v@rifier si l'implantation satisfait les @quations 
des ensembles. 

(ex.]) I(app(xl,e-vide)=faux) 
=> (op_O~b= app(xl,r) ^ post r=e-vide) ~ b=faux 
=> (b = s_i x] ~ 100 alors faux sinon val(r,x])fsi) 

^((Vi:nat)(i<]00) val(r]i~--faux) = b=faux 
=> vrai. 

(ex.2) I(enl(x],ins(x2,y)) = si eq(xJ,x2) alors enl(x],y) 
sinon ins(x2,enl-Cxl,y)) fsi) - -  

=> (op_9~trl = enl(x],r2) ^ post r2 = ins(x2,y) ^ post r3 = enl(xl,y) 
A post r4 = ins(x2,r5) ^ op_~r5 = enl(x],y) ^ invariant(y)) 

[(eq(x],x2) = vrai o e~alit@(r],r3)) 
^ (eq(x],x2) = faux ~ @ga]it~(rl,r4))] 

=> invariant(y) 
[(eq(x],x2) = vrai 

~galit~(ranger(ranger(y,x2,vrai),xl,faux),ranger(y,xl,faux))) 
A(eq(xl,x2) = fa~ n 

@galit_~(ranger(ranger(y,x2,vrai),xJ,fa~x),ranger[ranger(y,x],faux), 
x2,vrai)))] 

=> vrai (par substitution et application des axiomes des tableaux). 

Note : Dans l'exemple, les pr@-conditions sont le pr~dicat vrai ; s'il en ~tait 

autr~nent, elles serviraient ~ valider des 5quations qui sp~cifient des r6sultats 

erreur ou exception (cf. IS]). 

On retrouve ici la m@thode de v@rifieation classique de repr@sentation d'un type 
abstrait: 

- la fonction de repr@sentation d@finit le domaine B qui sera l'alg~bre de la repr@ 
sentation ; 

- les proc@dures et fonctions de la representation dSfinissent une alg~bre d$riv6e 
de B : dB qui appartient ~ la cat~gorie du type ~ repr@senter ; 

- l'invariant concret restreint le domaine de la reprSsentation (Ic(dB)) ; 
- le pr@dicat d'~galit~ est une relation de congruence dans le domaine de la re- 

pr@sentation (~). 

La preuve pr6c@dente consiste ~ montrer que l'alg~bre quotient : Ic(dB)/~ e satis- 
fait les @quations E du type abstrait repr@sent@. 
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4 - CONCLUSION 

On a present@ au §2 une d~finition sdmantique d'un petit langage dans lequel on peut 

int~grer les d6finitions alg6briques de types abstraits. Le point important est 

l'artiOJlation entre les deux approches, qui se situe au niveau du choix de l'inter- 

face algorithmique. Dans le §3, on indique comment prouver qu'm~e implantation sa- 

tisfait ~ la sp6cification donn6e. Bien que le module de representation soit sp6ci- 

fi6 ~ la mani6re d'ALP~&RD, la m@thode de v6rification se rattache ~ la m6thode al- 

g@brique. 

On peut se poser la question de la oossibilit@ et du bien-fond@ d'automatiser un 

syst6me de preuves aussi pouss~, alors que l'on sait que l'6criture de sp&ifications 

est difficile (et parfois source d'erreurs). La r6ponse que l'on peut faire est la 

mSme que lorsqu'il s'agit de preuves de programmes : l'important n'est pas de pouvoir 

construire des v6rificateurs fort coQteux et peu utiles, mais de donner au program- 

meur qui ale souci d'@crire des program~es corrects, des m@thodes syst6matiques de 

v6rification. Avec la possibilit@ de d6finir des types abstraits (sous forme de 

"package") dans un langage de grande diffusion comme .CDA, de telles m~thodes sem- 

blent n6cessaires. 
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