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Verfahren zur Berechnung des Spektralradius
nichtnegativer irreduzibler Matrizen
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(Eingegangen am 26. Juni 1970)

Zusammenfassung — Summary

Verfahren zur Berechnung des Spektralradius nichtnegativer irreduzibler Matrizen.
Es werden mehrere Tterationsverfahren zur Bestimmung des Spektralradius ¢ einer
nichtnegativen Matrix A angegeben. Thre Konvergenz wird unter der Voraussetzung
bewiesern, daB 4 irreduzibel ist. Die Verfahren sind, im Gegensatz zur Potenzmethode,
unempfindlich gegen das Vorhandensein mehrerer Eigenwerte vom Betrage o.

Methods for Computing the Spectral Radius of Nonnegative Irreducible Matrices.
Several iterative methods for determining the spectral radius ¢ of a nonnegative
matrix 4 are given. Convergence is proved under the assumption of irreducibility.
Contrary to the power method, these methods are insensitive to the presence of
other eigenvalues with modulus g.

1. Einleitung

Es sei § die Menge der nichtnegativen irreduziblen N x N-Matrizen,
Ae& und w=p (4) der Spektralradius von 4. Dann gibt es einen
positiven Vektor ¥ > 0 mit 4 y = w y. Die Bestimmung von y ist be-
kanntlich dquivalent mit der Bestimmung einer Diagonalmatrix Y mit
positiven Diagonalelementen, so da Y1 A4Y konstante Zeilensummen
hat. Bei den meisten numerischen Verfahren wird Y als unendliches
Produkt

Y=D,D,D,...

von Diagonalmatrizen der Gestalt
Di = diag (1, ce 1, di, I, ..., 1)

aufgebaut. Sei A; = D, D,...D; und A; = A; 1A A;. In dieser Dar-
stellung erscheinen die Verfahren am einfachsten, bei denen die D; nur
aus Ai—1 berechnet werden. Solche Verfahren kann man etwa Einschritt-
verfahren nennen, im Gegensatz zu k-Schrittverfahren, wo D; eine Funktion
von A;a, ..., Ai—g ist. In dieser Terminologie ist die Potenzmethode
ein 2 N-Schrittverfahren. Die Verfahren in [1] und [3] stellen N-Schritt-
verfahren dar.
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Einschrittverfahren wurden in [2] behandelt. Der dort angegebene
Algorithmus konvergiert allerdings nicht fur alle 4 3. In der vor-
liegenden Arbeit geben wir Einschrittverfahren an, die fir alle nicht-
negativen irreduziblen Matrizen konvergieren.

Nach einigen Vorbereitungen wird das Hauptergebnis in Safz 3 for-
muliert. Er gibt ziemlich allgemeine Kriterien filr die Auswahl der d; an,
die die Konvergenz fiir alle 4 € & garantieren. Anhand dieser Ergebnisse
werden im vierten Abschnitt einige spezielle Algorithmen angegeben.
Insbesondere wird gezeigt, wie das Verfahren in [2] modifiziert werden
kann, so daf es fiir alle 4 € ¥ konvergiert. Ebenso wird eine vereinfachte
Variante von [3] angegeben. SchlieBlich wird tiber (nicht sehr umfangreiche)
numerische Erfahrungen berichtet.

2. Hilfsbetrachtungen

Wir verwenden im folgenden die Bezeichnungsweise x > 0 bzw.
z >0 fur positive bzw. nichtnegative Vektoren. Analoges gilt fir
Matrizen. Ist # ein Vektor, so sei ||z || = max | x; |
i

Es sei m = min {ax | @i > 0, ¢ = k}.
Satz 1. Sei x > 0 ein gegebener Vektor, ¢ > 0 und
Azr <ol + &=

Sei
N-1
y (8) =1 + L—I—_a)_‘__l w1, (1)
mN—1min [ L1
Dann - gilt
milnagykgy(a)m:n vi k=1, .., N (2)
und
w
Beweis. Wir betrachten zunidchst den Fall o =1, y=(1,..., 1),

also 4 stochastisch.
Sei x; = min 2;. Zu gegebenem k =+ j existiert wegen der Irreduzi-
i

bilitit von 4 eine Zahl s, 1 <s <N — 1 mit (45);,; = af) > 0. Wegen
Ase < (Lt &), Asy =y gilv

Y (<@t -1

&y
Da 2; minimal ist, sind alle Summanden der linken Seite nichtnegativ, also

o= 1< ((1 4 ) — 1)faf}

und daher
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(1 +¢&)s—1
T < Tp <(1+ ——-();)—~) x;.
% )

Wegen a) > ms > m~N-1 gilt nun (2). Es folgt y/w; >y~ fir beliebige
4, & und daher

wp =77 Zamﬁy
k
also (3).

Der allgemeine Fall wird nun auf diesen Fall zurtickgefithrt. Ist Y
die Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen y;, soist B=w1Y14Y
stochastisch und BY 2w (1 +¢) Y1z Fir B und Y1z ist bereits
alles bewiesen. Durch Riicktransformation folgen die Aussagen auch fir
den allgemeinen Fall.

Bemerkung. Ist A > 0, so ist stets s = 1 moglich. Daher gilt dann
(2) und (3) schon mit

(e):l—|— 2 max 2
ik

YE
Es sei im folgenden y normiert, ||y || = 1.
an (n=1,2,...) sei eine Folge positiver Vektoren, [ a7 | =1,
xr o= (af, ..., T, E ap ey t=1,..,N n=12 ...

2

Satz 2. Hs sei lim By, = w. Dann qilt
ImRl =w 4¢=1,..., N, (4)
lim a7 = y. (5)

Bewets, Es ist A 2* < Ry 2* = o (1 + &) ® und offenbar lim g, = 0.
Daher strebt y (e5) gegen 1. (3) zeigt nun die Behauptung (4).

Ist = ein Haufungspunkt von {z”}, so zeigt (2), da = ein Vielfaches
von y ist. Wegen der Normierung ist # = y. {2"} besitzt also nur einen
Haufungspunkt, ndmlich y. Daher konvergiert {z”} gegen y. Q.e.d.

Bemerkung. Satz 2 findet sich im wesentlichen bereits in [2]. Die Her-
leitung tiber Safz I, der quantitative Aussagen enthilt, ist neu.

3. Eine Klasse von Verfahren

Wir konstruieren rekursiv eine Vektorfolge z7: Sei ' = (1, ..., 1).
Es sei v = » (n), u = p (n) ausgewdhlt, so daB
R)<R/<R, i=1..,N

gilt. Mit einer noch zu bestimmenden Gréfe d = dy sei ¥ = (z3) mit

% k= o
T — anel — || 7 |.
day k=
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Dann kénnen wir den folgenden Konvergenzsatz beweisen.

Satz 3. d, werde so gewihlt, dafl folgende Aussagen gelten:

(a) 0 < dy < 1, falls R} + R}

(b) Existiert eine Teilfolge n (¢) mit dj, s — 1, so folgt im R, = .

(c) Es existiert eine Zahl «, 0 < o < 1, « unabhingig von » mit
R'<aRy+ (1 — )R}

Dann ist lim B, = w und es sind (4) und (5) erfiillt.

Beweis. Wegen Safz 2 geniigt es, im R, = o zu zeigen.
Allgemein gilt

R R (d —1)a-”i i+ (6)
? - b n 14 (23‘7"/’ B

]
Rf+1:avv+’lﬁif' (7)
Aus (a) und (c) folgt nun sofort
Rn>Rn+1>--- (8)

Die R; sind also monoton fallend und nach unten durch «w beschriankt.
Es sei I ={pe{l,..., N}, p=v(n) nur fir endlich viele n}. Wir
unterscheiden zwei Fille.

Fall 1. I + 6. Da I & {1,..., N} ist, gibt es wegen der Irreduzi-
bilitédt von 4 ein ke I, I ¢ I mit ag > 0.

Wegen (8) und (2) ist fir alle » die GroBe ap; = ag a7/ay nach
unten beschrinkt. Es sei fur alle n > Ny:» (n) + k. Dann ist wegen (6)
fir n > N,

REY = BY 4 df, (dn — 1),

Ist 1 —d, > ¢ > 0 fir alle n, so folgt weiter
+ nts—1
Rk < R]C — ¢ 2 d;v(r) = Rg — & Ws.
Da immer wieder » (r) = ist, gilt lim ws = co, ein Widerspruch gegen
R:7° > 0. Es gibt daher eine Teilfolge = (i) mit dyq -> 1. Mit (b) folgt
die Behauptung.

Fall 2. I = 0. Sei p ein Index, so daf fiir abzdhlbar viele n gilt
u (n) = p. Durch Induktion lift sich die Existenz von Zahlenfolgen
m (¢}, n (i) zeigen mit
m (i) < n () < m (i + 1),
v (m (¢)) = u(n (1) = p,
m@E)<n<n(@) =vm) =op

g*
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Dann gilt offenbar
R;'}(i)ﬁ—l > Rz(a',) — an. (9)
Nach (c) folgt
0<Ruy — o < By — o <aRp(uy+ (1—a) By —o
< o (B — 0) = « (Rpa) — o).
Zusammen mit (8) folgt daraus die Behauptung. Q. e. d.

4. Spezielle Verfahren
Satz 3 legt das folgende Verfahren nahe:
Verfahren 1. Zu vorgegebenem 0 < « << 1 wihle d, so, daB}
Rt '=a R+ (1 — o) R
ist. Das fihrt auf

d R:L — QA .R:L — Oy 10
" R+ (1 — @) B —aw  R'—aw+ (B — R (10)

Damit ist offenbar (a) und (¢) von Safz 3 erfullb. Aus dyg — 1 folgt
R,’i(i) — R 5 0, und wegen R <o < Ry, gilt lim Ry ) = o, also wegen
(8) auch lim R, = w. Mithin ist (b) erfillt. Verfahren 1 konvergiert daher
fir alle nichtnegativen irreduziblen A.

Etwas komplizierter ist das folgende Verfahren, das im wesentlichen
eine vereinfachte Version des in [3] vorgeschlagenen Algorithmus ist.
Wie in [3] sei

()= B+ aly (E—1) i+ (n), (11)

B2 () = aw + (B — am)t. (12)

Es sei £ eine Losung von [, (£) = &, (£). Dann geniigt £ der Gleichung
g&) =a, (82— & + (B — an) £+ (aw — B)) = 0. (13)

va'—Rn

Wegen ¢ (0) < 0, g (1) >0, g (&) <0 fur & = gibt es genau

. . By — R”
eine Losung & in
0< &<,
fir die sogar
Rn — Oy
— <E< 1 (14)
RZ — Qyy
gilt. Der explizite Wert von & ist
R:L — Qw
m ((I;m, — O) (15)

aﬁ, + aw — .RZ -+ ((R;’: — GZ” — (lw)z + 4 a::v (.R:" — va)) 2

. (ar[w > 0)
2 az,,
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Yerfahren 2. Sei 0 < < 1, 8 = o' und
Wegen 0 < &, < 1 gilt 1 —a< d, < 1.

Wir verifizieren die Voraussetzungen von Safz 3.

(@) ist trivial, (b} rechnet man unmittelbar nach.
(e): Fir reelle Zahlen 0 < 5 < ¢ gilt, wie man leicht beweist,

7 (I1—a)l+ay

rA—mny S z (16)
R:" — Gy
Aus (14) folgt 1 + g (dy — 1) = ———— . Daher
Rﬂ — Oy
| Rn — Oy + Rn —_ P
dy > O o) T o) (1)
Rl; — Oy
und wegen (16)
- R? — aw
=

% (B — aw) + (1 — @) (B —aw)

Aus (10) und (7) folgt dann
Rf+1<mRZ+(1—o¢)Rf, Q.e. d.

Bemerkung. Unter der in der Praxis wohl stets erfillten Voraus-
setzung, dal fir alle » die Relation R} = R, nur fur ein ¢ gilt, fillt fir
« = 1/2 Verfahren 2 mit dem in [3] angegebenen Algorithmus zusammen.
Allerdings ist unser Verfahren einfacher zu programmieren.

In [2] wird der Fall « = 1 betrachtet. Dann ist

R}t = R (18)
(a) und (b) sind erfullt. Ist @, > 0, so folgt aus (18), (6) und (7)
R:L — Oy

d an— (Rﬁ_ Rf+1)‘

n Gy

7 -+ 1 73
Ru - 'RP -

Wegen (17) fiir « = 1 folgt

N
R‘u — Oy

<——— (B, — B} < K (R, — R}*Y),
@,

wobei K unabhingig von n wahlbar ist. Es folgt
K
1+ K

1

1
BT < 1+ K

Ry - Ry,

Fir ay = 0 ist wegen R)*' = R."' = E? eine solche Ungleichung
nicht mehr moglich. Wie in [2] gezeigt wird, konvergiert dieses Verfahren
auch nicht fiir alle irreduziblen 4. Es ist nun klar, wie dieser Algorithmus
abzuéndern ist, damit Konvergenz eintritt: Im Fall oy = 0 muB die
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Ungleichung in (c) erzwungen werden. Das kann dadurch geschehen,
indem man dann d, wie in Verfakren 1 oder 2 wihlt. Wir notieren nur
die erste Moglichkeit.

Verfahren 3. Wihle mit einem 0 < x < 1
’fn falls a4 > 0

R:L — Oy falls aﬂ'p = 0.

dn:

l a R+ (1 — ) B — am
Die Konvergenz ist nach Satz 3 gesichert.

Bemerkung. Ist die folgende Bedingung erfiillt
dp mit agp >0 far alle 4=1,..., N, ¢ = p,

so konvergiert das Verfahren 2 auch fir « = 1. Da die Bedingung (c)
von Safz 3 nicht erfillt ist, mufl der Konvergenzbeweis im Fall 2 (I = 0)
modifiziert werden. Das geschieht wie in [2]. Da p ¢ I, existiert eine Folge
k (¢) mit v (k (¢)) = p. Daher ist fir ein j + p

Rigys1 = Bf9T = RFO + kD (dp iy — 1)

< Rig + o (drwy — 1)
Daher
0<1—dga) < (Bra) — Brw1)fal,”-

Da die R, konvergieren, geht die rechte Seite gegen Null, d. h. dg — 1
und wegen (b) gilt B, - ow. Q.e.d.
Diese hinreichende Bedingung ist schwicher als die in [2] angegebene.

5. Beispiele

Es wurden etliche numerische Beispiele durchgerechnet, um einen
Vergleich zwischen den Verfahren zu ermoglichen und den EinfluB des
Parameters o zu studieren. Dabei ergab sich folgendes Bild, wenn man
die Anzahl der Inerationsschritte zur Erreichung einer gewissen Genauigkeit
R}, — R, zugrundelegt.

Bei vollbesetzter Matrix war das Verfakren 3 (in diesem Fall identisch
mit dem Verfahren von [2]) eindeutig iiberlegen. Beim Auftreten von
Nullen verschob sich das Bild: Hier erwiesen sich alle drei Verfahren als
etwa gleich gut. Zudem zeigte sich, daB es dann jeweils am giinstigsten
war, « im Bereich 0.5—0.7 zu wihlen. Legt man die Anzahl der Rechen-
schritte zugrunde, so schneidet Verfahren 1 wegen seiner Einfachheit
etwas giinstiger ab. Alle Verfahren erwiesen sich als unempfindlich gegen
das Vorhandensein von Eigenwerten mit Betrigen nahe bei ¢ (4), wie
auch in [2] beobachtet wurde.

Als Beispiel fiir schwachbesetzte Matrizen, deren Eigenwerte zusétzlich
alle den gleichen Betrag haben, fithren wir
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A4 =

[ e e R e

1
0
0

0

0 0
0.5 0
0 025
0 0
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an. In der folgenden Tabelle sind die Anzahl der Schritte angegeben, um

R, — R, < 10~* zu erreichen.

o 5 Verfahren 1 ' Verfahren 2 ‘ Verfahren 3
0.9 82 [ 100 ‘ 129
0.7 28 | 28 34
0.5 16 | 30 20
0.3 29 49 20
0.1 115 ‘ 195 76

Das Verfahren 2 mit « = 1 ist hier zuféllig nach 6 Schritten exakt am Ziel.
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