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❆❜str❛❝t✳ ■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣
❞✐s❝r❡t❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ✈❡r✲
s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✳ ❲❡ s❤♦✇ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
♠❡❛s✉r❡s ✐♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ❞✐s❝r❡t❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡♥
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t♦ ✇♦ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝
✢❛✈♦r ✿ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♣❧❛♥ ♦♥ ♦❜❧❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✱ ❛♥❞
❆❧❡①❛♥❞r♦✈✬s ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡① s❡t ❢r♦♠ ✐ts ●❛✉ss✐❛♥
♠❡❛s✉r❡✳

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥t✐♥✉♦✉s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② r❡✲
str✐❝t❡❞ t♦ ✈❡r② s♣❡❝✐✜❝ s❡tt✐♥❣s✿ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥✲
t✐♥✉♦✉s ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ s♣❛❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ✢❛t t♦r✉s ♦r ❛♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✭s❡❡
❜❡❧♦✇ ❢♦r ❛ s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡①❛❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✮✳ ■♥
♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦♥✲❊✉❝❧✐❞❡❛♥✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✉♥❞❡r✲
❧②✐♥❣ s♣❛❝❡ ✐s ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❘✐❡♠♠❛♥✐❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❧s♦ ❛r✐s❡ ✐♥
t❤❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥✈❡① ❣❡♦♠✲
❡tr② ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
t❤❛t ♥❛t✉r❛❧❧② ❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ ❆❧❡①❛♥❞r♦✈✬s ♣r♦❜❧❡♠ ❬✷✹✱ ✻❪ ✐s
c(u, v) = − log(max(〈u|v〉, 0))✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s♣❛❝❡ ✐s t❤❡ ✉♥✐t d✲s♣❤❡r❡✳
❙✐♠✐❧❛r ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❣❡♦♠❡t✲
r✐❝ ♦♣t✐❝s ❬✶✷❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♥♦♥✲❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐t ✐s s♦♠❡t✐♠❡s
♥❛t✉r❛❧ ✐♥ t❤❡s❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ❜❡t✇❡❡♥
♠❡❛s✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡
♠❡❛s✉r❡ ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s♣❛❝❡✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡
❝✉r✈❛t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ❝♦♥✈❡① s❡ts✳ ❚❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♠❛❦❡ ✐t ✐♠♣♦s✲
s✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❡①✐st✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ✐♥
♠❛♥② ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❚❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ♠❛❦❡s t✇♦ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✐♠♣❧❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♣t✐♠❛❧
tr❛♥s♣♦rt✳ ❖✉r ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡s✳
❚❤✐s ❜♦✉♥❞ ❤♦❧❞s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠✱
❛♥❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ t❤❡♦r❡♠ ❢r♦♠ ❝♦♥✈❡① ❛♥❛❧②s✐s ❞✉❡
t♦ ❇r♦♥st❡❞ ❛♥❞ ❘♦❝❦❛❢❡❧❧❛r✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ ✜rst q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
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♦❢ t❤❡ ✭❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② r❡❝♦r❞❡❞✮ ❤❛r❞♥❡ss ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt
♣r♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❝♦♥s✐sts ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ s✐♠♣❧❡
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❣❡♦♠❡tr✐❝
q✉❡st✐♦♥s✳

✶✳✶✳ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt✳

❈♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ♠❛♥② P❉❊✲✐♥s♣✐r❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦
s♦❧✈❡ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ✜rst t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐s
❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❇❡♥❛♠♦✉ ❛♥❞ ❇r❡♥✐❡r ❬✹❪ t❤❛t s♦❧✈❡s
t❤❡ t✐♠❡✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ❛❧s♦ r❡❝♦✈❡r♥✲
✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✏st❛t✐❝✑ tr❛♥s♣♦rt ♠❛♣✳ ▲♦❡♣❡r ❛♥❞ ❘❛♣❡tt✐❬✷✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦
s♦❧✈❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ✇✐t❤
♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡♥s✐t② ♦♥ t❤❡ t♦r✉s ❜② ❛ ❞✐r❡❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥❣❡✲❆♠♣èr❡
❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♠❛ss ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s✳ ❱❡r② r❡❝❡♥t❧② ❇❡♥❛♠♦✉✱ ❋r♦❡s❡ ❛♥❞ ❖❜❡r♠❛♥ ❬✺❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞
t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ▼♦♥❣❡✲❆♠♣èr❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t
❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✭♥♦♥✲♣❡r✐♦❞✐❝✮ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❜❧❡♠✳

❙❡♠✐✲❞✐s❝r❡t❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt
♣r♦❜❧❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡❛s✉r❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡
t❛r❣❡t ♠❡❛s✉r❡ ❜② ❛ s✉♠ ♦❢ ❉✐r❛❝ ♠❛ss❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✜rst
❛s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t♦♦❧ ❜② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② P♦❣♦r❡❧♦✈ ❬✷✻❪✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ♥✉♠❡r✐❝❛❧
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬✶✸✱ ✷✺✱ ✸✱ ✷✸❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▲❛❣✉❡rr❡ ❞✐❛❣r❛♠s ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t
✇❛②✱ ❡✳❣✳ ❛❧♠♦st ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❧✐♠✐ts t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ 2❉ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳

❉✐s❝r❡t❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s✲
♣♦rt ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛s
t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛ss✐❣♥❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✲✈❛❧✉❡❞ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐①
(cij)16i,j6N ✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ ♦❢ t❤❡ s❡t {1, . . . , N}
t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ t♦t❛❧ tr❛♥s♣♦rt ❝♦st

∑

16i6N ciσ(i)✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛ss✐❣♥♠❡♥t
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛♥② ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ✐t ❬✶✵❪✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❍✉♥❣❛r✐❛♥ ♠❡t❤♦❞ ♦r t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✼❪ ❛♥❞ t❤❡✐r ✈❛r✐❛♥ts✳ ❚❤❡ ❜❡st
✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ❞❡♥s❡
N ×N ✐♥t❡❣❡r✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦st ♠❛tr✐① ✐s ♦❢ ♦r❞❡r O(N5/2 log(NC))✱ ✇❤❡r❡ C ✐s
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr② ✐♥ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐①✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✇♦rst✲❝❛s❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ♦♥❧② ❛♥ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝✉rr❡♥t❧② ❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❦♥♦✇♥ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜✉t t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ✇♦rst✲❝❛s❡ ❜♦✉♥❞ ✐s t♦♦ ❣❡♥❡r❛❧ t♦
❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✈❡r② ♦❢t❡♥ ♥♦t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❙♦♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✶❪ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡s❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♥♦ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s
t❤❛t ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ✏❣❡♦♠❡tr②✑ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♣♦✐♥t s❡ts✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡✐r
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦♥ ❧♦✇❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s❡ts✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❣❡♦♠❡tr② ❤❛s
❛ ❤✉❣❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s✱ ✉♣ t♦ ♠❛♥② ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳
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✶✳✷✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ♠❛❞❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧
❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳
■♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❝❛s❡✱ t❤✐s ♠❡❛♥s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ t❤❛t
❛♣♣❡❛r✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s 2N ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ N2 ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r
♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❢❡✇❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❖✉r ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧t ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
❝❛s❡✱ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ✐♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr❛✐♥ts t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
✇❡✐❣❤t❡❞ ε✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❣r❛♣❤✳ ●✐✈❡♥ ❢♦r t✇♦ ♣♦✐♥t s❡ts X ❛♥❞ Y ✐♥ R

d✱ ❛♥❞
❛ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ w : Y → R✱ t❤✐s ❣r❛♣❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Gε(w) =

{

(x, y) ∈ X × Y ; ‖x− y‖2 + w(y) 6 min
z∈Y

[‖x− z‖2 + w(z)] + ε

}

.

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢Gε(w) ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧
N = |X| = |Y | ✇❤❡♥ t❤❡s❡ s❡ts s❛t✐s❢② s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳
❚❤✐s r❡s✉❧t ✭❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ t❤❡♦r❡♠ ♦♥ t❤❡
ε✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ❇r♦♥st❡❞ ❛♥❞ ❘♦❝❦❛❢❡❧❧❛r✳ ❚♦ t❤❡
❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ♦❢ ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt
♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡s✳

■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ❝❛♥ ②✐❡❧❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t✇♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤
❣❡♦♠❡tr✐❝ ✢❛✈♦r✱ t❤❛t ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ♦✉t ♦❢ r❡❛❝❤ ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ P❉❊ ♠❡t❤✲
♦❞s✳ ■♥ t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛r❡
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦✐♥t s❡ts✱ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡
♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❜❧❡♠s✳

• ■♥ ❛ ✜rst ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ♦✉r ❞✐s❝r❡t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❣✐✈❡
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s✲
♣♦rts✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②
❦♥♦✇♥ ❬✽✱ ✶✹❪ ❢❛❝t t❤❛t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛♥s♣♦rt ♣❧❛♥s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❜❡✲
t✇❡❡♥ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❞❡♥s✐t✐❡s ❡✈❡♥ ♦♥ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥✈❡① ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❧✐❦❡
♦❜❧❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ✳
• ❖✉r s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❆❧❡①❛♥❞r♦✈✬s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐✳❡✳ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛ ❝♦♥✈❡① s✉r❢❛❝❡ ❢r♦♠ ✐ts ●❛✉ss✐❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡✳
❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ ❬✷✹✱ ✻❪ ✐♥ t❡r♠
♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡ t❤✐s ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥ t❤❡ ✈❡r② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝❛s❡ ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s✮ ♦❢ t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞② ✇✐t❤ s✐♥❣✉❧❛r ❡❞❣❡s✳

✷✳ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt

✷✳✶✳ ❉✐s❝r❡t❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙✉♣♣♦s❡
✇❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s µ ❛♥❞ ν s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ t✇♦ ✜♥✐t❡ s❡ts
X,Y ✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ µ =

∑

x∈X µxδx ❛♥❞ ν =
∑

y∈Y νyδy ❢♦r s♦♠❡

♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ s❡t ♦❢ ♠❛ss❡s (µx) ❛♥❞ (νy)✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ ❛ tr❛♥s♣♦rt ♣❧❛♥
❜❡t✇❡❡♥ µ ❛♥❞ ν ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ♠❛tr✐① (πxy)(x,y)∈X×Y ✇✐t❤ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡
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❡♥tr✐❡s t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❝♦♥st❛✐♥ts

∀x ∈ X,
∑

y∈Y
πxy = µx ❛♥❞ ∀y ∈ Y,

∑

x∈X
πxy = νy.

❚❤❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ♣❧❛♥s ❜❡t✇❡❡♥ µ ❛♥❞ ν ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Γ(µ, ν)✳
❲❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ c : X×Y → R ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t s♣❛❝❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡

✈❛❧✉❡ c(x, y) ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ ❝♦st❧② ✐t ✐s t♦ ♠♦✈❡ ♠❛ss ❢r♦♠ x t♦ y✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ µ ❛♥❞ ν ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

min

{

∑

x∈X
c(x, y)πxy; π ∈ Γ(µ, ν)

}

. ✭P✶✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ♣❧❛♥s ✐s ❛ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❧✐♥❡❛r t❤✉s ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s
t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤✐s ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶ ✭❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤ ❞✉❛❧✐t②✮✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ✭P✶✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

max
v,w

∑

x∈X
v(x)µx −

∑

y∈Y
w(y)νy

✇❤❡r❡ v : X → R, w : Y → R ❛r❡ s✳t✳

∀(x, y) ∈ X × Y, v(x)− w(y) 6 c(x, y).

✭P✷✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝♦♥❝❛✈❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ maxw Φ(w) ✇❤❡r❡

Φ(w) :=
∑

x∈X

[

min
y∈Y

w(y) + c(x, y)

]

µx −
∑

y∈Y
wyνy, ✭P✸✮

❛♥❞ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦♥ ❛♥② ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ w : Y → R✳

▲✐♥❡❛r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❤❡♥ X ❛♥❞ Y ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② N
❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡s µ ❛♥❞ ν ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ s❡ts X ❛♥❞ Y ✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✭❧✐♥❡❛r✮ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥
σ : X → Y ✇❤✐❝❤ r❡❛❧✐③❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

min
σ

∑

x∈X
c(x, σ(x)) ✇❤❡r❡ σ ∈ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ X ❛♥❞ Y ✳ ✭P❆✮

❲❤✐❧❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❜❡❧♦✇ ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❜❧❡♠
❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺
✇❡ ♦♥❧② ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛ss✐❣♥♠❡♥t
♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ♠❛❦❡ ♥♦ ❝❧❛✐♠ ♦♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❜❧❡♠✳

✸✳ ▲✐♥❡❛r ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥s

●✐✈❡♥ ❛ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r w ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ε✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝✲
t✐♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Φ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭P✸✮ ♦✈❡r t❤❡ ❤②♣❡r❝✉❜❡ w+ [0, ε]N ✳ ■♥
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♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤✐s ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡
♣r♦❞✉❝t s❡t X × Y

Gε(w) = {(x, y) ∈ X × Y ;w(y) + c(x, y) 6 min
z∈Y

w(z) + c(x, z) + ε}.

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ c ✐s t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦♥ R
d ❛♥❞ w ✈❛♥✐s❤❡s✱

Gε(w) ❝♦✐♥❝✐❞❡s t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ✉s✉❛❧ ε✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❣r❛♣❤✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s
t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝❛❧❧ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts t❤❡
✇❡✐❣❤t❡❞ ε✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❣r❛♣❤✳

✸✳✶✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✭P✷✮ ❛r♦✉♥❞ ❛ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r w ❛♥❞ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❝❛❧❡ ε > 0 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿

max
v,δ

∑

x∈X
v(x)µx −

∑

y∈Y
(w(y) + δ(y))νy ✭P✷εw✮

✇❤❡r❡ v : X → R ❛♥❞ δ : Y → R ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡ts ♦❢ ❝♦♥tr❛✐♥ts

∀(x, y) ∈ Gε(w), v(x)− (w(y) + δ(y)) 6 c(x, y)

∀y ∈ Y, 0 6 δ(y) 6 ε

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ tr✐❡s t♦ ♠❛❦❡ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❣r♦✇s t♦ |X| · |Y | ❛s ε ❣r♦✇s✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡

❤②♣❡r❝✉❜❡ [0, ε]|X| t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦✛s❡t ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r ✈❡❝t♦r δ ❜❡❧♦♥❣s✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❛s② ❧❡♠♠❛ s❤♦✇s t❤❛t ✭P✷εw✮ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥

♦❢ ✭P✷✮

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✳ ❆♥② ♣❛✐r ♦❢ ✈❡❝t♦rs (v, w + δ) ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ✭P✷εw✮ ❛❧s♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ✭P✷✮✳

Pr♦♦❢✳ ❋✐① ❛ ♣♦✐♥t x ✐♥ X✱ ❛♥❞ ♦r❞❡r t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ Y ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢
❜❡ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ w(y) + c(x, y)✱ ✐✳❡✳

w(y1) + c(x, y1) 6 w(y2) + c(x, y2) 6 . . .

◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ❛ ♣♦✐♥t y s✉❝❤ t❤❛t (x, y) ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ Gε(w)✱ ✐✳❡✳
s✉❝❤ t❤❛t

w(y) + c(x, y) > ϕY,w(x) + ε = c(x, y1) + w(y1) + ε.

❯s✐♥❣ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

v(x)− (w(y) + δ(y)) < v(x) + c(x, y)− (c(x, y1) + w(y1) + ε+ δ(y))

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ✈❡❝t♦rs (v, w+δ) s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ✭P✷εw✮✱ ✇❡ ❦♥♦✇
t❤❛t v(x)− w(y1)− c(x, y1) 6 δ(y1) ❛♥❞

v(x)− (w(y) + δ(y)) 6 c(x, y) + δ(y1)− δ(y)− ε.
❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t δ(y1) ❛♥❞ δ(y) ❜❡❧♦♥❣ t♦ [0, ε]✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r
(v, w + δ) ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ✭P✷✮✳ �

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈♦r♦❧❧❛r② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢
✭P✷εw✮ ②✐❡❧❞s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✐③❡r ♦❢ ✭P✷✮✱ t❤✉s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥
❢♦r ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
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❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✭P✷εw✮ ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ❛t ❛♥ ❛❞♠✐s✲
s✐❜❧❡ ♣❛✐r (v, w + δ) s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦✐♥t y ✐♥ Y ✱ δ(y) ❜❡❧♦♥❣s t♦ (0, ε)✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r w ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✐③❡r ♦❢ ✭P✸✮✳

Pr♦♦❢✳ ❇② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✱ ❛♥② ♠❛①✐♠✐③❡r (v, w+ δ) ♦❢ ✭P✷εw✮ ✐s ❛❞♠✐s✲
s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭P✸✮✳ ■❢ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦✐♥t y t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ δ(y) ❜❡❧♦♥❣s t♦
(0, ε)✱ t❤✐s ♣❛✐r s❛t✐s✜❡s t❤❡ s❛♠❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ♦♣t✐♠❛❧ ✈❡❝t♦rs ♦❢
Pr♦❜❧❡♠ ✭P✸✮✳ ❚❤✉s✱ w ✐t ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✐③❡r ♦❢ ✭P✸✮ ❜② ❝♦♥❝❛✈✐t②✳ �

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✳ ■♥ ❬✶✶❪✱ ❇✉➨ ❛♥❞ ❚✈r❞í❦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❇❡rst❡❦❛s✬ ❛✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦rs ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ♠✉❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❛✉❝✲
t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s q✉✐t❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞
❤❡r❡✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r✐t❡❝❛❧ r❡s✉❧ts ❜❡❧♦✇ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
Gε(w) ✐♥ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛s❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝✳

✸✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❜❧❡♠ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ❛ss❡rts t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❡r♠✐♥❛t❡s ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
st❡♣s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❉✐s❝r❡t❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt t❤r♦✉❣❤ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥s✳

■♥♣✉t✿ ❆ ❝♦st ♠❛tr✐① (Cxy)✱ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ε > 0✱ w0 : Y → R✳
❘❡♣❡❛t✿ wi+1 ← wi + δi✱ ✇❤❡r❡ δi ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭P✷εwi

✮
✉♥t✐❧ δi ♠❡❡ts t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✳

❖✉t♣✉t✿ ❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r w := wi✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳ ❋♦r ❛♥② ✜①❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ε✱ ❛♥❞ ❛♥② st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t w0✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
(wi) ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛❜♦✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✐③❡r ♦❢ ✭P✸✮ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✐❢ wi+1 = wi + δi ✐s ♥♦t t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✱ t❤❡♥ δi ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❜♦① [0, ε]M ✱ ❛♥❞
t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ ❝♦♥st❛♥t c s✉❝❤ t❤❛t w + c ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r (0, ε)M ✳
❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts t✇♦ ♣♦✐♥ts y, y′ ✐♥ Y s✉❝❤ t❤❛t δi(y) = ε ❛♥❞
δi(y

′) = 0✱ t❤✉s ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ wi ❛♥❞ wi+1 ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧②
❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❜② ε/2✳ ❖♥❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❣r❛♣❤
♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♥ ✭P✸✮ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣✐❡❝❡s✱
✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ✭✉♥✐❢♦r♠✮ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ Φ(wi+1) − Φ(wi) ❛t ❡❛❝❤ st❡♣
❜❡❢♦r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✇❤❡r❡ Φ ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭P✸✮✳ �

✸✳✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s✳ ❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ✇✐t❤ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✳

■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ♦✉r ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♥♦♥✲s♠♦♦t❤ ❝♦♥❝❛✈❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠✳ ❆ s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ♥♦♥✲s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ q✉❛s✐ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❛✉t❤♦rs ♣♦✐♥t❡❞
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♦✉t r❡❝❡♥t❧② ❬✶✻✱ ✶✾✱ ✶✽❪ t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❡tr✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♠❛② ♣r♦❞✉❝❡ ✐♥ s♦♠❡
❝❛s❡s s❡q✉❡♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❈❧❛r❦❡✳
❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤✐s ❣♦♦❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❤❛s ❥✉st ❜❡❡♥ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ✐♥
r❡❝❡♥t ♣❛♣❡rs ♦❢ ❖✈❡rt♦♥ ❬✶✾✱ ✶✽❪✳

❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s t♦ ♦♣t✐♠❛❧
tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❛t ♣❛♣❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♣♦✐♥t
♦✉t t❤❛t ▲✲❇❋●❙ ✭❧♦✇ ♠❡♠♦r② ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❇r♦②❞❡♥✲❋❧❡t❝❤❡r✲●♦❧❞❢❛r❜✲❙❤❛♥♥♦
❛❧❣♦r✐t❤♠✮✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✱ ❣✐✈❡s ❛ r❛t❤❡r ❡✣❝✐❡♥t
✇❛② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣♦♦❞ st❛rt✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥s ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✳

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ε ♣❛r❛♠❡t❡r✱
✇❡ ✉s❡ ❛ ✏❜✉❞❣❡t✑ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
♣r♦❣r❛♠✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛t ❡✈❡r② ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ st❡♣✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛
✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r w : Y → R✳ ❲❡ ❧❡t M ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ Y ✳ ❋♦r
❡✈❡r② ♣♦✐♥t x ✐♥ X✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♠❛♣ σx : {1, . . . ,M} → Y ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡
♣♦✐♥ts ♦❢ Y ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ c(x, y) + w(y)✱ ✐✳❡✳

c(x, σx(1)) + w(σx(1)) 6 . . . 6 c(x, σx(M)) + w(σx(M)). ✭✸✳✶✮

■♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✭P✷✮✱ ❡❛❝❤ ❝♦✉♣❧❡ (x, y) ✐♥ X × Y ②✐❡❧❞s ❛ ❧✐♥❡❛r
❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♦✉r ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥✱
✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t Ix ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t x s♦ ❛s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡✿

ε := min
x∈X

(c(x, σx(Ix))− c(x, σx(1))) ✭✸✳✷✮

✉♥❞❡r t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t
∑

x∈X Ix 6 B✱ ✇❤❡r❡ B ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤✐s ✐s ❡✣❝✐❡♥t❧② ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r✐t②

q✉❡✉❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ s❡tt✐♥❣ B = |X| |Y |1/2 ♦✛❡rs ❛ ❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝♦st ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥ts ✈❡rs✉s ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ ε✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ε ✈❛♥✐s❤❡s✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ B ✕
❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♥❡✈❡r ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ t❤❛t ❝❛s❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

✹✳ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦st

■♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❛s
♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✭P✷εw✮✳ ❙❛✐❞
♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡t Gε(w)✳ ❚❤❡
t❤❡♦r❡♠ ❜❡❧♦✇ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥t s❡ts X,Y ❛r❡ ✜♥✐t❡
s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ R

d✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❝♦st ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ c(x, y) := 1

2 ‖x− y‖
2✳

❇❡❢♦r❡ st❛t✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✱ ❧❡t ✉s ♣r❡s❡♥t t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣♦✐♥t ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❝❛✉s❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts Gε(w) t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡
♣r♦❞✉❝t X × Y ✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ w ✈❛♥✐s❤❡s✿

✭✐✮ ❆ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ t❛r❣❡t ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ✐s ❤✐❣❤❧② ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r X ⊆ R

d✱ y0 ❛ ♣♦✐♥t ❛♥❞ r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ X ❛♥❞ y0✳ ❈♦♥s✐❞❡r ε < r ❛♥❞ ❧❡t Y ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ❝♦♥✲
t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛❧❧ B(y0,

ε
3)✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r w✱

♦♥❡ ❤❛s Gε(w) = X × Y ✳
✭✐✐✮ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ❧❡ss tr✐✈✐❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ X ❛♥❞ Y ❜❡❧♦♥❣ t♦ t✇♦

♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛✣♥❡ s✉❜s♣❛❝❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❧❡t X,Y ❜❡ t✇♦ s✉❜s❡ts
♦❢ R3 s✉❝❤ t❤❛t ✭✐✮ X ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛①✐s (0x)
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❛♥❞ ✭✐✐✮ Y ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐t
s♣❤❡r❡ ✇✐t❤ t❤❡ yz✲♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡♥✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ε ❡q✉❛❧ t♦ 0 ❛♥❞ ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣
✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r✱ ♦♥❡ ❤❛s Gε(w) = X × Y ✳

❚❤❡s❡ t✇♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♦❢ Gε(w)✳ ❚❤❡ t❡r♠ (mn)3/2 ♠❡❛s✉r❡s
t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡ts X ❛♥❞ Y ✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡
♦❢ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠ ♦❢ Ω ❛♥❞ Ω′ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✏❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✑
♦❢ t❤❡ t✇♦ s✉♣♣♦rts✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② Ω+Ω′ = {x+y; (x, y) ∈ Ω×Ω′}✱
❛♥❞ t❤❛t t❤❡ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ Hd✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳ ▲❡t Ω ❛♥❞ Ω′ ❜❡ t✇♦ ♦♣❡♥ s✉❜s❡ts ♦❢ Rd✱ ❛♥❞ X ⊆ Ω✱ Y ⊆ Ω′

t✇♦ s❡ts ♦❢ ❝❛r❞✐♥❛❧ N ✳ ❆ss✉♠❡ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❛t X ❛♥❞ Y ❛r❡ ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
✐♥ Ω ❛♥❞ Ω′ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡✿

∀x ∈ Ω, 1 6
∣

∣B(x,
√
ε) ∩X

∣

∣ 6 n

∀y ∈ Ω′, 1 6
∣

∣B(y,
√
ε) ∩ Y

∣

∣ 6 m

❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r w : Y → R✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞
♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✿

|Gε(w)| 6 const(d)

( Hd(Ω + Ω′)

(Hd(Ω)Hd(Ω′))1/2

)

(nm)3/2N.

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s ♣♦st♣♦♥❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✳

✹✳✶✳ ❘❡❧❛t✐♦♥ t♦ ε✲s✉❜❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s✳ ❲❡ st❛rt ❜② t✇♦ ▲❡♠♠❛s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✲
st✐t✉t❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ε✲s✉❜❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ : Rd → R ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛② ❬✾❪✿

∂εψ(x) := {y ∈ R
d; ∀h ∈ R

d, 〈x|y〉+ ψ(x) 6 ψ(x+ h) + ε}

❲❤❡♥ ε ✈❛♥✐s❤❡s✱ t❤✐s s❡t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s✉❜❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦❢ ψ ❛t x ❛♥❞ ✐s s✐♠♣❧②
❞❡♥♦t❡❞ ❜② ∂ψ(x)✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ♠❛❦❡s ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s❡t Gε(w) ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ε✲
s✉❜❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳ ●✐✈❡♥ ❛ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r w : Y → R✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

ψ : x 7→ 1

2
‖x‖2 −min

y∈Y

(

1

2
‖x− y‖2 + w(y)

)

.

❚❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ ✐s ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❝❧✉s✐♦♥

Gε(w) ⊆ Graph(∂εψ) := {(x, y) ∈ X × Y ; y ∈ ∂εψ(x)}.

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛
❝♦✉♣❧❡ (x, y) ♦❢ ❜❡❧♦♥❣s t♦ Gε(w) ✐❢

w(y) +
1

2
‖x− y‖2 6 min

y∈Y
1

2
‖x− y‖2 + w(y) + ε,
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t❤✉s ✐♠♣❧②✐♥❣

ψ(x+ h) =
1

2
‖x+ h‖2 − ϕY,w(x+ h)

>
1

2
‖x+ h‖2 −

(

1

2
‖x+ h− y‖2 + w(y)

)

>
1

2
‖x‖2 − ϕY,w(x)− ε+ 〈x|h〉 = ψ(x)− ε+ 〈x|h〉.

❚❤✐s s❤♦✇s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ �

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ▲❡♠♠❛ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❇r♦♥st❡❞
❛♥❞ ❘♦❝❦❛❢❡❧❧❛r ❬✾❪✿ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ : Ω ⊆ R

d → R ❛♥❞ ❛ ❝♦✉♣❧❡
(x, y) s✉❝❤ t❤❛t y ❜❡❧♦♥❣s t♦ ∂εϕ(x)✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦s✐t✐✈❡ ε✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts
(xε, yε) ✇✐t❤ yε ∈ ∂ϕ(xε) ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ‖x− xε‖ 6

√
ε ❛♥❞ ‖yε − y‖ 6

√
ε.

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳ ▲❡t ψ : Ω→ R ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s✉❜❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
♦❢ ❛♥② ♣♦✐♥t x ✐♥ Ω ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ Ω′✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ε✱

Hd ⊗Hd(Graph(∂εψ)) 6 const(d)Hd(Ω + Ω′)εd/2.

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ε✲s✉❜❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ Hε := Graph(∂εψ)✱ t❤❡
❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ s✉❜❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ H = H0✱ ❛♥❞ t❤❡ t✉❜✉❧❛r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞

Hε := {(x, y) ∈ R
d × R

d; ∃(x′, y′) ∈ H s✳ t✳
∥

∥(x, y)− (x′, y′)
∥

∥ 6 ε}.
❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❇r♦♥st❡❞ ❛♥❞ ❘♦❝❦❛❢❡❧❧❛r ❛ss❡rts t❤❛t Hε ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡

t✉❜✉❧❛r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ H
√
2ε✱ ❛♥❞ ♦✉r ❣♦❛❧ ✐s t❤❡♥ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢

t❤✐s ❧❛tt❡r s❡t✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛♣ Σ : Rd × R

d → R
d ❞❡✜♥❡❞ ❜② Σ(x, y) = x+ y✳ ❋♦r ❛♥②

t✇♦ ♣❛✐r ♦❢ ♣♦✐♥ts (x, y) ❛♥❞ (x′, y′) ✐♥ H✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ ψ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
〈x− x′|y − y′〉 > 0✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

∥

∥Σ(x, y)− Σ(x′, y′)
∥

∥

2
=
∥

∥x− x′
∥

∥

2
+
∥

∥y − y′
∥

∥

2
+ 2〈x− x′|y − y′〉

>
∥

∥(x, y)− (x′, y′)
∥

∥

2
. ✭✹✳✸✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣ Σ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ H ✐s ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡
❛♥❞ ✐ts r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ✐s 1✲▲✐♣s❝❤✐t③✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ ❜② N (X, η) t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❜❛❧❧s ♦❢ r❛❞✐✉s η ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦✈❡r X✱ ❊q✳ ✭✹✳✸✮ ②✐❡❧❞s

N (H, ε) 6 N (Σ(H), ε) 6 N (Ω + Ω′, ε).

❋r♦♠ t❤✐s ❜♦✉♥❞ ✇✐t❤ η =
√
2ε ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡

✈♦❧✉♠❡ ♦❢ Hε✿

Hd ×Hd(Hε) 6 Hd ×Hd(H
√
2ε)

6 const(d)N (Ω + Ω′,
√
ε)εd

6 const(d)Hd(Ω + Ω′)εd/2

❚❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛♥❞
♣❛❝❦✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs✳ �

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ ε ✐♥ t❤❡
▲❡♠♠❛ ✐s s❤❛r♣✳ ❈♦♥s✐❞❡r Ω = Ω′ = B(0, 1) ❛♥❞ ψ(x) = 1

2 ‖x‖
2✳ ❆ s✐♠♣❧❡
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❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ε✲s✉❜❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ ❛t x ✐s t❤❡
❜❛❧❧ B(x,

√
2ε)✳ ❍❡♥❝❡✱

Graph(∂εψ) = {(x, y);x ∈ Ω, y ∈ B(x,
√
2ε)}.

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ♠❡❛s✉r❡ H2d(Graph(∂εψ)) ✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❡❞

❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② εd/2✳

✹✳✷✳ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥

ψ : x 7→ 1

2
‖x‖2 −min

y∈Y

(

1

2
‖x− y‖2 + w(y)

)

.

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ Graph(∂εψ) ∩ (X × Y )✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② χηx t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♠❡❛s✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❜❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s η :=

√
ε ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t x✱ ❛♥❞ µη =

1
N

∑

x∈X χ
η
x✱

νη = 1
N

∑

y∈Y χ
η
y✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② µη ✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② n

Nβdηd
♦♥ Ω✱ ✇❤❡r❡

βd ❞❡♥♦t❡s t❤❡ d✲✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❜❛❧❧✳ ▼♦r❡✈❡r✱ ❜② t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥
t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ |B(x, η) ∩X|✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t Nβdη

d ✐s ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ Ω✳ ❙✐♠✐❧❛r ❜♦✉♥❞s ❤♦❧❞ ❢♦r ν✳ ❍❡♥❝❡✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❜② Gε
t❤❡ s❡t Graph(∂εψ)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

1

N2
|Gε ∩ (X × Y )| 6 [µη × νη](G2η

ε )

6
nm

Hd(Ω)Hd(Ω′)
[Hd ×Hd](G

√
ε+2η

0 )

6 const(d)nm
Hd(Ω + Ω′)
Hd(Ω)Hd(Ω′)

εd/2

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✉s✐♥❣ Nβdη
d 6 nHd(Ω) ❛♥❞ Nβdηd 6 mHd(Ω′)✳

✺✳ ❚✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❣❡♦♠❡tr②

✺✳✶✳ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s✲
♣♦rt ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s
µ ❛♥❞ ν ♦♥ t✇♦ ❝♦♠♣❛❝t ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s A ❛♥❞ B✱ ❛ tr❛♥s♣♦rt ♣❧❛♥ ❜❡t✇❡❡♥ µ
❛♥❞ ν ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ π ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t s♣❛❝❡ X×Y ✇❤♦s❡ ♠❛r❣✐♥❛❧
♦♥ A ❛♥❞ B ✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② µ ❛♥❞ ν✱ ♦r s❛✐❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✱

∀R ⊆ A, π(R×B) = µ(A) ❛♥❞ ∀S ⊆ B, π(A× S) = ν(B)

❆❣❛✐♥✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♣❧❛♥s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Γ(µ, ν)✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥ c : X × Y → R✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ µ ❛♥❞ ν
❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

min

{
∫

X×Y
c(x, y)dπ(x, y); π ∈ Γ(µ, ν)

}

.

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ µ ❛♥❞ ν ❜② t✇♦ ❞✐s❝r❡t❡ ♠❡❛s✉r❡s
µ ❛♥❞ ν t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ✜♥✐t❡ s✉♠s ♦❢ ✉♥✐t ❉✐r❛❝ ♠❛ss❡s✳ ❚❤✐s
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt
♣❧❛♥s ❬✷✽✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷✵❪✳ ❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ ❛ss❡rts t❤❛t✱ ❛s µ ❛♥❞ ν ✇❡❛❦❧②
❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ µ ❛♥❞ ν✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♣❧❛♥ π ❜❡t✇❡❡♥ µ ❛♥❞ ν ✇❡❛❦❧②
❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ µ ❛♥❞ ν✳
■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢
t❤✐s st❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts ❡✈❡♥ ✐♥ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡s✳
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✺✳✷✳ ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ ❛ ❝♦♥✈❡① s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❜❡❧♦✇✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡
✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ♦♥ ❛ ❝♦♥✈❡① s✉r❢❛❝❡ ❜② ❛ s✉♠ ♦❢ ✉♥✐t ❉✐r❛❝ ♠❛ss❡s✳ ■♥ t❤✐s
♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❝♦♥str✉❝ts r❡❧❡✈❛♥t ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ❜② ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ k ✉♥✐t
❉✐r❛❝ ♠❛ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✇❡❛❦❧② t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ♠❡❛s✉r❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐③❡
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳

❖♣t✐♠❛❧ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② f : ∂K → R

♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡① s❡t K✱ ❛♥❞ ❛ ♣♦✐♥t s❡t P ⊆ ∂P ✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
q✉❛❞r❛t✐❝ ❲❛ss❡rst❡✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ♦♥ ∂P ✮
❜❡t✇❡❡♥ f ❛♥❞ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ P ✐s ♠❡❛s✉r❡❞
❜② t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✿

Ef (P ) =

∫

∂K
d∂K(x, pP (x))

2f(x)dx ✭✺✳✹✮

✇❤❡r❡ d∂K ✐s t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ♦♥ ∂K ❛♥❞ pP (x) ❞❡♥♦t❡s ✭♦♥❡ ♦❢✮ t❤❡
♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t t♦ x ✐♥ P ✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❬✶✺✱ ✶✼❪ s❤♦✇s t❤❛t ♦♣t✐♠❛❧
q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❜② ✜♥✐t❡
s✉♠s ♦❢ ✉♥✐t ❉✐r❛❝ ♠❛ss❡s✿

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② f : ∂K → [ε, ε−1] ✭ε > 0✮✱ ♦♥
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤ ❝♦♥✈❡① s❡t✱ ✇✐t❤ dim(∂K) = ℓ✳ ❋♦r ❛♥② k > 0✱ ❧❡t

Pk ∈ argmin{Ef (P ); Card(P ) = k}
❛♥❞ ❧❡t µk = 1

k

∑

p∈Pk
δp✳ ❚❤❡♥✱ µk ✇❡❛❦❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛✲

s✉r❡ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② αf ℓ/(ℓ+2)✱ ✇❤❡r❡ α ✐s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s❝❛❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✳

▲❧♦②❞✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♠❛❦❡s ✐t ✐♠✲
♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ♣♦✐♥t s❛♠♣❧✐♥❣ P ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣♦✐♥ts k✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ♠♦❞❡st ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ▲❧♦②❞✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✷✮ ✐s ❛♥ ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✜①❡❞ ♣♦✐♥t str❛t❡❣② t❤❛t ✜♥❞s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡
❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❣✐✈❡♥ ❛ ❣♦♦❞ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❬✷✶❪✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ▲❧♦②❞✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠

❙t❡♣ ✵✿ ❈♦♥str✉❝t P ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ k ❞✐st✐♥❝t r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ µ✳
❙t❡♣ ✶✿ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ P ✱ ♠♦✈❡ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t p ♦❢ P

t♦ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ f ✱ ✐✳❡✳

p← argmin
q

∫

VorP (p)
d(x, q)2f(x)dx, ✇❤❡r❡ VorP (p) = p−1

P ({p}).

■❢ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ✈❛♥✐s❤❡s✱ t❤❡ ♣♦✐♥t p ❞♦❡s ♥♦t ♠♦✈❡✳
❙t❡♣ ✷✿ ❈♦♥t✐♥✉❡ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♠♦✈❡ ❜② ❧❡ss t❤❛♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥

❙t❡♣ ✶✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧
❢♦r t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠❡tr✐❝ VorP (p) ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ 3❉ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧
✇✐t❤ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♣❧❛♥❡ t♦ ∂K ❛t p✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✇❡✐❣❤t❡❞ ❝❡♥tr♦✐❞✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ t❤❡♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜❛❝❦ ♦♥ t❤❡ s✉r✲
❢❛❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r❧②✲❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ▲❧♦②❞
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❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ❛ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇✐t❤ ❛❧♠♦st q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
s♣❡❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✷✵❪✳

✺✳✸✳ ❘❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♦♥ ♦❜❧❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✳ ❚❤❡ q✉❡s✲
t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♣❧❛♥s ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ❧♦t ♦❢ ❛tt❡♥t✐♦♥✳
❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛♥s♣♦rt ♣❧❛♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❜② ❈❛✛❛r❡❧❧✐✱
❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① s✉♣♣♦rt✱ ❛♥❞
❜② ▲♦❡♣❡r ♦♥ ❝♦♠♣❛❝t ♠❛♥✐❢♦❧❞s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❡✈❡♥ ❢♦r ❞❡♥s✐t✐❡s
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❈❤❛♣t❡r ✶✷ ✐♥ ❬✷✽❪✮✳ ❆♥
❡✈❡♥ ♠♦r❡ str✐❦✐♥❣ r❡❝❡♥t r❡s✉❧t ✐s t❤❛t ❡✈❡♥ ♦♥ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥✈❡① s✉r❢❛❝❡s✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t✐❡s s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♠❛♣ ✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ st✉❞②
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❜② ♦✉r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦❜❧❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❬✽✱ ✶✹❪✳

❚❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s (Sµ) ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Sµ :=

{

(x, y, z) ∈ R
3; x2 + y2 +

(

z

µ

)2

= 1

}

✭✺✳✺✮

❇♦♥♥❛r❞✱ ❈❛✐❧❧❛✉ ❛♥❞ ❘✐✛♦r❞ ❬✽❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦r µ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1/
√
3✱

t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❡q✉❛t♦r {z = 0} ✇❤♦s❡ ✐♥❥❡❝t✐✈✐t② ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♥♦♥✲
❝♦♥✈❡①✳ ❇② ❬✶✹❪✱ t❤✐s ❢❛❝t ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ µ, ν ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥ [C−1, C] s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
tr❛♥s♣♦rt ♣❧❛♥ ❜❡t✇❡❡♥ µ ❛♥❞ ν ✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳ ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❜② 104 ❉✐r❛❝ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ✭✜rst r♦✇✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
♦❜❧❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ S0.3 ✭s❡❝♦♥❞ r♦✇✮
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❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦
♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❞❡♥s✐t✐❡s ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ t♦t❛❧ ♠❛ss ♦♥ S1✱ ✇❤♦s❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❈❛rt❡✲
s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

f(x, y, z) = 0.05 + 4 exp
(

−c(1− x)2
)

❛♥❞

g(x, y, z) = 0.05 + 2 exp

(

−c(1−
√
2

2
(z + y))2

)

+ 2 exp

(

−c(1−
√
2

2
(z − y))2

)

✇✐t❤ c = 500✳ Pr❡✈✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣
❞❡♥s✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t t♦♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞✳ ❊✈❡♥ ✐♥ t❤✐s r❡❣✉❧❛r s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❡
✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♠❛♣s ♠❛② ❤❛✈❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
❜❡❤❛✈✐♦rs ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✳

❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❜② ❛ s✉♠ ♦❢ 104 ✉♥✐t ❉✐r❛❝ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦
♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❞❡♥s✐t✐❡s f ❛♥❞ g ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍❛✉s❞♦r✛
♠❡❛s✉r❡ ♦♥ S1 ✉s✐♥❣ ▲❧♦②❞✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ➓✺✳✷✳ ❖✉r s❛♠♣❧✐♥❣s
❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐s❝r❡t❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛♥❛❧♦❣♦✉s
♠❡❛s✉r❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜❧❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ Sµ✱ ✇✐t❤ µ = 0.3✳ ❇② ❛♥❛❧♦❣♦✉s
✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ♦✉r t✇♦ ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ Sµ ❜② t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❜✐✲▲✐♣s❝❤✐t③
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

(x, y, z)→ (x, y, µz).

■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❦♥♦✇♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣❡♦✲
❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛ s♣❤❡r❡✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① ✇❡ ✉s❡❞ ❛ s♦❢t✲
✇❛r❡ ❧✐❜r❛r② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❑r✐s❛♥♦✈✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❡rs✐♦♥
♦❢ ❉❥✐❦str❛✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷✼❪✳ ▲❡t ✉s ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s ❡①❛❝t ♦♥ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ N2 logN ✇❤❡r❡ N
st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♣❧❛♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♣❛✐r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠♣❧② ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ➓✸ t♦ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ sq✉❛r❡❞ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❚❤✐s
t❛❦❡s ❛ ❢❡✇ ♠✐♥✉t❡s ♦♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣✉t❡r✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rts✱ ✇❡ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❞❡♥s✐t✐❡s t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❞❡♥s✐t②✱
✐✳❡✳ t❤❡ ♣♦✐♥t c := (1, 0, 0)✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
♣✉❧❧❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ (1, 0, 0) ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s✲
♣♦rt✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ r❡s❝❛❧❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✜♥✐t② ♥♦r♠✱ ❛♥❞ t❤❡✐r
✈❛❧✉❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r ♠❛♣✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s♠♦♦t❤ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t♦r ✐♥ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛s❡ ✭µ = 1✮
✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ♦❜❧❛t❡ ❝❛s❡ ✭µ = 0.3✮ s♦♠❡ ♣♦✐♥ts ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t♦r ❝❛♥
❜❡ tr❛♥s♣♦rt❡❞ t♦ ♣♦✐♥ts ✇❤♦s❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ c ✐s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤✐s
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ♦❜s❡r✈❡❞ ❤❡r❡ ❛t ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❧❡✈❡❧✱ ✐s t❤❡ ✜rst ♥✉♠❡r✐✲
❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♣❧❛♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❞❡♥s✐t✐❡s s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥✈❡① ♠❛♥✐❢♦❧❞✳

✺✳✹✳ ❆❧❡①❛♥❞r♦✈✬s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
❛♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛ 3❉ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞② ❢r♦♠ ✐ts ●❛✉ss✐❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳ P✉❧❧❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦
(1, 0, 0) ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rts ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
♦❜❧❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

♠❡❛s✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❬✷✹✱ ✻❪ ❛♥❞ ♦♥ ♦✉r ❞✐s❝r❡t❡
♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❖♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❡①❛♥❞r♦✈✬s t❤❡♦r❡♠✳ ▲❡t K ⊆ R
d ❜❡ ❛

❝♦♥✈❡① ❜♦❞② ✐♥ R
d✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r✳ ❆♥② ❝♦♥✈❡① s❡t

❛❞♠✐ts ❛♥ ❡①t❡r✐♦r ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ nK : ∂K → Sd−1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛❧♠♦st ❡✈❡r②✇❤❡r❡✳ ▲❡t σ ❜❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦♥
t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ (d − 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍❛✉s❞♦r✛
♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠❡❛s✉r❡ GK ♦❢ K ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ♦❢ σ✱
❜② t❤❡ ●❛✉ss ♠❛♣ nK ✳ ▼♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡❧②✱

∀B ⊆ ∂K, GK(B) := σ(nK(B))

❙✐♥❝❡ K ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r✱ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛♠❡✲
t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ r❛❞✐❛❧ ♠❛♣ ρK : Sd−1 → ∂K✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❞✐r❡❝t✐♦♥ u ✐♥ Sd−1✱
ρK(u) ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ∂K ✇✐t❤ t❤❡ r❛② {tu; t > 0}✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❣❛✐♥
♣✉❧❧✲❜❛❝❦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ GK ❜② t❤❡ ♠❛♣ ρK ✱ t❤✉s ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ t❤❡
✉♥✐t s♣❤❡r❡ G0K ✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ❆❧❡①❛♥❞r♦✈ ♠❡❛s✉r❡✳

∀B ⊆ Sd−1, G0K(B) := σ(nK ◦ ρK(B)).

❆❧❡①❛♥❞r♦✈ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❬✷❪ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss
✭✉♣ t♦ ❤♦♠♦t❡t❤②✮ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞② ✇✐t❤ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❆❧❡①❛♥❞r♦✈ ♠❡❛s✉r❡
µ✱ ✉♥❞❡r s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ µ✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡ ❢♦r t❤❡
❝♦st c(u, v) = − log(max(〈u|v〉, 0)) ❤❛s ❜❡❡♥ ✜rst r❡♠❛r❦❡❞ ❜② ❖❧✐❦❡r ❬✷✹❪✱
❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡❞ ❜② ❇❡rtr❛♥❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❞✐r❡❝t ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❆❧❡①❛♥❞r♦✈
t❤❡♦r❡♠ ❬✻❪✳ ❇❡rtr❛♥❞✬s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❆❧❡①❛♥❞r♦✈✬s t❤❡♦r❡♠ s❛②s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ µ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞② K s✉❝❤ t❤❛t G0K = µ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt
♣r♦❜❧❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ σ ❛♥❞ µ ❢♦r t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ c(u, v) := − log(max(〈u|v〉, 0))
❛❞♠✐ts ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❝♦st✿

sup
ϕ,ψ

∫

Sd−1

ϕ(u)dσ −
∫

Sd−1

ψ(v)dµ = inf
π

∫

Sd−1×Sd−1

c(u, v)dπ(u, v) ✭✺✳✻✮
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✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ϕ, ψ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ϕ(u)−
ψ(v) 6 c(u, v)✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r tr❛♥s♣♦rt ♣❧❛♥s ❜❡t✇❡❡♥ u
❛♥❞ v✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ♦❢ ❬✻❪✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✐❢ ❢r♦♠ ❛ ♣❛✐r ϕ, ψ
♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛
❝♦♥✈❡① s❡t s♦❧✈✐♥❣ ❆❧❡①❛♥❞r♦✈✬s ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ρK(u) = exp(−ψ(u))u✳ ◆♦t❡
t❤❛t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ K ❢r♦♠ ϕ✳

❊①❛♠♣❧❡✿ P❡rt✉r❜❡❞ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞
♠❡❛s✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❤✐❣❤❧②
❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡st ❝❛s❡✳ ▲❡t (Vi) ❜❡ t❤❡
✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ P❧❛t♦♥✐❝ s♦❧✐❞ ✐♥s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡s❡ ♣♦❧②t♦♣❡s ❛r❡ r❡❣✉❧❛r✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s ❛ s✉♠ ♦❢
❉✐r❛❝ ♠❛ss❡s ❛t ❡❛❝❤ Vi ✇✐t❤ ♠❛ss ❡q✉❛❧ t♦ 4π ♦✈❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳
❚♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ✇❡ s❛♠♣❧❡ s❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ ❡❛❝❤ Vi
❛♥❞ ♣❡rt✉r❜ t❤❡♠ r❛♥❞♦♠❧②✳ ▼♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡

µ = c

n
∑

i

m
∑

j

δRj(Vi,s),

✇❤❡r❡ R1(Vi, s), . . . , R
m(Vi, s) ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ m ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❛♠✲

♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❡❝t♦r ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t Vi ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ✱ ❛♥❞
♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡♠ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t c ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❣✐✈❡ ❛ t♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢ 4π✳ ❲❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥ s♦ t❤❛t n = 12 ❛♥❞ ✇❡ ✜①❡❞ m = 50 ❛♥❞ s = 10−4✳ ❲❡ ✉s❡❞ ❛
q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡❛s✉r❡ σ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡ ❜② ❛ s✉♠ ♦❢ nm
❉✐r❛❝ ♠❛ss❡s ✉s✐♥❣ ▲❧♦②❞✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ➓✺✳✷✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s ❛❢t❡r 33 st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥✲
str✉❝t❡❞ ♣♦❧②t♦♣❡ ❛♥❞ ❛ ③♦♦♠ ❛t ❛ ✈❡rt❡① ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣❡rt✉r❜❡❞ ✐❝♦s❛❤❡✲
❞r♦♥ ❜② ✐ts ●❛✉ss ❝✉r✈❛t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡
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❊①❛♠♣❧❡✿ ❈♦♥✈❡① s❡t ✇✐t❤ 1✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ♠❡❛s✉r❡✳ ❋✐♥❛❧❧② t♦ ✐❧✲
❧✉str❛t❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞② ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛ ♣♦❧②t♦♣❡✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♠❡❛s✉r❡

µ = c

3
∑

i=1

H1
|Ci
,

✇❤❡r❡ H|Ci
st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✉♥✐❢♦r♠ ❍❛✉s✲

❞♦r✛ ♠❡❛s✉r❡ t♦ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ Ci✳ ❲❡ ✜①❡❞ C1 ❛♥❞ C2 t♦ ❜❡ t♦ ❝✐r❝❧❡s ♦❢
s❛♠❡ r❛❞✐✉s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥s ❛t ❛❧t✐t✉❞❡ z = 0.5 ❛♥❞ z = −0.5
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ C3 t♦ ❜❡ t❤❡ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡
x = 0✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❛❞❥✉st t❤❡ ❝♦♥st❛♥t c s♦ ❛s t♦ ❣✐✈❡ ❛
t♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢ 4π✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❜❧❡♠ ♣r♦❜❧❡♠✱
✇❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ µ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ 300 ✉♥✐❢♦r♠ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❡❛❝❤ ❝✐r❝❧❡✳
❖♥❧② t✇♦ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡❛❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡①
❤✉❧❧ ♦❢ t❤♦s❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✐ts
●❛✉ss✐❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

✶✳ P✳ ❆❣❛r✇❛❧✱ ❆✳ ❊❢r❛t✱ ❛♥❞ ▼✳ ❙❤❛r✐r✱ ❱❡rt✐❝❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❙❤❛❧❧♦✇ ▲❡✈❡❧s ✐♥

3✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛♥❞ ■ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✭✶✾✾✻✮✳
✷✳ ❆✳❉✳ ❆❧❡❦s❛♥❞r♦✈✱ ❈♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛✱ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✺✳
✸✳ ❋✳ ❆✉r❡♥❤❛♠♠❡r✱ ❋✳ ❍♦✛♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ❇✳ ❆r♦♥♦✈✱ ▼✐♥❦♦✇s❦✐✲t②♣❡ t❤❡♦r❡♠s ❛♥❞ ❧❡❛st✲

sq✉❛r❡s ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝❛ ✷✵ ✭✶✾✾✽✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ✻✶✕✼✻✳
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