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Introduction

Contexte. Dans le cadre de cette étude on se propose d’intégrer un type
particulier de contrainte logique dans les problemes de controle optimal. Plus
précisément on considere un systeme dont I’évolution au cours du temps est
décrite par des équations différentielles et qu’on veut ramener d’un état
initial donné en un état final donné, dans un temps fixé, en minimisant
I’énergie dépensée le long du processus. Ce type de probleme est un cas
important de probleme de controle optimal et différentes approches pour le
résoudre existent. La question a laquelle on essaye de répondre dans cette
étude est de trouver la solution optimale du probleme obtenu a partir du
précédent en ajoutant une contrainte logique limitant la durée de controle.
Ce dernier type de probleme s’inscrit dans un cadre plus général, celui de
I'optimisation globale. Plus spécifiquement encore, on modélise notre sys-
téme comme un probleme MINLP (Mixed Integer Non Linear Problem),
probleme en variables mixtes, contenant a la fois des variables continues
et des variables contraintes a prendre des valeurs entieres. Il s’agit la de
la classe la plus générale des problemes d’optimisation et deux facteurs
rendent ce type de probleme tres difficile a résoudre: d’une part il n’existe
pas de conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité, ce qui oblige les
algorithmes a trouver d’autres méthodes pour vérifier 'optimalité d’une so-
lution; d’autre part, cette classe de problemes est NP-difficile, ce qui signifie
que la solution ne peut pas étre trouvée en temps polynomial. Dans ces
conditions, les algorithmes existants ne sont pas généraux, se limitant sou-
vent a traiter des cas particuliers du domaine mixte (contraintes linéaires,
probleme convexes, etc). C’est la démarche qu’on va suivre nous aussi tout
au long de ce travail consistant a adapter et prendre en compte au mieux
la forme particuliere du probleme a résoudre, d’une part, et les spécificités
des contraintes logiques, d’autre part. Quant au problémes de controle opti-
mal traités, deux cas représentatifs sont analysés: le probleme LQR. (objectif
quadratique séparable et dynamique linéaire par rapport aux variables conti-
nues) et le cas du transfert orbital 2D a masse constante (exemple significatif
d’une dynamique fortement non linéaire).

Organisation du document. Ce manuscrit est divisé en quatre cha-
pitres. La premier chapitre a pour but de poser le probleme, en partant



d’un probleme de controle optimal et en exprimant les contraintes logiques
qui nous intéressent. On donne ici les concepts utilisés pour obtenir une
modélisation mixte: la discrétisation par collocation directe et les différentes
fagon qui s’offrent a nous pour intégrer les contraintes logiques. On propose
aussi la formulation générale du probléeme dans deux cas intéressants qui
méritent d’étre distingués et analysés de fagon indépendante: le cas ou le
systeme de départ a une dynamique linéaire et celui d’un systeme gouverné
par une dynamique non-linéaire (illustré sur le probleme du transfert orbital
2D & masse constante).

Le deuxieme chapitre s’intéresse aux contraintes logiques; il s’agit d’une
étude pouvant s’appliquer aux deux cas (dynamique linéaire et dynamique
non linéaire). L’idée directrice du chapitre est de réduire ’espace de re-
cherche induit par les contraintes logiques, mais aussi de caractériser au
mieux les solutions parmi lesquelles se trouve 'optimum global. Plusieurs
propriétés intéressantes sont énoncées et démontrées dans cette partie et leur
role dans ’accélération d’un algorithme mixte est mis en valeur.

Le troisieme chapitre s’intéresse de plus pres au modele quadratique; il
faut préciser qu’il s’agit du cas ot le probleme de départ (avant I'intégration
des contraintes logiques) est quadratique, c’est a dire gouverné par des é-
quations différentielles linéaires et un objectif quadratique. On présente ici
les algorithmes du domaine mixte et leur adaptation pour les deux modeles
mixtes décrits auparavant. La derniere partie du chapitre est consacrée a
I’analyse des différents résultats numériques obtenus en appliquant les al-
gorithmes existants, mais aussi celui qu’'on a développé nous-mémes. Le
cas de l'oscillateur harmonique est analysé plus en détail, comme exemple
représentatif de la classe des problemes a dynamique linéaire intégrant les
contraintes logiques.

Au ceeur du quatrieme chapitre se trouve le cas non linéaire, le plus dif-
ficile a traiter; apres avoir présenté la méthode qu’on utilise sur un exemple
plus simple ayant un nombre petit de termes non convexes, on s’intéresse
au cas du transfert orbital 2D a masse constante. Le cadre général étant
celui de I'algorithme de Branch and Bound, le principal apport de ce cha-
pitre étant dans les différentes fagons d’obtenir une relaxation convexe du
probléme non convexe. En effet, la relaxation convexe joue un role tres im-
portant dans 'algorithme de Branch and Bound/Reduce, en fournissant un
minorant de I'optimum global du probleme non convexe. Un autre apport
important constitue l'intégration de 'analyse d’intervalle dans 1’algorithme
afin de réduire le domaine de recherche. On présente les différents résultats
numériques obtenus et on conclut ce chapitre par une discussion concernant
les limitations de la méthode proposée.

Motivation. Les contraintes logiques se modélisent naturellement en uti-
lisant les variables booléennes, ce qui rend le probleme de départ mixte
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(variables continues et entieres). C’est de cette fagon qu'on a été amené
a s’intéresser aux problemes MINLP. D’autre part, la contrainte logique
qu’on considére apparait souvent dans le cas d’'un engin dont le moteur
est soumis a des limitations d’utilisation; ce sont les contraintes cumula-
tives sur la durée du controle. Une autre application possible est la prise en
compte des éclipses dans les problémes de transfert orbital. Outre I'intérét
pratique, les parties théorique et algorithmique représentent une motiva-
tion en soi: en 'absence de conditions nécessaires et suffisantes d’optima-
lité, trouver 'optimum global releve beaucoup de 1’étude préalable afin de
caractériser et d’exploiter la structure particuliere du probléme; prouver
I'optimalité d’une solution trouvée devient un réel défi algorithmique. Ce
n’est pas un travail facile, car 'implantation des algorithmes présentés ici
est souvent lourde et demande la création de plusieurs composants logiciels
élémentaires (comme I'implantation des méthodes directes pour résoudre le
probleme de transfert orbital 2D a masse constante en utilisant la collocation
directe ou les différents problemes primal et master dans les algorithmes de
Décomposition de Benders et d’Approximation Extérieure). Le cas échéant,
des bibliotheques d’optimisation ont été utilisées: ILOG CPLEX et IBM
OSL (pour les excellents algorithmes MILP, MIQP et QP) et KNITRO (pour

efficacité de son solveur non linéaire).

Collaborations. Cette étude s’inscrit dans le cadre d’une collaboration de
longue date entre la Division Mathématiques Spatiales du CNES! de Tou-
louse (Département Mathématiques Appliquées et Analyse Numérique) et
le LIMA 2, composante ENSEEIHT 3 de 'IRIT* , Unité Mixte de Recherche
CNRS 5505. Les rapports cités dans les références témoignent de cette rela-
tion contractuelle (contrats 871/94/CNES/1454 et 86/776/98/CNES/7462,
02/CNES/0257/00-DPI 500). Le Ministére de I'Education, de I'Enseigne-
ment Supérieur et de la Recherche est a l'origine du financement de ce tra-
vail (bourse MENRT no. 25INP00), qui s’est effectué au sein de 1’équipe
Algorithmes Paralleles et Optimisation du LIMA, rattachée a 'activité In-
formatique Numérique de 'IRIT.

1. Centre National d’Etudes Spatiales

2. Laboratoire d’Informatique et de Mathématiques Appliquées

3. Ecole Nationale Supérieure d’Electronique, d’Electrotechnique, d’Informatique,
d’Hydraulique et de Télécommunications

4. Institut de Recherche en Informatique de Toulouse
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Chapitre 1

Position du probleme

Ce chapitre a pour but d’introduire le probleme qu’on se propose d’é-
tudier au cours de cet exposé. On commence par formuler un probleme de
controle optimal et exprimer la contrainte logique dont on donne une moti-
vation concrete. On fait le premier pas vers la modélisation mathématique
du probleme, en présentant la méthode de discrétisation choisie, celle de
la collocation directe. Une premiere formulation (assez grossiere) du pro-
bleme nous permettra de mettre en évidence les difficultés et d’introduire les
méthodes numériques susceptibles de s’appliquer avec succes pour résoudre
cette formulation. On conclut ce chapitre en formulant les deux types de
problemes auxquels on va s’intéresser: les problemes MINLP issus d’une dy-
namique linéaire et les problemes MINLP issus d’une dynamique fortement
non-linéaire.

1.1 Probleme de controle optimal avec contraintes
logiques

Considérons un systeme (1.1) dont I’évolution au cours du temps est
donnée par une équation différentielle ordinaire, systéme se trouvant en z°
au moment ¢ = to = 0 et qu'on veut ramener en z/ At =t ¢- Les états initial
et final, ainsi que le temps final ¢; sont connus; on veut minimiser la dépense

d’énergie. Ce probléeme d’optimisation s’écrit:

min % /0 (e 2at
s.t. igg)):: liét,x(t),U(t)) t € [0.t/] (1.1)
w(ty) =/

[u(t)| < Upmaa t € [0,t4]
olL:
— x(t) est ’état a l'instant ¢, x(t) € R";



— u(t) est le controle a U'instant ¢, u(t) € R™;
— F : RUntm  R™ egt un vecteur des fonctions décrivant I’évolution
du systeme au cours du temps;

— 29 € R™ et 27 € R™ sont les états initial et final du systeme, supposés
connus;

— Upaz est la norme maximale développée par le moteur a tout instant
t € [0,tf], constante qu’on va souvent désigner par poussée mazximale.

Le probleme (1.1) est un probleme de controle optimal, sa solution
optimale étant le couple (Z(t),u(t)) qui minimise 'objectif quadratique:

tr
/ u?(t)dt. L’équation
0

x(t) - F(tvx(t)vu(t))

va étre désignée tout au long de ce manuscrit comme la dynamique du sys-
teme. Ainsi, on parlera d’une dynamique linéaire quand la fonction F' est
linéaire par rapport aux z(t) et u(t) et d'une dynamique non-linéaire dans
le cas contraire.

Les méthodes de résolution numérique du probleme (1.1) peuvent étre
classifiées en méthodes directes et indirectes. Pour les premieres, la so-
lution optimale s’obtient par une discrétisation directe du probleme; on
ramene le probleme & résoudre & un probléeme d’optimisation en dimension
finie [13], [56]. Ce dernier est alors résolu, par exemple, en utilisant les algo-
rithmes SQP [24] ou la méthode des Points Intérieurs [57], pour n’en citer
que deux. Les méthodes indirectes sont basées sur le Principe du Maximum
de Pontryagin, principe qui énonce les conditions nécessaires d’optimalité;
ceci conduit a un probleme au deux bouts [19]. Ce dernier est résolu, par
exemple, en utilisant une méthode de tir [15, 14, 18].

Le point commun de ces techniques de résolution du probleme de controle
optimal est I’existence des conditions nécessaires d’optimalité: les conditions
Karush-Kuhn-Tucker pour les méthodes directes et le Principe du Maximum
pour les méthodes indirectes.

Le probléeme auquel on va s’intéresser est obtenu a partir de
(1.1) en ajoutant la contrainte suivante (notée Cx):

Sur chaque intervalle de temps [1,7 + ] C [to,t¢] de longueur
d (ot 7 € [to,ty —0]) la durée du controle ne peut pas dépasser &y
(0 <69 <d).

Ce type de contrainte cumulative peut s’interpréter comme une mesure
de sécurité concernant le bon fonctionnement de 'organe de commande.
Néanmoins, un autre type d’application a été a ’origine de I’étude présentée
ici: pour un moteur solaire (comme cela peut-étre le cas si notre systéme est
un satellite en mouvement autour de la Terre) la durée de fonctionnement est
conditionnée par la visibilité du Soleil. Cela interdit une utilisation prolongée
de I’énergie fournie par le Soleil.



Outre l'intérét pratique du probléeme, notre motivation a aussi un fort
caractere théorique. Si pour le probléme du controle (1.1), différentes tech-
niques de résolution efficaces existent, en ajoutant la contrainte logique on
rencontre un bon nombre de difficultés supplémentaires, issues notamment
de la nature logique de cette contrainte. En effet, la modélisation passe par
I'introduction des fonctions discontinues (traduites a leur tour par des va-
riables entieres apres la discrétisation), ce qui complique considérablement la
facon de traiter le probléme; les hypotheses nécessaires pour les conditions
d’optimalité n’étant plus satisfaites, des nouveaux algorithmes (combina-
toires vu la nature du probleéme) sont nécessaires pour trouver et surtout
pour prouver l'optimalité de la solution.

Une facon de modéliser la contrainte logique passe par l'introduction de
la fonction sgn associée au controle, définie comme suit:

0, siu(t)|=0,
sgn(u(t)) = { et (1.2
1, sinon
Avec cela, la contrainte C'a devient:
t+46
/ sgn(u(s))ds < dg t € [to,ty — ). (1.3)
t

En introduisant cette équation (1.3) dans (1.1), notre probléeme d’optimisa-
tion s’écrit:
4 1 [tr
Min / lu(t) 2t
z(t)ut) 2 Jo
st @(t) = F(tz(t),u(t)) t € [0,ty]
é

sgn(u(s))ds < dg  t € [0ty — A (1.4)

[u(t)] < Unaz

Malgré I’expression mathématique donnée en (1.4), ce modele est diffici-
lement exploitable en pratique car, d’une part la contrainte Ca est exprimée
comme une contrainte sur le signe du contréle comportant une expression
intégrale et, d’autre part, la fonction sgn (introduite afin de formuler le pro-
bleme) est discontinue, ce qui pose des problémes du point de vue numérique.

Une méthode de résolution de ce modele a été testée en reformulant le
probleme (1.4) comme un probléme d’optimisation avec retard et en appli-
quant le principe de Pontryagin sur ce dernier. Comme attendu, la fonction
sgn empéche la convergence numérique dans la résolution du BVP (Boun-
dary Value Problem) et aucune solution n’a été obtenue [42].

D’autres tests utilisant des formulations continues [7] ont renforcés notre
conviction que ce type de modélisation a des désavantages difficiles a contour-
ner. La démarche qu’on propose est semblable a ’approche directe pour
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les problemes de contrdle optimal: on discrétise le probleme (1.1) et on
ajoute ensuite des variables binaires afin d’exprimer la contrainte Ca. De
cette fagon, les discontinuités de la fonction sgn vont se retrouver dans les
modélisations a travers les variables binaires et le modele ainsi obtenu fait
partie de la classe de problemes MINLP (problémes d’optimisation en va-
riable mixte).

1.2 Discrétisation

On commence par obtenir une formulation en dimension finie pour le
probléeme (1.1). La méthode choisie pour discrétiser la formulation continue
est celle de la collocation directe [56].

Dans ce but, soit N+1 le nombre de points de discrétisation de I'intervalle
[0,tf] et t;, i = 0,...,N les instants discrétisés. On considere que le pas
de discrétisation est constant h = ¢;41 — t;, sans restreindre la généralité
du probleme car les méme considérations présentées ici s’appliquent a une
discrétisation a pas variable.

Dans le modele qu’on propose, on approche 1’état par des fonctions po-
lynomiales de degré 3 sur chaque intervalle ¢, de discrétisation [¢;,t;11] (avec
t; =4ty i =0,N):

t—t; t—t; t—t;
x(t) ~ cg’(Tl)3+cz2(Tl)2+cilTl+co,t € [tistiy1),i =0,N—1 (1.5)

ou cg,c},cf,cf’ € R™ sont des variables du probleme, qui restent a étre
déterminées.
La fonction controle est a son tour discrétisée et approximée par des

fonctions constantes par morceaux:
u(t) = u; € R™, t € [titit1) (1.6)

Afin de déterminer les coefficients de la collocation (¢;) on utilise les
conditions suivantes:

— (-) est une fonction continue sur I'intervalle [0,t¢]:

lim z(t)= lim z(t) = ¢+cd+ci+d=c, i=0N-1

t=ti thZLJrl
(1.7)
— &(-) est une fonction continue sur I'intervalle [0, ¢]:
tftirgl Ccll—at:(t) = tftirgl Ccll—at:(t) = 3¢ +2+ci=c¢, i=0N-1
(1.8)



— z(t),u(t) doivent respecter la dynamique du systéme au point ¢;, pour
1 =0,N:
dx

E(ti) = F(tyx(t)u(ts)) = ¢ = hFy(xiu;) (1.9)

(2
ou Fy(x;,uy;) S F (ti,xi,u;) est le second membre de la dynamique &
l'instant ¢;.
Les équations (1.7),(1.8) et (1.9) avec la notation x; £ x(t;) nous per-
mettent d’expliciter les expressions des coeficients ¢;, i = 0,IV:

= x;
= hF@($1,uZ)

= 3:111'4_1 — 333@‘ — QhFi((lZZ‘,’U,i) — hE+1(mi+1,ui+1)
= 22 — Tip1 + hE(@u) + RE (T4, Ui

(1.10)

OO0 O
Sososiase o

1.2.1 Equations de la collocation

Les équations discrétisées donnant 1’évolution du systeme (1.1) au cours
du temps s’obtiennent en imposant que la dynamique soit vérifiée en chaque

. ettt . e
point milieu 2T des intervalles de discrétisation.

En explicitant:
— la dérivée de I'état:

dr tiiq1 +t; 3 3 1 1
E(%) = —op it optivt = pFi(@iui) = 2 Fi (i)
(1.11)
— I’état au point milieu:
tiv1 +t; 1 1 h h
x(%) = 5% + o Tit1 + gFi(wz‘aUz') - ng‘+1(9€i+17ui+1) (1.12)
la dynamique du systeme:
tis1 + b tittir  tig1+ti
a(AHLIT _ p it T T ) (1.13)
2 2 2
devient:
3 3 1 1
o Ti + o wip1 — S Fi(wiui) — — Fip (Ti1,ui41) =
2" ah T 4 (1.14)
F(lTZHEH% + 5 i1+ gFi(ﬂcz‘,ui) - gFi+1($i+1,ui+1),ui)

En remplagant dans (1.14) Pexpression explicite de la dynamique (i.e.
F(t,x(t),u(t))) et en développant cette équation on obtient ”le systeme de
collocation”. Le probleme d’optimisation issu de la discrétisation du pro-
bleme de controle optimal (1.1) est de la forme:

)



1 N
. - 12
T 2 Z;W
1=

st. F(zu)= (1.15)
ro = CEO
N = Jff

\ |u|2 S UrQrLax

N

ol:
— 1z est le vecteur des variables d’état, z € R*(V+1)

— w est le vecteur des variables de controle, v € R+

— F: RWHD(4m) | R egt la fonction obtenue en utilisant la colloca-
tion directe, F' = (Fy,Fy,...,Fy) olt Fj : RINFD(+m) R est obtenue
en explicitant ’équation (1.14).

Les deux exemples qui suivent explicitent I’équation (1.14) pour deux
problemes particuliers: un mobile unidimensionnel régi par une dynamique
linéaire et le mouvement d’un satellite autour de la Terre, exprimé en coor-
données cartésiennes (dynamique fortement non-linéaire).

Dynamique discréte dans le cas linéaire. On considere le cas d'un
mobile assujetti & un mouvement rectiligne sur ’axe x, ayant une position
et une vitesse initiales données (z¢,v9) et que l'on veut ramener au repos a
I'origine (z; = 0,uf = 0) en controlant 'accélération u (I’état x se traduit
en x = position et y = vitesse dans ce cas). Le probleme de controle optimal
s’écrit dans ce cas:

( Min tfu 2(t)at
s.t. —f( ) =y(t) t €[0,ty]
Bt) = u(t) r e 0] (116)
z(0) = :170 z(ty) =t
y(0) =v°y(t ) = vf

et il devient, apres la discrétisation par la méthode de la collocation directe:

Min uTu
st —2x; + 2w — 2hy; — h?u; =0 i=0,N—1
10z; — 102,41 + 4hy; + 6hy;r1 — h2uip1 =0 i=0,N —1
o =22n =afy = Wy = vf
z € RNty e RVNHL 4 ¢ RVHL
(1.17)
On remarque que le probléeme d’optimisation ainsi obtenu est quadra-
tique.



Dynamique discréte pour le transfert orbital. Le systeme sur lequel
on veut appliquer la collocation est donné par les équations du mouvement
d’un satellite (en coordonnées cartésiennes: x,y,v,,vy qui représentent notre
état x) controlé par u, et u, dans le cas 2D:

dx
jt(t) — (1) € [0,ty]
U
Iy = k0 (t) e 0t
g () orwomi Tl ] (1.18)
y
2 = v it € [0,ty]
Uy _ y(t)
@) = —k—¥ L) telot
ar (2(t)2+(()?) 2 ) Ot1]

On obtient ainsi les quatre équations suivantes:

( kh T; kh Ti1 3 3 3,z 3.,z h,z
5 T % 7~ op%i togpTivl — 4V — 3V — g t
:h (@) +(w))? ,fh (@514 (wi)?) 8 3h 3" . y ; y” : y

7 1+1
8 T T g T — 5pYi T opYitl — TV — U1 — g T+
S (@2w)n P (@) twnnE TR A
3,z 3 ..z k T, k Tit1 T 5,
_*'U‘"i_*v‘l"_* L 3+7 3+k L 3_7u‘
BT @@ (@) we))? (@
3,9 3,4 k Yi k Yit1 T 5,Y
=3V +3pVin1 T 1 T+ 7 +k 5 — qU;
2hoe 2Rl T (G ()2)E M (@) i) ()24
(1.19)
ou:
1 1 h h . a AN 1
7'['26 = 533'% + §xi+1 + g’l)zz — g’()g:_i_l 1 = O,N -1 1.20
y _ 1, 1. h,Yy _ h,Y i = 0N — 1 ()
T = Y%t 3¥i+1 t gy — gy =0,

représentent les coordonnées (position) au point milieu de chaque intervalle
de discrétisation.

1.3 Contraintes logiques

On va s’intéresser maintenant a la modélisation des contraintes C'a. La
nature logique de ces contraintes et le fait de controler ou non le systéme
a l'instant ¢;, nous amenent & introduire des variables de décision binaires.
Soit y € {0,1}¥+! le vecteur des variables binaires y;, ott N 41 est le nombre
de points de discrétisation; le role de ces variables est d’exprimer le fait qu’a
I'instant ¢; on controle (y; = 1) ou non (y; = 0) le systéme, leur influence
sur le probleme pouvant s’écrire:

— y; = 0 = u; = 0 (on ne controle pas le systéme)

— yi = 1 = |u;i| € [~Unaz,Umaz] (on controle le systeme)
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Il faut remarquer que dans le cas d’un controle multidimensionnel (m >
1) le nombre de variables binaires est toujours N + 1, car si a I'instant ¢;
on ne veut pas controler le systéme toutes les composantes ul, j = 1,m
du contréle doivent s’annuler. Ceci est un fait important car le nombre de
variables entieres y (qui donnent au probléme sa nature combinatoire) ne
dépend pas de la dimension du controle mais seulement de la taille de la
discrétisation.

On peut envisager deux fagons différentes pour exprimer le role des va-
riables y sous la forme des contraintes dans le probleme d’optimisation. La
premiere est de remplacer dans le probleme de controle optimal discrétisé
chaque occurrence de la variable uz par le produit u]y;. Avec cette remarque,
le probleme d’optimisation (1.15) s’écrit:

N
. 1
win 13 O
=0
s.t. Flzu®y) =0 (1.21)
= Xn(N+1) )
u e UM+
( y € {01}V

ou lopération ((-)) est définie par:
u()y = (woyo, - - Uilli, - - UNYN)

On remarquera que la formulation (1.21) modélise juste le probleme de
controle optimal et le role des variables discretes y, la contrainte Ca n’étant
pas encore intégrée dans les équations.

Cette fagcon d’exprimer le role des contraintes logiques a le désavantage
de changer le type du probleme, outre le fait de le transformer en un pro-
bleme d’optimisation mixte. En effet, si le probleme de contréle optimal de
départ a une dynamique linéaire alors le probleme discrétisé est quadratique
mais le probleme (1.21) est non-convexe en (x,y,u). C’est pour cette raison
qu’on a cherché une autre modélisation intégrant les variables binaires.

Afin d’obtenir cette deuxieme formulation, on va considérer le cas d’un
contrdle unidimensionnel (m = 1) afin d’alléger les notations (le cas multi-
dimensionnel se traite de fagon analogue). On remarquera que, si m = 1:

- - L <
{ Yyi=0=u; =0 N { i — Unazyi < 0 (1‘22)

Y; = 1=u; € [_UmaxaUma:p] u; + Uma:ryi > 0

Il s’agit donc de coupler les contraintes de bornes sur le controle avec le role
des variables binaires, ce qui permet de formuler le probleme d’optimisation
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comime:
( Min %uTu
st.  F(xu)=0

U; — Umaacyi < 0 i= 07N
7 =

Ui + Umazyi > 0 0,N (1.23)
= Xn(N-H)
= UN +1
y € {01}
La formulation multidimensionnelle du controle nécessite en plus du cas
m = 1 d’ajouter la contrainte |u|?> < UZ,,, le reste du probléme étant

identique a (1.23).

L’avantage évident de cette modélisation est le fait qu’un probléme de
controle optimal de départ ayant une dynamique linéaire nous amene a un
probléme mixte ayant toujours une dynamique linéaire. Ceci est dii aux
équations linéaires mixtes faisant intervenir le controle et les variables y,
équations qui expriment le role des variable entieres (on contrdle ou non
le systéeme a linstant ¢;). Quoi que non-convexe, a cause des variables bi-
naires, pour ce dernier probleme il existe des algorithmes spécifiques pouvant
s’appliquer (on peut citer ici la Séparation et Evaluation, I’ Approximation
Extérieure et la Décomposition du Benders, algorithmes qu’on va analyser
de plus pres dans le chapitre 3).

Quelle que soit la formulation, (1.21) ou (1.23), les contraintes logiques
Ch peuvent s’exprimer par des inégalités linéaires faisant intervenir seule-
ment les variables entieres:

((Yo+y1+...+ya1 < Ay
yi+y2+...+ya < Ag
YitYit1+ ..+ Yira-1 < Ag (1.24)

YN-A +YN-A+1+ ... Fyn—1 < Ag
YN-A+1 +YN-a+2+ ... +yn < Ag

ou A et Ay sont deux constantes entieres approchant au mieux les pa-
rametres ¢ et dg.
Ce systeme d’inéquations linéaires (1.24) s’écrit matriciellement:

Cay < Ay (équations Ca), (1.25)

Ch étant la matrice explicitée en (1.24), y le vecteur des variables binaires.
Par abus de langage A est ici un vecteur dont tous les éléments sont égaux
a Ag, nombre entier.

Dans le chapitre suivant, on analysera plus en détail la structure parti-
culiere que ces contraintes induisent sur ’ensemble des vecteurs binaires y
qui satisfont les contraintes Ch.



1.4 Problémes mixtes

Avant de regarder plus en détail les différents types de problemes mixtes
qui nous intéressent, on va donner dans ce paragraphe les différentes types
de problemes mixtes et les principes généraux de leur résolution. On précise
dans ce paragraphe introductif que la principale difficulté d’un tel algorithme
est de prouver 'optimalité d’une solution réalisable. L’idée utilisée par tous
les algorithmes existants est de générer, a chaque itération, un majorant
(UBD) et un minorant (LBD) de la solution optimale; d’une itération a
I’autre on essaye alors d’améliorer ces bornes LBD et UBD, en arrétant
I’algorithme quand UBD — LBD < ¢. La différence entre les différents
algorithmes du mixte réside dans la fagcon dont les minorants et les majorants
sont calculés.

Une classification des problemes d’optimisation MINLP est alors pos-
sible suivant la facilité avec laquelle on les résout.

Le probleme mixte le plus simple est le probleme MILP (Mixed Integer
Linear Problem), caractérisé par un objectif et des contraintes affines en
variables entieres et réelles. Une autre classe de problemes, MIQP (Mixed
Integer Quadratic Problem) est semblable aux précédents avec comme seule
spécificité, un objectif quadratique.

Le probléme suivant est la formulation la plus générale d’'un probléme
mixte, celui des MINLP (Mixed Integer Non-Linear Programming):

min  f(z,y)
T,y
st. h(zy) = 0
glzy) < 0 (1.26)
r € XCR"
y € Y entier

ou X est un hypercube de R™ et = est le vecteur des n variables conti-
nues, y € Y C Z™ le vecteur des variables entieres, h(z,y) = 0 désigne
les contraintes d’égalité, g(x,y) < 0 les contraintes d’inégalité et f(x,y)
représente le cout a minimiser. Ce type de probléme présente aussi quelques
sous-types particuliers, si la relaxation continue est convexe ou non, si le
probleme d’optimisation continu en x, obtenu en fixant le variables entieres
a une combinaison particuliere, est convexe ou non, si les contraintes et
I’objectif sont séparables en x et y, pour n’en citer que quelques uns.

On conclut ce paragraphe en faisant le point sur ce qu’on peut appeler
”probleme facile” en optimisation mixte. Les problemes continus linéaires
(LP, Linear Programming), quadratiques (QP, Quadratic Programming)
ou non-linéaires (NLP, Non-Linear Programming) sont considérés comme
simples a résoudre, et cela dans un temps suffisamment raisonnable pour les
intégrer comme une boucle interne a un algorithme de résolution MINLP. On
se rend bien compte que cela n’est pas toujours le cas (exemple du controle
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optimal dans le transfert d’orbite a faible poussée) mais dans bien des cas le
temps de calcul d’un tel probleme est effectivement négligeable devant celui
d’un probleme MINLP. Une autre classe de problemes considérés simples est
celui des MILP (probleme mixte linéaire en = et y) et MIQP (probleme
mixte quadratique en z et y); bien qu'il s’agisse d’un probléeme mixte (et
donc NP-difficile), les progres théoriques effectués dans le domaine mixte
linéaire et la qualité des solveurs existant sur le marché (CPLEX, OSL, EX-
PRESS) nous permettent de dire qu’un tel probleme MILP ou MIQP peut
étre résolu efficacement.

1.5 Probleme en variables mixtes associé a une dy-
namique linéaire

On va distinguer par la suite le type de probleme MINLP qu’on obtient
suivant la nature de la dynamique. Cette distinction est nécessaire car on a
des algorithmes différents dans chaque cas particulier.

Dans le cas d’une dynamique linéaire le probleme de contréle optimal

s’écrit:
min L7 fu(t) Pdt
ot %(t) — A(®)2(t) + B(t)u(t) + C(t) .t € [0.t] (1.27)
z(0) = 2
z(ty) =t

Comme on I’a expliqué dans le paragraphe antérieur, on a deux facons
différentes de modéliser le role des variables binaires y; deux problémes
MINLP peuvent étre alors formulés. La premiere s’obtient directement a
partir du (1.21) en ajoutant les contraintes Ca (formule 1.25) et en tenant
compte du fait que f est une fonction linéaire en x et u dans ce cas. Le
probleme MINLP est alors de la forme:

min %uTu
T,
st. Ax=15b Conditions aux deux bouts)

(
Cr+Du@y)=d (Equations de la dynamique)
Cay < Ag (Contraintes logiques)
—Umaz < Ui <Upaz ,1=0,N (Controle limite)

(1.28)
ou lopération ((-)) dénote toujours:

U@y — (onoa-- GUYGy - - 7uNyN)

Ce type de probleme MINLP est non-linéaire et sa relaxation continue (ob-
tenue en relaxant la contrainte y € {0,1}¥*! en y € [0,1]¥*!) est non-
convexe; en effet, c’est le terme u (-) y apparaissant dans la dynamique du
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probleme qui rend le probleme non-linéaire. Néanmoins, cette formulation
mérite d’étre distinguée du cas général MINLP car, en fixant les variables
binaires & une combinaison particuliere (autrement dit, en précisant la struc-
ture du controle par les instants ot on peut controler le systeme) on obtient
un probleme quadratique, donc convexe. C’est cette propriété qu’on va ex-
ploiter dans le chapitre suivant en présentant un algorithme développé par
nous, une variante de l’algorithme plus général de Benders (connue sous le
nom de GBD, Generalized Benders Decomposition).

La deuxieme modélisation s’obtient en exploitant les contraintes de boite
pour le controle (voir 1.22). Le probleme MINLP ainsi obtenu est de la forme:

min %uTu
T
st. Ar=2b Conditions aux deux bouts)

(
Cx+Du=d (Equations de la dynamique)
Cay < Ag (Contraintes logiques)
—Unmaz¥i < Ui < Upaz¥i 1= 0,N (Contraintes boite)

(1.29)
Il s’agit ici d’'un probleme MIQP (Mixed Integer Quadratic Problem,
probleme mixte quadratique), cas particulier de probleme MINLP, pour
lequel des différentes algorithmes existent: GOA (Generalized Outer Ap-
proximation, [25]), GBD (Generalized Benders Decomposition, [28] ) et
BB (Branch and Bound, [39]). On va présenter dans le chapitre suivant les
principes de ces algorithmes et les résultats qu’on obtient en les appliquant
au probleme (1.29).

1.6 Probleme en variables mixtes associés a une
dynamique non-lineaire. Transfert orbital

On s’intéresse ici au probleme de transfert orbital, dont la dynamique
non-linéaire est donnée par ’équation de Newton dans le cas d’'un satellite
en mouvement autour de la Terre:

T 1
F=—p— + — 1.30
T ,LLMS + mu ( )

(r étant le rayon vecteur, u la poussée controlant le systéme et m la masse
du satellite, considérée constante tout au long du transfert).

Le probleme de MINLP obtenu en ajoutant les contraintes C'a fait par-
tie de la classe la plus générale des problemes mixtes; en effet, en fixant les
variables entieéres a une combinaison particuliere, le probleme d’optimisa-
tion en variable continue ainsi obtenu n’est pas convexe. En I'absence d’un
algorithme spécifique pour traiter ce type de probléme, le travail qu’on a ef-
fectué consiste a adapter 1’algorithme générique de Branch and Reduce (une

12



variante de Branch and Bound, évaluation et séparation) a notre type de
probléme. Le point central de cette étude (exposée plus en détail en chapitre
4) est de trouver les meilleures relaxations convexes pour notre probleme de
transfert orbital, la relaxation convexe étant le concept clé dans ’algorithme
de Branch and Reduce [50],[55].

Comme on va le voir dans le chapitre consacré & cette méthode, la
démarche utilisée par ’algorithme de Branch and Reduce est la méme dans
le cas d’un probleme d’optimisation non-convexe en variables continues et
dans le cas d’un probleme MINLP. C’est pour cette raison qu’au quatrieme
chapitre on laisse de coté les variables binaires, en nous intéressant de plus
pres a I'optimisation globale continue.

On va présenter dans ce chapitre les résultats obtenus sur un probleme
de test simple, ayant peu de termes non-convexes; ces résultats sont encoura-
geants mais se dégradent vite avec le nombre de termes non-linéaires dans le
probléme. Ainsi, pour le probléme de transfert orbital 2D & masse constante
les résultats obtenus sont nettement inférieurs a ceux des probléemes issus
d’une dynamique linéaire.
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Chapitre 2

Contraintes logiques

Ce chapitre est consacré a l'analyse des contraintes logiques. On va
s’'intéresser successivement aux questions liées a l’espace de recherche in-
duit par les contraintes logiques: quelles sont les classes de contrdle qui
ne peuvent pas étre optimaux, existe-t-il des solutions entieres meilleures
que d’autres, comment caractériser ces solutions entiéres et quelles sont les
propriétés particulieres de la matrice des contraintes logiques Ca?

On commence par reformuler le probleme en variables mixtes, en antici-
pant sur la fagon dont les algorithmes existants essayent de le résoudre. On
va se rendre compte de I'intérét d’une analyse des contraintes logiques. Les
"meilleurs” vecteurs entiers sont décrits ci-apres et la structure de ’espace
de recherche est réduite en se basant sur ces considérations. On présentera
ensuite une fagon élégante pour éviter I'exploration d’une solution entiére
déja analysée et on finit par donner une propriété intéressante de la matrice
de contraintes Ca.

2.1 Espace de recherche. Contraintes (Ch)

Avec le couple état-controle (x,u) variables continues et y variables de
décision (binaires) notre probleme MINLP peut se mettre sous la forme:

1, T

min min Ut u
yE{O,l}N+1 x,u
s.t. h(z,uy) =0
g(wu,y) <0
Cay < Ay

= Rn(N—i—l)’u c Rm(NJ'_l),y c RN+,

En définissant:
Ya={y € {0,}"*" 1 Cay < Ao} (2.2)
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le probléeme devient:

T

min min %u U
yeEYA T,
s.t. h(z,uy) =
g(w,uy) <

= Rn(N—l—l)’u c R™(N+1)

Décomposé de cette facon, un probleme MINLP peut se résoudre en ex-
plorant Iensemble des vecteurs entiers Ya; fixer un certain y* € Ya revient
a résoudre le probleme associé P(y*) (probleme obtenu du (P) en fixant les
valeurs des variables binaires a une combinaison particuliere donnée; dans
notre cas cela revient a fixer la structure du controéle, en définissant les ins-
tants ou l'on peut controler le systéme).

Cette démarche est adoptée par les algorithmes standards (GBD, GOA,
BB présentés plus en détail dans le chapitre suivant), d’ou 'importance de
caractériser ’ensemble YA. De maniere plus précise ce chapitre répond aux
questions suivantes:

— une fois qu’on décide d’analyser une solution entiere y*, peut-on ’amé-
liorer avant de résoudre le probleme associé P(y");

— existe-t-il des vecteurs entiers privilégiés, dont on sait qu’ils donnent
des meilleures solutions; en conséquence, peut-on réduire I’ensemble
YA?

— une fois une solution y* analysée existe-t-il une facon efficace de ’éliminer
de 'espace de recherche?

— quelles sont les propriétés de la matrice des contraintes logiques (Ca)?

2.2 Notion de solution saturée

Supposons qu’a l'itération k d’un algorithme on décide d’analyser la
solution y* (c’est-a-dire de résoudre le probleme associé P(y*)). On veut
savoir si, en regardant la structure de y* on peut trouver une meilleure
solution 3", i.e.: P(y*) > P(7*). Le théoréme suivant apporte une premiere
partie de réponse.

Théoréme 2.2.1. Si y',y? € Ya sont deuz vecteurs entiers, avec y} — y? >
0,3 =0,N alors P(y') < P(y?) (c’est-a-dire la solution du probléme P(y')
est meilleure que celle du probléeme P(y?)).

Démonstration. La condition du théoréme yz1 — y? > 0,i = 0,N signifie
qu’a chaque apparition d’un 1 sur une position i dans le vecteur y? on a
un 1 sur la méme position dans y!, sachant que le vecteur y' peut contenir
d’autres composantes égales a 1. Cela signifie que le domaine de variation
du controle du probléme (P(y')) inclut le domaine de variation du controle
du probleme (P(y?)), d’ott le résultat. O
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Ce résultat est important car il donne le type des solutions entieres a
explorer (en réduisant ainsi I’espace de recherche): en partant de * on rem-
place chaque yf = 0 par yf = 1 tant que cette opération garde la fai-
sabilité (Cay® < Ap). Cette transformation s’arréte apres un nombre fini
d’itérations obtenant ainsi un nouveau vecteur 7* € Y qui ne peut plus
étre amélioré dans le sens du théoreme; le pseudo-code suivant détaille cette
procédure:

pour chaque composante yf du vecteur y*

si y¥ = 0 alors

soit gF = (ylg,ylf, .. yf_l,l,yfﬂ, .. y}“\,)
si g* € Ca alors y* = g*;
fin si
fin pour

Définition 2.2.1 (Solution saturée). Une solution y € YA est dite satu-
rée si et seulement si pour chaque i € {0,...,N} tel que y; = 0, le vecteur
entier obtenu du y en imposant y; = 1 ne respecte pas les contraintes logiques
(i.e. y & YA).

Soit alors
YA ={y € Ya|y est saturée} (2.4)

Définition 2.2.2 (Contrainte saturée). Une contrainte logique est dite
saturée si et seulement si sa valeur est égale a Ag.

Remarque 2.2.1. La saturabilité d’une solution n’entraine pas automatique-
ment la saturation de toutes les contraintes (Ca).

Remarque 2.2.2. Le probleme P(7*) est une relaxation de tout probleme
P(y®) pour lequel il existe une suite de saturations qui transforment y® en

=k
Tl
Remarque 2.2.3. Malgré cette réduction de I'espace de recherche, le cardinal
de Y A reste tres grand dans une application réelle.

Cela nous amene a la question suivante: dans quelles conditions peut-on

saturer une solution y*?

Proposition 2.2.1. Une solution y € YA est saturable si et seulement s’il
existe un indice i € {0..N} telle qu’aucune des contraintes Ca dans les-
quelles y; apparaisse ne soit saturée (chaque contrainte a une valeur plus
petite que Ag).

La démonstration de cette proposition est évidente et s’obtient directe-
ment a partir de la définition d’une solution saturée.

Cette notion de saturation nous permet de diviser ’ensemble des vecteurs
{0,1}¥+! en trois sous-ensembles (voir Figure 2.1):

— l’ensemble des vecteurs entiers non-faisables (i.e. y ¢ Ya);
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[ Shiet don Pesaie Solutions Saturées Mon Faisables ]

N

Saturation Solutions Saturées A Explorar

Solution Saturée

-
Saturation \i \.

Solution Saturable

Saturation

Solution Saturable

Solutions faisables non Saturées

Fic. 2.1 — Partition de l'ensemble des wveclteurs entiers en trois sous-
ensembles, en se basant sur la notion de saturation: les entiers non-faisables
(en haut), les entiers saturés (au milieu) et les entiers non saturés (en bas).
Seul l’ensemble des vecteurs saturés doit étre exploré.

— T'ensemble des vecteurs saturés (i.e. y € Y A); pour chaque vecteur
appartenant a cet sous-ensemble le probleme quadratique associé peut
fournir la solution globale du probleme de contréle optimal discrétisé
avec contraintes logiques;

— Pensemble des vecteurs non saturés (i.e. y € Ya\Y A); la solution
optimale du probleme a résoudre ne se trouve pas dans cet ensemble.

Avec cette division il est dans notre intérét d’obtenir une caractérisation de
I’ensemble Y .

2.3 Réduction de I’espace de recherche

Une fois analysé le type de solution qu’on cherche, il nous reste a préciser
la notion de ”solution saturée ”, afin de I'intégrer dans notre probleme d’op-
timisation.

Soit

i+A-1
Gi = Z yj, pour i = 0,N — A 41 (2.5)

j=i

(B; est la valeur de la contrainte i pour une solution y).
On va d’abord donner deux théoremes (2.3.1 et 2.3.2) permettant de
caractériser les solutions saturées.
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Théoréme 2.3.1 (Minorant pour chaque contrainte Cp). Siy € YA
(donc y saturée) alors

maz (0,200 — A) < 3; < Ag, pouri =0,N — A+ 1 (2.6)

Le théoreme suivant compléte le précédent.
Théoréme 2.3.2. Siy € YA (doncy saturée) alors:

- 1) fo = Ay (premiére contrainte saturée)

— 1) BN—a+1 = Ag (derniére contrainte saturée)

Afin de prouver les deux théoremes précédemment énoncés, on va avoir
besoin du lemme suivant.
Lemme 2.3.1. Soit:

- y € Ca un vecteur entier saturé;

- Bi(y) une contrainte non saturée, i.e. :
Bi(y) = vi + Yir1 + -+ Yira—1 < Ao;

- r; Uindice du n;-éme zéro faisant partie de la contrainte [(;(y) (en

comptant avec le premier terme y; de la somme), ot n; = Ay — Bi(y);

- 8; Uindice nj-éme zéro faisant partie de la contrainte 3;(y) (en comp-

tant a linverse a partir du dernier terme y;yan—1 de la somme),
alors Bj(y) < Ao pour chaque j € {s; —A+1,...,r;}.

Démonstration. On remarque que la contrainte [3;(y) contient A—f;(y)
zéros, ce qui veut dire que les indices r; et s; se trouvent a l'intérieur de la
contrainte ;.

Comme on peut le constater, la relation suivante est vérifiée:

Brr1(y) = Be(y) — Uk + Yksar1 K €{1,2...,N — A} (2.7)

Cette relation implique que pour augmenter la valeur d’une contrainte Gy 1
on doit enlever un 0 et récupérer un 1 dans 1’équation (2.7):

Br+1(y) = Be(y) + 1 <y =0 and yrparr = 1. (2.8)

Alors, afin d’obtenir une contrainte saturée en partant de la contrainte
Bi(y) on doit rencontrer au moins Ay — F;(y) zéros. Ce qui prouve que
les contraintes §;(y), pour j € {i,i + 1,...,r;} ne sont pas saturées. Le
méme raisonnement, en obtenant la valeur de la contrainte G;_1(y) en fonc-
tion de fj(y) est appliqué pour démontrer que les contraintes 3;(y), pour

je{si—A+1,5;—A+2,...,i}, ne sont pas saturées. O
Démontrons maintenant les deux théoréemes énoncés auparavant.
Démonstration.

i) du théoreme 2.3.2. Si la premiére contrainte (y(y) n’est pas saturée
alors le premier 0 de cette contrainte ne fait pas partie d’aucune contrainte
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Bi(y) = A pour tout ¢ > 0 (en vertu du lemme). Ce qui implique que ce
premier 0 ne fait pas partie d’aucune contrainte saturée; alors y n’est pas
un vecteur saturé (car son premier 0 peut-étre changé en 1 sans violer les
contraintes Ca); ceci contredit ’hypotheése que y est un vecteur saturé.

i1) du théoréme 2.3.2. Ce résultat s’obtient de facon analogue en raison-
nant sur le dernier 0 de la derniére contrainte Sy_aA41(y).

Le théoreme 2.3.1. Soit Z ’ensemble des zéros contenant les premiers
Ao — Bi(y) zéros de la contrainte 3;(y) et J 'ensemble des zéros contenant
les derniers Ay — f3;(y) zéros de la contrainte (;(y).

Supposons que I'ensemble Z N J n’est pas vide. Soit alors ¢; I'indice d’un
zéro (yg, = 0) se trouvant dans cet ensemble non vide y,, € ZN J. Alors

yqleI = qlgrz
Y €T = ¢ >

et donc s; < ¢; < r;. Les contraintes qui contiennent ce 0 sont: g, —a+1(Yy),
.o Bq;(y). Comme ¢; —A+1> s, —A+1et g <r;alors le lemme montre
qu’aucune de ces contraintes (contenant y,, ) n’est saturée. Alors y n’est pas
un vecteur entier saturé car y, = 0 peut-étre transformé en y,, = 1 sans
violer les contraintes Ca. Cette contradiction implique que ZNJ = . Alors
le nombre total de zéros dans la contrainte [§;(y) (qu’on va désigner par

zi(y)) est au moins card(Z) + card(J). Donc:

zi(y) > card(Z) + card(J) = (Ao — Bi(y)) + (Do — Bi(y)) = 240 — 26i(y).
(2.9)
Mais z(y) = A — Bi(y) et avec I’équation (2.9) on obtient:

A — Bi(y) = 280 — 2Bi(y) = Bi(y) > 280 — A,

ce qui prouve le théoreme 2.3.1. O

Les deux théoremes énoncés auparavant et le fait que |5; — B;i—1| < 1
nous permettent de reformuler les contraintes Ca qu’on ajoute dans toute
modélisation mixte:

Ao < yo+y1+...+ya1 < Ap
Ag—1 < yr+ya+...+ya < Ay
maz(0, — A +280) < yp+ Y1+t Ykra-1 < Ap  (2.10)
Ag—1 < yn-A+yn-a+1+...+yn-1 < Ap
Ag < yn-a+1 FYN-At2+ ... Fyn < Ap.

Sans ambiguité, on va désigner toujours par contraintes Ca le systeme
obtenu en (2.10).

Remarque 2.3.1. En ajoutant ces contraintes dans les modélisations pré-
sentées au chapitre 1, on réduit ’espace de recherche Ya. Il est toutefois
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important de remarquer que les nouvelles contraintes Ca (2.10) ne sont
pas suffisantes pour garantir que y est une solution saturée. La démarche de
”saturation” donnée auparavant doit toujours étre utilisée dans le cadre d’un
algorithme afin de s’assurer qu’on analyse seulement les meilleures solution
entieres, celles qui sont saturées.

2.4 Elimination d’une solution déja analysée

Afin d’éviter d’analyser & nouveau une solution (y*) déja rencontrée, la
contrainte suivante peut étre ajoutée:

yT(e—2y%) > 1 —eTyk, (2.11)

avece = (1,...,1)” (la contrainte 2.11 exprimant tout simplement |y—y*|> >
1). Le désavantage de cette contrainte est qu’elle élimine seulement le vecteur
entier y*. Grace a la notion de saturation on sait que si une solution satu-
rée y* € Y A a été analysée alors on devrait aussi chercher & éliminer toute
solution y! qui se sature en y”; ceci car on a démontré que ces vecteurs
entiers ne donnent pas une meilleure solution que celle obtenue a partir de
yk.

Le théoreme suivant introduit cette notion de coupe entiére éliminant
I’ensemble de solutions se saturant dans un vecteur saturé, déja exploré.

Théoréme 2.4.1. Siy* € Y (doncy saturée) alors la contrainte suivante:
y e—yf)>1 (2.12)

élimine seulement y* et tout autre vecteur y se saturant en y~.
Démonstration. Soient

I(k) = {i € {0,...N}|yF = 0}
et
‘](k) = {] € {OvaHyf = 1})

(on a évidemment la relation I(k)UJ(k) = {0,..,N}). Soit y* un vecteur qui
se sature en y*. Alors J(a) C J(k), car la saturation d’un vecteur réduit son
nombre de 0 et augmente son nombre de 1. Mais la relation (2.12) peut-étre
écrite comme:

S ou- =Y w-H+ Y wl-uH=Y u (213
)

i€0,..,N i€l (k) icJ(k icI(k)

En calculant la valeur de la contrainte (2.12) pour y* et y® on obtient:

(") (e Zyz—0<1

iel(k
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et

W) -y =D wr< > ui=0,
)

icI(k) icI(k

ce qui implique que les vecteurs entiers y* et y® ne peuvent pas satisfaire la
contrainte (2.12).

D’autre part, si y est un vecteur entier ne se saturant pas en y* alors il
existe une composante y;, = 1 et yr = 1 ce qui implique que la contrainte
(2.12) est satisfaite par le vecteur y. O

2.5 Matrice totalement unimodulaire

On rappelle qu'une matrice totalement unimodulaire A est une matrice
dont les éléments sont des 0,1 ou -1 et dont toute matrice carrée extraite de
la matrice A a un déterminant égal a 0,1 ou -1. Ce type de matrice est tres
intéressant en optimisation combinatoire car toutes les solutions du systeme :

Az <b,oubeZ™ et Ac My, (2.14)

sont alors entieres cf. [58].

Les matrices totalement unimodulaires ne représentent pas la classe la
plus générale des matrices pour lesquelles le systéme antérieur a toutes ses
solutions entieres. On peut citer d’autres classes comme les matrices tota-
lement balancées, par exemple. Toutefois, les résultats donnés dans cette
section sont suffisants pour notre étude sur les conditions C'a. Pour une
étude compléte des polyedres entiers le lecteur peut se rapporter a [58].

Théoreme 2.5.1. La matrice Ca est totalement unimodulaire et donc, tout
sommet du polyedre compact {y € [0,1]V T Cay < Ao} est entier.

Démonstration: C'a est une matrice d’intervalle (sur chaque ligne, les
1 apparaissent de fagon successive), donc elle est totalement unimodulaire
[58]. La deuxieme partie du théoreme est une conséquence directe de la totale
unimodularité de la matrice.

Le théoreme précédent nous permet d’obtenir le résultat suivant:

Théoreme 2.5.2. Tout sommet solution optimale du probléeme linéaire

min 'y
ye[o,1]” (2.15)
s.t. CAy < AO

est une solution optimale du probléme mixte (MILP):

min cly
yef{0,1}n (2.16)
s.t. Cay < Ag.
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Démonstration: Le premier probleme est évidemment la relaxation
continue du deuxieme. Etant donné que Ca est totalement unimodulaire,
tous les sommets du polyedre Cay < Ag sont entiers. Sachant que la solution
du probleme d’optimisation se trouve parmi ses sommets, il en résulte que
la solution du probleme relaxé est entiere et donc cette solution optimale est
aussi la solution optimale du probleme mixte MILP. O

On démontre ainsi que les contraintes Ca ont une structure particuliere,
tout probléeme MILP ayant comme matrice des contraintes Ca peut se
résoudre comme un simple probleme LP. On va revenir sur 'importance
de ce théoreme dans le chapitre présentant les résultats.

2.6 Conclusions

La structure particuliere du notre probleme et des contraintes logiques
nous a permis de faire un premier pas important pour la résolution du
probleme mixte. On a donné une caractérisation des vecteurs entiers qui
peuvent-étre la solution entiére du probléme & résoudre (notion de satura-
tion), on a montré une fagon efficace d’éliminer les solution analysées et celles
qui, quoique non analysées, ne sont pas meilleures et on a fourni une descrip-
tion de lespace de recherche (les théoremes 2.3.1 et 2.3.1). Ces propriétés
vont étre exploitées dans le chapitre suivant.
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Chapitre 3

MINLP associé a une

dynamique linéaire

Ce chapitre propose une méthode de résolution numérique des problemes
MINLP issus de problemes de contréle optimal a dynamique linéaire, cotit
quadratique, et intégrant les contraintes logiques Ca. Ce cas mérite d’étre
distingué du cas général des problemes MINLP car la structure particuliere
des contraintes prises en compte nous permet de développer des algorithmes
treés spécifiques, plus performants du point de vue numérique.

On va commencer par présenter les algorithmes du domaine mixte, GBD,
GOA, BB, en mettant en évidence les principes fondamentaux et surtout les
domaines d’applicabilité de chaque algorithme (cette partie est un passage
important car ces algorithmes peuvent s’appliquer a la modélisation MIQP
du notre probléme, modélisation introduite dans le chapitre précédent).

On poursuit par ’analyse des modélisations qu’on a proposées au premier
chapitre. Le cas MIQP, a priori plus facile, est traité avec les algorithmes
existants, modifiés pour intégrer les particularités des contraintes Ca (ana-
lysées dans le chapitre précédent). On présente les résultats obtenus sur un
probleme test et on discute les limites de la démarche.

La section suivante de ce chapitre est consacrée au deuxieme modele
MINLP associé a notre probleme de controle optimal. Malgré la formulation
générale en tant que probleme MINLP, une particularité importante va
nous permettre de développer une variante de l’algorithme GBD ; apres
avoir présenté cette démarche on comparera les résultats obtenus pour les
deux modeles (MIQP et MINLP). La fin du chapitre présente aussi les
résultats obtenus sur des problemes plus complexes, en analysant plus en
détail le cas de l'oscillateur harmonique & une dimension et en présentant
la forme des solutions obtenues pour d’autres problemes (ajout des forces
de frottement dans la dynamique du mobile unidimensionnel, un modele
bidimensionnel, etc).
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3.1 Rappels relatifs a la programmation mixte

Cette section s’intéresse aux algorithmes et au concepts de la program-
mation en variables mixtes. Cette partie donne seulement un survol des
techniques et notions employées dans le domaine mixte, en mettant ’accent
sur les algorithmes qu’on va utiliser par la suite (GBD, GOA, BB); pour
une description détaillée, on peut consulter, par exemple, [27].

3.1.1 Formulation générale du MINLP

On commence par donner la modélisation générale d’un probléme en
variables mixtes en utilisant les mémes notations, x est un vecteur qui ras-
semble les variables continues et y est le vecteur des variables discretes.

Dans sa forme la plus générale, le probleme MINLP peut s’écrire comme
suit:

min  f(z,y)
x?y
sit. h(zy) = 0
glry) < 0 (3.1)
r € XCR"
e Y={01}™

ou X est un hypercube de R"™ et y € Y C Z™ le vecteur des va-
riables discretes, h(z,y) = 0 désigne les contraintes d’égalité, g(x,y) < 0
les contraintes d’inégalité et f(x,y) représente le colit & minimiser. On re-
marquera que tout probleme MINLP avec Y € Z™ et Y borné peut se
mettre sous la forme (3.1).

Afin d’illustrer les différentes démarches employées pour résoudre le pro-
bleme (3.1), il convient de mettre ce probleme sous la forme:

min V(Y
Y ) (3.2)
st. yeVnyY
avec v(y) définit par:
oy) = min f(y)
st g(zy) < 0 (3.3)
h(zy) = 0
z € XCRY

ou V est 'ensemble y € Y pour lesquelles il existe une solution faisable
du probleme associé P(y)

V={yeY :JzeX tqg g(r,y) <0eth(z,y) =0} (3.4)
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Remarque 3.1.1. Le probléme (3.2) est la projection du probléeme (3.1) sur
I’espace des y. D’autre part v(y) et V' ne sont connues que de fagon implicite
et il va falloir trouver une représentation explicite de ces deux ensembles.

Parmi les algorithmes existants [27] on va se concentrer sur trois d’entre
eux: I’Approximation Extérieure (GOA, Generalized Outer Aproximation,
cf. [22], [25], [34]), la Décomposition de Benders (GBD, Generalized Benders
Decomposition, cf. [28]) et lalgorithme d’Evaluation et Séparation (BB,
Branch and Bound, cf. [5], [8]).

En I’absence de conditions nécessaires d’optimalité en programmation
mixte analogues a celles existant en programmation mathématique classique,
les algorithmes utilisent comme principe général de résolution numérique la
minoration et la majoration de la solution optimale. A chaque itération,
on génere un minorant et un majorant de la solution optimale; ces limites
sont améliorées d’une itération a ’autre en arrétant ’algorithme quand elles
sont suffisamment proches. La principale différence entre les algorithmes
réside dans la facon dont la majoration et la minoration est faite. Il convient
toutefois de distinguer les algorithmes GOA et GBD de 'algorithme BB,
les premiers utilisant le principe de primal-master (cf. sections suivantes),
tandis que le dernier est plutét une démarche générale, a adapter au cas par
cas.

3.1.2 Approximation extérieure

L’algorithme de I’approximation extérieure a été proposé par Duran et
Grossmann [22] et généralisé par Fletcher et Leyfler [25], [34] afin de prendre
en compte les problemes qui, pour un certain y = y* fixé, sont non-réalisables
(n’admettent pas de point réalisable). Cet algorithme s’intéresse a la classe
de problemes mixtes ayant des contraintes d’égalité linéaires en (z,y) et des
contraintes d’inégalité convexes en x,y et il est basé sur une approximation
extérieure de I’ensemble V.

A Titération k, on résout successivement les deux problémes suivants:

— le probleme (appelé primal), obtenu en fixant les variables binaires

y=y"
min  f(z,y")
k
P(y* st g(zy®) < 0 35
&) sit. h(zy*) = 0 (3:5)
r € XCR?

Remarquons toute de suite que, dans notre cas, P (yk) est un probleme
NLP convexe (objectif quadratique et contraintes linéaires) et sa so-
lution globale (z*) peut étre obtenue avec les algorithmes classiques.
D’autre part si ce probleme est réalisable, son objectif optimal est un
majorant de 'objectif optimal du probleme MINLP. Si le probleme
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primal est non-réalisable, alors un probléeme dit de ”faisabilité” est
formulé et sa solution optimale 2* obtenue [33].

— le probléme (appelé master) qui est une relaxation du probleme mixte
en utilisant 'approximation extérieure:

(

min pu
Y, k
st. u > f(a*yk) +Vf(wk,yk)T< k ) keF
.k
0 > g(z"yF) + Vg(aF P < z_ ”;jk > keF
_ ok _
0 > g(z"yF) + Vg(aF P < z_ ”;jk > keF
re X
L yey,

(3.6)
avec F', ’ensemble des indices d’itérations pour lesquelles le probleme
primal est réalisable et F, I’ensemble des indices d’itérations pour
lesquelles le probleme primal est non-réalisable.

Le role de ce probleme master est, d’'une part, de fournir un minorant
de la valeur optimale du probleme MINLP et, d’autre part, de fournir
le vecteur entier y**! (pour lequel un probleme primal va étre résolu a
I'itération suivante).

3.1.3 La Décomposition de Benders

L’algorithme de Benders (généralisé par Geoffrion en [28]) utilise le méme
principe primal-master mais en donnant une représentation duale de la
fonction v(-). Le probleme primal est obtenu de facon identique a celui de
Palgorithme de Fletcher et Leyffer (probleme 3.5), y compris le probleme de
non-faisabilité. On considere en plus que la solution duale optimale du pro-
bleme primal (\*,u* si réalisable et PN Ji* si non-réalisable) est disponible.
Quant au master, a l'itération k, celui-ci s’écrit [27]:

min  up
yeY,up
(Masp) st pp > E(y; \F,uF)  probleme primal faisable
0> E(y;xk,ﬁk), probléme primal non-faisable,

(3.7)

ot1 ¢ (respectivement &) sont les fonctions support (fonctions duales, au sens
du [39]) du probléeme primal faisable (respectivement primal non-faisable).
Le cas ou l'algorithme de Benders peut-étre appliqué (du point de vue
pratique) est conditionné par I'obtention de I’expression explicite de la fonc-
tion duale, d’une part, et de I'obtention d’un probleme master qu’on sait
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résoudre de fagon efficace. Plusieurs de ces cas ont été identifiés (voir par
exemple [27]): les fonctions f,g et h sont linéairement séparables en z et y,
le cas de la programmation par factorisation, etc.

3.1.4 La démarche Evaluation et Séparation

L’algorithme de Branch and Bound donne, sous certaines conditions, une
démarche tres générale de résolution. Son objectif principal est d’énumérer
les alternatives d’un probleme, sans en explorer toutes les instances possibles.
Pour cela, il utilise les concepts de séparation, relaxation et élimination;
une autre notion importante est la représentation des alternatives possibles
comme un arbre binaire. Il faut préciser que les concepts de ’algorithme
peuvent étre appliqués non seulement aux problémes mixtes (14 ou larbre
est construit en prenant en compte les variables binaires) mais aussi aux
problémes non-convexes en variables continues; ce dernier cas est un Branch
and Bound spatial, I’arbre binaire étant construit en divisant le domaine
de définition des variables continues, domaine induit par les contraintes de
boite.

Séparation. Etant donné un probleme on transforme celui-ci en deux
problemes différents dont la résolution équivaut a résoudre le probleme de
départ. Dans le cas mixte avec des variables binaires, on obtient ces deux
problemes en donnant les valeurs 0 et 1 & I'une des variables binaires. En
appliquant de facon récursive cette démarche on obtient un arbre de pro-
bleémes a résoudre (chaque noeud de I’arbre contenant un probleme). La force
de Dalgorithme consiste a résoudre seulement une partie infime des noeuds,
les autres problemes étant éliminés.

Relaxation. Le role de la relaxation est de fournir un minorant de la
solution exacte du probleme se trouvant dans un noeud. Dans la plupart
des cas on relache des contraintes d’ou le nom de relaxation. L’intérét de
la relaxation est d’obtenir un minorant du probléme contenu dans un nceud
sans avoir a résoudre le probleme de fagon exacte (car ce probléme est a son
tour un probleéme mixte, donc NP-difficile).

Remarque 3.1.2. La relaxation n’est pas la seule technique employée pour
obtenir un minorant, au cas par cas on fait une sous-estimation en essayant
de combiner au mieux les contraintes suivantes (souvent antagonistes):

— l'obtention du minorant doit étre non cotiteuse en temps de calcul;

— le minorant doit étre proche de la vraie valeur de I'objectif pour le
noeud estimé.
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Elimination L’élimination d’un nceud (et du sous-arbre associé) se fait
quand on est dans un des cas suivants:

— le minorant du noeud est plus grand que le meilleur majorant déja

trouvé (on comprend donc 'importance d’'un bon minorant);

— le probleme associé au noeud est non-réalisable;

— la solution du nceud en question est déja entiere;

Quoique le cas le plus général de 'application du BB soit le probleme
MINLP (sous la réserve qu'un moyen de trouver une bonne estimation

inférieure ait été trouvé), il est généralement utilisé de fagon tres efficace
pour résoudre les problemes MILP ou MIQP.

3.2 Modele MIQP. Algorithmes et résultats

La section qui propose un survol des algorithmes MINLP nous montre
que la résolution des problemes mixtes non-convexes est tres difficile. Comme
on l’a déja vu, il n’existe pas d’algorithme générique pour trouver la solution
d’un tel probleme. En fait, introduire des non-convexités dans un probléme
empéche en général de trouver une limite inférieure de l'optimum ce qui
entraine ’absence de condition d’arrét de l'algorithme. On essaye ici de
résoudre une classe de problemes avec les conditions Ca en utilisant nos
deux modeles.

On rappelle la forme du probleme de controle optimal sur lequel on
integre les contraintes logiques:

min %fotf lu(t)|?dt

zeX,uclU

s.t. xgt)) = A(gt)x(t) + B(t)u(t) + C(t) .t e [0ty] (3.8)
z(0) =x
z(ty) = af

En discrétisant (3.8) par la méthode de la collocation directe on aboutit
au systeme suivant:

min %uTu

T

st. Ar=b (Conditions aux deux bouts)
Cr+Du=d (Equations de la dynamique)

~Unaz < Ui <Upaz ,i=0,N (Controle limite)
(3.9)
On va analyser par la suite les algorithmes disponibles pour résoudre la
premiere modélisation, voir les résultats obtenus et les limites d’une telle
approche.

3.2.1 Démarche

On commence 'étude de ces problemes en utilisant la modélisation sui-
vante, dont ’obtention a déja été décrite en §1.4:

30



min %uTu
U,y

st. Ax=0b
Cay < Ay
—UnazVi < U < Unaz¥i ,1=0,N
r€ XucUyec {01}V

L’intégration des contraintes logiques a été faite en couplant les contraintes
sur la poussée maximale du controle avec le role des variables binaires.

Faisant partie de la classe des problemes MIQP (objectif quadratique
et contraintes linéaires), les algorithmes BB (Branch and Bound), GOA
(Approximation extérieure) et GBD (Décomposition de Benders) peuvent
s’appliquer. Le choix habituel fait par les logiciels d’optimisation (commer-
ciaux ou non) est l'algorithme du Branch and Bound. Le GOA est une
autre option car le probléme est convexe en z,u et y (en faisant abstraction
du domaine non-convexe des variables binaires). Finalement, le GBD est
aussi un choix possible, car le probleme (3.10) est linéairement séparable en
variables continues (x,u) et variables discretes y.

Avant de présenter les résultats obtenus en appliquant ces trois algo-
rithmes sur un probléme de test, voyons comment les propriétés particulieres
des contraintes Ca et du probleme quadratique vont s’intégrer dans les al-
gorithmes GOA et GBD.

La premiere observation qu’on peut faire concerne le probleme primal.
Celui-ci est identique dans les deux algorithmes et, dans notre cas, est un
probleme quadratique. D’autre part, seulement les problemes primaux as-
sociés aux vecteurs entiers saturées sont analysés. Comme on n’a aucune
garantie que la solution du probleme master est déja saturée, la procédure
algorithmique donnée en §2.2 est utilisée sur la solution optimale entiere du
master afin de la saturer.

Une autre particularité est liée aux problemes primaux non-faisables.
Pour I’algorithme GOA, le probleme master contient naturellement les
contraintes issues de la dynamique du systeme ; ceci a comme conséquence
que tout probléme primal résolu pour une solution y du master est
faisable. Méme en prenant en compte le fait qu’on sature la solution du
master, le probleme reste faisable. Donc, aucun traitement concernant la
non-faisabilité n’est fait dans I’algorithme de GOA. Pour I'algorithme GBD,
le traitement habituel, qui consiste a introduire un probleme de faisabilité
est pris en compte. Ceci nous amene a la question suivante: que faire si le
premier probleme (pour y°) est non-faisable? Comme ce probléme n’est pas
issu d’un quelconque master on ne peut pas garantir sa faisabilité (pour
lalgorithme GOA). Pour répondre a cette question on propose deux facons
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distinctes:

i) On commence par résoudre le probléme suivant:

i=N
max ;
ye{0,1}N+1 ;yz (3.11)
s.t. Cay < Ay.

Comme prouvé dans la section §2.5, la totale unimodularité de la ma-
trice Ca permet de résoudre le probleme (3.11) aussi simplement qu’'un
probleme de programmation linéaire. D’autre part, vu la forme de ’ob-
jectif on peut facilement prouver que la solution entiere y° du probleme
(3.11) est toujours saturée. Si le probleme primal associé a cette solu-
tion entiere n’est pas faisable, alors la coupe entiere (2.12) est ajoutée
a (3.11) et ce probléme résolu a nouveau. Cette procédure est répétée
jusqu’au moment ou un premier vecteur entier faisable est trouvé.

ii) La démarche précédente peut étre couteuse si beaucoup des vecteurs
entiers sont non-faisables. Une autre méthode consiste a résoudre la
relaxation continue du probléeme avec contraintes logiques, i.e. le pro-
bleme (3.9). Si celui-ci est non-faisable, alors le probléme intégrant
les contraintes logiques est non-faisable, lui aussi. Sinon, dans le cas
d’une relaxation faisable, la solution (x°,u°) est utilisée pour construire
le premier master dans l'algorithme GOA..

Concernant le probleme master, toujours pour 'algorithme GOA, celui-
ci ne nécessite que la linéarisation de ’objectif, seule fonction non-linéaire
intervenant dans notre probleme mixte. Quant au master du GBD, celui-ci
est construit en utilisant la théorie générale de la Décomposition de Benders
[27],[28].

Finalement, afin d’accélérer les algorithmes, la coupe entiére (2.12) est
ajoutée a chaque itération au probleme master. Il est intéressant de voir que
cette contrainte a aussi pour role de garantir la terminaison des algorithmes
modifiés. Elle permet d’éviter que la situation suivante ne se produise: a
l'itération k de I’algorithme 7**! est obtenue comme solution du master ;
ce vecteur est saturé en y*T! et et le primal associé est résolu; le master
est ensuite résolu et §*12, sa solution entiere, est saturée; mais en saturant
on obtient toujours y**+! et I'algorithme ne termine pas. Cette situation ne
peut pas arriver car la coupe entiere qu’on propose garantit que si gjk+2 se
sature toujours en y**1 alors elle est éliminée par la coupe entiere associée
au vecteur yk‘H.

3.2.2 Résultats

Probléme de test. Le probleme de test choisi est celui du mobile contraint
a se déplacer dans un espace a une dimension, en partant d’une position et
ayant une vitesse initiale donnée et qui doit étre ramené au repos a ’origine.
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En explicitant les équations de la collocation, on obtient le probleme MIQP
suivant:

Min %uTu
s.t. —2x; + 22441 — 2h$i+N — hzui =0 i =0,N—1
10z; — 102541 + 4hxii N + 6heniv1 — hPuipr =0 i =0,N — 1
—YiUmaz < Ui < YiUnas 1= 0,N
zo =202y =l ay = 00,2981 = 0f
\ CAy < AO

(3.12)

Résultats. Les algorithmes (BB, GBD, GOA) ont été implémentés en
utilisant la librairie d’optimisation CPLEX en langage C (une autre implé-
mentation en utilisant la librairie OSL d’IBM a aussi été testée avec des
résultats trés semblables en ce qui concerne les temps de calcul).

Les résultats présentés dans le Tableau 3.1 suivant ont été obtenus sur
un PC Pentium III, 933 MHz, 512M RAM:

TAB. 3.1 — Résultats utilisant le modéle MIQP. Les notations suivantes ont
été utilisées pour la légende: N est le nombre de points de discrétisation (il
représente aussi le nombre de variables binaires), A,Ag sont les paramétres
des contraintes Ca, N, est le nombre de variables continues, Ncon dénote
le nombre total de contraintes, tggp, taBp, taoa sont les temps d’exécution
des algorithmes BB, GBD, GOA exprimés en secondes et finalement (*)
signifie que l’algorithme n’a pas convergé aprés une heure d’exécution.

N | A|Ag| Ne | Neon | tBeB(8) | taBp(s) | taoa(s)
8 5 3 24 22 0.06 0.89 0.69
10| 7 4 30 26 0.11 4.82 4.21
15110 7 45 36 0.24 234.79 115.58
20 | 15| 10 | 60 48 0.52 * *

30 120 | 10 | 90 73 16.52
40 1 30 | 15 | 120 | 96 7.76
40 | 25 | 15 | 120 | 93 34.57
40 | 25 | 10 | 120 | 96 447.18
40 | 20 | 10 | 120 | 93 1009.04
50 | 15 | 10 | 150 | 108 | 428.97
50 | 30 | 20 | 150 | 113 43.88
50 | 40 | 20 | 150 | 123 | 144.74
50 | 40 | 30 | 150 | 113 4.54

K| K| K| K| K| K| K| K| ¥
K| K| K| K| K| K| K| X ¥
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y0

LBD({y1)

FiG. 3.1 — Estimation inférieure dans la GBD et la GOA. On sous-estime
la solution en y' en utilisant la solution en y°. La limite inférieure ainsi
obtenue est trés mauvaise.

Analyse. Comme on peut le constater, seuls les problemes tres simples,
ayant un petit nombre de variables entieres, ont pu étre résolus dans un
temps raisonnable. Ces résultats sont la conséquence d’'un mauvais mino-
rant (LBD), dont l'explication est donnée dans le paragraphe suivant pour
chaque algorithme traité:

BB. Dans le BB, le minorant est calculé comme la relaxation du pro-
bleme mixte en probleme quadratique. Or cette relaxation est trop forte, la
solution de ce probleme étant loin de la solution du probleme mixte.

D’autre part, 'arbre du BB est tres inadapté a notre probleme : le nceud
pere est le méme qu'un des deux nceuds fils, obtenus de lui; un calcul
supplémentaire (et inutile) est fait a chaque itération sans gagner beaucoup
en efficacité.

Un autre inconvénient est celui qu'un algorithme de BB est de plus
en plus gourmand en mémoire: ce qui signifie que plus le temps passe en
exécution, moins il va vite a cause du nombre importants de noeuds se trou-
vant en mémoire.

GOA et GBD. On peut montrer dans ces cas que l'algorithme suit
une direction de descente (de méme type qu’un algorithme SQP, par exemple):
a litération k, on évalue f(y*) et on essaie de trouver un pas tel que
f*1) < f(y¥); mais dans un algorithme SQP ce pas est obtenu suite
a un probleme d’optimisation continue, tandis que dans notre cas il s’agit
d’un probleme mixte (le mastere); ayant moins de degrés de liberté, on ob-
tient un pas trop grand et l'estimation faite est mauvaise, ce qui explique
la mauvaise minoration, insuffisante pour donner un bon taux d’élimination
des solutions entieres (voir figure 3.1).
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Soulignons toutefois que ce cas arrive suite a notre modélisation et ce
n’est pas une caractéristique des algorithmes GOA, GBD (on est tout
simplement dans un cas extréme).

La seule observation positive est celle que, dans la plupart des cas, apres
un nombre petit d’itérations, l'algorithme trouve un bon optimum local, il
passe ensuite son temps a essayer de prouver qu’il est 'optimum global; on
peut envisager d’utiliser ces algorithmes comme des méthodes heuristiques
pour trouver un sous-optimum efficace.

Pour synthétiser, le BB est le meilleur algorithme, mais ces résultats ne
nous permettent pas de dépasser la barriere de 60 variables entieres, ce qui
est loin d’étre une bonne discrétisation pour des problemes plus complexes.

Variations de la GBD

En essayant d’améliorer les performances des algorithmes on a concentré
nos efforts sur 'algorithme de Benders.

Variations des multiplicateurs de Lagrange. Dans la GBD avec
la séparabilité les fonctions supports sont obtenues & partir de la fonction
duale du probléme & estimer, cette fonction duale étant évaluée en (\*,uF),
les multiplicateurs du probleme résolu:

p(y; A" ") = min L(a,y A\ p6¥) (3.13)
zeX
Une des modifications qu’on a testées consiste a varier ces multiplicateurs
avant de les introduire dans la fonction duale:

A = Ap(1+ )

e = pr(l+m)

et la limite inférieure est obtenue de la méme fagon:

o(y; N k) = min L(z,y,\*, b (3.14)

Résultats. Seulement dans certains cas, des améliorations mineures
ont été observées: a cause de la modélisation, les problemes duaux associés
a deux solutions entiéres distinctes sont tres différentes.

Combinaison convexe des multiplicateurs de Lagrange Comme
dans le paragraphe précédent, au lieu d’introduire les multiplicateurs de
Lagrange tels quel dans la fonction duale on utilise la perturbation suivante:

e = Z’i:
e = Zj:1aiMi

1 OGN
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avec 2?21 a; = 1. Les nouveaux "multiplicateurs” sont obtenus comme des
combinaisons convexes des multiplicateurs obtenus aux itérations 1,2,...,k.
Le fait de choisir des combinaisons convexes et non pas simplement linéaire
tient dans 'application de la GBD. Toutefois, une difficulté supplémentaire
est introduite: a chaque itération la détermination des parametres « se fait
a travers un probléme d’optimisation non-linéaire SQP.

On n’entre pas dans les détails de cet algorithme car les résultats obte-
nus en 'appliquant ne sont guere meilleurs que ceux obtenus en appliquant
I’algorithme standard de Benders.

3.3 Modele MINLP. Algorithme et résultats

On rappelle le modele MINLP obtenu, probléme qu’on désignera par la
suite par (P):

1z:N

in = 2

i 52
1=

st. Arx+Bu@®y)="b
(P) Dr =d (3.15)
Cay < Ay
—Umazr < Ui < Umnas s 1= O)N
r e RNy e {0,1}V+1.

Dans cette section on utilisera les notations suivantes:

— (P(y)) est le probleme d’optimisation obtenu en fixant y dans le pro-
bleme (P); il s’agit du probléme primal;

— le Lagrangien associé au probleme primal s’écrit:

11—N

Ly wu N Nl p?) - = 52 ui+
( le)oT(Dx —d) + ()\2)T<Ax + BuQ®y) —b)
+(N1)T(u — Umaz) — (MQ)T(U + thimag):

(3.16)
— la fonction support ou fonction duale, £(y; -,-,-,), associée au probléeme
(P(y)) s’obtient a partir du Lagrangien :
Eys NNt ) = inf L(y; 20N N2 6t ). (3.17)
T,u

On utilisera aussi les hypotheses suivantes afin d’alléger les démonstrations
qui suivent:

(H1) Pour chaque u € U 2 {ul = tmaz < Ui < Umaz,i = 0,1,...,N} les
contraintes du probléme (3.15) définissent un unique x € RN+
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(H2)

On peut facilement prouver [56] que la discrétisation faite en utilisant
la collocation directe permet de vérifier cette hypothese pour le type
de problemes auxquels on s’intéresse;

Pour chaque vecteur entier saturé y le systeme respectant la dyna-
mique discrétisée est controlable (i.e. il existe un contréle admissible
u capable d’amener le systéme de 1état initial 20 o 1état final x7).
Comme cette hypothese ne peut-étre facilement vérifiée en pratique, on
montrera dans la section dédiée a ’algorithme comment on peut s’en
affranchir. Pour Iinstant on suppose I’hypotheése vérifiée afin d’illus-
trer la démarche générale sans avoir a s’inquiéter des problemes non-
faisables.

Les propriétés suivantes sont faciles a vérifier pour le probleme (P) au-
quel on s’intéresse et elles jouent un roéle important dans ’application de
I’algorithme GBD :

— le probléme primal P(y) est un probléme d’optimisation conveze qua-

dratique; a partir de la formulation (3.15), et sous les hypotheses (H1)
et (H2) il est facile de vérifier que (P(y)) a une solution unique (zy,u,)
et que son objectif optimal val(P(y)) est fini;

en prenant en compte la propriété précédente et en appliquant la
théorie de la dualité, on a:

val(P(y)) = inf sup L(yzuX A\ p'p?) =
PUALNZ 2
= sup inf L(y; z,u, N N2 pt p?) = (3.18)
ALAZ 2
= £(y;uy7xy7)\g])7)\32/7ug])7uz)7

ol zy,u, dénotent la solution optimale du P(y) et /\11/,/\3,/@,/1,12/ sont
les multiplicateurs optimaux pour ce méme probleme P(y). Ces mul-
tiplicateurs représentent aussi la solution optimale du probleme dual
D(y):
o max E(y; M2t p?)
D(y) { s.t. A e RP A2 € RY (3.19)

N+1 N+1
H16R++ au2€R++a

ou p est le nombre des conditions initiales et finales et ¢ est le nombre
d’équations de collocation.

L’algorithme GBD (cf. [27], [28]) génere, a chaque itération k, un mino-
rant et un majorant pour la solution optimale du (P):

— la limite supérieure nécessite la résolution du probleme (P(y*)); de

cette fagon on obtient aussi les multiplicateurs optimaux associés au
probleme (P(y*)) (A1)¥, (A, (uh)¥, (1?)*;
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— la limite inférieure est obtenue en résolvant le probleme master sui-

vant:
min 7
y”r] . . . .
o] ost S L0 (W)) <0 €T,
(PMF) yTle—9yH)>1 l=1,....k
Cay <Ay
y € {0,1}N+

(3.20)
ou Zj est 'ensemble des indices pour lesquels le probleme primal
correspondant a été résolu, ce primal est faisable et ses multiplicateurs
optimaux sont connus ((A1)?,(A2)%,(u!)? et (u?)?).

Le mastere donné par (3.20) est le mastere standard de ’algorithme
GBD auquel on a ajouté notre type particulier de coupes entieres.

3.3.1 Algorithme. Convergence

Afin de prouver que I'algorithme converge on va prouver, dans 'ordre
que:

— pour chaque k et entier faisable y, &(y; (ADF,(A2)*,(uh)F,(4?)F) est fi-

nie, 7.e.:
E(y; AR ODM ()R (1)) > =00

— pour chaque k la valeur optimale de I’objectif dans le probleme master
est finie et fournit un minorant non trivial de I'objectif optimal du pro-
bleme (P), i.e.:

—00 < wal(PM*) < val(P).

On commence par expliciter la fonction duale £(y;-, -, -,-) en utilisant les
conditions KKT. On a:

vi‘c(y;a;aua)‘la)‘QyﬂlglLQ) =0 DT)\1 + AT)\Q =0

vuﬁ(ya $,U,)\1,)\2,M1,M2) =0 u+ (BTA2) Qy + Ml — /1/2 =0.

(3.21)
En multipliant par x la premiere équation du (3.21) on élimine le terme
correspondant dans I'expression du &(y; A1, A2 ut,u?). La deuxiéme équation
du systeme (3.21) nous permet d’expliciter le controle optimal @ et de rem-
placer cette expression dans &(y; A A2 pt p?).
Dans ce cas, la fonction support devient:
Sl A2l i) = { —%u()\,,u)Tu()\,,u) —7m(Ap) ,si DTAL 4+ ATA2 =0
—00 , sinon
(3.22)
ott A = (AL A?), = (pt,u?) et u(\p), 7(\,u) sont donnés par:

7T()\,,U,) = d"A + 07N + u%ax(ul + NZ)' .
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Avec ces considérations on peut expliciter le probleme dual associé au (P(y)):

( 12,1 ,,2
o max E(ys AL A% 0t 1)

s.t. DTN+ ATN2 =0
)\1 € RP 3.94
A2 € RY ( )
:ul c Rﬁ—i—l

\ IU'Q € RﬁJrlv

ot1 'expression de &(y; AL A2 ut,p?) est donnée par (3.22).

On va utiliser ces résultats pour prouver les propositions suivantes.
Proposition 3.3.1. Soient (A\D)*,(A2)F,(u))E,(u®)* les multiplicateurs opti-
maux obtenus en résolvant le probléme P(yk). Alors, quelque soit y € Ya,
E(y; AHEODE (1M, (u2)F) est une sous-estimation de ’objectif optimal du
probléeme P(y). En plus, cette fonction support prend la valeur finie:

E(ys AR08, ()", (1)) = —%IIU(A'“,M“)!\2 —a(\uf). (3.25)

Démonstration. Si (A1) (A2)F,(u!)* (42)* sont les multiplicateurs op-
timaux du probleme P(y"), alors ces multiplicateurs sont dual-faisables, i.e.
ils satisfont les contraintes du probleme dual (3.24). Mais ces contraintes ne
dépendent pas explicitement de y, le vecteur entier, de sorte que les mul-
tiplicateurs (AM)* (A2)%,(u')*,(1?)* sont dual faisables pour tout probléme
(P(y)).

Compte tenu du fait que le probleme dual est un probleme de maximi-
sation on obtient (par dualité ):

val(P(y)) = €(y; WD ()F, ()", (1*)"),

ou, val(P(y)) est objectif optimal du probleme P(y).
La fait que la fonction duale prend une valeur finie s’obtient en observant
1
que la fonction duale devient —iu()\,,u)Tu(A,u) —7(A,p) pour tout multipli-
cateur tel que DT A + ATA2 = 0 (ce qui est bien le cas pour (A')* et (A2)¥).
O
L’importance de cette proposition est illustrée par le résultat suivant.

Proposition 3.3.2. Pour chaque k, (PM¥) est un probléme de program-
mation mathématique linéaire mixte et son objectif optimal val(PMF) est
fini (et c’est donc une sous-estimation non triviale de val(P)).

Démonstration. Etant donné que y; est une variable binaire (i.e. y? =
yi, i = 0,...,N) la fonction support &(y; AL A2 ut,u?) peut étre exprimée
comme une fonction linéaire en y:
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N
1 1
E(ys MNPt i?) = Y =5 (0 +200)yi— 577 — (N it Abittimaa (i +117))],
i=0
(3.26)
avec A A
a=BTXA2 and v = pt — 42
Alors le probleme master est un probleme MILP.
D’autre part val(PM¥) peut-étre écrite comme:
val(PM*) = max min&(y; (A (A, (u!), (1))
j=1,..k yEYA
Du fait que les opérateurs min et maz sont pris sur un ensemble fini de
valeurs (I'ensemble {1,...,k} dans le premier cas et l’ensemble YA dans
le deuxieéme cas) et que la fonction support &(y; (A1)7,(A2)7,(u!)?,(u?)7) est
finie on obtient que val(PMP¥) est finie.
D’autre part:

val(PM*) < sup &(y; \u) . y € Ya,
Au>0

ce qui implique

val(PM*) < min sup &(y; A\,pu) = val(P).
YyEYA A,u>0
Ces dernieres relations prouvent que ’objectif optimal du master est un
minorant de I'objectif optimal du probléme (P). O

Ceci démontre que le master fournit une limite inférieure valide (non
triviale) ce qui nous permet de construire un algorithme de type GBD. Ils
nous reste a prouver la terminaison de 1’algorithme dans un nombre fini
d’itérations.

Proposition 3.3.3. L’algorithme GBD proposé converge aprés un nombre
fini d’itérations.

Démonstration. A chaque itération k, le vecteur entier antérieur y*—!
est éliminé du master en utilisant une coupe entiére. Comme [’ensemble
des vecteurs entiers a explorer Ya est fini, cela implique la convergence de
I’algorithme apres un nombre fini d’itérations. Dans le pire cas ce nombre
est égal au card(Ya). O
Remarque 3.3.1. Dans le cas du master GBD standard (sans utiliser les
coupes entieres qu’on propose) I’algorithme converge. En fait, si a une cer-
taine itération k£ on obtient un entier déja analysé il a été prouvé que la limite
inférieure est égale & la limite supérieure. Mais cette démarche standard nous
empéche d’intégrer la notion de saturation, qui est un pas important dans
notre algorithme (voir aussi la discussion sur la finitude de l’algorithme du
§3.2.1).
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Remarque 3.3.2. Méme si l'expression linéaire donnée auparavant (3.26)
est obtenue sans prendre en compte les contraintes de boite sur les va-
riables d’état x, la méme démarche peut-étre utilisée pour obtenir une sous-
estimation linéaire si ce type de contrainte est ajoutée au probleme. En fait,
le cas le plus général qu’on peut traiter est celui ou des contraintes quadra-
tiques convexes séparables en x et u sont ajoutées au probléeme. Le lecteur
pourra vérifier facilement que les considérations et les calculs faits restent
valables dans ce cas.

Remarque 3.3.3. Le fait que les contraintes du probleme dual ne dépendent
pas explicitement de y est une caractéristique essentielle de notre démarche.
En fait, si tel n’est pas le cas, on ne peut plus garantir que les multiplicateurs
associés au probléme primal pour un certain y fixé sont des multiplicateurs
faisables dans les autres problemes primal (pour les autres y fixés). Dans
ce cas, deux cas peuvent se présenter: d’une part, la fonction duale prend
une valeur infinie pour un certain nombre de variables y, ce qui nous ameéne
a un master linéaire par morceaux mixte, difficile a résoudre; d’autre part
si toutes les fonctions duales prennent une valeur infinie, le master four-
nit une sous-estimation triviale, infinie et ’algorithme ne converge pas. Les
propositions qu’on a énoncées auparavant garantissent que ces situations ne
peuvent pas se produire.

3.3.2 Implantation de 1’algorithme

Un algorithme GBD basé sur 'idée du primal-master peut-étre dé-
veloppé en prenant en compte les résultats théoriques du paragraphe pré-
cédent. Avant de donner cet algorithme, on va illustrer la facon dont on
s’affranchit de I'hypothese (H2), difficile & vérifier en pratique. Si le primal
est non-faisable, alors en formulant un probleme de non-faisabilité, comme
dans l'algorithme GBD standard, on se rend compte que les contraintes
duales font intervenir le parametre y de facon explicite. Comme cela a déja
été expliqué, on ne peut pas obtenir une limite inférieure valide dans ce cas.
C’est la raison pour laquelle, dans notre algorithme, un y* non-faisable est
tout simplement éliminé du master & ’aide de la coupe entiere y” (e —y*) >
1.

Afin d’initialiser I’algorithme, le premier entier faisable est trouvé a I’aide
du probleme:

max yTe
Y
st.  Cay < Ap (3:27)
y € {0,1}V+L,

Si la solution entiere y° de ce probleme est non-faisable, alors la coupe entiere
yT(e—y°) > 1 est ajoutée au probleme (3.27) et ce dernier & nouveau résolu.
Cette procédure est répétée tant qu’un vecteur entier non-faisable est obtenu.
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Avec ces considérations, on peut formuler notre algorithme:

e Soient k = 0 et y* = yo premiere solution saturée faisable.
Soient LBD= —0c0,UBD= +x
tant-que ([UBD — LBD| < ¢)
e Résoudre P(y").
si primal est faisable alors
e Actualiser UBD
e Soit (AL A%t p?) = (NP, (A2)F,(uh)F, (12)F)
e Ajouter la contrainte: > &(y; A',A2, 1!, 4?) dans le master
finsi
e Ajouter la contrainte (y? (e — y¥) > 1) dans le master
e Résoudre le master (MILP). Soit 3" sa solution entiere.

e STOP si le master est non-faisable. Retourner la meilleure solu-
tion obtenue.

e Saturer la solution du master 7*. Obtenir le nouveau 3"

fin tant-que

Comme on ’a déja précisé, la solution du probleme master a l'itération
k, n’est pas nécessairement saturée. Ceci explique notre pas additionnel ou
cette solution est saturée. Peu importe la facon dont la saturation se fait, le
paragraphe §2.4 démontre que la solution entiére ainsi obtenue n’a pas été
analysée auparavant. C’est un pas important qui évite le bouclage et accélére
la convergence de l’algorithme. D’autre part, en saturant on augmente les
chances d’obtenir un vecteur entier faisable.

3.3.3 Résultats

Le méme exemple du mobile unidimensionnel présenté en §3.2.2 a été
considéré. Le logiciel commercial CPLEX (8.1) est utilisé pour résoudre les
deux type de problemes, primal (QP) et master (MILP).

On peut remarquer (sur le Tableau 3.3.3) une nette amélioration quant
aux résultats obtenus avec cette variante de GBD par rapport aux résultats
obtenus avec le premier modele MIQP. Le succes de la méthode peut-étre
expliqué par plusieurs facteurs qui jouent en notre faveur:

— premierement, la limite inférieure issue du probleme master est tres
efficace. Il s’agit 1a d’une conséquence de la facon dont cette limite
a été obtenue, en évaluant la fonction duale d’un probléme pour un
ensemble des multiplicateurs faisables. Si les deux probléemes sont suf-
fisamment semblables, la sous-estimation est de tres bonne qualité et
une bonne sous-estimation implique automatiquement un petit nombre
d’itérations.
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N A A0 Nc Ncon tezec Niter
50 | 30 | 15 | 120 | 123 | 0.13 )
100 | 80 | 60 | 300 | 223 | 0.26 5)
150 | 100 | 40 | 450 | 363 | 0.25 4
250 | 200 | 100 | 750 | 553 | 0.16 2
300 | 250 | 200 | 900 | 653 | 1.42 6
300 | 250 | 100 | 900 | 653 | 0.19 2
300 | 150 | 100 | 900 | 753 | 1.54 7
300 | 100 | 25 | 900 | 853 | 0.66 4
500 | 300 | 200 | 1500 | 1203 | 0.63 3
700 | 400 | 150 | 2100 | 1703 | 8.30 9

TAB. 3.2 — Résultats obtenus avec l'algorithme GBD sur le modéle MINLP.
La légende est: N, le nombre de points dans la discrétisation (également
le nombre de variables binaires); A,Ag paramétres des contraintes logiques
Ca; N, le nombre des variables continues (x et u); Neopn le nombre total des
contraintes (collocation et (Ca)); tezec le temps d’exécution (en secondes);
Niter le nombre d’itérations nécessaires pour converger.

— les temps d’exécution raisonnables dépendent du temps nécessaire a
I’algorithme afin de résoudre les probléeme master et primal. Notre
master a une structure particuliére (contenant une matrice totalement
unimodulaire) et on a remarqué qu'un nombre tres petit d’itérations
est nécessaire afin de trouver la solution optimale (I’arbre du BB se
termine apres l’exploration de quelques nceuds). Cette affirmation a
été vérifiée sur les différentes problemes de tests utilisés.

Les temps d’exécution ne dépendent pas des parametres N —A et A—Ay.
Ceci confirme le fait que l'algorithme est efficace méme si la dimension de
I’espace de recherche est tres grande.

Dans certains cas, qui restent néanmoins tres rares, on a remarqué que les
solutions obtenues pour les différentes problémes primal sont trés proches
les unes des autres; ceci se traduit par un temps de calcul et un nombre
d’itérations qui est tres important et par une faible convergence. Dans ce
cas l’algorithme a besoin d’explorer un grand nombre de solutions entiéres;
comme ces cas sont plutot rares, on préfere arréter I’algorithme si les deux
conditions suivantes sont satisfaites:

— la limite inférieure ne s’améliore de fagon significative aprés un grand
nombre d’itération consécutives ;

— la meilleure limite supérieure ne s’améliore pas aprés un grand nombre
d’itérations consécutives .

Cette stratégie semble assez efficace car la solution locale obtenue dans ces
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cas est proche de la solution optimale, souvent & moins de 5% :

UBD - LBD

<0. .
UBD =005

3.4 Exemples

3.4.1 L’oscillateur harmonique

On s’intéresse maintenant a un exemple plus pertinent pour les pro-
blemes ayant une dynamique linéaire, celui de 'oscillateur harmonique a
une dimension.

Le probleme en dimension infinie s’écrit:
g{iun % gf u(t)?dt
s.t. i?l(t) = CCQ(t) it e [O,tf]

do(t) = u(t) — w?x1(t) ,t €[0,t] (3.28)
2(0) = (a9,23)

x(ty) = (#].23)

—Umaz < U < Umag-

Le probléme qu’on traite s’obtient a partir de (3.28) en ajoutant les contraintes
logiques; le modele ainsi obtenu est analysé avec la méthode GBD décrite
en §3.3.1.

Les tests effectués ont convergés pour ’ensemble des parametres pris en
compte. Généralement le nombre d’itérations de l'algorithme est petit et
une fois que la solution optimale est trouvée ’algorithme s’arréte en 2 ou 3
itérations. Méme des problemes de trés grande taille (jusqu’a 2000 variables
entieres) ont été résolus; ceci est surtout du a la structure particuliere du
master, car en général les problemes MILP de cette taille sont tres difficiles
a résoudre.

Les tests qu’on a effectués sont obtenus en faisant varier les conditions
initiales et finales du probléme (3.28) d’une part et les parametres des
contraintes (Ca), A et Ag, d’autre part.

Dans la plupart des cas, le controle obtenu est périodique; a notre avis,
les cas plus rares ol on obtient un controle non périodique sont dus a des
erreurs numeériques.

Il y a une ressemblance évidente entre la structure du contréle dans le cas
ol les contraintes logiques sont prises en compte et la structure du controle
obtenu pour le cas non-contraint: si le contrble est permis dans certains
intervalles alors sa forme est proche de la forme du controle optimal sans
contraintes logiques (3.28). Quant a la structure du controle, on a remarqué
que si Ag > I (on peut controler le systeme sur au moins une demi-période
de T'oscillateur harmonique) alors les intervalles de non contréle sont prati-
quement centrés sur les zéros du controle optimal non restreint (Figure 3.2).

44



On a essayé de détruire cette structure en diminuant les parametres A et
Ay (en faisant cela on s’assure que I’ancienne structure du controéle viole les
contraintes Ca). Les figures 3.3, 3.4 et 3.5 présentent la solution optimale
dans certains de ces cas. Les intervalles de controle préférés sont ceux ou
le controle optimal du probleme sans contraintes logiques a une influence
importante sur le systeme.

Fi1g. 3.2 — Contrédle optimal en fonction du temps (N = 400, A = 150,
Ap = 100). La ligne épaisse dénote le contréle optimal obtenu en prenant
en compte les contraintes logiques. La ligne plus fine est le contréole optimale
dans le cas relaxé (sans contraintes logiques).

3.4.2 D’autres exemples

Sur chacun des problemes suivants on a ajouté les contraintes (Ca) et
on a résolu la formulation ainsi obtenue par la méthode GBD développée
et décrite dans le paragraphe précédent.

Probléme no. 1 Le probléeme a résoudre est le suivant:
min %fgf u(t)?dt
st @1(t) = (1) tefot]
iz(t) = ’U,(t) te [O,tf} (329)
x(0) = (10.0,10.0)
x(ty) = (0.0,0.0)
\ tf =10.0 —Unaz < u < Upag

Les figures (3.6), (3.7), (3.8) montrent les solutions optimales obtenues
pour 3 cas différents testés.
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F1a. 3.3 — Contréles optimaux en fonction du temps (N = 400, A = 20,
Ay = 15). La ligne épaisse montre le contréle optimal avec contraintes lo-
giques et la ligne pointillée représente le contréle relaxé (sans contraintes
logiques).

FiG. 3.4 — Contrdle optimal en fonction du temps (N = 400, A = 15,
Ag = 10). Le cas avec contraintes logiques (ligne épaisse) et le cas sans
contraintes logiques (en pointillé).

Probléme no. 2
rgiun %f(ff u(t)?dt
st @1(t) = zo(t) € [0,tf]
do(t) = u(t) — ki1 () — kawa(t) t € [0,ty] (3.30)
2(0) = (10.0,10.0)
(ts) = (0.0,0.0)
tp=10.0 46 —Unmaz <t < Unag




Fia. 3.5 — Contrédle optimal en fonction du temps (N = 400, A = 10,
Ao = 5). Le cas avec contraintes logiques (ligne épaisse) et le cas sans
contraintes logiques (en pointillé).
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Fi1G. 3.6 — Résultats pour le probléme no. 1 : position, vitesse, contréle pour

N = 500,A = 60,A¢ = 35

Les figures (3.9), (3.10), (3.11) montrent les solutions optimales obtenues
pour 3 cas différents testés.

Probléme no. 3

( r;nun : Jf u(t)?dt
st 21(t) = wra(t) te0,ty]
Bo(t) = —wr1(t) +u(t) .t € [0;y] (3.31)

x(0) = (10.0,10.0)
z(ty) = (0.0,0.0)
ty =10.0

—Unaz < u < Upag

Les figures (3.12), (3.13), (3.14) montrent les solutions optimales obte-
nues pour 3 cas différentes testés.
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FiG. 3.8 — Résultats pour le probléme no. 1: position, vitesse, contrile pour
N = 250,A = 40,A¢g = 25
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F1G. 3.9 — Résultats pour le probléme no. 2: N = 500,A = 100,Aq = 75,k1 =
0.6,ko = 0.0
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Fia. 3.10 — Résultats pour le probleme no. 2: N = 500,A = 100,Ag =
75,k1 = 0.0,k2 = 0.4
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FiGc. 3.11 — Résultats pour le probléme no. 2: N = 500,A = 100,Aq =
75,k1 = 0.1,k; = 0.6
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Fi1G. 3.12 — Résultats pour le probléme no. §: N = 500,A = 50,Ay = 25
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Fic. 3.13 — Résultats pour le probléme no. 3: N = 250,A = 100,A¢ = 70
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Fi1G. 3.14 — Résultats pour le probléme no. 3: N = 500,A = 60,Ay = 40
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Fia. 3.15 — Résultats pour le probleme no. 4: N = 500,A = 100,A¢ =

75w =25

Probléme no. 4

min %fotf u(t)?dt

il(t) = WI (t) + U (t)
i‘g(t) = —WI (t) + Ug(t)
2(0) = (10.0,10.0)

z(ty) = (0.0,0.0)

tf =10.0 —Umaz S ul(t),uz(t) S Uma:}c

NS [Oatf]

it €[0ty] (3.32)

s.t.

Les figures (3.15), (3.16) montrent les solutions optimales obtenues pour

2 cas différents testés.
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F1G. 3.16 — Résultats pour le probléme no. 4: N = 500,A = 100,Aq =
75w =10

3.5 Conclusions

Ce chapitre a été dédié au probleme MINLP issu d’'une dynamique
linéaire dans le probleme de controle optimal avec contraintes logiques.
On a présenté et résolu deux modélisations différentes, la premiere de type
MIQP, plus simple a priori et une deuxieme MINLP. Les résultats pra-
tiques nous montrent que le probleme MINLP est résolu de fagon plus
efficace, non seulement en ce qui concerne la taille des problemes, mais aussi
par rapport aux temps d’exécution.

Les bons résultats s’expliquent par la maniere dont on a su exploiter les
particularités de notre probleme: ’espace de recherche en introduisant la
notion de solution saturée, le fait d’avoir un probléeme primal convexe et
dont la fonction duale peut se calculer explicitement et le fait de travailler
avec des variables binaires, ce qui nous a permis de formuler un probleme

master linéaire.

On a vu que les bons résultats obtenus concernent une classe plus large
de problemes, pas seulement les tests simples sur un mobile unidimensionnel,
mais aussi les tests sur l'oscillateur harmonique (décrit dans ce chapitre) et
d’autres problémes ou on a pu intégrer des forces de rappel élastiques ou de
frottement dans le systeme. Le point commun de tous ces problemes reste

néanmoins la linéarité de la dynamique du systéme considéré.

Une autre remarque consiste la portée assez générale de ’algorithme
GBD développé. On peut ajouter des contraintes non-linéaires quadra-
tiques, séparables en controle et en état; dans ce cas, le master reste un
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probleme MILP et il est toujours une sous-estimation de la solution optimale
du probleme.

On conclut ce chapitre avec la remarque que, vu la vitesse de convergence
de l'algorithme on peut espérer intégrer celui-ci dans des démarches plus
compliquées, comme boucle interne; ce probleme fait désormais partie (sous
certains réserves néanmoins) de la classe des problemes ”faciles” a résoudre.

Dans le chapitre suivant on va essayer de s’affranchir d’une autre limita-
tion, celle que pour tout y fixé le probléme ainsi obtenu soit quadratique; on
arrive ainsi a la classe la plus générale des problemes d’optimisation, celle
des problemes non-convexes ou on cherche 'optimum global.
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Chapitre 4

Optimisation globale et
transfert orbital

Dans cette partie on s’intéresse au cas général des dynamiques non-—
linéaires. La démarche qu’on propose d’appliquer est celle du Branch and
Reduce, méthode qui réunit le Branch and Bound spatial (séparation sur les
variables x et u), I’Analyse d’Intervalle et la Réduction de Domaine basée
sur la dualité [55, 50]. Notre idée premiére en nous intéressant a ’approche
Branch and Reduce était de traiter les problemes de controle optimal a
dynamique non-linéaire intégrant les contraintes (Ca). Cette démarche est
la méme que l'on traite de problemes en variables mixtes (MINLP) ou de
problemes uniquement en variables réelles a des fins d’optimisation globale.
La difficulté prévisible, de traiter méme des problemes de taille modeste a
restreint notre étude a ces derniers.

On commence par décrire la méthode de Branch and Reduce et ses
éléments constitutifs : la convexification, la réduction de domaine et I’analyse
d’intervalle. On illustre cette démarche sur un exemple, contenant un nombre
limité de termes non-convexes. On analyse ensuite un probléeme beaucoup
plus difficile en raison de son grand nombre de termes non-linéaires, celui du
transfert orbital 2D & masse constante. En essayant d’adapter la démarche
de Branch and Reduce a ce nouveau probléme on remarquera 'importance et
I'intérét de la relaxation convexe. On décrit les différentes facons de convexi-
fier le probleme spatial et on fait une analyse comparative des différentes
relaxations obtenues. La fin du chapitre utilise ces relaxations pour trouver
la solution globale du probléeme (sans contraintes logiques) et on discute les
limites de la méthode.

4.1 La démarche Branch and Reduce

Soit le probléme d’optimisation non-convexe suivant, issu de la discrétisation
par la collocation directe d’un probleme de controle optimal & dynamique
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non-linéaire :

min v’
s.t.  g(zu) <0
(P) h(zu) =0 (4.1)
reX
u € U,

ou z € R” est le vecteur des variables d’état, u le vecteur de variables de
controle, g et h sont des fonctions non-linéaires.

La méthode de Branch and Reduce est une démarche déterministe pour
la résolution de problemes d’optimisation non-convexes. La méthode a été
appliquée dans [1], [46], [47], [48] pour trouver I'optimum global des pro-
blemes MINLP ou NLP. Néanmoins, son principal désavantage est le petit
nombre de variables traitées dans le modele, a cause de sa nature combina-
toire.

Le cadre général de la méthode est celui du Branch and Bound. La
séparation se fait en divisant successivement le domaine de définition des va-
riables X UU. Sur chaque domaine réduit ainsi obtenu, X, UU,., I’évaluation
d’un noceud consiste & obtenir un minorant (également appelé une estima-
tion inférieure) et un majorant (estimation supérieure) de 'optimum global
du probleme (P) réduit au domaine X, U U,. L’estimation supérieure est
calculée en résolvant le probleme d’optimisation sur le domaine X, U U,
en appliquant une méthode locale (point intérieur, SQP, etc). L’estimation
inférieure est obtenue en résolvant une relaxation convexe du probleme, sur
ce méme domaine X, U U,. Un noeud est considéré exploré (analysé) soit
quand ses limites inférieures et supérieures sont obtenues, soit quand la re-
laxation convexe est non-réalisable (pas de solution admissible). Dans ce
dernier cas le noeud est éliminé. Une autre raison pour éliminer un nceud est
que son minorant est plus grand que le meilleur majorant obtenu.

Pour chaque nceud, deux techniques de réduction du domaine sont ap-
pliquées: la premiere est basée sur la faisabilité et consiste a réduire le do-
maine de définition X, UU, des variables en éliminant des domaines prouvés
non faisables. La deuxieme technique est appliquée apres avoir sous-estimé
le noeud en résolvant le relaxation convexe. Cette derniere technique consiste
a réduire le domaine X, UU, en éliminant des parties dont on sait qu’elles ne
fournissent pas une meilleure solution que celle qu’on connait a cet instant.
Afin de réaliser ce type de réduction, la théorie de la dualité est appliquée
au probleme relaxé. L’algorithme de Branch and Reduce est illustré sur la
Figure 4.1.

On va détailler dans les sections qui suivent les principaux pas de l'algo-
rithme.
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| Initialisation I

Choisir noeud
pour exploration

Reduction basée
sur la faisabilité

T | Elimination |

| Estimation |

inférieure

Qui

LED = bestUBD

Estimation
Supérieure

Réduction basée
sur la dualite

Seéeparation
du noeud

Fi1G. 4.1 — L’algorithme de Branch and Reduce avec ses différentes étapes :
lexploration d’un neeud en calculant un minorant et un majorant, la
réduction du domaine (faisabilité et dualité) et I’élimination d’un neud (d
cause d’un mauvais minorant ou de l’absence de solution admissible dans le
probléme relaxé).
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4.1.1 Majoration

Comme on 'a déja précisé, le majorant de 'optimum global de (P) est
obtenu en résolvant le probleme (P) réduit a X,. Si (P) est un probleme
d’optimisation non-convexe alors toute solution locale du probleme (P) est
un majorant de 'optimum global.

4.1.2 Minoration. Convexification

Afin d’obtenir un minorant pour I'objectif optimal du probléme non-
convexe, un probleme relaxé et convexe est construit a partir du (P). La
démarche consiste a relaxer chaque terme non-linéaire intervenant dans le
probleme d’optimisation non-convexe.

Afin de mieux illustrer ce concept, supposons qu’un terme non-convexe
q(x,u) apparaisse dans une équation ou une inéquation appartenant aux
contraintes de (P). Une nouvelle variable y est alors introduite & sa place
(Pancienne équation est maintenant linéaire si le seul terme non-linéaire a
été remplacé par y) et une nouvelle équation est ajoutée au systeme:

Yy = Q(:E?u)’ (42)

onycY =[yryY], z € X = [212Y] et uw € U = [u*,uY] sont des variables
dans le probleme d’optimisation et ¢ : X x U — R est une fonction non-
linéaire. Soient ¢** : X x U — R et ¢ : X x U — R les enveloppes
respectivement concave et convexe de la fonction g, c’est a dire:

P (zu) > q(zu) V(zwu) € X xU

¢ (zu) < q(zu) V(zu) € X xU (4.3)

Afin d’obtenir une relaxation convexe du probléeme on relaxe ’équation
(4.2) en la remplagant par les deux inégalités suivantes:

+y—¢P(zu) < 0

Cette méthode est répétée pour chaque terme non-linéaire apparaissant dans
le systeme d’équations :
— une nouvelle variable est ajoutée pour remplacer le terme non-linéaire
— deux inégalités convexes relaxent la contrainte d’égalité
Le nouveau probleéme ainsi obtenu est convexe (par construction) et son
objectif optimal est un minorant du probleme de départ (car les égalités ont
été relaxées par des inégalités, comme en 4.4).
Remarque 4.1.1. La convexification nous amene a introduire de nouvelles
variables et équations. Si le probléme non-convexe contient beaucoup de
termes non-linéaires nécessitant une convexification, alors I’obtention d’un
minorant peut s’averer cotiteuse en temps de calcul (vu la taille considérable
de la relaxation convexe obtenue).
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Remarque 4.1.2. La qualité du minorant est donnée par la facon dont les
enveloppes convexes et concaves sont obtenues. Plus les enveloppes se rap-
prochent de la fonction & approximer, mieux on approxime le probléme non-
convexe. Il convient de distinguer ici deux facteurs importants dans I’obten-
tion des bonnes enveloppes convexes (ou concaves): d'une part la prise en
compte des bornes de l'intervalle pour les variables et d’autre part, comme
on peut facilement le supposer, le fait que certaines fonctions se prétent
mieux que d’autres & la convexification. Par exemple, la fonction sin L pour
L € [0,507] est fortement non-linéaire; il est clair que la convexification
d’une telle fonction doit étre évitée (il vaut mieux trouver une reformulation
du probleme, en utilisant d’autres systemes de coordonnées ; cette démarche
basée sur la reformulation du probléme non-convexe va étre détaillée plus
tard, quand on s’intéressera au probléeme de transfert orbital 2D a masse
constante). Quant au premier facteur, les bornes de l'intervalle, afin d’avoir
de bonnes estimations on utilise en général ’analyse de l'intervalle pour les
calculer.

On consideére maintenant la convexification de quelques fonctions élé-
mentaires qu’on va utiliser tout au long de ce chapitre.

Convexification de la fonction ¢(z,y) = zy. Soit le terme non-linéaire

q(z,y) =xy avec x € X = [xL,a:U]

ety e Y = [y Y] (4.5)

Cette fonction en z et y (en fait, bilinéaire) apparait souvent dans les
modeles qu’on analysera par la suite. La convexification bilinéaire qu’on
présente ici est celle obtenue par McCormick [37]. Elle consiste & ajouter
une nouvelle variable z et a convexifier en utilisant les équations linéaires
suivantes:

=

U

z > :UUy +yVz—x Y

z > a:Ly + ny — a:LyL (4 6)
z < 2Yy+4ylae —2Uyl '

z < xLy + yUx — a:LyU

La figure (4.2) montre les enveloppes convexes, concaves et la fonction
bilinéaire pour = € [—1,1] et y € [0,1].

Convexification de la fonction ¢(x) = z®. Suivant les valeurs du pa-
rametre o € Ry, la fonction ¢(z) = z% est soit concave soit convexe. Les
enveloppes convexes et concaves sont alors obtenues a 1’aide des fonctions
linéaires, en utilisant les sous-tangentes aux bornes de l'intervalle z et 2.
La figure 4.3 montre ces enveloppes pour le cas particulier ¢(P) = p3/2,
Ce cas se généralise facilement, non seulement pour toute valeur de n, mais
aussi pour toute fonction d’une variable convexe ou concave (comme log(z),
exp(z), etc).
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Fi1Gc. 4.2 — A gauche la fonction z = xy, pour x € [-1,1] et y € [0,1].
A droite cette méme fonction avec les enveloppes convexes et concaves (la
fonction bilinéaire se trouve au centre du graphe). Pour plus de clarté, parmi
les quatre enveloppes données par la convezification McCormick seulement
deux sont montrées (I'une convexe en bas du z et l’autre concave en haut du

z).

Convexification de la fonction f(P) = P~
0.035 T T T T T

f(P) = P32

0.03 — linsup( f(P) )

lininf( £(P) )

0.025

1(P), linsup, lininf

0.015

0.005, L L L L L L L L L
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

F1c. 4.3 — Enveloppes concaves et convezes de la fonction q(P) = p3/2,
Dans ce cas les enveloppes sont linéaires: en bleu, la fonction q, en rouge les
deux sous-estimations linéaires lininf et en noir la surestimation linéaire
linsup. Toutes les droites sont des fonctions linéaires en P, dont les co-

efficients sont facilement obtenus comme expressions de PY et PV. Ici,
PL =115 et PV =25
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Remarque 4.1.3. Il est trés important d’observer que si la relaxation convexe
de (P) se fait en utilisant seulement des enveloppes convexes et concaves
affines, alors le probléme ainsi obtenu est quadratique. L’intégration des
contraintes logiques sur la durée du controle nous ameéne au méme type de
problémes que ceux traités dans le chapitre antérieur. En fait, la seule modi-
fication apportée a algorithme 4.1 afin de traiter le cas avec contraintes
logiques consiste dans la facon dont la limite inférieure est obtenue: en
résolvant un probléeme quadratique dans le cas continu et en résolvant un
probleme MINLP dans le cas mixte. C’est pour cette raison qu’on détaille
uniquement le cas de 'optimisation globale en variables continues.

4.1.3 Réduction du domaine

Sahinidis et Tawalarmani proposent en [55] deux méthodes distinctes
pour réduire le domaine de définition des variables (X U U, dans notre cas).
On présente ici les idées sur lesquelles ces deux techniques reposent, pour
une description plus détaillée, on pourra consulter [55].

Réduction basée sur la faisabilité. Soit X, U U, le domaine réduit ca-
ractérisant un noeud. S’il existe un domaine D C X, UU, tel que le probleme
(P) est non-faisable sur le domaine D, alors celui-ci est éliminé (réduction)
et le nouveau domaine de définition des variables associé au noeud devient :

D' = (X, UU)\D.

Les deux estimations inférieure et supérieure (minoration et majoration) se
font seulement sur le domaine D’, ce qui augmente les chances d’avoir un
bon minorant (respectivement majorant).

Quoique cette technique puisse étre assez difficile a mettre en ceuvre, dans
des certains cas particuliers elle s’avere tres utile. En ce qui nous concerne,
I’exemple donné en 4.1.4 utilise I’analyse d’intervalle pour réduire le domaine
de cette facon tandis que pour le probleme de transfert orbital 2D a masse
constante on développera un algorithme basé sur 'arithmétique d’intervalle
afin de de réduire également le domaine de définition des variables.

Réduction basée sur la dualité. Soit (R) la relaxation convexe de (P),
LBD un minorant et UBD un majorant de la solution globale de (P).
Supposons que la variable x; est saturée a sa limite supérieure, dans la
solution du probleme (R) et soit 4" le multiplicateur de Lagrange associé
(i.e. zj = xgj et M;up > 0). Alors pour tout z; < x} on a val(R) > UBD,
ou:

, UBD-LBD

sup

Hj

et val(R) est 'objectif optimal du probleme relaxé (R).
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Ce résultat simple (pour une démonstration voir [55]) permet de réduire
le domaine de la variable z; dans le cas ou z > z¥. Le nouveau domaine
ainsi obtenu pour la variable z; est [maz(x” ,:):;f),:):U].

De méme la limite supérieure de la variable x; est réduite si elle est

saturée a sa limite inférieure. Dans ce cas:

., UBD—LBD
Hj

xj € [:Uf,min(mj,xU)], ou x

Dans le cas ou la variable z; n’est pas saturée (,ujuP = ,ué-nf = 0), Sa-
hinidis et Tawalarmani proposent une technique de test (probing) afin de
réduire le domaine. Cette méthode de probing étant cotteuse en temps de
calcul (elle nécessite la résolution d’autres problémes d’optimisation) elle ne
va pas étre utilisée par la suite. Nous allons nous limiter au cas ol une ou
plusieurs variables sont saturées dans le probléeme relaxé (R).

4.1.4 Exemple. Alunissage

Afin d’illustrer et de tester la méthode de Branch and Reduce, on com-
mence par un probléeme assez simple, contenant un petit nombre de termes
non-linéaires. Le probleme de I’alunissage d’un véhicule & masse variable [19]
est considéré:

ulgl;nm fttof u?dt

st @(t) = y(t) t € [tot/]
O )

(PL) m(t) = —Ku(t)  te [totf] (4.7)

I’(O) = X0, .Clﬁ(tf) =xTf
y(0) = o, y(ty) = yy
m(0) = mo, m(t) > Myide,t € [0,tf]
0 <u(t) < Tomaz  t € [to,ts],

\

ol: le temps final ¢ est fixé, z(t),y(t),m(t) sont les variables d’état
correspondant & la position, la vitesse et la masse du véhicule, u(t) le
controle (toujours positif), les positions et vitesses initiales et finales sont
fixées (xg,x 15405y f), myg est la masse initiale du véhicule, m,;q. sa masse au
vide (sans carburant), g 'accélération gravitationnelle sur la Lune et K une
constante caractérisant la consommation.

u(t
En raison du terme non-linéaire nt le probléeme (4.7) est non-convexe.

Le modele sur lequel on teste la méthode d’optimisation globale du Branch
and Reduce est obtenue en discrétisant (PL) par collocation directe. Avec
les considérations présentées en §1.2.1, les équations de la dynamique de-
viennent :
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—gfﬂi + 23fh$i+1 - %yz - Zi/i+1 T Smy  Smi 0 ;
IR A e . SR - _° 4.8
2?51% + 2%‘%“ g Amiy 9 (48
=7+ rmipr + - Kug + —~Kuig = 0
2h on Ty 4

pour ¢ = 0,N — 1 et:

_ 1 1
mi = 5m; + 5Mit1 + ZKUZ‘ + ZKUH—L

Convexification. La convexification s’obtient en utilisant les variables
auxiliaires suivantes:

Uj

my;
1 1 5 1 .
M; = %mz + oMt + ZKUz‘ =+ ZKUz‘H i=0,N—1 (4.9)
R = — i=0,N—1.
) Mz

Avec ce nouvelles variables les équations de la dynamique sont récrites
selon:

_%xi + %xiﬂ - %yi — %yi+1 — %Ti + %Tz‘+1 - 0
_%mi + %mﬂ_l + gKuZ + iKUiH = 0, 110
Im; + im; SKu; + Y Kuipq — M; = 0 (4.10)
5Mi + 5Mit1 + 78U + 7 KU i
Tim; — u; - 0

Le probleme relaxé s’obtient en convexifiant les deux dernieres équa-
tions de (4.10) par la méthode décrite en 4.1.2 (équations de McCormick).
La relaxation ainsi obtenue est un probléeme quadratique.

Réduction du domaine. Parmi les deux méthodes de réduction de do-
maine, seule celle basée sur la faisabilité va étre détaillée ici, car la réduction
basée sur la dualité ne nécessite aucun effort particulier pour notre exemple.

Le domaine initial du probléeme (pour le nceud racine du Branch and
Bound) est obtenu par analyse d’intervalle en utilisant les équations sui-
vantes (provenant de systeme 4.8):

61



5Kh Kh
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+h +h +h2 U; h2 Ui+1
. I MRS On NMu
A Y e T o T 12

(4.11)

pour tout ¢ = 0,/N — 1.

Cette technique permet d’avoir un domaine initial réduit, améliorant
ainsi la qualité de I'estimation inférieure (minorant) a la premiere itération
de 'algorithme. Cette méme technique est utilisée pour réduire le domaine
apres une séparation. Pour illustrer cela, soit z; la variable choisie pour la
séparation a une itération k et z] le point de séparation. Les deux nou-
veaux domaines obtenus sont [z ,z7] pour le premier nceud et [x},2¥] pour
le deuxieme nceud. Pour chaque noeud les équations (4.11) permettent de
réduire successivement les intervalles de définition pour le variables x;,y;,m;,
pour j > i. De méme, le systeme (4.11) permet de réduire le domaine de
définition des variables x;,y;,m;, pour j < i.

Parameétres de 1’algorithme. Avant de présenter les résultats et analy-
ser Defficacité de la méthode, on compléte la description de 'algorithme par

quelques remarques concernant les choix des parametres dans la méthode
de Branch and Bound.

Exploration des nceuds. Chaque fois qu’un neceud est subdivisé, les deux
nceuds (fils) obtenus sont explorés (les estimations inférieures et supérieures
sont calculées). Cela nous amene a la question du choix du nceud devant étre
subdivisé. Dans notre cas, on choisit toujours le noeud ayant ’estimation
inférieure la plus petite; cette méthode rappelle la technique de GBD), ou le
prochain vecteur entier a analyser était celui donnant le plus petit minorant.
D’autre part, ce choix permet d’obtenir une suite croissante des minorants.

Séparation. Commencgons par préciser que seul un petit nombre de va-
riables est utilisé pour séparer les nceuds. Cette stratégie a le mérite de
diminuer la complexité (combinatoire) du probleme et elle est motivée par
le fait qu’apres une séparation, I’analyse d’intervalle permet de réduire con-
sidérablement les intervalles situés a proximité immédiate. Cette remarque
est spécifique aux problemes issus d’une discrétisation, lorsque entre les va-
riables successives il existe un couplage fort issu de la dynamique du pro-
bleme. D’autre part, en regardant le probleme de départ on se rend compte
que la variable m a une influence plus grande sur la qualité de la convexifica-
tion, dans la mesure ou elle est la seule variable d’état intervenant dans les
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termes non-linéaires. Ces considérations nous amenent a une stratégie qui
consiste a choisir plus souvent la variable m pour la séparation (par rapport
aux autres variables z et y).

Pour chaque variable parmi celles acceptées pour la séparation d’un
neceud on calcule la violation de la vraie contrainte (non-convexifiée) en uti-
lisant la solution optimale du probléeme relaxé. La variable correspondant a
la plus grande violation de la contrainte est choisie pour la séparation.

Le choix de la valeur utilisée pour séparer un nceud se fait en utilisant
les regles suivantes (Sahinidis et Tawalarmani, [55]):

— toutes les Np itérations, le milieu de 'intervalle pour la variable choisie

est utilisé pour diviser le nceud;

— la valeur de la solution optimale du probleme relaxé est utilisée si la

regle précédente ne s’applique pas.

Résultats. Le probleme de test est défini par les valeurs suivantes des
parametres :

zog = 1.0 zy=0.0
mo = 10.0 Myide — 6.0
tp =500 g=0.1 K =0.01

Le Tableau 4.1 montre les différents résultats obtenus sur le probleme de
test, avec une poussée maximale T;,q, = 2.

TAB. 4.1 — Résultats pour le probléme de test (poussée maximale Tyap =
2Newton). La colonne Ny représente le nombre de points de discrétisation,
Nyar est le nombre total de variables dans le modéle, Nyceuds le nombre
de neeuds explorés, N, le nombre de problemes résolus, Tezec le temps
d’exécution total de [’algorithme, exprimé en secondes. La machine de test
est un PC' Linuzx, processeur Intel P4 2.8GHz avec 1Gb de mémoire vive.

Nd Nvar Nnoeuds Np Lezec (S)
25 | 100 3173 7346 145.00
40 | 160 | 14893 | 29786 | 2572.69
50 | 200 | 11835 | 23670 | 2930.14
60 | 240 | 16035 | 32070 | 7135.32
75 | 280 | 39005 | 78010 | 64284.24
80 | 360 | 105285 | 210570 | ~ 15h

On observe que le nombre de points de discrétisation est beaucoup moins
important que dans le cas linéaire avec contraintes logiques, la nature beau-
coup plus combinatoire du probleme étant un obstacle majeur. La plus
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grande discrétisation utilisée ne dépasse pas les 100 points; méme dans ce
cas, le temps de calcul est trés important (plusieurs jours) et la conver-
gence de I'algorithme apres un nombre raisonnable d’itérations est assurée
en grande mesure par le choix d'un nombre plus restreint des variables pour
la séparation d’un nceud (comme mentionné auparavant). En fait, sans cette
analyse d’intervalle, 'algorithme peine & finir méme pour un nombre li-
mité de points de discrétisation. Les premiers tests effectués étaient plutot
décourageants dans ce cas, car on arrivait difficilement a dépasser les 15
points de discrétisation.

Une autre observation concerne le nombre important de problemes résolus
pour chaque test montré dans le Tableau 4.1. Résoudre 100000 problemes
d’optimisation dans en temps raisonnable implique d’une part 'utilisation
de solveurs de bonne qualité, et d’autre part de garder un nombre limité de
variables dans les deux types de probleme d’optimisation utilisés: probléeme
non-linéaire et relaxation convexe. Dans notre cas le solveur K NIT RO a été
utilisé pour calculer le majorant (probleme NLP) et CPLEX pour résoudre
la relaxation quadratique.

Un autre facteur trés important est la qualité de la convexification. Pour
cet exemple simple, le nombre de termes non-linéaires (induisant des non-
convexités dans le probléeme de départ) est petit. Ceci a comme conséquence
une convexification tres bonne, i.e. qui donne une bonne sous-estimation de
Ioptimum global. Ceci se traduit dans notre exemple par un minorant qui
dépasse souvent 85% du majorant des les premicres itérations.

L’un des inconvénient des algorithmes Branch and Bound est le nombre
de noeuds actifs (explorés mais non-éliminés) gardés en mémoire. Notre al-
gorithme a un comportement plutoét encourageant de ce point de vue car ce
nombre de noeuds actifs ne dépasse presque jamais 30000.

Finalement, on présente I'influence de la poussée maximale 75,4, sur ef-
ficacité de l'algorithme. Intuitivement, une faible poussée maximale signifie
un controle plus faible et un plus fort couplage entre les variables; cela rend
I’analyse d’intervalle et la réduction de domaine encore plus efficace. Un
autre avantage di a une faible poussée est celui de pouvoir limiter de fagon
efficace le nombre de variables considérées pour la séparation. Les résultats
du Tableau 4.2 étayent ces affirmations.

On conclut cette partie introductive destinée a la méthode en mettant en
évidence les différents facteurs qu’il faut prendre en compte afin d’accélérer
la convergence de la méthode de Branch and Reduce. D’une part la qualité
de la relaxation convexe est extrémement importante, une mauvaise relaxa-
tion amenant & un mauvais minorant (trop éloigné du majorant) et a un
faible taux d’élimination des noeuds. Un autre facteur important est lié a la
réduction du domaine; dans notre cas, le fait de travailler avec un probléme
d’optimisation issu d’une discrétisation nous assure un fort couplage entre
les différentes variables d’état. Cette caractéristique de notre probléme doit
étre exploitée par la suite. Finalement, le grand nombre de noeuds explorés
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TaB. 4.2 — Influence de la poussée maximale T,q, sur la résolution du pro-
bleme de test. De plus grandes poussées impliquent un nombre plus important
d’itération et donc, un nombre plus grand de problémes d’optimisation (NLP
et QP) résolus. Ceci est vérifié en général, mais il se peut que la stratégie
(séparation, choix du neud et de la variable) soit plus efficace dans un cas
plutot que dans Uautre. La seul différence entre les tests (outre la poussée
mazimale) est la fagcon dont la séparation d’un neeud est faite.

Nd Tmaa: (N) Nnoeuds Np tezec (S)
25 2 3173 7346 145.00
25 2.5 4151 8302 202.85
25 3 19113 | 38226 | 984.02
25 4 24443 | 48886 | 2011.48
25 5) 20783 | 41566 | 1284.30
25 10 66389 | 132778 | 3685.29

nous laisse penser a la nécessité d’avoir des solveurs robustes et efficaces
pour résoudre la relaxation convexe, mais aussi le probleme non-linéaire sur
un domaine réduit des variables d’état.

4.2 Transfert orbital 2D a masse constante

On considere un satellite se trouvant sur une orbite initiale connue et
qu’on veut ramener sur une orbite finale géostationnaire donnée en un temps
final fixé t; (voir Figure 4.4). Les positions initiale et finale du satellite sur
I’orbite sont connues et on veut minimiser I’énergie dépensée le long du
transfert.

Soit u € R? le contréle, r le rayon vecteur donnant la position du satellite
en 2D et m sa masse. Alors, les équations du mouvement du satellite s’ob-
tiennent en écrivant la loi du Newton (les forces impliquées sont I'attraction
terrestre et le controle):

1
—u
m

.. r
r = _IUJT73 + (412)

ol i est la constante d’attraction gravitationnelle et ¥ la dérivée seconde
par rapport au temps du rayon vecteur.

Afin de formuler le probleme auquel nous nous intéressons en tant que
probleme d’optimisation on ajoute les conditions terminales (positions et
vitesses initiales et finales fixées) et les contraintes de poussée (le controle
est borné). L’objectif est approché en utilisant le carré de la norme L? du
controle afin d’éliminer les difficultés issues de la non différentiabilité d’un
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Orbite finale

Orbite initiale

F1G. 4.4 — Probleme du transfert orbital 2D. Les position initiales et termi-
nales sont données: orbite initiale et position du satellite sur orbite, orbite
finale (géostationnaire) et la position du satellite sur ’orbite finale.

objectif prenant en compte seulement la norme L. Le probléme de controle
optimal suivant est obtenu:

min ff 2(t)dt

r,u

s.t. ( ) = _,Ufrg(t)) + ! u(t) te [07tf]
r(0) = 4.1
I'(tf) = I‘f ( ' 3)
r(0) = vo
r tf) = Vf
\ uz(t) < ngal‘ t € [0,ty]

Le probleme (4.13) est un probléeme de contréle optimal non-convexe, ce
qui justifie les questions liées au caractere global de la solution obtenue.

4.2.1 Majoration.

Le majorant de I'optimum global du probleme spatial s’obtient en ap-
pliquant une méthode locale (en utilisant toujours le principe que toute
optimum local est un majorant de 'optimum global). Les méthodes locales
peuvent étre divisées en deux catégories: directes et indirectes.

Les approches directes consistent a discrétiser (4.13) en obtenant un pro-
bleme d’optimisation en dimension finie. Les différents solveurs de program-
mation non-linéaire peuvent alors étre utilisés afin de retrouver la solution
locale [18], [13]. Le principal désavantage de cette démarche est la taille
du probleme obtenu apres discrétisation. Par contre, ’avantage principal
consiste en la grande diversité des contraintes continues qu’on peut ajouter

66



a (4.13), étant donné que les conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker
ne demandent aucune hypothese quant aux variables d’état ou de controle.

Les méthodes indirectes sont basées sur le principe du maximum de
Pontryagin [19]. Ce principe donne les conditions nécessaires d’optimalité,
en transformant (4.13) en un probléme aux conditions aux deux bouts. Un
intégrateur combiné & une méthode de Newton peuvent étre utilisés pour
obtenir la solution (locale) de (4.13), cf. [15], [14], [10]. C’est 'approche la
plus indiquée pour obtenir une solution locale du probleme et I'indépendance
de la méthode par rapport au nombre de points de discrétisation joue un
rOle important. A contrario, le grand désavantage est le fait qu’on peut dif-
ficilement ajouter des contraintes sur les variables d’état dans les méthodes
indirectes. Or, on a vu que les contraintes de bornes joue un réle important
dans la méthode de Branch and Reduce. C’est la raison pour laquelle le
minorant est obtenu en utilisant une méthode directe.

Afin d’obtenir un modeéle en dimension finie on applique toujours la
collocation directe, dont les principes ont été décrits dans le chapitre 1. Les
notations suivantes vont étre utilisées tout au long de ce chapitre:

— t; est le i-eme point de discrétisation: ¢; = ih, ot h = ty/N est le pas

de la discrétisation.

— x dénote les variables d’état et x; = x(¢;) est le vecteur contenant les
variables d’état & linstant ¢;. (Par exemple z; = (z;,y;,0F,v)) dans le
cas du probleme spatial 2D exprimé en coordonnées cartésiennes).

— T est le vecteur des variables d’état aux points milieux: z; = x(%)

— u dénote le controle et u; est le vecteur controle a 'instant ¢; (ce
vecteur est toujours de dimension 2 dans le cas du probleme spatial
2D: u; = (u¥ul)).

— F dénote le vecteur des seconds membres des équations différentielles
et F; est ce méme vecteur pris a l'instant ¢;. Dans le cas du probleme
spatial 2D on peut écrire en coordonnées cartésiennes:

Fi(:c,y,vf,v%’,uz,uy) = (Fiw(x7yvv;‘bavgauw7uy)7Fiy(x7yav;‘£7vg7u$7uy)7

Fivz (xvyav?c7vz‘y7u$auy)aﬂpy (:Uayavaviyvux7uy))-

— F est le vecteur des seconds membres des équations différentielles cal-
culé aux points milieux F; = 2(Z,u).

Le systeme d’équations ainsi obtenu peut-étre divisé en deux parties:

— Les équations linéaires (et donc convexes) :

3 3 1 1 n
—5p%i + op%it1 — i+ i —F o= 0 (4.14)
lx,_i_lx. _i_EF_ﬁF — T = 0 :
oL oLit+1 ]t gLi+1 i
— Les équations non-linéaires directement issues de la dynamique du
systeme :
Fi = 9t 05u,)
dt (Zhad 2Rt
_ bibtieg - (4.15)
Fy = ().
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4.3 Convexification

Les seules contraintes non-linéaires sont les équations décrivant I’évolution
du systeme. La résolution du probleme d’optimisation ainsi obtenu nous
donne une solution locale, donc un majorant du minimum global. Par la
suite on va donner différentes méthodes pour trouver un minorant; pour
cela, on relaxera le probleme en convexifiant tous les termes non-convexes qui
apparaissent dans le systeme d’équations (4.15). Cette méthode de convexi-
fication a été décrite auparavant et va étre maintenant analysée pour ce pro-
bleme de transfert orbital 2D a masse constante. Pour chaque modele qu’on
propose, on présente les différentes fagons de le convexifier et les résultats
obtenus dans chacun des cas. Une analyse comparative de ces résultats est
aussi effectuée. Le concept qu’on va utiliser est la reformulation du probleme,
c’est a dire la recherche du meilleur modele, celui se prétant le mieux a une
bonne convexification.

4.3.1 Coordonnées cartésiennes

Le premier modele qu’on a analysé est celui du probleme de transfert
orbital 2D a masse constante exprimé en coordonnées cartésiennes. Les va-
riables d’état sont la position du mobile en 2D (z, y) et sa vitesse (v*, v¥).
Le controle est a son tour décomposé dans le repere XY: u = (u”,uY). Le
probleme de controle optimal se met sous la forme:

(

min [0/ [u?(£)]? + [u? (1) dt

r,v,u

st @(t) = vo(t) t e [0,ty]
; — z(t) 1,z
ve(t) = — +Llyr@)y tefot
= T T e ]
y(t) = v¥(t) o t € [0,ty] (4.16)
y(t) = — Y +Luv(t) telot
OO = ] T 024
[w? ()] + [w ()] < T t €0
(J;ayvvxﬂ}y)(t = O) = (any(]’Ugvvg)
(xyv* oY) (t =ty) = (xf,yf,vfc,v?)

Les travaux antérieurs effectués en collaboration avec le CNES sur les
méthodes locales ont montré que les coordonnées cartésiennes ne sont pas le
meilleur choix pour résoudre le probleme de controle spatial. Cela est prin-
cipalement du au caracteére oscillatoire des variables d’état (voir figure 4.5).
En effet, méme en I'absence du controle, le satellite reste sur la méme orbite
et ses caractéristiques cartésiennes varient (position et vitesse du satellite
sur orbite ne sont pas constantes). Du point de vue convexification, deux
difficultés sont la conséquence de cette représentation cartésienne. D’une
part, le caractere fortement variable pour les états nous empéche de faire
des suppositions sur le domaine de variation de ces variables; cela veut dire
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Fi1G. 4.5 — Solution locale pour le probléeme de transfert orbital 2D a masse
constante. Obtenu par une méthode directe, ce graphe montre le caractére
oscillatoire des variables d’état exprimées en coordonnées cartésiennes. Le
graphe du haut donne la composante x de la position en fonction du temps
et le graphe du bas la composante v* de la vitesse en fonction du temps.

qu’on manque de précision quant aux bornes des intervalles utilisés, ce qui
va nécessairement affecter la qualité de la convexification. D’autre part, ’ob-
tention du majorant dans ce cas est plus difficile. En fait, afin de résoudre
le cas spatial (en utilisant des méthodes directes ou indirectes, d’ailleurs)
on préfere utiliser les coordonnées de Gauss, cela pose moins de problemes
numériques.

On peut alors se demander quel est l'intérét de convexifier une telle
représentation du probleme. La réponse est donnée par ’apparition linéaire
du contréle dans les équations (4.16). On peut facilement remarquer que les
seuls termes non-linéaires (nécessitant donc une convexification) sont ceux
en z et y. Cette forme particuliere du systeme nous a laissé penser qu’une
bonne convexification (qui ne comporte pas beaucoup de variables) peut-étre
obtenue dans cette modélisation cartésienne.

Comme on I'a déja précisé on utilise la collocation directe pour obte-
nir un probleme d’optimisation en dimension finie. Avec les considérations
et notations données en §4.2.1, on peut écrire le probleme d’optimisation
suivant :
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N
min " (uf)? + (u!)?
1=0

—o i+ i1 — g B — 1FR, - FF = 0 i=0,N-1
—sp¥i T opyier — 1 FY = 1FY, — F = 0 i=0N~-1
3 T T 1 vz 1 vz [VT ;
—570 + 5l — i B -3 S Y = 0 ¢=0,N—-1
2!)1 %J 25(1 ZH %szy ilFZ”Lj?;l FZ”UZ’J = 0 i=0N—-1
—onVi toplipr —aty it 8T = =0, -
toi+ toi + BEF - LEE, — FF = 0 i=0N-1
%?ﬁ+%yz‘+1+§Fiy—%ﬂﬂl—Fﬁ = 0 i=0N~-1
208+ 208 + %Fx — bppz — FyT = 0 i=0N-1
1 i h - .
52;? + Exviy+l +glY —gF - Y = 0 1= 0’% -1 (4.17)
FY— ! = 0 i=0,N
Fivy M(x???)% Tu; 0 z 0,N
Fr—oF - 0 i=0,N
FY —v! = 0 i=0,N
Fre—p—"ti o Lyz = i = 0,.N
AT A vt

On remarque que la plupart des équations dans le probleme (4.17) sont
linéaires, ce qui confirme notre intérét pour ce modele. En effet, les seuls
termes non-linéaires, qui donnent la non-convexité du probleme, sont du
type L et Y . Ces termes présentent néanmoins plusieurs in-

(z2+y?)2 (z2+y?)2

convénients. D’une part leur valeur (comme fonction de x et y) tend vers
linfini quand r = /22 + y2 tend vers 0. Cela rend les termes tres difficiles a
convexifier; ¢’est méme impossible en I’état, car autour du point (z,y) = (0,0)
la fonction n’admet pas d’enveloppe concave. La solution qu’on peut envisa-
ger dans un premier temps et de considérer la valeur de la fonction comme
étant 0 sur une région qui ne présente pas d’intérét physique (il est clair
que la région r < Ry n’est pas faisable pour une trajectoire du satellite, Ry
étant le rayon de la Terre). On remplace alors cette fonction par la fonction
suivante (R étant une constante convenablement choisie):

q: [—rU,rU] X [—TU,TU] - R
x 2 2 > R2
gzy) =4 @i T Ty (4.18)
0 a2 492 < R?

La figure suivante montre la fonction donnée en (4.18). Malgré le fait
qu’il est dorénavant possible de la convexifier maintenant, il reste deux in-
convénients difficilement surmontables: le premier est que la qualité de la
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convexification dépend fortement du choix de la constante R; en fait les plus
grandes valeurs de la fonction s’obtiennent autour du cercle 22 4+ y? = R2,
les régions éloignées ayant une valeur beaucoup plus faible. Le deuxieme est
que la convexification introduit de ’espace de recherche inutile car la région
r < R ne présente pas d’intérét; elle devrait tout simplement étre exclue du
domaine de recherche.

. (M,
{ it

0 |

—-0.04

7

TR

A 1

1

—0.06 - \ N/ /
: g 5
Fig. 4.6 — Le terme —%—5 sur le domaine [—5,5] x [=5,5]. Comme le

(z2+y?)2
domaine de définition contient une région qui ne présente pas d’intérét pour
la recherche des minima et que la fonction tend vers l'infini quand r — 0 on

a considéré 0 comme valeur de la fonction pour ce domaine.

La solution qu’on propose afin de s’affranchir de ces difficultés est de
passer en coordonnées polaires une fois la discrétisation effectuée. Cela re-
vient a remplacer le couple (x;,y;) par (r;,a;), ou r; et ; sont le module du
rayon vecteur et ’angle polaire a I'instant t;. Le formules de passage d’un

modele a ’autre sont :
T = rcosw

y = rsina,

(4.19)

de telle sorte que les termes non-linéaires a convexifier ont la forme suivante:

sin
2

Cos «
2

+ brsin«
+ br cos

a
a

(4.20)
ou a et b sont deux constantes dépendantes du pas de la discrétisation h.

Modele convexe. Il s’agit ici de trouver les enveloppes convexes pour les
termes donnés en (4.20). Les fonctions convexes (respectivement concaves)
qu’on recherche sont de la forme:

P (a,r) = 5102 + spa 4 537 + 54
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ou les constantes s1,59,83,54 et i1,i2,i3,i4 restent a étre déterminées en fonc-
tion des limites d’intervalle (a¥,aV rZ V) sur lesquels les fonctions (4.20)

sont a convexifier.

Avoir choisi des fonctions de la forme (4.21) pour les enveloppes convexes
et concaves est justifié par le fait que l'intégration des contraintes logiques
dans un tel systeme peut-étre traitée par notre variante de 1’algorithme
GBD. En effet, ce type de contrainte (quadratique séparable) donne au pro-
bleme la structure particuliere dont on a besoin pour prendre en compte
les contraintes logiques. D’autre part, les variations des fonctions (4.20) par
rapport au r sont faibles et sont bien approchées par des fonctions linéaires
en r. De méme, les variations par rapport a « de ces mémes fonctions sont
bien sous-estimées (sur-estimées) par des fonctions quadratiques. La figure
(4.7) montre ces termes a convexifier sur le domaine [0,27] x [10,30].

F1c. 4.7— A gauche la fonction aSi;IQO‘ +brsin a sur le domaine [0,27]%[10,30].
A droite la fonction a25* + breosa sur ce méme domaine. On remarque
que ces fonctions (fortement non-linéaires) ont une faible variation en r (ce
qui justifie les fonctions linéaires en r pour les convezifier) et une variation
importante en a (d’ou notre choix des fonctions quadratiques en « pour les

enveloppes convezes et concaves)

La convexification des fonctions en sin et cos doit se faire pour tout
domaine D C [0,27] x [10,30]. Autrement dit, afin d’avoir une convexification
efficace, on doit analyser chaque cas possible ([a”,aV] C [0,27]). Plusieurs
cas ont été identifiés et traités (le nombre total de convexifications différentes
avoisine 70). Pour chaque cas, il s’agit d’expliciter les coefficients s1,52,53,54
et i1,i9,i3,i4 en fonction de a’,aV ¥ V. Afin de montrer la facon dont ces
expressions sont obtenues, on détaille la procédure sur un cas particulier,
celui du calcul de Penveloppe convexe du terme a%%2 4 br sin o sur [a*,a¥]U

r2
[rLrU] avec ol € [0,3] et oV € [r,27].

Les coeflicients i1,i9,i3,i4 s’obtiennent en utilisant les observations sui-
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vantes :

— les minima des fonctions ¢(a,r) et ¢/ (a,r) coincident;

(@")e(5,r7) =0
TU)_q(%arU) =0

— les fonction ¢(a,r) et ¢"™f (a,r) prennent la méme valeur en (o rL);
(@)~ gla i) = 0

— les fonctions ¢(a,r) et ¢/ (a,r) ont la méme tangente par rapport a

en ( %,TU);
(qi"f)i«(ng) — q(gﬂ”U) =0.

Ces quatre équations permettent d’obtenir les expressions explicites des

parametres ij,is,i3,i4 en fonction de 7V rL oV al. Les enveloppes convexes

et concaves ainsi obtenues sont représentées sur le graphe (4.8).

NN

AN ey e

SR 7
SRR IR, 7
2 \Q‘?"‘l""":""""""".'.""."" ’

£
o 7777
B st e
NS e
27

20

Fic. 4.8 — A gauche la fonction aSian + brsina sur le domaine [0,27] x
[10,30] et son enveloppe concave. A droite la méme fonction et son enveloppe
convexe. Les enveloppes ont été obtenues en utilisant les équations présentées

ci-avant.

Résultats pour le modeéle cartésien

La méme analyse que celle discutée auparavant est effectuée pour chaque
cas possible. Afin d’obtenir les expressions analytiques des parametres s et
1, le calcul symbolique de Matlab a été utilisé; le logiciel d’optimisation
non-linéaire KNITRO nous a permis de résoudre la relaxation convexe.

Les tests qu’on a effectués concernent un transfert orbital simple, chaque
composante discrete r; se trouvant dans le domaine [10,30] et chaque «; dans
I'intervalle [0,27]. Les intervalles utilisées pour la vitesse sont de la forme
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[—oY wY] ot Y est la vitesse maximale obtenue en résolvant le probleme
spatial avec une méthode locale. La poussée maximale est de 60N.

Dans tous les tests, ’objectif optimal de la relaxation convexe
est 0!

Quels que soient les intervalles choisis pour borner les variables discretes,
il existe donc toujours un controle nul capable de satisfaire les contraintes
du probleme convexe.

Cette mauvaise limite inférieure peut-étre expliquée en regardant de plus
pres ’équation de la dynamique qu’on est en train de convexifier:

.. r 1

Le terme le plus important en ce qui concerne 'ordre de grandeur est le
terme en r, I’attraction terrestre. En effet ce terme est beaucoup plus grand
que le controle qu’on utilise pour déplacer le satellite d’une orbite a I’autre,
le controle ayant plutot le role d’une perturbation:
r 1
’Hr*3| > ‘E“'

Or, c’est justement pour ce terme en r qu’on cherche les enveloppes convexes
et concaves ¢**P et ¢""f. Ce qui se traduit dans la relaxation convexe par le
fait que les équations sont satisfaites méme pour un controle nul, car

P> |tu| et g™ > |Lly|

et les équations sont trop relaxées. Du point de vue physique, les équations
n’expriment pas le fait que le satellite se trouve sur une orbite, mais quelque
part autour d’'une orbite; cela veut dire que le satellite peut passer d’une
orbite a une autre sans qu’on controle le systeme.

Ces résultats, bien qu’infructeux en ce qui concerne la qualité de la limite
inférieure, permettent d’exprimer une propriété cruciale que doit posséder
la relaxation convexe:

Les contraintes du probléme convexe, relaxation du probléme
spatial 2D a masse constante, doivent assurer le fait qu’en l’ab-
sence du contréle le satellite reste sur la méme orbite

Or cette propriété s’exprime naturellement en utilisant les coordonnées
de Gauss, étant donnée qu’'une partie des variables d’état sont des intégrales
premieres de mouvement. Les paragraphes suivants s’intéressent a ce type
de modélisation.

4.3.2 Equations de Gauss en temps

Le principal avantage des équations du mouvement exprimées en co-
ordonnées de Gauss est le fait d’utiliser, parmi les variables d’état, des
intégrales premieres du mouvement, qui expriment naturellement le fait que
si I’on ne controle pas le satellite celui-ci reste sur la méme orbite,
une propriété que l'on va essayer de maintenir dans la relaxation convexe.
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Equations du mouvement et variables d’état. Les nouvelles variables
d’état sont (voir figure (4.9)):
— P, le parametre de la conique; il est I'un des parametres décrivant la
forme de l'orbite

— ey et ey, composantes du vecteur excentricité; elles décrivent la forme
de l'orbite (I’excentricité) mais aussi sa position dans le plan

— L, la longitude cumulée; elle donne la position du satellite sur ’orbite.

Quant au controle, il est exprimé dans le repere ortho-radial (figure 4.9).

T2

, Y

(ex:ey)

Iy

Fi1G. 4.9 — Interprétation physique des parameétres orbitauz. P, e, et e,
modélisent la forme et la position de l'orbite dans le plan. Naturellement, si
a Uinstant t aucune poussée n’est exercée sur le satellite ces trois paramétres
sont constants (I’orbite et sa position dans le plan ne souffrent aucune mo-
dification). L, qu’on va appeler la longitude cumulée précise la position du
satellite sur l’orbite. Le contrile (vecteur u) est décomposé dans le repeére
ortho-radial : une composante le long du rayon vecteur r et une composante
normale a ce méme vecteur.

Avec ces nouveaux parametres les équations de mouvement du satellite
s’écrivent:

2 P2
P 7m\/ﬁwu2 1Q
P2
€y = f sin LP2u1 + \F 21Wu2 (4.92)
€y =— m\fCOSLPQUrme i%uQ
L = o7
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W = 1+ezcosL+eysinL
Q1 = 2cosL+ey(1+cos® L)+ ey(sin Lcos L) (4.23)
Q2 = 2sinL + ey(sin Lcos L) + e,(1 + sin? L)

Une premiere remarque concerne la variable W, donnée par les équa-

tions (4.23). Il est important dans la convexification d’obtenir des limites
inférieures et supérieures sur cette variable. En explicitant I’expression de

W en fonction de I'excentricité e = | /e2 + eZ, on obtient:

{ Co COBY o W =1+ ecos(L —w) (4.24)
ey = esinw

et alors W € [1 —e™®® 14 e™%*]. Comme e € [0,1) alors W > 0 et les limites
inférieures sur la variable W peuvent étre obtenues en partant des limites
d’intervalle pour les variables e; et e,. D’autre part, ces limites ne sont pas
treés précises et on va souvent étre obligé de se contenter de cette approxima-
tion assez grossiere; en fait, la seule fagon de mieux borner W et de prendre
en compte les contraintes de boite sur la variable L (L% ,LY). Malgré la
meilleure précision obtenue de cette fagon, cela complique considérablement
les choses, en ajoutant un nouveau parametre (L) a prendre en compte dans
le Branch and Bound.

Cela nous ameéne aussi & un probléme plus général: les termes en sin L
et cos L sont tres difficiles a convexifier, étant donnée leur nature tres os-
cillatoire. Ce méme type de fonction nous a posé des problemes lors de la
convexification du cas cartésien (on se rappelle le changement de variables
et le cas polaire).

On remarque en regardant les équations (4.22) que si |u| = 0 alors P = 0,
¢z = 0 et éydt = 0, donc le satellite reste sur la méme orbite. C’est la une
propriété tres importante du systeme qu’on va essayer de préserver lors de
la convexification. Pour cela, considérons le cas général suivant:

F(zu) = a(z)uy + b(x)us (4.25)

(ici F doit s’annuler quand |u| = y/u? + u3 = 0)
On veut donc convexifier cette équation tout en gardant le fait que |u| =
0 = F = 0. On propose trois fagons différentes de le faire:

i) en utilisant le module du controéle (|u|):

F = a(x)uy + b(x)us = |F| = |a(x)us + b(z)us| =
|F'| <la(z)|[ua| + [b(z)|[uz]
(4.26)
et la relaxation ainsi obtenue:
Foo<a(@) ™ ur| 4 [b(2) ™ |[uz|
maxr max 4‘27
{F > (@)™ | — [bl)™fus) (4.27)
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Cela revient a travailler avec des nouvelles variables de controle: |u;|
et |ugl. Il est facile maintenant de vérifier qu'un controéle nul ne déplace
pas le satellite sur une autre orbite.

ii) en utilisant les parties positives et négatives du controle:

a7t -

{ Z; _ Zi’ _ Z;_ uf uyuguy >0 (4.28)

En effet, si la convexification du terme a(z)u; quand u; € [—Tmaz,Tmaz]
n’assure pas que ce terme est nul quand u; = 0, la convexification du
terme a,(ar:)u;r quand uj € [0,T)n42] assure, elle, cette propriété. Afin
de vérifier cela, le lecteur peut utiliser les équations de McCormick
données en §4.1.2, formules (4.6).
Il est important de remarquer que ces substitutions de variable (pas-
sage de u, ug a uf,ul_, u;, u5 ) ne changent pas la forme quadratique
de I'objectif, son terme principal & Vinstant ¢; s’écrivant (uj )2+ (uy )2+
(uf)? + (ug)2.

iii) en utilisant les variables booléennes: soit y; € {0,1} avec y; = 0 si
u; <0ety; =1siu; >0. De méme, une variable binaire y2 € {0,1}
est associée a uo. Les deux équations suivantes expriment le role des
variables binaires yp,y2:

[an)}

(2y1 - 1)’“1

>
(2y2 —Nuz > 0 (4:29)
Avec cela, la relaxation devient:
uifyra®(z) + (1 —y1)a”(2)] + wuzly2b™(z) + (1 —y2)0"(2)] < F
uzlyra? () + (1 —y1)a(z)] + uzly2b”(z) + (1 — y2)b"(2)] (S 1*;
4.30

La complexité des équations (4.29) et (4.30), surtout due au fait qu’on intro-
duit des variables binaires, rendant ainsi le probleme combinatoire, nous a
amené par la suite a prendre en compte seulement les deux premiers modeles,
i) et ii), pour convexifier le probleme.

On conclut cette partie préalable dédiée a la convexification en regar-
dant la solution locale obtenue pour le probleme de controle spatial a masse
constante, solution obtenue par une méthode directe. La figure (4.10) re-
présente les évolutions des parametres orbitaux en fonction du temps. Les
faibles oscillations des parametres P,e;,e, et L vont nous permettre de faire
des suppositions quant aux bornes d’intervalle, en se basant sur la forme
de la solution locale. C’est la un avantage qu’on n’avait pas en utilisant le
modele cartésien. La solution globale et la relaxation convexe du probleme
de transfert orbital 2D est cherchée sur le domaine réduit:

P, € [Ploc — AP Pl + AP] N
(ex)i € [(€x)l¢ — Aeg,(e2)¢ + Aey] , i=0,N
(ey)i € [y e]] . i=0N
L € [Lle — AL,Ll + AL , i=0,N
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ot I'indice ¢ fait référence a la solution locale, AP, Ae,, eyU et AL sont
des constantes judicieusement choisies, qui caractérisent la globalité de la
solution.

Afin de pouvoir comparer les différentes convexifications entre elles, on
compare les valeurs des objectifs des relaxations convexes. Mais une autre
comparaison est aussi tres intéressante: le minorant, exprimé comme fonction
des parametres AP, Ae, et AL est une fonction décroissante. En effet, quand
AP, Ae, et AL tendent vers 0, la limite inférieure tend vers sa valeur
maximale, la solution locale du probleme. Cette fonction peut-étre alors
utilisée comme une mesure de la qualité de la relaxation convexe. De plus,
si on prend la valeur relative par rapport a la solution locale du probleme
de transfert orbital & masse constante (UBD), on a une mesure quantitative
de la limite inférieure:

LBD

UED ~ fonction(AP,Aey,AL)

F1a. 4.10 — Une solution locale du probléme de transfert orbital 2D & masse
constante. En haut o gauche P en fonction du temps, les unités de mesure
étant le Mégamétre (Mm) pour P et U’heure (h) pour le temps. En haut a
droite e, en fonction du temps, en bas a gauche e, en fonction du temps
et en bas a droite L en fonction du temps. Les oscillations sont petites, ce
qut nous permet de faire de bonnes suppositions quant au minimum global,
cela jouant en notre faveur pour la convexification car on réduit la taille des
intervalles de variation pour les paramétres orbitauz.
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Un premier modele

On commence ’étude de la convexification des équations de Gauss en
fonction du temps par un modele simplifié. On regarde seulement les équa-
tions donnant la variation de P et L. Notre choix est motivé, d’'une part,
par le fait que ces équations ne contiennent pas de termes en sin L et cos L,
termes difficiles a bien convexifier comme on I’a vu dans le cas des équations
cartésiennes. D’autre part, en simplifiant de cette facon le systeme d’équa-
tions on diminue le nombre de variables, en obtenant ainsi une relaxation
convexe plus simple a résoudre.

Les équations prises en compte sont donc:

ap _ 2 p3

i = myE W U2

dL  _ W

Lo— iy (4.31)
W = 1+ezcosL+eysinL

On remarque que seule la composante us du controle est considérée dans
ce modele. Cela affecte forcement la valeur de la limite inférieure donnée par
la relaxation convexe (le terme [ ul t)dt n’est pas pris en compte dans ’ob-
jectif), mais pas de fagon dramathue. En fait, en analysant la contribution
du terme en u; dans 'objectif, on s’est apercu qu’elle dépasse rarement les
12% de la valeur totale de I'objectif (pour le jeu de conditions initiales et
terminales qu’on utilise habituellement).

La démarche qu’on propose pour obtenir une relaxation convexe peut-
étre synthétisée comme suit:

— utiliser les intervalles des variables e, et e, pour déduire des intervalles
sur la variables W a chaque instant ¢; a l'aide des formules:

Wwh=1-¢eV
Wo=1+el (4.32)
eV = max e2 + el

eze[ z!eU} eye[eL ey]

(les indices ¢ ayant été omis pour plus de clarté).

— les intervalles sur P et W sont utilisés pour limiter la variation de la
variable d’état P, en utilisant le module du controle:

3
|FF| =4F| = %PWZ\MI = IFP\<m\f WL | of  (433)
et donc la relaxation:
3
FP < 2 (0%,
= ‘myu WE ‘3 2| (434)
FP > -2 ()2, )
- m\/’ WL 2
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(encore une fois, 'omission des indices 7 est intentionnelle). La méme

démarche est utilisée pour obtenir les relaxations sur les variables F'*

le second membre des équations en P aux points milieux de chaque

intervalle de discrétisation, %,

— soit linsup(Pfg) et lininf (Pfg) les enveloppes concaves et convexes
linéaires de la fonction f : [P*,PU] - R f(P) = P32 (la facon dont
ses enveloppes sont obtenues est illustrée sur la figure 4.3). Alors 1’é-

quation en L est relaxée en utilisant les formules suivantes (FL = ‘Zlf)
L LN\27; A

FL \/H(WU) 2lz.n(s.’up(P 2§) > 0 (4.35)
FY — /(WY ) lininf(P~2) <

En utilisant ces différentes remarques le probleme suivant est une relaxa-
tion du probleme spatial 2D & masse constante:

N
minZ\ (uz);)?

©) L+2hLZ+1 F —ZFHL—Fi = 0 i=0N-1
1P+ R+1+hFP %Fﬁl P, = 0 i=0N-1
1L+ sLiv1+ §FF — 2FL - L; = 0 i=0N-1
U3/2
(Fip—%(PW)L (ug)i| < 0 i=0N
PU 3/2
o | g el < 0 i=oN
FP - 2 “’UV}Z\(UH < 0 i=0N
7 m\f WL 2)i > = U,
PU 3/2
—FP - 2500 w)il < 0 i=0N
FL— Ju( l)zlznsup(P 32) > 0 i=0N
() FE— W) lininf(P~3%) > 0 i=0,N
FE — /u(WE)insup(P~3/2) > 0 i=0,N
\ FF— (W) ininf(P~3/?) > 0 i=0,N
(1) { l(w)i| < Ty i=0,N
(4.36)

ou (C) est 'ensemble d’équations issues de la collocation, (M) les équa-
tions ou la valeur absolue du controéle a été utilisée pour assurer le fait que
sans controle le satellite reste sur la méme orbite et ou (L) dénote ’ensemble
d’équations relaxant ’évolution du parametre d’état L. On rappelle que
tous les termes utilisant la notation Z se réferent aux variables calculées aux
points milieux des intervalles (%) pour x.

Résultats. La relaxation convexe décrite plus haut a été résolue a I'aide de
la bibliotheque d’optimisation CPLEX, dans un algorithme qu’on a implanté
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en langage C. Le solveur non-linéaire KNITRO calcule la solution locale
(limite supérieure) du probleme de départ. Le probleme de test (transfert
orbital 2D & masse constante) est caractérisé par les parametres suivants:

PY =36.625Mm P! =42.165Mm

9 =0.15 el =0.00
¢9 = 0.00 efy = 0.00 (4.37)
L% =0.00 LY =100.00

tf = 331.51h Ty = 30.00N m = 1500Kg

Le tableau suivant (4.3) présente les temps de calcul, correspondant aux
différents nombres de points de discrétisation.

Nyis Niot tezec (3) Rapport (%)
200 | 1796 | 0.2954 41.663
400 | 3596 | 0.6523 41.615
800 | 7196 | 1.4645 41.590
1000 | 8996 | 1.8967 41.585
1500 | 13496 | 3.5493 41.579
3000 | 26996 | 9.7214 41.574

TAB. 4.3 — Les temps d’exécution pour la relaxation conveze, probléme qua-
dratique obtenu en fixant les parameétres AP = 0.1 et Ae, = 0.01. Ici, Ny
est le nombre de points de discrétisation; Nyo, le nombre de variables dans
le probleme ; tegee, le temps d’exécution, exprimé en secondes et la colonne
”Rapport” donne la valeur de la fonction % obtenue dans chaque cas;
le temps d’exécution représente le temps de calcul pour le probléme d’op-
timisation plus le temps mécessaire a construire le probleme et a calculer
les limites d’intervalle pour les variables considérées. Les temps de calcul
sont raisonnables, méme pour les problémes de grande taille (3000 points de

discrétisation).

On peut remarquer que, méme pour les probleme de grandes taille, les
temps de résolution de la relaxation convexe sont assez petits, le probleme
n’étant pas difficile, en raison d’un nombre de variables peu important. Bien
str, le fait de travailler avec une relaxation quadratique est crucial, les al-
gorithmes de résolution des problemes quadratiques étant plus performants
que ceux existant pour trouver la solution d’un probleme non-linéaires; par
exemple, le probleme de contréle optimal discrétisé prend plus de temps a
étre résolu que sa relaxation quadratique convexe.

Considérons maintenant 'influence des limites d’intervalle sur la qualité
de Destimation inférieure. Comme déja précisé AP, Ae, et AL dénotent
les tailles des intervalles utilisées pour borner les variables d’état P,e, et
L. La Figure (4.11) présente la relation Z22100 = fonction(AP,Ae,), le

UBD
parametre AL étant une constante dans ce cas (et égale a 1). Dans ces
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01 1

F1a. 4.11 — Le rapport £85 fonction de AP € [0.01,1] et Ae, € [0.1,0.001].
P est exprimé en Mm (Mégameétres). AL = 1, constant dans ce cas. La

meilleure sous-estimation dans ce cas ne dépasse pas 75%.

conditions, la meilleure limite obtenue ne dépasse pas les 75% de la limite
supérieure, solution locale du probleme spatial. Ce qui est encore plus impor-
tant est le fait que cette limite est difficilement utilisable dans le cadre d’un
algorithme de Branch and Bound. La figure (4.12) montre le rapport %
en fonction de AP (a Ae, fixé) et ce méme rapport en fonction de Ae, (a
AP fixé). Comme on peut le constater en analysant ces figures, on obtient
une limite inférieure différente de 0, mais exploitable dans un algorithme
seulement quand on est tres pres de la solution locale. Ceci est évidemment
di au fait que la relaxation qu’on utilise est trop forte. En effet, utiliser sim-
plement les limites des intervalles est trop peu contraignant, la principale
difficulté étant la mauvaise approximation faite pour obtenir les limites sur
la variable W.

En conclusion de ce modele, on obtient une limite inférieure non nulle,
ce qui prouve que la démarche qu’on suit est la bonne. D’autre part, la
convexification des fonctions sin L et cos L est la difficulté principale, dont
on doit s’affranchir afin d’obtenir de meilleurs résultats.

Deuxiéme modéle

Ce modele est en fait une autre fagon de convexifier le probleme en se
concentrant toujours sur les deux équations en P et L. Quoiqu’on puisse
affirmer a posteriori que les résultats obtenus avec ce modele ne sont pas
meilleurs que ceux du modele précédent, son intérét réside dans la fagon
dont il est obtenu. L’idée est de réduire l'indétermination introduite par
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Pourcentage

35 . . . . 60
o . R . - o
AP Ae

x

F1G. 4.12 — Pourcentage % en fonction des paramétres AP (a gauche pour

un Aey = 0.001 fizé) et Ae, (a droite pour AP = 0.01, fizé). L’influence de
AP est plus petite petite pour de grands intervalles est devient importante
dans le voisinage de la solution locale. Le paramétre Ae, est plus important,
sa variation ayant un impact plus important sur la qualité de ’estimation
inférieure.

I’équation
ap_ 2 P
dt — myp W

(4.38)

en utilisant une nouvelle variable d’état R = P~1/2. On peut alors récrire
cette équation :
aw 1 1 (4.39)
dt my/u W
L’intérét de cette approche est de faire disparaitre le terme en P dans la
premiere équation. En fait, convexifier un terme bilinéaire (comme celui
donné en (4.39)) est plus efficace en ce qui concerne les qualité de la sous-
estimation (ou surestimation) qu’un terme trilinéaire (celui donné en (4.38)),
en raison d’un plus petit nombre de relaxations. Avec ces considérations, le
nouveau systéme a convexifier s’écrit:

@ = Tmmw
my/ (4.40)
@ = VIR

Remarquons qu’on est pas assuré d’avoir une meilleure relaxation avec ce
modele car, malgré I’amélioration trouvée pour la premiere équation, on a
modifié la deuxieme. En effet, la nouvelle fonction & convexifier est R? qui
est moins bien approché par linéarisation que la fonction P~3/2, en raison
de sa plus grande courbure. Outre cette modification par rapport au modele
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précédent, on utilise aussi la séparation du controle en partie positive et
négative. Dans un premier temps le probleme suivant est obtenu:

tf
min/ (ud)? + (uy )?dt
0
(M) {FR—WTler\F =0
(L) {Fr—uly = 0 (4.41)
©) M, = R3 W =uy TW =uy
MW?=T; Ty=MW?

(T) U;_ < Thae
UQ < Thae

N

ol
— (L) dénote ’ensemble d’équations de Gauss considérées dans ce modele
— (T) est la contrainte limitant la poussée

— My, T1,T5,T5 sont des variables supplémentaires introduites pour la
convexification et dont les relations de définition sont données par
I'ensemble d’équations (C'). Comme ces équations sont les seules non-
linéaires du systeme, la convexification se concentre sur ces termes; on
utilise les fonctions linsup(R3) et lininf(R?) pour équation M; =
R3: on utilise aussi les limites W™ et W™ pour relaxer les autres
équations. Par exemple, dans la relaxation convexe, I’équation Ty W =
u; devient:

{ nwmr < “{ (4.42)
lemaaz > u;

Avec ces remarques, le probleme qu’on résout s’obtient a partir de (4.41)
en discrétisant par collocation directe.

Résultats. On considere le méme probleme spatial afin de tester cette
nouvelle méthode de convexification. La relaxation ainsi obtenue est toujours
un probléme quadratique (CPLEX a été utilisé comme solveur), quant au
probleme spatial discrétisé, sa solution est obtenue de fagon identique, a
I’aide du solveur KNITRO.

Les temps de calcul pour la limite inférieure dans ce cas sont supérieures
a ceux obtenus précédemment, a cause du nombre de variables plus élevé
(voir tableau 4.4):

Sur la figure (4.13) on a représenté ’évolution du rappor
tion des parametres AP et Ae,.

On n’obtient pas de meilleurs résultats dans ce cas. Au contraire, une
légere dégradation de la limite inférieure peut étre remarquée. En se rappro-
chant de la solution locale du probléme, notre sous-estimation avoisine les
72% de V'objectif optimal, solution locale du probléme spatial (& comparer
avec les 75% du premier modele). D’autre part, la variation de la surface

LBD
t 7gp en fonce-
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Nais Niot tezec (5) Rapport (%)
200 | 3592 | 0.4489 40.6564
400 7192 1.0324 40.6148
800 | 14392 | 2.6121 40.5946
1000 | 17992 | 3.6361 40.59082
1500 | 26992 | 6.1373 40.5858
3000 | 53992 | 29.3399 40.5810

TAB. 4.4 — Les temps d’exécution pour la relaxation convexe, probléeme qua-
dratique obtenu pour les parameétres AP = 0.1 et Ae, = 0.01. Les notations:
Nyis, le nombre des points de discrétisation; Niot, le nombre de variables
dans le probléme ; tezec, le temps d’exécution, exprimé en secondes et la co-
lonne ”Rapport” donne la valeur de la fonction % obtenue dans chaque
cas; les temps d’exécution sont supérieurs a ceux obtenus avec le modéle

précédent, car le probléme a plus de variables et de contraintes.

% est brusque suivant la direction AP. L’avantage qu’on peut tirer de
cet comportement est lié a la technique de Branch and Bound: il est plus
avantageux de réduire la dimension de I’espace de recherche en divisant les
intervalles [P, PY] que ceux de type [eL,e!]. En effet on a plus de chance
d’obtenir une bonne limite inférieure en ”séparant” les variables P que e,.
Toutefois, il existe un désavantage majeur : la limite inférieure n’est pas tres
efficace quand l’espace de recherche est tres grand autour de la solution lo-
cale, elle ne dépasse pas les 50% de la limite supérieure. Ces remarques sont
également vraies pour le modele précédent étant donnée la similitude des
résultats obtenus. Afin de mieux comparer les deux approches, on représente
sur la figure (4.14) I’évolution de la limite inférieure dans les deux cas, en
considérant dans un premier temps AP = 0.01 fixé et puis Ae, = 0.001 fixé.

Conclusions

On a présenté deux fagons différentes de convexifier le probleme de
controle optimal en utilisant les équations de Gauss en fonction du temps.
Une amélioration importante par rapport au modele cartésien a été apportée,
notamment aux techniques qu’on a utilisées pour exprimer cette propriété
fondamentale du probleme relaxé: si le satellite n’est pas controlé, il reste sur
la méme orbite. C’est 1a, 'apport principal de cette approche par rapport
au cas de la convexification cartésienne. Dans nos efforts pour améliorer la
limite inférieure on a développé plusieurs modeles différents, en combinant
les différentes techniques présentées:

— la séparation du controle en partie positive et négative ou 'utilisation
de la valeur absolue du controle

— Tutilisation ou non de la substitution R = P~1/2.
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F1a. 4.13 - Le rapport £22 fonction de AP € [0.01,10] et Ae, € [0.3,0.001].
P est exprimé en Mm (Mégamétres). AL = 1, constant dans ce cas. On
observe une légere dégradation de LBD par rapport au modéle précédent. La

meilleure estimation ne dépasse pas les 72% de la limite supérieure.

Comparaison avec le modele precedent

70
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Fic. 4.14 — En haut, le rapport % fonction de AP € [0.01,1] pour Ae, =

0.001 fixé. En rouge le résultat pour le modéle précédent et en bleu, le résultat
associé a la démarche décrite dans ce paragraphe. En bas, le rapport %

fonction de Ae, € [0.001,0.1] pour AP = 0.01 fizé. Toujours en rouge le

résultat pour le modéle précédent et en bleu, le résultat pour la démarche

basée sur la substitution R = PY/2. On observe un avantage dans la qualité

de lestimation pour le premier modéle, a cause d’une meilleure estimation
dL

de I’équation de Gauss <.
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N’ayant pas obtenu d’amélioration notable par rapport au résultats com-
mentés ici, on ne détaille pas les autres modeles.

On a aussi essayé d’intégrer dans le systeme les équations dditf” et ddity,
mais encore une fois, sans obtenir un quelconque gain concernant la qua-
lité de la limite inférieure. Le probléeme principal reste les fonctions sin L
et cos L qui, étant donnée leurs fortes variations sur des intervalles petits
sont tres difficiles a convexifier de facon efficace. Les sous-estimations et sur-
estimations des équations % et 5% sont mauvaises et leur intégration dans
le systeme n’apporte pas d’amélioration. Dans les paragraphes suivants on
présente différentes modélisations nous permettant de nous affranchir de cet
obstacle.

4.3.3 Equations de Gauss en L

Pour mieux convexifier les fonctions sin L et cos L, I'idée est d’exprimer
les équations de Gauss en fonction du L, la longitude cumulée, au lieu du
temps. En fait, en discrétisant ces nouvelles équations, les instants L; sont
constants et connus a 'avance, ce qui transforme les fonctions sin L et cos L
en constantes du probleme.

La nouvelle dynamique du systeme est donnée par:

e 2 P?
dL  ~  mp W32u2 ,
dr = Ll w4 ol Qi (4.43)
d 2 2
= —Cﬁff%ul + Wﬁ%@zuz
ou:
w =1 4+ ezcosL + eysinlL
Q1 = 2cosL + ez(1+cos?L) + ey(sinLcosL) (4.44)
Q1 = 2sinL + eg(sinLcosL) + ey(1+sin®L)

Un autre avantage évident de cette approche est le fait d’avoir transformé
les expressions des parametres W, Q1 et Q2 en relations affines par rapport
a e, et ey. Cela évite de convexifier ces équations et simplifie le probleme a
résoudre.

Il y a toutefois un désavantage a cette technique: 'objectif du probleme,
jusque-la quadratique, est devenu une fonction non-convexe:

ty Lf dt 1 Lf P3/2
/u%m:/qﬂmﬂz u?(L)~——-dL (4.45)
to 70 dL NI w

Du point de vue de la convexification, cela signifie que I’objectif doit étre
convexifié & son tour. Au lieu de suivre cette voie, on propose la substitution
suivante (ce qui rend a nouveau 'objectif quadratique):

p3/4
W

u=

(4.46)
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Avec cette nouvelle variable (), 'objectif devient: ﬁ @*(L)dL. Néanmoins,
Lo

la non-convexité se retrouve dans I’expression de la contrainte sur la poussée

. i . . . o w2
maximale: u?(t) < T2 ., inéquation convexe auparavant qui devient ’LLQ% <
T2

max?
Pour ne pas alourdir les notations, on va désigner toujours par u le
nouveau controle (il n’y a pas risque de confusion, étant donné que I’ancien
controle ne sera pas utilisé dans les paragraphes qui suivent). On peut main-
tenant écrire la nouvelle forme des équations de Gauss en L et exprimer le
probleme d’optimisation qu’on désire relaxer:

désormais non-convexe.

1 Y
min — (u? + u3)dL
VIS Lo
e _ 2. pot,
dL = mp W2
dey _ sinL P54 LP5/4Q u (4.47)
dL = mp W/1 muWQ/12
de _ cos I, P5/4 1 P5/4
AT T omp WUz Qaue
2 2\ W2 2
(U‘l + u2)p3/2 < Tmam

On conclut cette partie préalable a la convexification par deux remarques
concernant la limite supérieure, solution locale du probleme (4.47). Les
expériences numériques avec les méthodes directes [15], [14] nous montrent
que les équations de Gauss en L (formules 4.43) sont un bien meilleur choix
par rapport au modele cartésien ou aux équations de Gauss en temps; elles
posent moins de probléemes numériques et on obtient de meilleurs temps
de calcul. La deuxieme observation est qu’aucun effort supplémentaire de
développement n’est nécessaire a la suite du changement de variable (4.46)
et au nouveau modele obtenu (4.47). En effet, la solution locale du pro-
bleme (4.43) est toujours une limite supérieure pour la solution globale du
probleme spatial 2D a masse constante. Les tests numériques qu'on a ef-
fectués sur quelques problemes simples de contréle orbital n’ont pas mis en
évidence un avantage numérique a résoudre un modele plutot que 'autre.

Un modele simplifié

On considere ici le méme modele simplifié que celui présenté au pa-
ragraphe §4.3.2, la motivation étant double: la simplicité du modele (sa
petite taille) favorise sa résolution dans un temps de calcul pratiquement
négligeable et d’autre part, la sous-estimation de la contribution de uy dans
I’objectif implique moins de convexification. L’équation prise en compte est:

ap 2 P4

b _ 2 PU° 4.4
dL — mp w2 " (4.48)
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On remplace la variable de controle par ses parties positives et négatives:
Uy = uQ+ — Uy :
ap 2 p¥* 2 pYt _
AL~ mp W2 2 g w2 2

et on suit la démarche décrite en §4.3.2:

(4.49)

— les bornes d’intervalle de e, et e, sont utilisées pour obtenir de bonnes
estimations pour W (WL et WU); cette fois-ci, ces limites sont meilleures
que dans les cas précédents.

— les termes de la forme };;/24 uz+ et ];3/24 u, sont relaxés en utilisant les
convexifications de McCormick; par exemple, pour le terme en u; les

équations sont relaxées de la fagon suivante:

Ty < )2
T, = B W)
1=z = T, > (WlU Slininf(P9/%)
T > Tuf + )V - TV ()Y (g 50)
Ty=Tu = Ty =z Tyuy + (up )T — Ty (uy)
2 T < Tuy + (up) Ty = T{ (ug)"
T, < Tiud + (u)VT — T (ug)?

ou 17 et Ty sont les nouvelles variables introduites pour les besoins de la
convexification.

Cette méthode a été testée sur le méme probleme spatial que les autres
convexifications et les résultats sont similaires a ceux présentés auparavant.
On donne ici les résultats sur un modele légerement amélioré, obtenu a
partir de (4.48) en utilisant la substitution: R = P~%%. La nouvelle équa-
tion devient:

dR 5 1

S 2~

dL ~  2mp W2 2
ou le second membre de 1’équation ne contient plus de termes en R, d’ou

I'intérét de la substitution. La convexification de cette équation beaucoup
plus simple que celle donnée en (4.48) s’écrit alors:

(4.51)

% = —ﬁTl-F%TQ

Tl(WL)2 S u;

(WY < uf (4.52)
T(WEH? < uy

TL(WY)2 < wuy

ou 11 et T sont des nouvelles variables du probleme relaxé.
R . . _ 2 .
De la méme fagon, I'équation ((ug)? + (us )2)13‘;/2 < T?2,., exprimant la

poussé maximale qui s’exerce a l'instant ¢ sur le satellite, se transforme en:

0

Tnm,w 3/4 _ +
{ pbr 0 (4.53)

>
I;’In/%IPS/ll *U_ Z
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et se convexifie en utilisant 'expression de R = P~%3 et les formules de
McCormick pour les fonctions bilinéaires.

Résultats. Avec le méme probleme de test qu’en §4.3.2, cette convexifi-
cation a été résolue en utilisant CPLEX. Le tableau 4.5 présente les temps
des calculs en fonction du nombres de points de discrétisation. Malgré la
simplicité du probleme de départ (une seule équation a été retenue parmi
les trois du systéeme de Gauss), on voit que la relaxation convexe contient
un nombre plus important de variables; les temps de calcul restent toutefois
raisonnables, meilleurs que pour les convexifications des équations de Gauss
en fonction du temps.

Nyis Niot texec(s) Rapport (%)
200 1996 | 0.138947 44.67957
400 3996 | 0.362702 44.87441
800 7996 | 0.974329 44.92768
1000 | 9996 | 1.323389 44.93424
1500 | 14996 | 2.353284 44.94165
3000 | 29996 | 6.521377 44.94693
10000 | 99996 | 59.308018 44.94941

TAB. 4.5 — Les temps d’exécution pour la relaxation conveze, probléme qua-
dratique obtenu pour les parameétres AP = 0.1 et Ae, = 0.01. La légende
est: Ny, le nombre des points de discrétisation; Ny, le nombre de va-
riables dans le probleme ; tegec, le temps d’exécution, exprimé en secondes
et la colonne ”Rapport” donne la valeur de la fonction (ngg obtenue dans
chaque cas. Les temps de calcul restent raisonnables et la valeur du rapport
varie trés peu d’une discrétisation a l'autre, ce qui est en notre avantage,
le Branch and Bound ayant peu de chances d’aboutir pour un trés grand

nombre de variables.

Considérons maintenant 1’évolution de la limite inférieure en fonction
des parametres AP et Ae, (voir Figure 4.15).

La meilleure limite inférieure obtenue en utilisant ce modele est de 75%
de la limite supérieure donnée par une méthode locale. On espérait mieux
pour cette convexification, mais il faut garder a l’esprit que, méme si les
limites W’ et WU sont mieux calculées, on utilise une seule équation (Z—IL%)
par rapport a deux équations dans le cas des équations de Gauss en fonction
du temps (% et 9L). Une autre observation intéressante porte sur la fagon
dont la fonction % évolue: pour de grands intervalles AP, 'influence des
limites PL et PY sur la valeur de cette fonction est mineure. Ceci est dii au
fait que le second membre de I’équation (4.52) ne contient pas de terme en R.
Néanmoins, ces limites (PL et PU) devient brusquement importantes dans
le voisinage de la solution locale, 1a ou les contraintes de boites faisant inter-
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FiG. 4.15 — Pourcentage % en fonction des parametres AP et Ae, sur

le pavé [0.01,10.00] x [0.30.001]. La meilleure limite inférieure atteint 75%
de la limite supérieure. Les résultats sont meilleurs que ceux obtenus pour
les équations de Gauss en fonction du temps, mais le gain n’est pas trés
important: a peine 2%.

venir ces parametres sont souvent saturées. Ces considérations sont étayées

par le graphe (4.16) montrant les évolutions du rapport {jgg en fonction de

AP (respectivement Ae,) a Ae, (respectivement AP) fixé.

Un modele complet

On présente maintenant un modele prenant en compte toutes les équa-
tions de Gauss en fonction de la longitude (L). La principale difficulté ren-

contrée dans la convexification d’un tel systéme est la faible valeur de %’f et

%, ce qui fait que la convexification introduit trop d’espace de recherche,

la limite inférieure ne dépassant pas les meilleures résultats obtenus avec le
modele simplifié, décrit en §4.3.3. Afin de renforcer la relaxation convexe, on
cherche une substitution de variable, nous permettant d’ajouter des relations
(si possible linéaires) entre les différentes variables du modeéle.

L’idée de ce modele est de partir de la forme implicite de la dynamique
[18]:

1 € e
d() d(45) d(35)
Pl Loy P (4.54)
dL  dL " dL

équation qui peut étre obtenue par calcul direct a partir du systeme donné
en (4.47).
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F1G. 4.16 — Pourcentage % en fonction des paramétres AP (a gauche, en

bleu pour un Ae, = 0.001 fizé) et Ae, (a droite, en rouge pour AP = 0.01,
fizé). Linfluence de AP est petite pour des grandes intervalles est devient
brusquement importante dans le voisinage de la solution locale. Le parametre
Ae, est toujours important dans [’évolution de la fonction représentée car
les contraintes faisant intervenir ce parameétre jouent un role actif dans la
relaxation conveze.

Ceci nous amene a la substitution suivante:

1
S
E, = 67% (4.55)
E, = F
Le systeme d’équations exprimé en utilisant les variables R, E,, £,
s’écrit:
dR . _lR7/4
T e
e = mLE, | LR, (4.50
3/4 3/4
ddELI — _CSf;LLRw u1+%uRw2 g1
ol:
w = R + FEgcosL + EysinL
qu = 2RcosL — E,sin’L + EysinLcosL (4.57)
g2 = 2RsinL + E,sinLcosL — E,cos’L

Avant de commencer & convexifier le systeme (4.56) remarquons que les
parametres w, q1 et g2 deviennent maintenant des variables du probleme a
résoudre. Ceci n’est pas strictement nécessaire pour exprimer les équations
de Gauss (il s’agit juste des notations pour simplifier la lecture des équa-
tions), mais dans la convexification le passage des parameétres aux variables
est une étape obligatoire. Ceci a comme conséquence ’augmentation du
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nombre de variables dans le probleme d’optimisation, mais les expressions
données en (4.57) sont linéaires par rapport aux autres variables du pro-
bleme, R, E, et E,.
Afin d’obtenir la relaxation convexe du probleme (4.56) plusieurs tech-
niques déja utilisées dans les paragraphes antérieurs vont étre considérées:
— la séparation du controle en partie positive et négative assure le fait
que sans controler le systeme le satellite reste sur la méme orbite:

ulzuﬁ—uf
u2:u2+7u27

Les nouvelles variables de controle sont uf, Uy, uQ+ et ug .

— les termes multilinéaires sont transformés en termes bilinéaires en in-
troduisant de nouvelles variables. Par exemple:

V= V104

v = v1vov3  se transforme en
V4 = VU3

ol vy est la nouvelle variable introduite pour les besoins de la convexi-
fication. Ses limites (v} et v{) s’obtiennent en utilisant I'analyse de
I'intervalle sur la relation de définition: vy = vovs.

— le termes bilinéaires sont convexifiés en utilisant les relations de Mc-
Cormick (§4.6).

— les termes de la forme 2™, ou n € R son convexifiés en utilisant les
fonctions linsup(z®) et linin f(z®). Ceci nécessite encore une fois 'in-
troduction d’une nouvelle variable, définie par y = z.

En utilisant les équations (4.54), (4.56) et les remarques précédentes, le

probleme intermédiaire suivant est obtenu:

L
min / (Wh)? + (uD)? + ()2 + (uy)2dL

Lo
Fit = —mLMTl + nTMTZ
inL in L 1 1

R T A e D

FYo= —ETy + T+ T = TR
(F) {FF 4+ F¥cosL + FYsinL = 0

w = R + FE,cosL + EysinlL
(P) @1 = 2RcosL — E,sin’L + EysinLcosL

q@ = 2RsinL + E,sinLcosL -— EycoszL
51:R7/4 52=R3/4 Sg=w2
M153 == Sl Mg’w = 52 MgS‘g, = S2
Mlu; = T1 M1u2_ = T2 Mguf— = T3
Mouy =Ty M3q = My M3zq2 = Ms
M4u;' = T5 M4u2_ = T6 M5u; = T7
\ Msu, =13 S1R=25 Msw = Mo

(4.58)
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dans lequel:

(C) dénote I'ensemble d’équations issues directement du systeme de
Gauss, T, 13,13, Ty, Ts, Tg, T+, Ty étant les nouvelles variables corres-
pondant aux termes:

R7/4 R7/4 _ R3/4 R3/4 _
hi=lgur T=tguy D=rgul Ti= g
R R — R R -
Ts = Lrquy To = Erquuy Tr = Eqouy  Ts = rqou;
(4.59)
(F') désigne ’ensemble d’équations linéaires exprimant la forme impli-
cite;

(P) dénote les équations définissant les parametres (variables du pro-
bleme) w, q1, ¢2

(M) dénote 'ensemble d’équations qui restent a étre convexifiées en
utilisant les enveloppes de McCormick ou les fonctions linsup et linin f,
suivant le cas. Les nouvelles variables introduites dans ce cas (S1,52,53
et My, Ms,Ms, My, M5, Mg,M7, Myg) sont définies par les relations sui-

vantes:

51:R7/4 52:R3/4 53:w2

M= = A gy = B (4.60)
3/4 3/4
My = sz a Ms= R,wQ a2

En utilisant les enveloppes convexes pour les termes bilinéaires on obtient
la relaxation convexe directement a partir du systeme par discrétisation.

Résultats. Le méme jeu de tests que pour les autres convexifications
présentées antérieurement a été utilisé afin de comparer 'efficacité de la
méthode avec les autres modeles.

On commence 'analyse des résultats en donnant les temps de calcul et le
nombre de variables dans la relaxation du probleme spatial. En effet, vu la
forme des équations (4.58), cette convexification augmente considérablement
la taille du probléeme (voir tableau 4.6). L’impact sur les temps d’exécution
du probleme est évident. Des le début, pour des problemes de petite taille
(200 points de discrétisation) le temps de calcul est non négligeable (au-
tour de 30s). C’est le prix a payer pour une bonne estimation inférieure.
Il faut aussi préciser que les temps de calcul obtenus pour la convexifica-
tion contiennent les temps effectifs d’optimisation plus le temps pour la
construction de la relaxation convexe et le calcul des limites d’intervalle
pour les variables nécessaires a la convexification. Ce dernier temps s’avere
étre extrémement pénalisant; par exemple, pour le probleme obtenu avec
10000 points de discrétisation, plus de 80% du temps de calcul est dédié a
la construction du probléme relaxé et a l’analyse par intervalle.

La figure (4.17) montre I’évolution du rapport [L]i% en fonction de la
taille des intervalles (AP et Ae,). Pour les intervalles de variations considérés,
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Nais Niot texec(s) Rapport (%)
200 10775 | 23.6914 89.21262
400 21575 | 50.2818 89.51814
800 43175 | 122.9172 89.71111
1000 | 53975 | 166.7295 89.75155
1500 | 80975 | 299.1243 89.80697
3000 | 161975 | 888.0553 89.86389
10000 | 539975 | =~ 22h 89.87212

TAB. 4.6 — Les temps d’exécution pour la relaxation convexe, probléme qua-
dratique obtenu pour les parameétres AP = 0.1 et Ae, = 0.01. La légende
est: Ngis, le nombre des points de discrétisation; Niot, le nombre de variables
dans le probléme ; tezec, le temps d’exécution, exprimé en secondes et la co-
lonne ”Rapport” donne la valeur de la fonction % obtenue dans chaque
cas; les temps d’exécution représente le temps de calcul pour le probleme
d’optimisation plus le temps nécessaire a construire le probléme et a calcu-
ler les limites d’intervalle pour les variables considérées. Les temps de calcul
ne sont plus négligeables, la bonne sous-estimation obtenue par cette méthode
se faisant au détriment du temps de calcul. Méme si les temps d’exécution
ne sont pas mauvais, on peut s’attendre a un impact important sur le temps
de calcul d’un algorithme qui résout ce probleme a chaque itération.

la meilleure estimation inférieure est de 95% ce qui représente une nette
amélioration par rapport aux modeles prenant en compte seulement 1’équa-
tion en P dans le systeme de Gauss. A titre d’exemple, avec le modele décrit
en §4.3.3 on obtient pour AP = 0.1 et Ae, = 0.01 une estimation inférieure a
44% tandis qu’avec ce modele 'estimation inférieure, obtenue pour la méme
valeur des parametres, est de 89%, plus que le double. Le graphe (4.18) fait
une comparaison des résultats de cette sous-estimation avec celle obtenue
par la methode décrite en §4.3.3.

On conclut ce paragraphe concernant le modele complet en faisant une
analyse comparative de la limite inférieure obtenue avec des différentes
poussées maximales T,q,. On observe sur la figure (4.19) que les meilleures
sous-estimations sont obtenues pour les poussées maximales les plus pe-
tites; ceci est un résultat prévisible, car en diminuant 7,4, on réduit auto-
matiquement le domaine du variation du controle, I’analyse de l'intervalle
étant beaucoup plus efficace. En contrepartie, le temps de calcul de la limite
inférieure est plus important, comme le montre le tableau (4.7).

Conclusions

Avec ce dernier modele complet, prenant en compte toutes les équations
de Gauss en L, on finit ’étude des différentes méthodes de convexification
pour le probleme de transfert orbital 2D & masse constante. On a présenté
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Fic. 4.17 — Pourcentage 5%15 en fonction des paramétres AP et Ae, sur

le pavé [0.01,10.00] x [0.30.001]. La meilleure limite inférieure atteint 95%
de la limite supérieure. Les résultats sont évidemment meilleurs que ceux
obtenus pour les équations de Gauss en fonction du temps.
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Fic. 4.18 — Comparaison entre les limites inférieures obtenues avec les
modeéles en P seulement et celui complet, décrit dans ce paragraphe. A
gauche, ’évolution du rapport % en fonction du AP, pour Ae, = 0.001
fixé; en rouge le modeéle complet, en bleu le modéle simplifié. A droite,
I’évolution du rapport ggg en fonction du Ae,, pour AP = 0.01 fixé; en
rouge le modéle complet, en bleu le modeéle simplifié. On observe une nette

amélioration pour notre derniére convezification (en rouge).
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F1G. 4.19 — Comparaison entre les limites inférieures obtenues avec ce modéle
complet en faisant varier la poussée maximale. Comme cela était attendu,
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Tinax (N) texec(s)
0.8 31.00
1 19.27
2 14.20
) 6.46
10 8.06
20 8.11
30 8.16

TAB. 4.7 — Les temps d’exécution pour obtenir la limite supérieure, solution
locale du probléeme spatial résolu par la méthode de la collocation directe avec
le logiciel KNITRO. On utilise 1000 points de discrétisation et le probléme
a 7997 wvariables et 5995 contraintes. Le temps de calcul est plus important
pour les petites poussées.

et détaillé un certain nombre de modeéles parmi ceux qu’on a développés
et testés; on a choisi pour cette présentation les meilleurs mais aussi ceux
permettant d’illustrer les différentes techniques employées.

Notre conclusion est que la meilleure fagon de poser le probleme est celle
décrite en §4.3.3, car:

— ce modele en L transforme les fonctions sin L et cos L en constantes

apres la discrétisation

— la séparation du controle en partie positive et négative assure que

seulement un controle non nul peut satisfaire les conditions initiales et
terminale

— le passage au variables R, E,, E, renforce le systeme d’équations a

résoudre en ajoutant une équation linéaire (la forme implicite de la
dynamique).

Néanmoins, le désavantage principal de ce modele est le temps de calcul,
tres important compte tenu du fait que ce probléeme relaxé est a résoudre a
chaque itération de l'algorithme d’optimisation globale. Ce temps de cal-
cul élevé est justifié par deux facteurs: d’une part le grand nombre de
variables dans le modele et d’autre part par le grand nombre de calculs
supplémentaires effectués pour construire le modele (on parle bien entendu
de ’analyse de 'intervalle, utilisée pour obtenir les limites de chaque variable
auxiliaire).

4.4 La réduction du domaine

La section précédente nous montre que le dernier modele présenté fournit
la meilleure estimation inférieure, cette formulation se prétant le mieux a
une relaxation convexe. C’est sur cette méme formulation qu’on va détailler
la technique de la réduction du domaine qu’on a employée. Le principe qu’on
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va utiliser est de propager la réduction de 'intervalle d’une variable d’état
a l'instant i sur les intervalles de ces voisins (i.e. i — 1,14+ 1,7 — 2, i + 2,
etc). Dans le début de chapitre, pour 'exemple de l’alunissage, on avait
utilisé "analyse d’intervalle pour cette réduction: la connaissance de 1’état a
I'instant ¢, ainsi que la connaissance du contréle aux instants ¢ et ¢+ 1 permet
d’obtenir I’expression explicite de 1’état a l'instant i + 1. Pour le probleme
de transfert orbital, la meilleure formulation donnée en §4.3.3 s’écrit:

drR _Lizu
D
i 1
dLI = S;;Ll,u WU]_ + mmqn@ (461)
ar. _  _cosL R 1 R
a = i w2 U1 + mp w3 4282

ol, les variables w, ¢ et g2 sont définies par:

w = R + FEgcosL + FEysinlL
i = 2RcosL — E.sin’L + FEysinLcosL (4.62)
@ = 2RsinL + EgsinLcosL — Ejcos?L,

et le controle u; et ug est le vrai controle (sans utiliser une quelconque
substitution).

La discrétisation de ce systéeme ne permet plus de donner une expression
explicite des états a ¢ + 1 en fonction des états et du controle a 'instant ¢;
on a essayé de trouver cette expression en utilisant le calcul symbolique de
Matlab, mais nos efforts n’ont pas eu de succes.

Pour réduire le domaine de faisabilité, on propose une méthode algo-
rithmique. En fait, la discrétisation des équations (4.61) relie les états aux
instants ¢ et ¢ + 1 par un vecteur de fonctions non-linéaires, de la forme:

Fi(zta™t wiut) =0, i =0,N —1, (4.63)
avec x = (R,E;,E,) I'état et u = (u,u2) le controle.

La démarche qu’on propose consiste a réduire successivement les bornes
des intervalles de I’état a l'instant ¢ + 1 en utilisant 1'analyse d’intervalle.
En considérant qu’a l'itération k de ’algorithme les intervalles en question
sont: #¢ € I, 't € Tyl € I et u't! € I'F! 1a procedure donnée dans
le Tableau 4.8 permet de réduire la limite supérieure xf:&; de l'intervalle I:™1.

Cette procédure consiste a découper successivement 'intervalle de départ

I, en éliminant des morceaux d’intervalle non-faisable. Une technique si-
milaire est utilisée afin de réduire (en augmentant) la borne inférieure de
Iintervalle.
Remarque 4.4.1. Dans le cas ou I’état a plusieurs dimensions, la procédure
de réduction est adaptée en analysant chaque intervalle a la fois: Igl est
choisi en premier et réduit en considérant les autres intervalles fixes, puis on
continue avec IiEtl et I?l; on arréte au moment ol une analyse de ces trois
intervalles de R,E, et E, ne produit aucune réduction.
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Soit J = Iit!
Soit Jg =0
tant que diam(J) > ¢ faire
diviser I'intervalle J en deux moitiés: J = Jy,p U Jgup
calculer I'intervalle I = F*(I%,J I¢ Ti+1)
si 0 € I alors
J = Jsup (moitié supérieure de cet intervalle)
sinon
J = J, (moitié inférieure de I'intervalle précédent)
fin si
Sauvegarde la moitié inférieure de cet intervalle Jg = Jy,f
fin tant que

Soit x’sj;; = borne supérieure de J

TAB. 4.8 — Procédure de réduction de domaine

Remarque 4.4.2. Cette démarche ne réduit pas l'intervalle du controle. Ce
choix est justifié par le fait qu’on travaille & poussée suffisamment faible (de
lordre de 2 ou 3N) et la réduction ainsi faite donne de bons résultats en
pratique.

Remarque 4.4.3. Cet méme algorithme pour réduire le domaine de faisabilité
est utilisé pour réduire les intervalles des variables d’état & l'instant ¢ — 1 en
connaissant ceux de l'instant .

On précise aussi que cette technique est utilisée d’une part, au début
de I'algorithme pour faire une premiere réduction en utilisant les conditions
initiales et finales du probleme (on obtient ainsi le domaine initial) mais
aussi apres chaque séparation d’un nceud, afin de diminuer les domaines du
chaque nceud fils obtenu par la séparation.

4.5 Résultats

Les différentes techniques et adaptations qu’on a présentées aupara-
vant ont été testées sur quelques problemes de transfert orbital 2D & masse
constante. Comme on ’a précisé lors de I'analyse de la convexification, le
logiciel commercial CPLEX est utilisé pour calculer le minorant de chaque
neeud et KNITRO, le solveur non-linéaire utilisant une méthode des points
intérieurs nous permet d’obtenir le majorant de chaque nceud.

Les premiers tests effectués sur des problémes de transfert orbital ayant
un petit nombre de points de discrétisations (ne dépassant pas 15) convergent,
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mais les temps de calcul augmente considérablement par rapport a ’exemple
traité en début de chapitre. On a ainsi remarqué des résultats plus modestes
quant a la taille des problemes résolus par rapport aux résultats du probleme
de I'alunissage.

Afin d’analyser Defficacité de la méthode on va se concentrer sur le
cas suivant, celui d’un transfert orbital comportant 3 orbites et ayant une
poussée maximale petite (T),q, = 2.3N). On a utilisé 10 points de discré-
tisation par orbite afin de garder une taille raisonnable pour le probleme
non-convexe:

N =130 Trnaz = 2.3

LO=1 LI =L1°+6r

P0=36.625 P/ =42.165 (4.64)
=015 e} =0.00

0
¢)=0.00 e} =0.00

Apres 100000 itérations et un temps de calcul important (de lordre
de 10 jours) le plus petit minorant atteint 85% de la meilleure solution
locale trouvée (i.e. % < 15%). Malgré le petit nombre de points
de discrétisation, le grand nombre de termes non-linéaires nous empéche
d’obtenir un minorant tres efficace, ce qui explique le nombre d’itérations
important, d’une part, et le temps de calcul, d’autre part (on peut considérer,
grossierement, le temps de calcul pour une itération constant). La Figure
4.20 présente I'évolution du minorant en fonction du nombre d’itérations
(sur les premiers 20000). On remarque au début une croissance importante,
car ’arbre de Branch and Reduce a une petite taille, mais qui s’atténue
vite avec I'augmentation du nombre des noeuds analysés (on retrouve vite
la nature combinatoire du probléme).

Une autre mesure importante afin d’analyser lefficacité de ’algorithme
est donnée par le nombre de nceuds éliminés. On se rappelle qu’un neceud
peut-étre éliminé soit si la relaxation convexe est non-faisable, soit si le mi-
norant du nceud est plus grand que le meilleur majorant. La Figure 4.21
présente le pourcentage des nceuds éliminé en utilisant la sous-estimation.
On remarque que I’élimination basé sur la minoration a le role le plus im-
portant; ceci est un résultat logique en considérant qu’avant de sous-estimer
un neeud une analyse basée sur la faisabilité est effectuée et le domaine est
réduit (dans la plupart des cas cette analyse détecte la non-faisabilité).

Finalement, la Figure 4.22 montre I’évolution des nocuds éliminés par
rapport aux noceuds analysés. Ces résultats sont plutot encourageants, car
a peu pres un noeud sur quatre analysés est éliminé. Ceci est di a la fois a
I’élimination basée sur la minoration, mais aussi a la réduction de domaine.

Comme on 'avait prévu, méme si le minorant et le majorant s’obtient
dans un temps raisonnable (de l'ordre de quelque secondes), I'impact sur
le temps de calcul de I’algorithme est tres important, en raison du grand
nombre de probléemes devant étre résolus. Ce qui explique que seulement des
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F1a. 4.20 — L’évolution du rapport % en fonction du nombre d’itérations.
LBD est le plus petit minorant obtenu a l’itération courante et UBD est le
plus petit magjorant, l’objectif optimal de la meilleure solution locale trouvée a
cette méme itération. On remarque une croissance importante au tout début
de Ualgorithme, la ot la séparation est trés efficace en raison du petit nombre
de neeuds dans ’arbre de Branch and Bound, mais cette croissance s’atténue
vite avec la croissance du nombre de neuds.
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Fic. 4.21 — L’élimination des neeuds est principalement due a la minora-
tion. A gauche, le nombre des neeuds éliminés a litération k (en utilisant la
minoration) en fonction du nombre total des neeuds eliminés o cette méme
itération k. A droite, I’évolution du nombre des neuds éliminés en utilisant

la minoration par rapport au nombre total de neeuds éliminés (aprés 20000
itérations).
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Analyse: noeuds éliminés/ noeuds dans la liste
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Fi1a. 4.22 — L’analyse du rapport neuds éliminés / neuds dans larbre de
Branch and Reduce en fonction du nombre d’itérations. A gauche, le nombre
de neeuds éliminés a litération k par rapport au nombre de neeuds dans
Uarbre (a cette méme itération k) en fonction du nombre d’itérations. A
droite, ce méme nombre de neeuds éliminés a litération k par rapport au
nombre total de neuds dans ’arbre aprés 20000 itérations.

problemes de petite taille ont été résolus dans en temps raisonnable. C’est
la limitation la plus importante de cette méthode, limitation qui est aussi la
conséquence de la qualité de la minoration. A titre d’exemple, pour le pro-
bleme de I’alunissage, la sous-estimation atteint 90% de la majoration des les
premiers itérations, contre les 60% dans le cas du transfert orbital. Ceci étaye
notre conviction que si le probleme a résoudre contient un grand nombre de
termes non-linéaires, I'efficacité de la méthode est fortement diminuée.

4.6 Conclusions

Ce chapitre a été dédié a l'optimisation globale dans les problemes de
controle optimal avec dynamique non-linéaire. Au centre de notre étude se
trouve la méthode de Branch and Reduce, méthode susceptible de trouver
I'optimum global des problemes en variables mixtes ou seulement en va-
riables continues. On a essayé d’adapter au mieux cette démarche a notre
probléme de controle optimal, le transfert orbital 2D & masse constante.

On a commencé par tester 'efficacité de la méthode sur un probléeme
non-convexe simple, ayant un nombre limité de termes non-linéaires. Plu-
sieurs techniques (la convexification pour obtenir un minorant, l’analyse
d’intervalle pour réduire 'espace de recherche) ont été adaptées a ce pro-
bleme simple et les résultats obtenus montrent que la taille des problemes a
résoudre peut atteindre une centaine de variables, résultats plutot encoura-
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geants.

Dans le cas du transfert optimal 2D a masse constante, les résultats
obtenus sont préliminaires. En fait, a part quelques problémes ayant peu
d’intérét pratique (10 & 15 points de discrétisation) la nature combinatoire
du probleme s’avere trop importante, nous empéchant de trouver la solution
globale dans un temps de calcul raisonnable (cf. §4.5). Et cela, malgré une
adaptation de 'algorithme a notre probleme spécifique: une convexification
obtenue apres une analyse préalable de plusieurs modeles, une arithmétique
d’intervalle effectuée a chaque itération pour réduire I’espace de recherche et
finalement, I'utilisation de solveurs tres efficaces afin d’obtenir les minorants
et les majorants (CPLEX pour les problemes quadratiques et Knitro pour
les problemes non-linéaires).

Les résultats obtenus nous laissent croire que des améliorations sont en-
core possibles (notamment au niveau des choix faits dans le Branch and
Bound: la variable choisie pour la séparation, le choix du point de séparation),
mais on ne peut guere gagner plus en ce qui concerne la taille des problemes
traités. A notre avis, une amélioration considérable passe obligatoirement
par une meilleure sous-estimation de 'optimum global, car, comme on l'a
constaté, le minorant qu’on obtient par les techniques de convexification
n’est pas suffisant. Une approche basée sur la dualité peut-étre envisagée
dans ce cas, en espérant que le saut de dualité ait une petite valeur.
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Conclusion

Bilan des contributions. On s’est proposé d’étudier comment on pour-
rait intégrer un type particulier de contrainte logique (limitant la durée
du controle) dans les problemes de controle optimal ayant un objectif qua-
dratique. La démarche qu’on propose passe par la collocation directe pour
discrétiser le probleme et par la modélisation des problemes en tant que
MINLP.

La premiere analyse importante concerne la contrainte logique, prise
indépendamment (ou presque) du probléeme d’optimisation. On a réussi a
caractériser de facon précise le type des vecteurs entiers qu’on cherche et
cela nous a permis de réduire l'espace de recherche des vecteurs entiers. En
outre, le fait de travailler avec une matrice totalement unimodulaire s’avere
tres utile dans un algorithme.

On a divisé les problemes traités en deux grandes classes, cette division
étant motivée, a posteriori, par les algorithmes différents susceptibles d’étre
utilisés: d’une part, la classe des problemes MINLP issus d’une dynamique
linéaire et, d’autre part, ceux issus d’une dynamique non-linéaire. Pour la
premiére classe, méme si une modélisation facile, de type MIQP peut étre
obtenue, notre conclusion est qu’on arrive a traiter de facon tres satisfaisante
le modele MINLP, le nombre de variables entieres dans le modele pouvant
atteindre quelques milliers. La méthode qu’on a développée dans ce but
entre dans un cadre assez général, celui de la décomposition de Benders; on
exploite, & 'aide de la théorie de la dualité, le fait qu’a variables entieres
fixées, le probleme a résoudre est convexe.

La deuxiéme classe des probléemes étudiés, issus d’une dynamique non-
linéaire, est beaucoup plus complexe. La nature combinatoire se manifeste ici
de deux fagons distinctes: la non-convexité des équations en variables conti-
nues et le domaine discret des variables binaires. Malgré cela, la méthode
pour traiter ces deux grands inconvénients est la méme, l'algorithme de
Branch and Reduce. C’est pour cette raison qu’on a concentré notre travail
uniquement au cas des variables continues, en cherchant 'optimum global.
Il mérite d’étre souligné que 'intégration des contraintes logiques se fait a
travers l'algorithme GBD développé pour les besoins du cas linéaire. Les
résultats obtenus sont préliminaires: pour un exemple simple, au sens ou
le nombre de termes non-convexes est petit, la taille des problemes traités
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atteint une centaine de points de discrétisation. Dans le cas du probleme de
controle optimal spatial, transfert orbital 2D & masse constante, le nombre
de variables reste modeste, de telle facon qu’on arrive difficilement a traiter
des transferts plus longs qu’une ou deux orbites. Notre principal apport pour
ce type de probleme réside dans les méthodes développées pour convexifier
le probleme et réduire le domaine de définition des variables.

Perspectives. Concernant le cas issu d’'une dynamique linéaire, I'ajout
de contraintes convexes quadratiques nous semble la premiere amélioration
qu’on peut apporter, et cela dans un souci de généraliser la démarche qu’on
propose. Comme la théorie développée dans le chapitre 3 peut toujours
s’appliquer dans ce cas, des tests numériques peuvent étre envisagés afin
de compléter notre étude. Ensuite, le cas ou le méme type de contrainte
logique est intégré dans un probléme convexe (non nécessairement quadra-
tique) pourrait étre analysé.

Le cas non-linéaire reste néanmoins le plus prioritaire, vu les résultats
préliminaires obtenus. Afin d’améliorer les résultats on doit impérativement
trouver une meilleure sous-estimation du probléme non-convexe. La dualité
nous semble une direction de recherche intéressante, mais ceci en suppo-
sant que le saut de dualité ait une faible valeur. Outre cette amélioration,
différentes heuristiques peuvent étre analysées afin d’améliorer la conver-
gence de ’algorithme de Branch and Reduce: choix du neceud a diviser, choix
de la variable a séparer, etc.

Une autre démarche ol on approche successivement le probleme non-
convexe par des problemes quadratiques peut-étre envisagée; on s’était gardé
de tester cette approche car, d’une part, la solution obtenue ne peut étre que
locale (vu la non-convexité du probléme en variables continues) et d’autre
part on peut s’attendre a ce que l'intégration des variables binaires empéche
la convergence. Malgré ces inconvénients, faute d’une autre approche glo-
bale plus efficace, la tendance actuelle dans le domaine (au moins en ce qui
concerne les logiciels d’optimisation) semble suivre cette voie [30].
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Résumé. On se propose d’intégrer un type particulier de contrainte logique
dans les problemes de controle optimal a cotit quadratique. Une approche
numérique directe par collocation conduit a des problemes de programma-
tion mathématique en variables mixtes. S’'intéressant d’abord au cas des sys-
temes a dynamique linéaire, on propose une variante de la Décomposition
de Benders qui nous permet de résoudre des problemes mixtes de taille im-
portante (au dela de mille variables binaires). Ces résultats sont obtenus
grace aux propriétés induites par la contrainte logique. Dans le cas des pro-
blémes mixtes issus d’une dynamique non-linéaire, la démarche proposée
(Branch and Reduce) traite de fagon analogue les problemes d’optimisation
globale et ceux en variables mixtes. On s’est limité & I'optimisation globale
sur le probleme de transfert orbital, étudiant notamment les questions de
la convexification et de la réduction du domaine. Les résultats obtenus sont
partiels, seuls des problemes de petite taille ayant été traités.

Mots-clés. controle optimal, contrainte logique, programmation mathéma-
tique en variables mixtes, Décomposition de Benders, Branch and Reduce
Classification MSC2000. 34K35, 34K60, 90C11, 49M27

Abstract. A cumulative logic constraint is integrated into a quadratic ob-
jective optimal control problem. Direct collocation method applied to this
optimization problem yields a mixed integer non linear programming pro-
blem. We first discuss the case of a linear dynamic driven system and the
Generalized Benders Decomposition variant that we propose allows us to
solve important size problems (even with more than a thousand binary va-
riables). These results are obtained due to some particular properties of the
logical constraint. For the mixed integer non linear problems obtained from
a non linear dynamics we used the Branch and Reduce framework. Given
the analogous approach of this technique to solve both global continuous
and mixed integer optimization problems, we focus on finding the global op-
timum of the continuous 2D orbit transfer problem. Furthermore, we adapt
the proposed approach to our problem by studying different types of convexi-
fication and domain reduction. The results obtained are partial, only small
size problems have been solved.

Key words. optimal control, logic constraints, mixed integer non linear
programming, Generalized Benders Decomposition, Branch and Reduce
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