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��� �������� !������ ���� �� �� ���� �� ���� ���� � ���� ����� �
 ����� ���

�����	����� �	��
���� ��� �	����� 	��������� ������� ������	�� ��� ��	������

�� �������� ������� 
�	 ������� ���	� 	���
 �����
 �����	���	� ��� ��"�	���

����� �	����	���

#�����
 $	��� ��� %����	 &'(()* ����� 	����� 	��	������ ���������� �� ����

��� ���� ������� �� ���	��� � ������ ���������� �������� ��	����
 ���������

�	���� ���� �������	���� ������ ��� ������ ����� ���
��� �� ���� �������
 ����

+



�����	� L1
 
������� ������ &RM*
 ��� ����� ������ 	
 ����
�� &LMS* 
��

�
����	�� ���� 	���	� ���� 	������� ������ 	��	������ �� �	�
�	���� �� L1 ��

���� 	�������, ������� �� ����� �������
 LMS 	��	������ ����� �� ����������

���� ��� �� �� �����	
 ��� �� �	���� ����� ���
�� �����	 ��� �� �� ���� ������ �� ���

�	������ �
 ���� ��	�� ������	��

����� ������� �����	� ��� ������ ���	��������� �� ��� ����	� �
 ���� ����

������
 ���� ���� ���� ���� ������ ����� 
��� 	������� �� �
 ������ ����	�����

�� ��������� ��	�
 �� ������� ������ ��	����� �
 ���� �	�����	��� �������� ���

��	 
	�� #����� �� ��� &'(()* �� �����	� 
��	 	��	������ ������� ��	�-

�� ���������
 .�� /���� ��� 0���	� &+111
 �� )'2*
 ��������� ������ ���

���� �� �������	� LMS �� �� �����	
�	��� �� ����� �
����� ����
�� &LTS*


��
����	� ������� �
 ��� �������	 ��3������ 
������� ����� 	������ �� � �����	

�4������, ��� ���� ��������� �
 LMS ����� �� ��� ������� ���� ����� ���

	������������� ��������	�� �� �� �
 ����	��� ��	� ������	 LTS 	��	������ ���

�������� LMS ���� 	������ �� ���������� /�����������
 �� ����������� �������


��
����	� &DR*
 ����� �� �������� �� ���� ���� ���� �������	�� ��� ����

�	���������� �		�	� &��������� ��� 0���	� +111* ��� �����	� �� �� RM 	��

�	������ ����� ������ ���� ��	
�	����� 
�	 ������� ������ ���	�������

������� ' ���	������ ��� ������� �
 ����	��� ��� ��������� ���� �
 ����	 �	���	�

����� �� ������� 5
 � ���������� ����� �� ��		��� ��� �� �	��	 �� ����������� ���

��	
�	����� �
 ��� ������� �� ��"�	��� ���� ����������� ������� ) ����	����

������������ �� ���� ���� ��	��� 
	�� ��������� ��	�
 ��� ������
 ������� 2

������ ���� ���� ���������� 	���	 ��


 ���������
 ��� ���	�� �	���� �������	��

�� ��� 
��������
 �� �������	 � 	��� ������ ���� ��	��� (yt)t∈Z ����	��� ��

���� ������ t = 1, . . . , N � $�	 ��� ������������� �
 	����� 	��	������ �������


�� ������ ��� ���� �� �� ������� ���� ���	�������� �� � �����	 �	���� ����

�����
 ������ ���� ������� �
 ���� ������ n = 2m + 1 �� ������ � �����

yt+i = µt + βti + εt,i, i = −m, . . . ,m, &+*

'



���	� µt ������� ��� ����	����� ����� �
 ��� ������ ��� βt ��� ����� �� ����

t, εt,i ������ ����������� �		�	 ��	�� ���� 6�	� ������� �����
 �� �������	

��"�	��� ����	��������� ����������� 
�	 εt,i�

����	���� ���� ��� ���� ������
 �� ��� �	�� ��� ����� t 
�	 �����������

0����
 
�	 � ���� ������ ����	�� �� ���� t �� �	��� yi = µ + βi + εi 
�	

i = −m, . . . ,m� ��� ������ ����� n �� ������ ����� �� ����������� ��� �������

�	������� �� ��������� �� ������� 5�

��� ������	 
�� ��
�	� �����		���

7�� ��� y = (y−m, . . . , ym)′ ������ � ���� ������ �
 ����� n 
	�� (yt)t∈Z


��� ��� ri = yi − (µ̃ + β̃i)
 i = −m, . . . ,m
 ������ ��� ��		��������� 	���������

$�	 ���������� �
 ��� ����� µ �
 ��� ������ ��� ��� ����� β �� �������	 ���


�������� 	����� 	��	������ 
���������� T : R
n → R

2-

+� ����� ������ 	
 ����
�� &��������� +18)*

TLMS(y) = (µ̃LMS, β̃LMS) = �	�min
µ̃,β̃

{
med

(
r2
i ; i = −m, . . . ,m

)}
.

'� ����� �
����� ����
�� &��������� +185*

TLTS(y) = (µ̃LTS, β̃LTS) = �	�min
µ̃,β̃

h∑
k=1

(r2)k:n ,

���	� (r2)k:n ������� ��� k�� �	��	�� ����	�� 	������� 
�	 ��� ��		���

���� ������
 ���� (r2)1:n ≤ . . . ≤ (r2)k:n ≤ . . . ≤ (r2)n:n 
�	 ���

k ∈ {1, . . . , n}
 ��� h �� � �	������ �	���	����� 9� �� � h = �n/2� + 1

������

5� �������� ������ &������ +18'*

TRM(y) = (µ̃RM , β̃RM )

���� β̃RM = medi

(
medj �=i

yi − yj

i − j
; i, j = −m, . . . ,m

)
��� µ̃RM = medi

(
yi − β̃RM i ; i = −m, . . . ,m

)
,

���	� ��� ������ 
�	 �� ���� ������ ��6� �� ������ �� ��� ���� �
 ���

��� ������� ����	��������

5



)� ������� ���
����	� &��������� ��� 0���	� +111*

TDR(y) = (µ̃DR, β̃DR) = �	�max
µ̃,β̃

{
rdepth

(
(µ̃, β̃),y

)}
,

���	� ��� 
��
����	� ����� �
 � �� (µ̃, β̃) �� � ������ y �� ������ ��

rdepth
(
(µ̃, β̃),y

)
= min

−m≤i≤m

{
min{L+(i) + R−(i), R+(i) + L−(i)}

}

���� L+(i) = L+

µ̃,β̃
(i) = #

{
j ∈ {−m, . . . , i } : rj(µ̃, β̃) ≥ 0

}

��� R−(i) = R−
µ̃,β̃

(i) = #
{

j ∈ {i + 1, . . . ,m} : rj(µ̃, β̃) < 0
}

.

L−(i) ��� R+(i) �	� ������ ������������

/������� ���� 	��	������ 
����������
 �� �������� ��� ����� �
 ��� ������ ��� ���

����� �� ��� ����	� �
 ��� ��		��� ���� ������
 �� �� #�����
 $	��� ��� %����	

&'(()*� ���� ������� � ����� �
 m ���� ����� 
�	 ��� ��		��� ����������� /�

�� �	� 	����	 ����	����� �� ��� ����� �� ��� ���� 	����� ���� �����
 ����� �� ��

��� ��� �
 ��� ������
 �� ����������� ��� ��������	 �
 ��� 	����� ���������

������ �� µ̃online = µ̃ + β̃m�

��� ���������	 ��� ������������� �����

9� ��� ������ ����	����� 
�	 ��� ��������� &��	����� '(()*
 ����� �	������

����������� ��� ��� ����� 
�	 ���� ���� ������ 
	�� ��	���� ��� ���� ��������

��� ������������� ������

��� ����	����� 
�	 LMS ��� LTS 	��	������ �	� ����� �� ��� 	������ �
 :�����

�	����	 ��� �������� &+11(*� ��� 	������� ������ ����	���� �� ����	���� ��

������ �� ��	����� ��� $	��� &'((5*
 ��� ��� ������� 	��	������ ��������� �	�

�������� �� �� ������ ����	���� ����� �� 	������ 
	�� ��� ;	�����
 !�������


���������
 ���	�	
 ������� ��� ���� ���� &+111*� ���� ����	���� ���� ���

�� � ��� ���	��� ���	 ��� ������� 	��	������ ���
 �
 ���	� �	� ����	��
 ��� �������

��� �
 ��� ������� ��� �� 	����� ����� ���	����� ��� ����� �
 �����������

��� ����� ���� �� ���� ���� �
 �4�������

����� + ����� ��� ������������� ������������ �
 ��� 	�������� ������ �����

	������ 0�����	
 ����� ������ ���� 	�<��� ���������� ��������	� ���	�
�	�


)



LMS LTS RM DR

���� O(n2) O(n2) O(n) O(n log2 n)

����	� ����� O(n2) O(n2) O(n2) O(n)

����� +- =������������ ���������� �
 ��� �������	�� ����	������

LMS LTS RM DR

n = 21 (�+>+ (�+>+ (�(52 (�?)?

n = 31 (�5'5 (�5') (�()1 (�12>

����� '- !��� ����������� ���� �
 10000 ������� �� �����

����� ' ����� ��� ���� ���� ������ 
�	 �� ������ �� ������������ 
�	 �����

������ ��6��
 �����	�� �� � @= ���� ������� �� �	������	 ���� '�) %06 ���

2+' !� ����	��

�� ��	�� ��� ����
 ���� ����� ����� ������ ����	�����
 ��� 	������� ������

�� �� 
�	 ��� 
������ ������ 
�	 ��� �������	�� ������ ��6��� �� ����	��� �� ���

��� ���������� ����������� ����
 �� ������ �
 ��� DR �������� �� �� �����

20 ����� �����	 ���� ���� �
 ��� 	������� ������� ��� ����	����� 
�	 LMS

��� LTS �	� 
����	 ���� ���� 
�	 DR 
�	 ��� ����� ������ ��6�� �������	��

��	�, ��� ������	 ���������� ����������� ���� �
 ��� �����	 ����� �� ����

�������	���� ������ ��6�� �� ������ ���������

��� ��������� ��� �����  ��

�� ���� �
 ��	��� �		�	�
 ����� ����	�� �� ��� ���� �4����� 	��	������ �������

0�����	
 ����� ����	�� 	��	������ ��� �� ��	����� ��<������ �� � ������ ������	


	�������� �� � ����� ������ 	���������� �	�� ���� ����� �
 1/n� ����� �������

���� ��� ������� ����	�� ������	� ������ ���	� ���� �����
 �� �	�
�	 	�����

������� ����� ���� ������ 	������ ��� ����� ���� ���� 
�	 � ���� ��	�������

�
 �������������
 �	�
�	���� �������� ���� �����
����	� �4������ �� ��	����

������� �����	����� �	������ ��� �	��
�����

LMS
 RM 
 ��� LTS &���� h = �n/2�+1* ������� � ����� ������ 	����������

�	�� ���� ����� �
 �n/2�/n ≈ 50% ����� �� ��� ������� �������� ����� 
�	 �

2



	��	������ ������	���� 
��������� &��������� ��� 7�	�� +18?*� ���������

��� 0���	� &+111* ���� ���� ������� 	��	������ ��� � �	�� ���� ����� �
 ��

����� ����� ��� ���	� �� ��� ����� ���� 	����� ��� �������� �
 ��� �	�� ����

�� ��	��	 �� ���� �
 � ���� ������
 �� �� �� ��	� �� ����� $�	 �������
 ��� L1

�	�� ���� ����� �� 1/n �
 ������������� �� ��� ���������	� ��	����� �� �������


����� �� ���	����� �� ����� 29.3% �� ���� �
 �� �������������� ������� 0�����	


����� �� ���� �	����� �������� ���� ���� �� ���� ���� ������� 	��	������ ����

���	������ �	�������� ������� �� �� ��� ���	� ������������ ����	������� ��

��� �������

���	�
�	�
 �� �	�� 	���	� ��� ����� �� �	���	��- #��� 
	�� ��������� ��	�

�
��� ������� 	������� ������ �� ��� �����	������ �	� �� � ����	��� �����
 ���

��� �������A� ������������� ��	�����	� ��� ���� ������ 
�	 ���� ����� �� ����

���������� ��� ����� �� �	���	�� �� ��
�	�������

/ 	��	������ 
��������� T : R
n → R

2 ��������� ��� ����� �� �	���	�� �
 
�	 ����

�� (µ̃, β̃) ��� k ∈ {0, 1, . . . , �n/2	 − 1} ��� 
�������� �� ��������- 9������	

yi = µ̃ + β̃i ��� �� ����� n − k �
 ��� n ����	������� �������
 ���� T = (µ̃, β̃)

�������	 ��� ����	 k ����	������� �	�� ������� ��� ��- �
 ��� ��3�	��� �
 ���

���� ���� �� � ��	����� ����
 ��� �������� �
 ��� 
��������� T ���� �� ������� ����

���� &��������� ��� 7�	�� +18?
 �� +''*�

��� �������� �������� 
	������ �
 ������������� ����� ��� ����� � 	��	������


��������� T �� ������� 
	�� (µ̃, β̃) �� ������ ��� ����� �� �	��� - �������	 �

������ yn �
 ��6� n ���� ���� yi = µ̃ + β̃i 
�	 ��� i
 ��� ��� yk,n �� � ������

���	� k ��� �
 ��� n ����	������� �
 yn �	� 	������� �� �	���	�	� ������� ����


��� ����� �� ����� �
 T �� ������ ��

δ∗n(T,yn) = min
k

{k

n

∣∣∣ ���	� ������ � ������yk,n ���� ����T (yk,n) 
= (µ̃, β̃)
}

.

$�	 	��	������ ��� ����� ������	���� 
���������� �� �������	�� ��	�
 ���� �����

����� �� ����	 ����� 
�	 ��� ����� ������ 	���������� �	�� ���� ����� ε∗n
&��������� ��� 7�	�� +18?
 ��� +''�+')*
 ����

ε∗n(T,yn) ≤ δ∗n(T,yn).

��� ����� �� ����� 
�	 LMS ��� LTS �� �n/2�
n

&��������� ��� 7�	�� +18?


������� 5�)*� $�	 RM ��� ���� ����	������ �� ������ �� ���� ��� �� ����

>



n 2 ? 1 ++ +5 +2 +? +1 '+ '5 '2 '?

k ' ' 5 ) ) 2 > > ? 8 8 1

n '1 5+ 55 52 5? 51 )+ )5 )2 )? )1 2+

k +( +( ++ +' +' +5 +) +) +2 +> +> +?

����� 5- B���	 ����� 
�	 ��� ����� �� ����� k/n �
 ��� ������� 	��	������


��������� 
�	 �������� ������ ��6�� n�


	�� ��� ���� �� ���� �
 � ������ �
 ��� ��6�
 ������� ��� ����� ��������� ��

���������� �� �� ��� ���� �
 ��� ����	�������� 0����
 ��� ����� �� ����� �� �n/2	
n

����� �� ����� �� ��� �	�� ���� ������

$�	 ������� 	��	������ �� ����	 ����� 
�	 ��� ����� �� ����� ��� �� ��	����

�� 
������- �������	 � ������ yn,k �
 ��6� n ���	� n − k ����	������� ��� �� �

��	����� ���� l0 : yj = µ0+β0j
 j = −m, . . . ,m� ��� ����� �� ����� δ∗n ������ ���

�������� 
	������ k/n �
 ������ ��� ����� �� l0 ���� ���� ��� ������� 	��	������

�� ����	�� 
	�� ��� ���� l0� ���� ����� �� �	� ���	����� 
�	 � �����	 k ����

TDR(yn,k−1) = (µ0, β0) ��� TDR(yn,k) 
= (µ0, β0)�

9������� �� ������ µ0 = 0 ��� β0 = 0� $�	���	��	�
 �� �� � ��� �	�� n − k

����	������� �� ��� �� ��� ���� l0
 ���� �� ���� yj = 0 
�	 j = −m, . . . ,m − k


��� �� ��� ��� 	�������� k ����	������� �� ������	 ���� l1 : yj = µ1 + β1j 
�	

j = m− k + 1, . . . ,m
 ���� µ1 = −n+1
2

��� β1 = 1 
= β0� ���� ���	������ ����

l1 ��� � 	��	������ ����� �
 �� ����� k
 ������� �� ����� k ����	������� ��� ��

l1� /���
 ��� 	�������� �
 ����� ����	������� ���� ��� ���� &��������* ���� ����

	������ �� l0� �� ���� ���
 ��� �� �
 l0 �� ��� 
��� ������ yn,k �� ��	����� ����

���	������ k� ����� 5 ����� ��� �������� �����	 k �
 ����6�	� ����	�������

�����
 �� ���� ������	�����
 
�	��� ��� ������� 	��	������ �������� ���� 
	��

(0, 0) 
�	 ����� �� ����	��� ������ ��6���

�� ���� ��	������	 ���� ��������� ��� 
�	 ��� �������	�� ������ ��6��
 �� ��� ����

��� ����	��	� �
 �n+1
3
� ����	������� 
	�� l0 ��� ����� ��� ������� 	��	������

�� �� �� �� ����

?



0����
 �� ��� �������� ���� ��� �������� k ���� TDR(yn,k) 
= (µ, β) �� �� ����

�n+1
3
� ��� ����

δ∗n(TDR,y) ≤ 1

n
·
⌊

n + 1

3

⌋
.

��������� ��� 0���	� &+111* ���� ���� ��� �	�� ���� ����� �
 ��� TDR ��

��� ���� ��� �� �� ����� ��� ���	�-

ε∗n(TDR,y) ≥ 1

n

(⌈n

3

⌉
− 1

)
≈ 1

3
.

����

1

n

(⌈n

3

⌉
− 1

)
≤ ε∗n(TDR,y) ≤ δ∗n(TDR,y) ≤ 1

n
·
⌊

n + 1

3

⌋
.

���� ����� �� ��� ����� ����
 ���� �� ���� �
 �� �������������� ������
 ���

�	�� ���� ����� �
 ��� DR 
��������� ������ 1/3�

� ����� ����� �����

�� ��� 
��������
 �� �����	� ��� ��	
�	����� �
 ��� 	����� ��������� µ̃online =

µ̃ + β̃m �� ��"�	��� ���� ����������� �� ��	������	
 �� �������	 �����	��� �����

�	� �
 ����	����� �� ��� ������ ������	��� �������� ��� ��	
�	����� �
 ��� ���

������� ���� �� 3����� �� ����	 ������	� ���������
 ���� ��� 	��� ���� ����	��

�		�	� $�	 �����	����
 �� ���� ������� 	������ 
�	 ����� ����	�� &LS* 	��	�������

#��� �	� ����	���� 
	�� ��� ������ �����	 �����

Yi = µ + βi + εi, i = −m, . . . ,m.

���	� 
�	 εi �� �������	

• ��	��� �		�	�


• ����� ������ �		�	�


• � ���� �		�	�


• ��	��� �		�	� ���� �������� ������	� �� 	����� ���� ������


• ��	��� �		�	� ���� ���������� �������� ������	��

9� ��� µ = β = 0 ��������
 ����� ��� ������� �������	�� ��	� �	� 	��	������

������	����
 ��� ��� ��� �		�	 ��	����� �� ��� �������� ������� �
 ��� �����

������	������ �� ���� ���� S = 10000 ����������� ������� �	� ����	�����
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C� ��� ��� ����
 ��� ���������� �
 � �����	 �	��� ������ ���� ���� ������

������� ���� 	������� �
 � ��	�� ������ ����� �� ������- �� ���� ����
 ���� �

����� ���� �� ��� ���������� 
�	 ��� ������ ����	� ��� ����� � �������	����

���� �
 ��� ������ ��������� �� ����� �	� ����� �� �����	 ���	���������� C� ���

����	 ����
 � ��	�� ������ ����� ������ 
�	 ������	 ��	�������� ��� �	������

�������	 ���������� /� � ����	�����
 � ������ �
 m = 10 �	 m = 15 ��

�������	�� ���������� 
�	 ��� ������������� ���� �� ���� �� ����
 ������� ��

������ ������ �
 n = 21 �	 n = 31 	�����������
 ���� ��� ���� ����� �����

��������

��� �������� !����� �����	

�� ��� ����� ��������� �
 ��	��� �		�	� ��� ������� ����� �������� 	������
 ���

�� ��� ������	� �
 ��� ����	����� �		�	 ����	��������

�������� ������ ��� ������� 	��	������ �� ��� ��	
�	� ���� ��	�� ���� �����

����	�� &LS* 	��	������ ������ ��� LMS ��� LTS ��������� ��	��� ���� 
�	�

���	 &�
� ����� )*� ��� ������	 ��������	 �
 LMS ��� LTS ��� �� ���������

�� ��� 
��� ���� ���� ��� ����� 50% �
 ��� ����	������� ����� ��� �� ���

������� ����	���� �� � ��	����� ����
 ������� 	���	������� 
�	 ������	�
 �����

RM ��� DR ��� 
�	 � �������� ���

/� � 	�����
 ��� LMS ��� LTS ������ ��������� �	� ���� �������� ��	� ����

20% �� �4����� �� LS
 ����� 
�	 DR �� ���� ����� 61%
 ��� 
�	 RM ���

�	��������� 70% �4������� ���� �� ���������� ���� �	������ 	����	��
 ��� ���

	������ ��	� ���� 	�<��� ��� 
��� ���� 
�	 ����� ������� LMS 	��	������ ��

�������� ��	� �4����� ���� LTS 	��	������ &��������� ��� 7�	�� +18?*�

��� "��#$ %���	 ��� ������		

/� 	��� ���� ���� ��� ������� ��	�� ���		��� ������
 ��� ��	��� ����	������� ��

�
��� ��� ���	��	���� �� ����� ��� �		�	 ��	�� ���	�
�	�
 �� ������� �		�	�


	�� � 	�������� t�����	������� ���� ��	�� ���	��� �
 
	����� ��� ���� ��	�����

�� ���� �� �		�	� 
	�� � ���
��� �����	��� ����	������� ���� 6�	� ������ ���

���� ��	������

1



LMS LTS RM DR LS

������	� ��	��� n = 21 (�8?2 (�88? (�2(( (�255 (�)'(

�		�	� n = 31 (�?>? (�?82 (�)'' (�)2( (�52'

����� ������ n = 21 (�2)) (�22+ (�5)2 (�52) (�)+5

�		�	� n = 31 (�)2( (�)22 (�'?1 (�'8? (�5)'

� ���� n = 21 (�)81 (�)12 (�525 (�58) (�)'1

�		�	� n = 31 (�581 (�511 (�'82 (�5+? (�52(

����� )- ������	� ���������� 
�	 ��� ��������� �� ������	� ��	���
 	��������

t3 ����	������ ��� 	�������� �����	��� �����

/� ��� t3�����	�������
 ��� ������� ����� �������� 	������ ������� �
 ������	��

/����
 ��� 	������ 
�	 LMS ��� LTS 	��	������ �	� ������	
 �� � ����� 
�	 RM

��� DR� ��� ������	� ���������� &�
� ����� )* ���� ���� �����	�� �� ���

������	� ��	��� ��������� ��� ��	�������� ��� ���	����� 
�	 ��� 	����� �������


����� 
�	 ����� ����	�� �� 	������ ����� ��� ���� ����� ��� ������	� ���������

���� ������� �� ��� �		�	 ��	������

/ ��	��	 ������ ����� ������ ���� ��	��������
 ��� ��� �	���	����� �
 ��� ����

����� 
	�� ��� ��"�	��� ������� ���� ���	��������� ��� ���� 
�	 ��"�	���

������ ������� ��� LMS ��� LTS ������	� ���������� �	� ����� 60% ���

��6� �
 ����	 ������ �� ��� ������	� ��	��� ����
 ��� ����	������� ���� �	� �����

�����	
�	��� �� LS� ���� �� ��� �	�� 
�	 RM ��� DR
 ������ ������	� ������

����� ����� 66% �
 ����	 
�	��	 ��6�
 ���� 	������� ������ 	��	������ �������

��� �������� ��	�������� ��	��

$���	� + ����� �������� �
 ��� 	������ 
�	 ��� ������ ��������� �� �����	���

�		�	� ���� � ������ ����� �
 n = 31� ��� ���� ���� �� ��� ��� ������� ���

������
 ��� �	�� ���� ��� �	�������� �����

��� ���	� ����	�� ����� ���������� ��"�	����� ����� ��� �������	�� ��������

���������
 .�� /���� ��� 0���	� &+111* ����� ��� ���� LMS ��� LTS �	�

A�������� ���A �� ����	��� �� ��� A��������� �A ��������	 �
 ������� 	��	������

���
 �� �� ���� �� ���
 ��� 	������� ������� ������
 ��� ����� ������ �


����	�� ��� ����� �	����� ����	�� ��������� ��� ������ ������� ��� ���� ���

��� ������ �
 ��� ����	����� �		�	 ����	�������
 ����� 	������� ������ ���

+(



LMS LTS RM DR LS

Online Estimates for Lognormal Data

−1

mod(X) = −0.38

med(X) = 0
E[X] = 0.27

1

2

$���	� +- �������� �
 ��� ���������� 	������ 
�	 ��� ������ ����� n = 31�

������� 	��	������ ����� 	������ ����	�� �� ��� ������ ��� ����� ����	�� �� ���

������������

����� ��� ������� ����	����� �������� ��"�	��� ����������
 �� ����������� �


���� �� ��� ��������� ����
 �� ���� ���� 	���	� ��	�������� &�
� ����� )*�

��� RM ��� DR ������	� ���������� �	� ���� ����� 70% ���� 
�	 ��� �����

��	� ��	��� ���������
 ��� 
�	 LMS ��� LTS ���� �	� ���� ����� ���
 ��

��	��� =����	��� ��� 	������ �
 ��� 	����� ������� �� ����� ����	�� �� ���

���� ��� RM ������	� ��������� �� ���� �������� ��	� ���� 80% �� ��	�� ��

��� ��		��������� ����� ����	�� �����
 ����� ��� DR ������	� ��������� �� ���

�	��������� 90% �� ��	��� LMS ��� LTS �� ��� ����	 ���� ��	
�	� �����

��	�� ���� ����� ����	�� ���	� LTS ����� � ������ ��	� ��	�������� ���� LMS�

0����
 ����� ��� 	������� ������ �	������ ��� ���� 	�������

��� ������#� &������	

�� ��������� ��	�
 ���� ��"�	 
	�� � �	��� ��	���� �
 ��	��	�������
 �����	

������ �� ������� 	������ �	 �� ����	��� ���	��� ���� �� � ����� ������ /�

����� �����	������ �
��� �	����� ������	 ���������� �� ����	�� ���� ������
 ��

����������� ��� ��<����� �
 �������� ������	� ���� ���� ���� ��� ��6��
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$���	� '- ������	� ���������
 ���� ��� 	��� ���� ����	�� �		�	 &RMSE* 
�	

��� ������ ��������� �� ������	� ��	��� ���� ���� �������� ������	� �� 	�����

���� �������

9� ����	��� ������� 
	�� � ������	� ��	��� ����� ��� ��� � ����� a ∈
{2, 4, 6, 8, 10} �� �� ���	������ �����	 k ∈ {1, . . . , 10} �
 ����	������� ������

�� 	����� 
	�� ��� ������� D������� �������� ������	� ����� ����� ���������

	������� $�	 ��� �� � �
 �	����� �� ���� �������	 ��� ������ ��6� n = 21�

C�����	� �� 	����� ���� ������ �� ��� ����� � ���� 
�	 ��� �����
 ��� 
�	

��� ����� ����������
 ����� ���� �"���� ��� ������ ���������� $���	� ' �����

������	� ���������
 ���� ��� 	��� ���� ����	�� �		�	 &RMSE* �
 ��� ������

��������� 
�	 ������	� �
 ��6� 2
 6 ��� 10� ������� 
�	 ������	 ��6�� �
 4 ��� 8 ���

�� ��������
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/����
 ��� ������	��� �
 ��� RM ��� DR �������� ����� �� ����	��
 ��� ���

��"�	����� �� ��� 	������ ������� LMS ��� LTS 	��	������ �	� �����������

LTS �� ���� �������� ���� ��	����� ���� LMS 
�	 � ��	�� �����	 �
 9 − 10

������	�� 9� ���� ��� ���� LMS ��� LTS �	� ��	� ������� �"����� �� ������	

������	� ���� �� ��	��	 �����

=����	��� 	������� ������ ��� ������� 	��	������
 RM �� �	�
�	���� ��	� ��

�� ������ � ������	 ������	� ��������� ��� ���� 
�	 ��� �������	�� �����	� ���

��6�� �
 ������	�� 0�����	
 ���� ��������� �� ���� ���������� �� ���� �
 �����

�	 ��	� ������	� �� ����	����� ���� ��� ����	 �	�� ���� ����� �
 �������

	��	�������

C��	���
 LMS ��� LTS ��	
�	� ���� �� ��	�� �
 ���� �������� ���� 	������

�� ��� RMSE ���� ���� �����	
�	� ��� ����	 ������� �� ���� �
 ���� ��	��

������	�� $�	 ����� ������	� �	 � ����� �� ����	��� �����	 �
 ������	� ���

	������� ������ ������ �� �	�
�		�� �� �� ��� ��� �������� RMSE�

��' &���$��� ��(�����	

$�	 ������ ������	��� �� �� �
 ������� ����	����� �� �	�� ������ 3���� ��

��� ������ ������� ���� ��� ����� �� �� ��	��� ������ �
 ��� �������A� ������

7�� ��� �� ������ ���� ������� ���� � ����� ���
� �� ��������� �� � ����� �


�������� ������ �
 ��� ���� ��6� ��� ���� �� ��� ��� �
 � ���� �������

9� �������� ���� ���������� �� ����	����� �������� �������� ������	� �
 ��� ����

��6� �� �� ��� �	������ ���������� � ���� ���� ��� ��� ����� a ∈ {2, 4, 6, 8, 10}
�� ����� �� k ∈ {1, . . . , 10} ���������� ������ �� ��� ��� �
 ��� ���� �������

/����
 ���� ��� ���� n = 21 �� �������������

/� ��� ������ ��������� ���	������� ��� ����� �� ��� ��� �
 ��� ������
 �

����� ���� ��	��� ����� �� ��� ����	� �
 ��� ���� ������ �� ��� �������	��� ����

�� ��� ��- �� ��������� ��	� ������	���
 �� � ������� 	��� �
 ����� � ��������

�
 ��� �	 ��	� ��	���� ��������� ������ �� ������� �� �������� � ���
� ���	���

� ������	 �����	 �� ��������� 	���	��� �� ��	��� �
 ������	� &����"
 ����	


%����	 ��� $	��� '((5*� 0����
 � ������ ��	
�	�� ���� �
 �� ��������� ���

����	�� ����� �� ���� �
 � 
�� ���������� ������	� ��� 3���� �� �� ��� �����
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 ���� ��� 	��� ���� ����	�� �		�	 &RMSE* 
�	

��� ������ ��������� �� ������	� ��	��� ���� ���� �������� ������	�
 ����		���

������������ �� ��� ��� �
 ��� ���� �������

�
 ����� ��	���� ������� ����	������� ���� ����	 �����	 �� ��� �	 ��	� � ��

�������� ��� ��� &�����	* ����� 	����	 ���� ��� 
�	��	 &����	* ��� �� ��� ����	�

�
 ��� �������

/����
 $���	� 5 ����� ������	� ���������
 ���� ��� RMSE ���� 
�	 ������	

��6�� 2
 6 ��� 10 �� ��� 	������ 
�	 ��� ��6�� 4 ��� 8 ��� �� ��������

D� ������ ����� ������� ��� ���� ��������	 ����	���� �����
 �������� 
�	

���������6�� �� ��	�� ������	� ��� LMS ��� LTS ���� ��	��� 	����� ����

������� ��� 
�	 � ������	 �����	 �
 ������	� ��� ���� ���� � ������ �	�����
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���	����� 0�����	
 ��� �����	 �
 ������	� ����� �� �������	� �� �� � ��� LMS

�	 LTS ���� ���	���� �� ��� ��	��	
 ��� ��	��	 ��� ��6� �
 ��� ������	� ��� �� ����	

��	��- ��� LMS ��� LTS ������ ��������� 
����� � ��	�� ����� ���
� ���� �

�������	���� �����
 �� ����	��� �� ��� ��������� �������� �� ����� ������� ��

��� ������ ����	�
 ��� #����� �� ��� &'(()*� C� ��� ����	 ����
 ��� RM ���

DR ��������� ��������� ����	 � ����	����� ��	�� ���
��

/���
 ��� ��� ��	��� 
	�� $���	� 5 ���� ��� ������	� ���������� �
 RM ��� DR

�	� ������ ������	 ���� ����� �
 LMS ��� LTS 	��	������
 ��� 
�	���	 ����

���� ���� ������ ��������� /����
 ��� ��"�	���� ������� LMS ��� LTS
 ���

������� RM ��� DR �� ����������
 ���� ���� 	������ �� ���� ��� ��	��������


�� ����� �
 ��� ��"�	��� �	�� ���� ������ �
 ��� �����	�

� ����	���	�� �� �	�� ���	�


�� ���� �������
 �� ������� ��� ��������� �
 ��� ��������� �� ���� �� ����	 �������

�� �	�� �	����
 ����� ������� ��� ������ ����� ���
�� �� �������� ���� �� �

��������� ��� �� � 	��� ���� ��	���� �� ���� ����� �� ��� � ������ ����� �


n = 21 ����	��������

��� ��������� ���� ��	��� �� 250 ���� ����� ���� ��� �������� �
 � ������ ��������

��� �������� �� ���� �� �	��� ��	���� ��� � ����� ���
�
 ���� �������� ������	�

��	��� ������ 10% �
 ��� ����	������� �	� 	������� �� �������� �������� ������	�

�
 ��6� 6
 ����� �	� ������� �� ������� �
 
��	 ���������� ������	� &�����*
 ��	��

������	� &�����*
 ��� ������	� &��	�� �����*
 ��� ������ ������	� &��� �����*� ���

���	���� ����� �
 ���� �������� �� ������ �� 	������

$���	� ) ����� ��� ������ ��������� ��� ��� ����	����� ������ 
�	 ��� ���������

����� ��	���� /�� ������� �	��� ��� �	���� ��� ��� ����� �������� /���
 ���

������	��� �
 ��� 	������ 
	�� LMS ��� LTS 	��	������ �� ���� �� 
	�� 	�������

������ ��� ������� 	��	������ ����� �� ����	���

RM ��� DR ����� ��	� ������ 	������ ���� LMS ��� LTS
 ��� ���� �	� ����

��<������ �� ������ ��������� ����	����� 
	�� ��� ����	����� ������
 ���� ���

��� 	������ �	���� ���� ������ 50 − 60 ��� �	���� ���� ����� 150�
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$���	� )- C����� ��������� ����� �� ������� �
 ��6� n = 21�

/� ��� ������ ��������� �	� ����� �� � �����	 ���	��������� �
 ��� ����� �����

����� 
�	 ��� ����	� �
 ��� ���� ������
 ��� LMS ��� LTS ��������� ��������

��� �	�����������
� �	��� ����� ���� ���� ������ �
��	 ��� ����� ���
�� ���� ��

��� �� ����	 ����� ���� ���� 	������ �� ��� A���A ����� ��
�	� ��� ���
��

�������� ������ ��� ������� 	��	������ �	��� ��� ����� ���
� ���� � ���	��	

����� ���� LMS �	 LTS
 ��� ���� �� ��� �����	� ��� ��	������� �
 ���

3���� /���
 ��� RM ��� DR ��������� �	� �����	 �� ��� ������ �	���� ���

����� �
 � ����� ������ � ���������� �	���� ��� ����� 150 ��� 200� /
��	 ���

�	�������� �� ��� A���A �����
 ���������� �� ��� ���
�
 ��� ������� ���	��������

��� ������
 ��� �� ��� ��	����� �������� ����� ��������� �	���� ��� ���
�� ����

�� � ����� ���� ���������� ���� ����� � ����� �����	 ��
 ��� ���� :����� ���

;���	���� &'((5*�

$������
 �� ����� ��� ������� �� � ������� ���� ��	��� �
 ������ 250
 	��	��

������� ��� ���� �������	� �	��	� ����� �	����	� �
 �� ��������� ��	� ��������
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$���	� 2- C����� ��������� ����� �� ������� �
 ��6� n = 21�

$���	� 2 ����� ���� RM ��� DR ����� ���� ��	� ������ 	������ ����� LMS

��� LTS �	� �"����� �� ����	��� ��	������ �� ��� �����

��� RM ��� DR ������ �	��� ��� ����� ���
� �	���� ���� ����� 70 �����	 ����

LMS �	 LTS 	��	������� /���
 LMS ��� LTS ���	�������� ��� ����� 	����

�
��	 ��� ���
� �� 
�	 ��	� �	���������� 0�����	
 ���� �����	� ��� ��	������� �


��� ���
�� �����	 &���� �	���� ��� ����� 150 ��� 175* ����� RM ��� DR ����	

����� 0�	�
 ��� ������� ���� ������ ������	 �� �� �����	 �� ��� � A����	��A

�	�������� 
	�� ��� ����� �� ��� ����	
 �	 �� ����� ��� ���������� �
 ��� 3���

���� ���� ���� ������

���� �������� ���� ��� ����	��	��� �
 	������� ������ ��� ������� 	��	������

�� ��	�� �
 ���������� /���
 ��� 	������� ������ ���� ��� ���	�������� ���

������ �
��	 � ���
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/�� �
 ��� �������	�� ������� 
����� �	���� ��� ����� ������� ��� �	��� �����

���
�� ����� ����� ��� ��"�	����� �� ��� �������� 
	�� ����� ������ �
 ����	��

��� ����� �	����� ����	�� 	��	������ �	� ���������� ����� 	������� ������ ���

������� 	��	������ ���� ���� ��	� ������	 	�������

$�	 ������	��
 �������� �		�	� ��� ������� �	����� �������� ��������� �
 ���

������ ��� ��� ����
 ����� �	� ��������� �� ���� ����, �� ���� �
 ��������


��� � ���� �		�	�
 ��� LMS ��� LTS ��������� ��� �������	� �� ������� ���

������ ��� ��� ���� ����� RM ��� DR �������� ��� �������

LMS ��� LTS �	� ���� ������ ���� RM ��� DR �� ��� �	������ �
 ����

��	�� ������	�� 0�����	
 �� ��������� �� ������� 5�)
 �� ���� �
 � ����� ���
� �
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�		��
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����� � ���
� ���� � �����	 ����� � ���������� �
 ��� ���
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 ��� ����� ���� ������� 	��	������ �� ��	������	�� ���	��	����


�	 � ���� �		�	� ��� �� ��� �����	������
 ��� 	������� ������ ��	
�	��� ����

�����	 
�	 �����	��� �		�	��

$�	���	
 	������� ������ ��� ������� 	��	������ ����� � ��	� ������ ������

���	������, ��� ��� LMS ��� LTS ��������� �	� ��	����	 ��<������ �� �����
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�������
 RM �� ��� ����� ��	����� �� ���� �
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