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❆❜str❛❝t

▼❛♥② ♠♦❞❡❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❝❝✉r ✐♥ ✐♥❞✉str②✳ ❚❤❡s❡
♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥s✐st ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s s✉❝❤ t❤❛t
❛ ❝❡rt❛✐♥ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❡s♣❡❝ts ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
r❡♠❛✐♥s ❜❡❧♦✇ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st
✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ s✐♠✉❧❛t♦r✱ ❝♦st❧② ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳

❆♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ s✐♠✲
✉❧❛t♦r ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❡s✐❣♥ ❡♥r✐❝❤❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ ❛ ✇❡❧❧ ❝❤♦s❡♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝r✐✲
t❡r✐♦♥✳ ❉✐✛❡r❡♥t ✐♥✈❡rs✐♦♥✲❛❞❛♣t❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❡①✐st s✉❝❤ ❛s t❤❡
❇✐❝❤♦♥ ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❊①♣❡❝t❡❞ ❋❡❛s✐❜✐❧✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❞❡✲
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◆♦✇❛❞❛②s✱ ♠❛♥② ✐♥❞✉str✐❛❧ ✐ss✉❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
t♦ ✜♥❞ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣✱ ❢♦r
❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s s✉❝❤ t❤❛t ❛ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ ✐ts
♦✉t♣✉ts r❡s♣❡❝ts ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ r❡♠❛✐♥s ❜❡❧♦✇ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢
✐♥t❡r❡st ✐s ❛♥ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ s✐♠✉❧❛t♦r✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ❛ ❜❧❛❝❦✲❜♦① ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❈❤❡✈❛❧✐❡r ❬✷✵✶✸❪✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t♦ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♣♦❧❧✉t❛♥t ❡♠✐ss✐♦♥ ♥♦r♠s ✇❛s st✉❞✐❡❞
✐♥ ❊❧ ❆♠r✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✷✵❪✳

❆♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝♦st❧② ❜❧❛❝❦✲❜♦① ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
✐♥t❡r❡st ❜② ❛ s✉rr♦❣❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❜✉✐❧t t❤❛♥❦s t♦ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧
❉❡s✐❣♥ ♦❢ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✭❉♦❊✮✱ ✇❤♦s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❝q✉✐✲
s✐t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❇❡❝t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ❛♥❞ ▼♦✉st❛♣❤❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✷✶❪✮✳ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛
s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡✿ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥♦t❡❞ ❯ ✭❊❝❤❛r❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✮✱ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥
❝r✐t❡r✐♦♥ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❊①♣❡❝t❡❞ ❋❡❛s✐❜✐❧✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭❇✐❝❤♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❘❛♥❥❛♥ ❝r✐t❡r✐♦♥
✭❘❛♥❥❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✮✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❧❛st ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✲♦r✐❡♥t❡❞
❊①♣❡❝t❡❞ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❏♦♥❡s ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✽❪✮ ❢♦r ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
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t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ ♣♦✐♥ts t♦ ❉♦❊✿ t❤❡ ❙❯❘ str❛t❡❣✐❡s✱ ❢♦r ❙t❡♣✇✐s❡ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❘❡❞✉❝t✐♦♥
✭❇❡❝t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❙❯❘ str❛t❡❣✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❝❛♥
❜❡ ❝✐t❡❞ ❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❇❡❝t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ t❤❛t
t❤♦♦s❡ ❙❯❘ ❝r✐t❡r✐❛ ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t ❝r✐t❡r✐❛✳

❈❤❡✈❛❧✐❡r ❬✷✵✶✸❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❙❯❘ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❱♦r♦❜✬❡✈ r❛♥❞♦♠ s❡t t❤❡♦r② ✭▼♦❧❝❤❛♥♦✈
❬✷✵✵✺❪✮✱ t❤❛t ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡ts ❧✐❦❡ ♦t❤❡r ❙❯❘ str❛t❡❣✐❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✮ ✐s ♥♦t r♦❜✉st ❡♥♦✉❣❤ ✐♥
t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✇✐t❤ ❛ r❡❛s♦♥♥❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐t s♦♠❡t✐♠❡s ♠✐ss❡s s♦♠❡ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈ r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈
t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s ❜② ❛ ❙❯❘ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❙❯❘
❇✐❝❤♦♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡❛s✐❡r t♦ s❡t ✉♣ ❛♥❞ ♠♦r❡ r♦❜✉st t❤❛♥ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❛
❙❯❘ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♥✈✐s❛❣❡❞ ❞✉❡ ✐ts ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❡❛♥✳

❚❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ s❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ 2✱ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t
❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s r❡❝❛❧❧❡❞✳ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❉♦❊ ❜❛s❡❞ ♦♥ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss
r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ 3 ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞
t♦ ❙t❡♣✇✐s❡ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ✭❙❯❘✮ str❛t❡❣✐❡s✳ ❖✉r ♥❡✇ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛ ❙❯❘ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ 4✳ ❇♦t❤ t❤❡♦r✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ ❡❛s②✲t♦✲✐♠♣❧❡♠❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts ♦❢ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s
♣r❡s❡♥t t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ ❦r✐❣✐♥❣ ❛♥❞ ❜❛s❡s ♦❢ ❱♦r♦❜✬❡✈ t❤❡♦r②✳

✷ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡ts

✷✳✶ ❙♦♠❡ r❡♠✐♥❞❡rs ♦♥ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss r❡❣r❡ss✐♦♥

▲❡t X ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t s❡t ♦❢ Rd ✭d P N
✍✮ ❛♥❞ g : X Ñ R ❛ ❜❧❛❝❦✲❜♦① ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧

❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ X ❛t ❛ ❤❡❛✈② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❛♥ ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Γ✍ :✏
✦
x P X, g♣xq ↕ T

✮
✭✶✮

✷



❆ ❙❯❘ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥

✇✐t❤ T ❛ ✜①❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✇❤✐❧❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦st❧② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ g✳
❙✉rr♦❣❛t❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ♠❡t❛♠♦❞❡❧s✱ ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r

❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡② ❝❛♥
r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡①♣❡♥s✐✈❡ s✐♠✉❧❛t♦r ✐♥ ❛ t✐♠❡✲s❛✈✐♥❣ ♠❛♥♥❡r✳ ❆♠♦♥❣ s✉rr♦❣❛t❡ ♠♦❞❡❧s✱ ●❛✉ss✐❛♥
Pr♦❝❡ss ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✭●P❘✮ ✐s ✈❡r② ♣♦♣✉❧❛r✿ g ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss
✭●P✮ ξ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s♣❛❝❡ ♣Ω,F ,Pq✱ ✐✳❡✳ g♣xq ✏ ξ♣x, ωq ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ω ✐♥ Ω✳ ❚❤✐s t②♣❡
♦❢ s✉rr♦❣❛t❡ ♠♦❞❡❧s ❣✐✈❡s✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣❛rt ❛♥❞ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♣❛rt✿

ξ♣xq :✏ m♣xq � Z♣xq, ❅ x P X ✭✷✮

✇✐t❤ m t❤❡ tr❡♥❞ ♦❢ ξ ✭❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣❛rt✮ ❛♥❞ Z ❛ st❛t✐♦♥❛r② ●P✱ ♦❢ ③❡r♦ ♠❡❛♥✱ ❦♥♦✇♥ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
❦❡r♥❡❧ k : X2 Ñ R ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ σ2♣xq :✏ k♣x,xq ❢♦r ❛♥② x ✐♥ X ✭st♦❝❤❛st✐❝
♣❛rt✮✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❡♥❞ m ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s f :✏ tfi✉li✏1

✇✐t❤
❝♦❡✣❝✐❡♥ts β :✏ tβi✉li✏1

✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❦❡r♥❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●P Z ✐s ❝r✉❝✐❛❧
s✐♥❝❡ ✐t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t♦r r❡❣✉❧❛r✐t②✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ 4.2✳

❋♦r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts χn :✏ ♣x♣1q, ...,x♣nqq ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ X
n✱ ❧❡t✬s ❞❡♥♦t❡ g♣χnq :✏

♣g♣x♣1qq, ..., g♣x♣nqqq❏ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ g ♦♥ χn ❛♥❞ En t❤❡ ❡✈❡♥t ξ♣χnq ✏ g♣χnq✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ n

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ξ✳ K :✏ ♣k♣x♣iq,x♣jqqq1↕i,j↕n ✐s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦♥ χn ❛♥❞ k♣xq t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
✈❡❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ x ❛♥❞ χn ❞❡✜♥❡❞ ❜② k♣xq :✏ ♣k♣x,x♣1qq, ..., k♣x,x♣nqqq❏ ❢♦r ❛♥② x ✐♥ X✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡
f♣xq :✏ ♣f1♣xq, ..., fl♣xqq❏ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ f ♦♥ x ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ tr❡♥❞ ❛♥❞ F P R

n✂l t❤❡ ♠❛tr✐①
✇✐t❤ f♣x♣iqq❏ ❛s it❤ r♦✇✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ξ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✈❡♥t En ✐s t❤❡♥ st✐❧❧ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❖✬❍❛❣❛♥
❬✶✾✼✽❪✮ ✇✐t❤ ♠❡❛♥✱ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥♦t❡❞ mn✱ σ2

n✱ ❛♥❞ kn ❣✐✈❡♥ ❜②

mn♣xq ✏ f♣xq❏β � k♣xq❏K✁1
�
g♣χnq ✁ Fβ

✟
, ✭✸✮

σ2

n♣xq ✏ σ2♣xq ✁ k♣xq❏K✁1k♣xq, ✭✹✮

kn♣x,x✶q ✏ k♣x,x✶q ✁ k♣xq❏K✁1k♣x✶q. ✭✺✮

❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❜❡st ❧✐♥❡❛r ✉♥❜✐❛s❡❞ ♣r❡❞✐❝t♦r ✭❇▲❯P✮ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠❡❛♥ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡rr♦r✮ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② ✭✸✮ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✹✮ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✺✮✳

❲❤❡♥ β ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ♣β :✏ �
F
❏K✁1

F
✟✁1

F
❏K✁1g♣χnq t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❡st✐♠❛t♦r ✭▼▲❊✮✱ ❢♦r♠✉❧❛s ✭✸✮✱ ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✺✮ ❜❡❝♦♠❡

mn♣xq ✏ f♣xq❏ ♣β � k♣xq❏K✁1
�
g♣χnq ✁ F♣β✟, ✭✻✮

σ2

n♣xq ✏ σ2♣xq ✁ k♣xq❏K✁1k♣xq � �
f♣xq❏✁ k♣xq❏K✁1

F
✟�
F
❏K✁1

F
✟✁1�

f♣xq❏✁ k♣xq❏K✁1
F
✟❏

, ✭✼✮

kn♣x,x✶q ✏ k♣x,x✶q ✁ k♣xq❏K✁1k♣x✶q ��f♣xq❏✁ k♣xq❏K✁1
F
✟�
F
❏K✁1

F
✟✁1�

f♣x✶q❏✁ k♣x✶q❏K✁1
F
✟❏

.
✭✽✮

❚❤❡✐r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❛ ❜❛②❡s✐❛♥
❝♦♥t❡①t ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r β ✭❍❡❧❜❡rt ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❛✈❡ ❝♦st❧② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ g✱ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ str❛t❡❣② ♦❢ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❉♦❊
✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ●✐♥s❜♦✉r❣❡r ❬✷✵✶✼❪✮✳ ❋✐❣✉r❡ 1 ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧
str❛t❡❣②✳ ❚❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t✳

❆♠♦♥❣ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ❝r✐t❡r✐❛✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❝r✐t❡r✐❛✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢r❛♠❡✇♦r❦s s✉❝❤ ❛s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♦r ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r ✭▼❙❊✮ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❏✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪✮✱ ❛✐♠s t♦ s❡❧❡❝t t❤❡
♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ✐♥t❡❣r❛❧ ✈❡rs✐♦♥s ■▼❙❊ ❛♥❞ ▼▼❙❊
✭P✐❝❤❡♥② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪✮ st❛♥❞✐♥❣ ❢♦r ■♥t❡❣r❛❧ ❛♥❞ ▼❛①✐♠✉♠ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r✳ ❆♠♦♥❣ ❞✐r❡❝t
❣♦❛❧ ♦r✐❡♥t❡❞ ❝r✐t❡r✐❛✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❊■ ✭❊①♣❡❝t❡❞ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥t✮ ❢r♦♠ ❏♦♥❡s ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✽❪✱ ✐s ❛❞❛♣t❡❞

✸



❆ ❙❯❘ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥

❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉♦❊ ✭❜② ●P❘✮

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❉♦❊ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ●P❘✳

❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥✲❛❞❛♣t❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❝❛♥ ❜❡ ❝✐t❡❞✿ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✭❊❝❤❛r❞ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✶✶❪✮✱ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t♦ t❤❡ ❦r✐❣✐♥❣ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥❀ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❊①♣❡❝t❡❞ ❋❡❛s✐❜✐❧✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭❊❋❋✮ ✭❇✐❝❤♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✮✱
❛♥❞ t❤❡ ❘❛♥❥❛♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❘❛♥❥❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✮✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r
✐♥✈❡rs✐♦♥✳

✷✳✷ ❚♦✇❛r❞s ♠♦r❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✿ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥

❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❇✐❝❤♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❉♦❊ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ EI ✭❊①♣❡❝t❡❞ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥t✮ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢r♦♠
❏♦♥❡s ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✽❪✱ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❆s ❛ r❡♠✐♥❞❡r✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ EI ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t♦ s❡❧❡❝t ❛ ♣♦✐♥t x t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡✲
♠❡♥t ♦❢ g♠✐♥✁ ξ♣xq ✇✐t❤ g♠✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦❜s❡r✈❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦♥ t❤❡ ❉♦❊✱ ✇❤✐❧❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ s✉rr♦❣❛t❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t♦ ❛❞❛♣t t❤✐s str❛t✲
❡❣② t♦ t❤❡ ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉rr♦❣❛t❡
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✲❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡✳

❚♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡✜♥❡✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ x ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ X✱ ❛ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡ FF♣xq ✭❋❡❛s✐❜✐❧✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥✮ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

FF♣xq : ✏ ε♣xq ✁min
✥⑤T ✁ ξ♣xq⑤, ε♣xq✭

✏ �
ε♣xq ✁ ⑤T ✁ ξ♣xq⑤✟�, ✭✾✮

✇✐t❤ ♣ . q� :✏ max♣ . , 0q✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉rr♦❣❛t❡ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞s
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ rT ✁ ε♣xq, T � ε♣xqs ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ s✉rr♦❣❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❞ ✐s 0

♦t❤❡r✇✐s❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇✐❞t❤ ε♣xq ✐s ❝❤♦s❡♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧ t♦ t❤❡ ❦r✐❣✐♥❣ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ σn♣xq✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ ❛ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t
✐♥ t❤❡ ❉♦❊✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ 2✳ ❚❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞r❛✇♥ ❢♦r ♦♥❡ s❛♠♣❧❡ ♣❛t❤
♦❢ ξ⑤En✳ ■ts ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛✐♠s t♦ s❡❧❡❝t ♣♦✐♥ts ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❡st✐♠❛t❡
♦r ♣♦✐♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ε♣xq✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❋❋ ♦✈❡r ❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ♣❛t❤s✱ ❣✐✈❡s t❤❡ ❊①♣❡❝t❡❞ ❋❡❛s✐❜✐❧✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭EFF✮

EFF♣xq :✏ E

✑�
ε♣xq ✁ ⑤T ✁ ξ♣xq⑤✟� ✞✞En

✙
. ✭✶✵✮

❚♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧
t❡sts ✭❉❛❣♥❡❧✐❡ ❬✶✾✾✷❪✮✳ ▲❡t x ❜❡ ✜①❡❞✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ξ♣xq⑤En ✒ N ♣mn♣xq, σn♣xqq ✇✐t❤ mn♣xq

✹



❆ ❙❯❘ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❡❛s✐❜✐❧✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭❜♦tt♦♠✮ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ●P s❛♠♣❧❡ ♣❛t❤ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥❡❞ ♦♥ 5 ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ g ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ T s❡t t♦ 0 ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ε♣xq ✭t♦♣✮✳

✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ σn♣xq → 0 ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st

H0 : mn♣xq ✏ T against H1 : mn♣xq ✘ T ✭✶✶✮

❲❡ ❝❤♦♦s❡ υx :✏ ξ♣xq✁T

σn♣xq

✞✞✞En ❛s t❤❡ t❡st st❛t✐st✐❝ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r

H0✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡❢✉t❡ ❍②♣♦t❤❡s✐s H0 ❛t ♦r❞❡r α ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t❤❛t

⑤υx⑤ → κ ✭✶✷✮

✇✐t❤ κ :✏ q1✁α

2

t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ ♦r❞❡r 1✁ α
2
♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❛t ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❞♦ ✐s ♥♦t t♦ r❡❢✉t❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t mn♣xq ✏ T ❜✉t r❛t❤❡r t♦ s❡❧❡❝t✱
❛♠♦♥❣ t❤❡ x ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s H0 ✐s ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ✐✳❡✳ κ✁ ⑤υx⑤ → 0✱ t❤❡ x ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ q✉❛♥t✐t②
κ ✁ ⑤υx⑤ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ♣κ ✁ ⑤υx⑤q� ❜② σn♣xq ❧❡❛❞s t♦ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤
ε♣xq :✏ κσn♣xq✱ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❡✛❡❝t t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭s❡❡ ❇❡❝t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢✮ ❝❛♥ ❜❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❦r✐❣✐♥❣ tr❡♥❞ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ T ❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞t❤ ε♣xq

EFF♣xq ✏ ♣mn♣xq ✁ T q
✓
2φ

✂
T ✁mn♣xq

σn♣xq
✡
✁ φ

✂
T✁ ✁mn♣xq

σn♣xq
✡
✁ φ

✂
T� ✁mn♣xq

σn♣xq
✡✛

✁ σn♣xq
✓
2ϕ

✂
T ✁mn♣xq

σn♣xq
✡
✁ ϕ

✂
T✁ ✁mn♣xq

σn♣xq
✡
✁ ϕ

✂
T� ✁mn♣xq

σn♣xq
✡✛

� ε♣xq
✓
φ

✂
T� ✁mn♣xq

σn♣xq
✡
✁ φ

✂
T✁ ✁mn♣xq

σn♣xq
✡✛

,

✭✶✸✮

✺



❆ ❙❯❘ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥

✇✐t❤ T✟ :✏ T ✟ ε♣xq✱ ϕ ❛♥❞ φ r❡♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝❡♥t❡r❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❉♦❊ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦
✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❙❯❘ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞✐r❡❝t ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❙❯❘ ♠❡t❤♦❞
t❤❛t ✐s s✐♠♣❧❡r t♦ s❡t ✉♣ ❛♥❞ ♠♦r❡ r♦❜✉st t❤❛♥ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✳

✸ ❙❯❘ str❛t❡❣✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss ❘❡❣r❡ss✐♦♥

❙❯❘ str❛t❡❣✐❡s ❛✐♠ ❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♥❡✇ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ▲❡t
✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❡❛s✉r❡ Hn✱ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡✈❡♥t En✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
♠❡❛s✉r❡✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡ Hn�1♣xq ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ Hn✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ♣x, ξ♣xqq t♦ t❤❡ ❉♦❊✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❛ r❡❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡
♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ξ♣xq⑤En✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❙❯❘ str❛t❡❣② ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

x♣n�1q P argmin
xPX

Jn♣xq with Jn♣xq :✏ E
✏
Hn�1♣xq

✘
. ✭✶✹✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐♥ Jn♣xq ✐s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ξ♣xq⑤En✳
❙✐♥❝❡ ❙❯❘ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡✐r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢✉♥❝t✐♦♥ Hn ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ ❜② t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ Jn✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❛❜✉s✐✈❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ❙❯❘ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥❛t❡ Jn✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡❛s✐❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ❙❯❘ str❛t❡❣② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t♦ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ q ♣♦✐♥ts ✭❈❤❡✈❛❧✐❡r ❬✷✵✶✸❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ♦♥❧② t❤❡ s♣❡❝✐❛❧
❝❛s❡ ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❙❯❘ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥ ❢r♦♠
k✲st❡♣ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❇❡❝t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✳

❚❤❡ ξ✲♠❡❛s✉r❛❜❧❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ µ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② µ :✏ PX♣Γq ✇✐t❤ Γ t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡t tx P
X, ξ♣xq ↕ T ✉✱ PX ❛ ❣✐✈❡♥ σ✲✜♥✐t❡ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ pn♣zq :✏ P♣z P Γ⑤Enq t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Γ
❦♥♦✇✐♥❣ En✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❙❯❘ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ ●P❘✱ ✇❡ ❝❛♥ q✉♦t❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ µ✿ Hn :✏ Var♣µ✞✞Enq ❛♥❞ ♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ pn
✿ Hn :✏ ➩

X
pn♣zq♣1 ✁ pn♣zqq dPX♣zq✱ ❜♦t❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❇❡❝t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✱ t❤❡

✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❧♦✇ ✇❤❡♥ pn ✐s ❝❧♦s❡ t♦ 0 ♦r 1 ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ✇❤❡♥ pn ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 1④2✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
♠❡❛s✉r❡ Hn�1♣xq ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② Hn�1♣xq :✏ Var♣µ✞✞ ξ♣xq,Enq ❛♥❞ Hn�1♣xq :✏➩
X
pn,x♣zq♣1✁ pn,x♣zqq dPX♣zq ✇✐t❤ pn,x♣zq :✏ P♣z P Γ

✞✞ ξ♣xq,Enq✳
▼♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝r✐t❡r✐❛ r❡q✉✐r✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡t t❤❡♦r② ♦❢ ❱♦r♦❜✬❡✈ ✭▼♦❧❝❤❛♥♦✈

❬✷✵✵✺❪✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❡✈❛❧✐❡r ❬✷✵✶✸❪✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝✐t❡❞✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥
t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① A ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❛♥❞ ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧❧② ♦♥ ❱♦r♦❜✬❡✈ t❤❡♦r②✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈ ♠❡t❤♦❞✳ ❇❡s✐❞❡s✱ r❡❝❡♥t❧② ❛ ♠♦r❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛❧s♦ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❆③③✐♠♦♥t✐ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✷✶❪✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢❛❧s❡
♣♦s✐t✐✈❡s ❛♥❞ ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s ✐s ❝r✐t✐❝❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❯❘ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❜✉t ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠♦r❡
❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ❞✐r❡❝t ❣♦❛❧ ♦r✐❡♥t❡❞ str❛t❡❣✐❡s ✭❇❡❝t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ❛♥❞ ❈❤❡✈❛❧✐❡r ❬✷✵✶✸❪✮✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ❆ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❙❯❘ str❛t❡❣✐❡s ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❦r✐❣✐♥❣ ✉♣❞❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❡✈❛❧✐❡r ❬✷✵✶✸❪ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮

✹ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥

✹✳✶ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❛ ❙❯❘ str❛t❡❣②✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❙❯❘
❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ●P❘ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

✻



❆ ❙❯❘ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥

✉♥❧✐❦❡ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❛♥❞ ❈❤❡✈❛❧✐❡r ❬✷✵✶✸❪✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ❝♦rr❡❝ts t❤❡
❧❛❝❦ ♦❢ r♦❜✉st♥❡ss ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥ t❤❡ t❡st ❝❛s❡s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✹✳✷✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ ❙❯❘ str❛t❡❣✐❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ 3✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✉♥❝❡r✲
t❛✐♥t② ♠❡❛s✉r❡ Hn✳ ❚❤✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❡❛s✉r❡ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥
En✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ PX✿

Hn :✏
➺
X

E

✑�
κσn♣zq ✁ ⑤T ✁ ξ♣zq⑤✟�✞✞✞En

✙
dPX♣zq, with κ → 0. ✭✶✺✮

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❡❛s✉r❡ ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Hn�1♣xq :✏
➺
X

E

✑�
κσn�1♣zq ✁ ⑤T ✁ ξ♣zq⑤✟�✞✞✞ ξ♣xq, En

✙
dPX♣zq, with κ → 0, ✭✶✻✮

✇✐t❤ σn�1♣zq t❤❡ ❦r✐❣✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① B ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✶✮✮ ✇✐t❤ x♣n�1q ✏ x✳
Hn�1♣xq ✐s ❛ r❡❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ξ♣xq✲♠❡❛s✉r❛❜❧❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ En✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ PX ✐s t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ r❡str✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♦♥ X ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
κ ✐s ✉s✉❛❧❧② s❡t t♦ 1 ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❇❡❝t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✮✳

▲❡♠♠❛ ✶✳

Jn♣xq ✏
➺
X

E

✑�
κσn�1♣zq ✁ ⑤T ✁ ξ♣zq⑤✟� ✞✞✞En

✙
dPX♣zq. ✭✶✼✮

Pr♦♦❢✳
❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ ✭✶✻✮ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t②✱ ❜② ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢
t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ❙♦✱ ❜② r❡✐♥❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✭✶✻✮ ✐♥t♦ ✭✶✹✮✱ t❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣
❋✉❜✐♥✐✕❚♦♥♥❡❧❧✐ t❤❡♦r❡♠ ✭t❤❛♥❦s t♦ σ✲✜♥✐t❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Jn♣xq ✏
➺
X

E

✒
E

✑�
κσn�1♣zq ✁ ⑤T ✁ ξ♣zq⑤✟�✞✞✞ ξ♣xq, En

✙✚
dPX♣zq, ✭✶✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ξ♣xq⑤En ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ξ♣zq ❦♥♦✇✐♥❣
ξ♣xq, En✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ✭✶✽✮ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ t✇♦ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✐♥ ♦♥❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✭✶✼✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ 1 ❜❡❧♦✇ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ♦❢ ✭✶✼✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❋♦r ❛❧❧ x, z ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ X
2✱ ✇❡ ❤❛✈❡

E

✑�
κσn�1♣zq ✁ ⑤T ✁ ξ♣zq⑤✟� ✞✞✞En

✙
✏ ♣mn♣zq ✁ T q

✓
2φ

✂
T ✁mn♣zq

σn♣zq
✡
✁ φ

✂
T✁ ✁mn♣zq

σn♣zq
✡
✁ φ

✂
T� ✁mn♣zq

σn♣zq
✡✛

✁ σn♣zq
✓
2ϕ

✂
T ✁mn♣zq

σn♣zq
✡
✁ ϕ

✂
T✁ ✁mn♣zq

σn♣zq
✡
✁ ϕ

✂
T� ✁mn♣zq

σn♣zq
✡✛

� εx♣zq
✓
φ

✂
T� ✁mn♣zq

σn♣zq
✡
✁ φ

✂
T✁ ✁mn♣zq

σn♣zq
✡✛

✭✶✾✮

✇❤❡r❡ εx♣zq :✏ κσn�1♣zq✱ T✟ :✏ T ✟ εx♣zq✱ ϕ ❛♥❞ φ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝❡♥t❡r❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐♥ x ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✮ ✐s ♦♥❧② ❣✐✈❡♥ ✈✐❛ εx♣zq ✏ κσn�1♣zq✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② ✈✐❛
σn�1♣zq✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ x ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❦r✐❣✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ❦r✐❣✐♥❣ ✉♣❞❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✭✸✶✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❢❛st ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ εx♣zq✳ ❆ ♣r♦♦❢ ♦❢
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ 1 ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① C✳

✼



❆ ❙❯❘ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥

✹✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ t✇♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❉♦❊ ❛❢t❡r n ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ✭r❡s♣✳ ❙❯❘
❱♦r♦❜✬❡✈✮ ✐s ♥♦t❡❞ χ1,n ✭r❡s♣✳ χ2,n✮✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❇r❛♥✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❛♥❞ r❡s❝❛❧❡❞ ❍❛rt♠❛♥♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 6 ✭P✐❝❤❡♥② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪✮✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ T ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r✳

❙❡✈❡r❛❧ ❉♦❊ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❛♥ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ❜② ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ χ1,n ❛♥❞ ♦♥❡
✉s✐♥❣ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈ χ2,n✱ ❜♦t❤ ❛❢t❡r n ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs✿ ♥❛✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦r Γ̂1 :✏ m✁1

n ♣s ✁✽, T sq ❛♥❞ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❡st✐♠❛t♦r ♥♦t❡❞ Γ̂2✱ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✭❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ t❤❡♥
❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❢t❡r n ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r Err♣Γ̂i♣χj,nqq :✏ PX♣Γ̂i♣χj,nq∆Γ✍q④PX♣Γ✍q✱
❢♦r ♣i, jq P t1, 2✉2✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❡st✐♠❛t♦r Γ̂i♣χj,nq ❛♥❞ tr✉❡ ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t Γ✍ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✮✳

■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ tr❡♥❞ m ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❦❡r♥❡❧ k ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ tr❡♥❞ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ m✱ s❡❡ ❘♦✉st❛♥t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ❢♦r ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧s✳ ❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❦❡r♥❡❧ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t②♣❡ ▼❛tér♥ 5④2 ✐s ❝❤♦s❡♥✿

k♣x,x✶q :✏ Cov
�
Z♣xq,Z♣x✶q✟ ✏ σ2

❝

d➵
i✏1
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, ❅ ♣x,x✶q P X
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✍ d
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⑤xi ✁ x✶i⑤✱ σ❝ ❛ ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞
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✡
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✁
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❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❧❡❛❞s t♦ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ❝❧❛ss C2 ✭P❛❝✐♦r❡❦ ❬✷✵✵✸❪✮✳
❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ❢r♦♠ ❢♦r♠✉❧❛s ✭✶✼✮ ❛♥❞ ✭✶✾✮✱ ✐s ❣r❡❛t❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❙❯❘ ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❑r✐❣■♥✈ ✭❈❤❡✈❛❧✐❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✮✳ ■♥ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠❡❛s✉r❡ PX ✐s t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ X✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✜♥✐t❡ ❜❡❝❛✉s❡ X ✐s
❝♦♠♣❛❝t✳ ■♥ ✭✶✼✮✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❙♦❜♦❧✬ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ n.points ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
♣♦✐♥ts ✭♣❛❝❦❛❣❡ r❛♥❞t♦♦❧❜♦① ❉✉t❛♥❣ ❛♥❞ ❙❛✈✐❝❦② ❬✷✵✶✸❪✮✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝
❛❧❣♦r✐t❤♠ ●❡♥♦✉❞ ✭✇✐t❤ pop.size ✏ 50d✮ ✭♣❛❝❦❛❣❡ r❣❡♥♦✉❞✱ ▼❡❜❛♥❡ ❏r ❛♥❞ ❙❡❦❤♦♥ ❬✷✵✶✶❪✮✳ ❯♥❧❡ss
❡①♣❧✐❝✐t❧② st❛t❡❞✱ κ ✐♥ ✭✶✾✮ ✐s s❡t t♦ 1✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❉♦❊s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ▲❍❙ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣
♠✐♥✐♠❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✭▲❛t✐♥ ❍②♣❡r❝✉❜❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣✱ ❉✉♣✉② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪✮ ✇✐t❤ s✐③❡ t♦
❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛♥❞ n.points ✐s s❡t t♦ 104✳

❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ Γ✍ ❛♥❞ Γ̂i♣χj,nq∆Γ✍ ❛r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ q✉❛s✐✲▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s ✭▲❡♠✐❡✉①
❬✷✵✵✾❪✮ ✇✐t❤ ❛ ❙♦❜♦❧✬ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✐③❡ 104✳

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡sts ♦♥ ❇r❛♥✐♥✲r❡s❝❛❧❡❞ 2❉ ❢✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡ ❇r❛♥✐♥✲r❡s❝❛❧❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ P✐❝❤❡♥② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪ ♦♥ X :✏ r0, 1s2✱ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
3✳ ❚❤❡ Γ✍ ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ T ✏ 10 ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s
t♦ 3 ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛r❡❛s ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ Γ✍ r❡♣r❡s❡♥ts 15.74% ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ X✳ ❚❤❡ t❡sts
❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ 100 ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❉♦❊s ♦❢ s✐③❡ 10 ❛♥❞ 20 ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭✶ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✮
❛r❡ r✉♥ ❢♦r ❜♦t❤ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ❛♥❞ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✳

❚❤❡ ❧✐♥❡ ♣❧♦t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ 4 ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ❛♣♣❡❛rs ♠♦r❡ r♦❜✉st t❤❛♥ ❙❯❘

✽



❆ ❙❯❘ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇r❛♥✐♥✲r❡s❝❛❧❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ X✳

❱♦r♦❜✬❡✈ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤✐❝❤ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❝❤♦s❡♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✱ s❡✈❡r❛❧ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✇✐t❤ st❛❣♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❚❤❡s❡
r❛r❡ st❛❣♥❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛t❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜❡❧♦✇ ♦♥ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❋✐❣✉r❡ 5✳ ❚❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝
s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ s❡❡♠s t♦ s❤♦✇ ❛ st❛❣♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤❡s❡ ❢❡✇ ❝❛s❡s✱ ❜✉t ✐t ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛
❢❛st❡r ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ t♦✇❛r❞s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ t❤❡ t✇♦
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✇✐t❤ Γ̂1 s❡❡♠s ♠♦r❡ r♦❜✉st t❤❛♥ ✇✐t❤ Γ̂2 ✭s❡❡
❆♣♣❡♥❞✐① ❉ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡st✐♠❛t♦rs Γ̂1 ❛♥❞ Γ̂2 ❛r❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♠❡❞✐❛♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❝♦♥❝❡♣ts ✭❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳

❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♦♥❡ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ✇✐t❤ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs ♦❢
❋✐❣✉r❡ 4✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ Γ̂1 ✭r❡s♣✳ Γ̂2✮ ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❣r❡❡♥ ❢✉❧❧ ✭r❡s♣✳ ❞♦tt❡❞✮ ❧✐♥❡ ♦♥
❋✐❣✉r❡ 5✱ ❛❢t❡r 20 ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈ ♠✐ss❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❛r❡❛s ♦❢
t❤❡ ❡①❛❝t ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t Γ✍ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ 3✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ❛❧❧♦✇s ❛ ❜❡tt❡r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡r❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ t❤r❡❡ ❛r❡❛s ♦❢ Γ̂✍✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ✈❡r②
❢❡✇ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❡st✐♠❛t♦rs ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♥❛✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦r Γ̂1

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ Γ̂2 ✭❆♣♣❡♥❞✐① D✮✱ ♥❛✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❦❡♣t ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❡sts ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳
❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛t✐st✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡rr♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤

♥❛ï✈❡ Γ̂1 ❡st✐♠❛t♦r ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ 1 ❢♦r ❜♦t❤ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ❛♥❞ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
t❤❛t ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ 5%✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r ❢♦r ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✳ ■♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱
❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✿ t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs ♦❢ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈ ✇❤✐❝❤
❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥ ♦r st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ♦♥ ❇r❛♥✐♥✲r❡s❝❛❧❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s❤♦✇❡❞
t❤❛t ❢♦r T ✏ 10 t❤❡ s♦✉❣❤t ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ❜❡tt❡r ❞❡t❡❝t❡❞ ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ✉♥❧✐❦❡ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✱ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ❡①tr❡♠❡
❝❛s❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♠✐ss❡❞✳

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡sts ♦♥ ❍❛rt♠❛♥♥✲r❡s❝❛❧❡❞ 6❉ ❢✉♥❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❍❛rt♠❛♥♥✲r❡s❝❛❧❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ P✐❝❤❡♥② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪
♦♥ X :✏ r0, 1s6 ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t Γ✍ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ T ✏ ✁1.6✱ ✇❤✐t❤
❛ ✈♦❧✉♠❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts 15.45% ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ X✳ ❚❤❡ t❡sts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ 50 ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥✐t✐❛❧ ❉♦❊s ♦❢ s✐③❡ 30 ❛♥❞ 600 ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❉♦❊ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ❛r❡ r✉♥ ❢♦r ❜♦t❤ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ❛♥❞ ❙❯❘
❱♦r♦❜✬❡✈✳

✾



❆ ❙❯❘ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥

✭❛✮ Err
�
Γ̂1♣χ1,nq

✟
✭❜✮ Err

�
Γ̂1♣χ2,nq

✟

✭❝✮ Err
�
Γ̂2♣χ1,nq

✟
✭❞✮ Err

�
Γ̂2♣χ2,nq

✟

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ▲✐♥❡ ♣❧♦ts ✭✇✐t❤ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✮ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r Err
�
Γ̂i♣χj,nq

✟
❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

❝r✐t❡r✐❛ ❞✉r✐♥❣ 20 ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ❇r❛♥✐♥✲r❡s❝❛❧❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭d ✏ 2✮ ✇✐t❤ T ✏ 10✱ ❢♦r 100 ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥✐t✐❛❧ ❉♦❊s ♦❢ s✐③❡ 10 ♦❢ t②♣❡ ▲❍❙ ▼❛①✐♠✐♥✱ ❢♦r κ ✏ 1 ❛♥❞ ✇✐t❤ ♥✳♣♦✐♥ts✏ 104✳ ▲❡❢t ❝♦❧✉♠♥✿ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥
✇✐t❤ ♥❛✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭❛✮ ❛♥❞ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❡st✐♠❛t♦r ✭❝✮✳ ❘✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✿ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈ ✇✐t❤ ♥❛✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭❜✮
❛♥❞ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❡st✐♠❛t♦r ✭❞✮✳

✭✂100✮

❈r✐t✳ ✐t❡ ✏ 10 ✐t❡ ✏ 20

❙❯❘ ❇✳ ❙❯❘ ❱✳ ❙❯❘ ❇✳ ❙❯❘ ❱✳

▼❡❛♥ 7.82 12.35 1.09 3.18

▼❡❞✐❛♥ 7.24 7.78 1.08 1.08

◗✉❛♥t✐❧❡ 5% 4.36 4.24 0.57 0.51

◗✉❛♥t✐❧❡ 95% 12.94 36.42 1.59 35.13

❙t❛♥❞❛r❞ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ 3.21 10.79 0.34 8.17

■♥t❡rq✉❛rt✐❧❡ ❘❛♥❣❡ 3.80 5.38 0.52 0.64

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ Err
�
Γ̂i♣χj,nq

✟
❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ❛❢t❡r 10 ❛♥❞ 20

✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ❇r❛♥✐♥✲r❡s❝❛❧❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭d ✏ 2✮ ✇✐t❤ T ✏ 10✱ ❢♦r 100 ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❉♦❊s ♦❢ s✐③❡

10 ♦❢ t②♣❡ ▲❍❙ ▼❛①✐♠✐♥✳

✶✵



❆ ❙❯❘ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥

✭❛✮ Γ̂1♣χ1,nq ✭❜✮ Γ̂1♣χ2,nq ✭❝✮ Γ✍

✭❞✮ Γ̂2♣χ1,nq ✭❡✮ Γ̂2♣χ2,nq

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ Γ̂ ❡st✐♠❛t♦rs ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛ ❛❢t❡r 40 ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
✇✐t❤ t❤❡ tr✉❡ ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ✭t♦♣ r✐❣❤t✮✱ ❢♦r ❇r❛♥✐♥✲r❡s❝❛❧❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭d ✏ 2✮ ✇✐t❤ T ✏ 10✱ ❢♦r ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥✐t✐❛❧ ❉♦❊ ♦❢ s✐③❡ 10 ✇❤❡r❡ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✳ ▲❡❢t ❝♦❧✉♠♥✿ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥
✇✐t❤ ♥❛✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭❛✮ ❛♥❞ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❡st✐♠❛t♦r ✭❞✮✳ ▼✐❞❞❧❡ ❝♦❧✉♠♥✿ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈ ✇✐t❤ ♥❛✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦r
✭❜✮ ❛♥❞ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❡st✐♠❛t♦r ✭❡✮✳ ❘✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✿ tr✉❡ ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❛♥❞ ❇r❛♥✐♥✲r❡s❝❛❧❡❞ ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ✭❝✮ ✳

▲✐♥❡ ♣❧♦ts ♦♥ ❋✐❣✉r❡ 6 s❤♦✇ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t✳
❋✐rst❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ✐s
s❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❤✐❣❤❡r
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈ ✇❤❛t❡✈❡r
t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❡st✐♠❛t♦r✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ♦✉t❧✐❡rs ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢r♦♠
t❤❡ 300th ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ 6 ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❛t ♥❛✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦r Γ̂1 ❣✐✈❡s ❛
♠♦r❡ r♦❜✉st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r t❤❛♥ Γ̂2✱ ✇✐t❤ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t✳ ❲❡ t❤✉s ❞❡❝✐❞❡ t♦ ♣r❡s❡♥t
t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❢♦r Γ̂1 ♦♥❧②✳

❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs ♦❢ ❋✐❣✉r❡ 6 ✭❜✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t str❛t❡❣② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✳ ❋♦r ❛♥ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t ✐♥ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ❙♦❜♦❧✬
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✐③❡ 104 ♦♥ X ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ Γ̂1∆Γ✍✱ ✇✐t❤ Γ̂1 t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r 600 ✐t❡r❛t✐♦♥s
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ 7✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② 52 ♠✐s❝❧❛ss✐✜❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥✱ ❛❣❛✐♥st 233 ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ 233 ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✱ 176 ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ Γ̂③Γ✍ ✭✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢❡❛s✐❜❧❡✮✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❡❞ ♣♦✐♥ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♣♦✐♥ts t❤❛t ✇❡r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ✭❛s ❢♦r ✷❉ ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦
❢✉rt❤❡r ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✳

❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛t✐st✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❛r❡

✶✶



❆ ❙❯❘ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥

✭❛✮ Err
�
Γ̂1♣χ1,nq

✟
✭❜✮ Err

�
Γ̂1♣χ2,nq

✟

✭❝✮ Err
�
Γ̂2♣χ1,nq

✟
✭❞✮ Err

�
Γ̂2♣χ2,nq

✟

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ▲✐♥❡ ♣❧♦ts ✭✇✐t❤ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✮ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r PX

�
Γ̂i♣χj,nq∆Γ✍

✟
④PX♣Γ

✍q ✭✇✐t❤ ❛
❙♦❜♦❧✬ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✐③❡ 104✮ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ❞✉r✐♥❣ 600 ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ❍❛rt♠❛♥♥✲r❡s❝❛❧❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭d ✏ 6✮ ✇✐t❤ T ✏ ✁1.6✱ ❢♦r 50 ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❉♦❊s ♦❢ s✐③❡ 30 ♦❢ t②♣❡ ▲❍❙ ▼❛①✐♠✐♥✱ ❢♦r κ ✏ 1 ❛♥❞
✇✐t❤ ♥✳♣♦✐♥ts✏ 104✳ ▲❡❢t ❝♦❧✉♠♥✿ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ✇✐t❤ ♥❛✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭❛✮ ❛♥❞ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❡st✐♠❛t♦r ✭❝✮✳ ❘✐❣❤t
❝♦❧✉♠♥✿ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈ ✇✐t❤ ♥❛✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭❜✮ ❛♥❞ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❡st✐♠❛t♦r ✭❞✮✳

❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ 2 ❢♦r ❜♦t❤ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ❛♥❞ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t ❡①❝❡♣t ❛t t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇❤❡r❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ✐s ♥♦t ②❡t s✉✣❝✐❡♥t✱ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r ❢♦r ❛❧❧ ✐♥❞✐❝❛t♦rs t❤❛♥
❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r♦❜✉st♥❡ss ✭s❡❡ ❡✳❣✳ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ ♦r❞❡r 5% ♦r t❤❡ ♠❡❞✐❛♥✮✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ t❡sts ♦♥ ❍❛rt♠❛♥♥✲r❡s❝❛❧❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 6 ✇✐t❤ T ✏ ✁1.6✱ ❢✉rt❤❡r
❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✱ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ 2✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss✱ ✐t ✇❛s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤✐s 6 ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ ❜❡②♦♥❞ ❛❜♦✉t 300
✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs✳

❙❡✈❡r❛❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❡❧♦✇ t♦ tr② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ r♦❜✉st✲
♥❡ss ♦❢ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ✐ts ❡①♣❧♦r❛t♦r② ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ❢♦r❝❡❞ ❜② t❤❡ ❦r✐❣✐♥❣ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ 2.2✮✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ st❛t✐♦♥✲
❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ✭❆♣♣❡♥❞✐① D✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡
❡♥r✐❝❤♠❡♥t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ✇✐t❤ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❆♣♣❡♥❞✐①
A✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦♥ t❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ t✇♦ t❡st ❝❛s❡s st✉❞✐❡❞ s❡❡♠ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡
st❛t✐♦♥❛r✐t② ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤✐s ✐s ♥❡✈❡r r✐❣♦r♦✉s❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✭✉♥❧❡ss t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❣✐✈❡♥

✶✷



❆ ❙❯❘ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥

✭❛✮ Γ̂1♣χ1,nq∆Γ̂✍ ✭❜✮ Γ̂1♣χ2,nq∆Γ̂✍

❋✐❣✉r❡ ✼✿ P❛✐r✇✐s❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣❧♦t ♦❢ Γ̂1∆Γ✍ ❢♦r ❛ 104✲❙♦❜♦❧✬ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛ ❛❢t❡r 600 ✐t❡r❛t✐♦♥s✱

❢♦r ❍❛rt♠❛♥♥✲r❡s❝❛❧❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭d ✏ 6✮ ✇✐t❤ T ✏ ✁1.6✱ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥✐t✐❛❧ ❉♦❊ ♦❢ s✐③❡ 30 ✇❤❡r❡

❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ♦♥ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✱ ❢♦r κ ✏ 1 ❛♥❞ ❢♦r ♥✳♣♦✐♥ts✏ 104✳ ▲❡❢t ❝♦❧✉♠♥✿ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥✳

❘✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✿ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✳

✭✂100✮

❈r✐t✳ ✐t❡ ✏ 99 ✐t❡ ✏ 300 ✐t❡ ✏ 600

❙❯❘ ❇✳ ❙❯❘ ❱✳ ❙❯❘ ❇✳ ❙❯❘ ❱✳ ❙❯❘ ❇✳ ❙❯❘ ❱✳

▼❡❛♥ 40.42 35.05 13.92 16.55 5.61 9.94

▼❡❞✐❛♥ 40.32 34.72 13.92 15.28 5.66 8.83

◗✉❛♥t✐❧❡ 5% 34.14 28.84 12.09 12.74 4.62 7.17

◗✉❛♥t✐❧❡ 95% 46.67 44.40 15.38 29.42 6.45 11.63

❙t❛♥❞❛r❞ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ 3.98 4.48 0.99 6.14 0.61 5.26

■♥t❡rq✉❛rt✐❧❡ ❘❛♥❣❡ 5.26 4.56 1.13 1.81 0.68 1.75

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r PX♣Γ̂∆Γ✍q④PX♣Γ
✍q ✭✇✐t❤ ❛ ❙♦❜♦❧✬

s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✐③❡ 104✮ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ❛❢t❡r 99✱ 300 ❛♥❞ 600 ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ❍❛rt♠❛♥♥✲r❡s❝❛❧❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭d ✏ 6✮ ✇✐t❤ T ✏ ✁1.6✱ ❢♦r 50 ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❉♦❊s ♦❢ s✐③❡ 30 ♦❢ t②♣❡ ▲❍❙ ▼❛①✐♠✐♥✱ ❢♦r κ ✏ 1 ❛♥❞

✇✐t❤ ♥✳♣♦✐♥ts✏ 104✳

r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss✮✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝❛♥
t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② str♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ s❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❛❞❞❡❞ t♦
t❤❡ ❉♦❊✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡rr♦rs✳

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈ t❤r❡s❤✲
♦❧❞ α✍ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① A✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ α✍ ✇❛s ♥♦t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈ ✇✐t❤ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s❡❛r❝❤
❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ α ÞÑ ✞✞E✏

PX♣Γq⑤En

✘✁ PX♣Qαq
✞✞✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss ❘❡❣r❡ss✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ❙❯❘ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❉♦❊ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐ts ❣♦♦❞
❡①♣❧♦r❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛s ❢❛r ❛s ✐ts r♦❜✉st♥❡ss ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✐❡✇✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦✉r ♥❡✇ ❝r✐t❡r✐♦♥

✶✸



❆ ❙❯❘ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥

✐s r♦❜✉st ✇✐t❤ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s r♦❜✉st
t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s❡t t♦ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✻ ❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s♦rt✐✉♠ ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❈■❘❖✲
◗❯❖✱ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣❛rt♥❡rs ✐♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛❝❛❞❡♠✐❛ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r
❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✭❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✺✷✽✶✴③❡♥♦❞♦✳✻✺✽✶✷✶✻✮✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ❛❧s♦ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t
❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✏❍P❈✴❆■✴❍P❉❆ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❊♥❡r❣② ❚r❛♥s✐t✐♦♥✑ ■♥r✐❛✴■❋P❊◆ ❥♦✐♥t r❡s❡❛r❝❤
❧❛❜♦r❛t♦r② ✭❍✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✴ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✴ ❍✐❣❤✲P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❉❛t❛ ❆♥❛❧②✲
s✐s✮✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡✐r ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ▼♦r❣❛♥❡ ▼❡♥③ ❢r♦♠ ■❋P ➱♥❡r❣✐❡s ◆♦✉✈❡❧❧❡s
❢♦r ❤❡r ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❤❡❧♣ ♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ❡st✐♠❛✲
t♦rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ●P st❛t✐♦♥❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❘■❈❆❉ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✭❤tt♣s✿✴✴❣r✐❝❛❞✳✉♥✐✈✲❣r❡♥♦❜❧❡✲❛❧♣❡s✳❢r✮✱
✇❤✐❝❤ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ●r❡♥♦❜❧❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✳
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✐♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✷✷✭✸✮✿✼✼✸✕✼✾✸✱
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■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❢♦r r❛♥❞♦♠ ❝❧♦s❡❞ s❡ts ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❱♦r♦❜✬❡✈ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❢r♦♠ ▼♦❧❝❤❛♥♦✈ ❬✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❛ ❝♦♠♣❛❝t s❡t X ⑨ R

d ❛♥❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ❝❧♦s❡❞ s❡t Γ ♦❢ X✳
■t ✐s r❡❝❛❧❧❡❞ t❤❛t Γ : Ω Ñ C ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ❝❧♦s❡❞ s❡t ✐❢ ✐t ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
s♣❛❝❡ ♣Ω,F ,Pq ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♠♣❛❝ts ♦❢ X ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t✿

❅C P C ,
✥
w P Ω,Γ♣wq ❳ C ✘ ∅

✭ P F . ✭✷✷✮

▲❡t✬s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢❛♠✐❧②
✥
Qα

✭
αPr0,1s

♦❢ ❱♦r♦❜✬❡✈ q✉❛♥t✐❧❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Qα :✏ tx P X : p♣xq :✏ P♣x P Γq ➙ α✉, ❅α P r0, 1s. ✭✷✸✮

✶✺



❆ ❙❯❘ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ tQα✉αPr0,1s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝❧♦s❡❞ s❡t Γ ❛♥❞ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ p ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Γ✳

❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝❧♦s❡❞ s❡t Γ✱ ▼♦❧❝❤❛♥♦✈ ❬✷✵✵✺❪ ❝♦♠❡s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✿ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ Γ s❡t PX♣Γq✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢❛♠✐❧②
♦❢ ❱♦r♦❜✬❡✈ q✉❛♥t✐❧❡s ✭s❡❡ ✭✷✸✮✮✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ Γ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❱♦r♦❜✬❡✈ ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡
❱♦r♦❜✬❡✈ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡ ❡q✉❛❧ ✭♦r t❤❡ ❝❧♦s❡st ♦♥❡ ❤✐❣❤❡r✮ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢
Γ✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ❝❧♦s❡❞ s❡t Γ ✐s t❤❡ s❡t Qα✍ ✱ ✇❤❡r❡ α✍ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈ t❤r❡s❤♦❧❞ ❜②

❅α → α✍, PX♣Qαq ➔ ErPX♣Γqs ↕ PX♣Qα✍q, ✭✷✹✮

✇❤❡r❡ PX ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ X✳ α✍ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈ t❤r❡s❤♦❧❞✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳

✌ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✸✮q✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ α ÞÑ PX♣Qαq ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦♥ r0, 1s✳
✌ ❚❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ α✍ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦❡❞✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ α✍ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
❱♦r♦❜✬❡✈ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✐t② t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ α ÞÑ PX♣Qαq
✇❤✐❝❤ ✐s ✐ts❡❧❢ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ s✉♣❡r✐♦r s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ p ✭s❡❡ ▼♦❧❝❤❛♥♦✈
❬✷✵✵✺❪ ♣❛❣❡ 23✮✳
✌ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ α ÞÑ PX♣Qαq ❡♥s✉r❡s ❡q✉❛❧✐t② PX♣Qα✍q ✏ ErPX♣Γqs ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ Γ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② Γ :✏ tx P X, ξ♣xq ↕ T ✉ ✇✐t❤ ξ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss
✐♥❞❡①❡❞ ❜② X ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✈❡♥t En ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ n ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s
♦❢ ξ ❛♥❞ T ❛ ✜①❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✱ Γ ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ❝❧♦s❡❞ s❡t ✭❬▼♦❧❝❤❛♥♦✈✱ ✷✵✵✺✱ ♣❛❣❡ ✸❪✮✳ ❆ s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡
●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡❛♥ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ t②♣❡ ▼❛tér♥ 3④2 ♦r 5④2 ✭❬P❛❝✐♦r❡❦✱
✷✵✵✸✱ ♣❛❣❡s 35 ❛♥❞ 44❪✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ α ÞÑ PX♣Qαq ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ s♦ t❤❡
❡q✉❛❧✐t② PX♣Qα✍q ✏ ErPX♣Γq⑤Ens ✐s ✈❡r✐✜❡❞✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ♥❛✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦r Γ̂1

✐s ❛❧♠♦st s✉r❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ ❱♦r♦❜✬❡✈ ✭q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ ♦r❞❡r 1④2✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ♥♦t✐♥❣ φ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱

Γ̂1 ✏
✥
x P X, mn♣xq ↕ T

✭
a.s.✏

✧
x P X,

T ✁mn♣xq
σn♣xq ➙ 0 and σn♣xq ✘ 0

✯
✏

✧
x P X, φ

✂
T ✁mn♣xq

σn♣xq
✡
➙ φ♣0q and σn♣xq ✘ 0

✯
as φ increases

a.s.✏
✧
x P X, P♣ξ♣xq ↕ T ⑤Enq ➙ 1

2

✯
✏ Q 1

2

. ✭✷✺✮

❘❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ 1④2 ❜② t❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈ t❤r❡s❤♦❧❞ α✍✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✿

Qα✍
a.s.✏ ✥

x P X, mn♣xq ↕ T ✁ φ✁1 ♣α✍qσn♣xq
✭

✭✷✻✮

❆✳✷ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❡❛s✉r❡ Hn♣xq
✐♥ ❛ ❙❯❘ str❛t❡❣②✳ ▲❡t✬s st❛rt ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ❝❧♦s❡❞
s❡ts✳

✶✻



❆ ❙❯❘ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ dPX
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♠❡❛s✉r❡ PX ♦♥ ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❝❧♦s❡❞ s❡ts ✐♥❝❧✉❞❡❞

✐♥ X ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿ ❢♦r ❛❧❧ r❛♥❞♦♠ ❝❧♦s❡❞ s❡ts Γ1,Γ2 ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ X✱

dPX
♣Γ1,Γ2q :✏ E rPX ♣Γ1∆Γ2qs ✭✷✼✮

✇❤❡r❡ ∆ ✐s t❤❡ r❛♥❞♦♠ s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✿ ❅ω P Ω, Γ1∆Γ2♣ωq :✏ ♣Γ1③Γ2q♣ωq ❨ ♣Γ2③Γ1q♣ωq. ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ dPX

❝❤❡❝❦s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❞✐st❛♥❝❡✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ▼♦❧❝❤❛♥♦✈ ❬✷✵✵✺❪ ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈ q✉❛♥t✐❧❡ ❢❛♠✐❧②

t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✇❤❡♥ ErPX♣Γqs ✏ PX♣Qα✍q ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ Γ :✏ tx P X, ξ♣xq ↕ T ✉ ✇✐t❤ ξ ❛ st♦❝❤❛st✐❝
♣r♦❝❡ss ✐♥❞❡①❡❞ ❜② X ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✮✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ α✍ ➙ 1

2
✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♥❡❝❡ss❛r② ✭s❡❡

❬❊❧ ❆♠r✐✱ ✷✵✶✾✱ ♣❛❣❡ ✷✽❪ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ◆♦t✐♥❣ Qα✍ t❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝❧♦s❡❞ s❡t Γ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t
α✍ ➙ 1

2
✱ ✐t r❡s✉❧ts t❤❛t✿ ❢♦r ❛♥② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s❡t M ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ X s✉❝❤ t❤❛t PX♣Mq ✏ ErPX♣Γqs✱

dPX
♣Γ, Qα✍q ↕ dPX

♣Γ,Mq ✭✷✽✮

❚❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡t Γ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ q✉❛♥t✐t② dPX
♣Γ, Qα✍q✳ ❚❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈

❞❡✈✐❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝❧♦s❡❞ s❡t Γ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✐ts ❱♦r♦❜✬❡✈ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳

❆✳✸ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❝r✐t❡r✐♦♥

❖♥❝❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❱♦r♦❜✬❡✈ t❤❡♦r② ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❙❯❘ str❛t❡❣② ✐s s✐♠♣❧②
❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❙❯❘ str❛t❡❣✐❡s ✈✐❛ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✮ ❜② t❛❦✐♥❣✿

Hn :✏ E
✏
PX♣Γ∆Qn,α✍n

q✞✞En

✘
and Hn�1♣xq :✏ E

✏
PX♣Γ∆Qn�1,α✍

n�1
q✞✞ ξ♣xq, En

✘
✭✷✾✮

✇❤❡r❡ Qn,α✍n
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ En ❛♥❞ Qn�1,α✍

n�1
t❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❡①✲

♣❡❝t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ En ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ♣x, ξ♣xqq t♦ t❤❡ ❉♦❊✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞
✭✷✾✮ ✐s t♦ t❛❦❡ ❛s ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝❧♦s❡❞ s❡t Γ✱ ✇✐t❤ Γ :✏ tx P X, ξ♣xq ↕ T ✉✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t α✍

n�1
✏ α✍

n

❛♥❞ ❜② r❡✐♥❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t② Hn�1♣xq ♦❢ ✭✷✾✮ ✐♥ t❤❡ Jn ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✶✹✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛
s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❧② ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ q✉❛♥t✐t② ❈❤❡✈❛❧✐❡r ❬✷✵✶✸❪✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t②
✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❜✐✈❛r✐❛t❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣✐✈❡♥ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❙✉❝❤ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡♥ ❛❧❧♦✇s
❧❡ss t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❑r✐❣■♥✈ ✭❈❤❡✈❛❧✐❡r
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✮✳

❇ ❑r✐❣✐♥❣ ✉♣❞❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛s

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❙❯❘ str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② Jn♣xq ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✮ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ x ✐s ✉s✉❛❧❧②
s✐♠♣❧✐✜❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ ❦r✐❣✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ♣x, ξ♣xqq ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❉♦❊✱
❛♥❞ ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❦r✐❣✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ tr❡♥❞✱ t❤❡ ❦r✐❣✐♥❣
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s✉rr♦❣❛t❡ ♠♦❞❡❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ r❡❝✉rr❡♥t
❢♦r♠✉❧❛✱ ✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❡✈❛❧✐❡r ❬✷✵✶✸❪ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❦r✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧
❦r✐❣✐♥❣ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❦r✐❣✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs β ❛♥❞ θ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❦r✐❣✐♥❣
✉♣❞❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❛❧❧ y,y✶ ✐♥ X

2 ❜②

mn�1♣yq ✏ mn♣yq � kn
�
y,x♣n�1q

✟
kn

�
x♣n�1q,x♣n�1q

✟✁1
✁
g
�
x♣n�1q

✟✁mn

�
x♣n�1q

✟✠
, ✭✸✵✮

σ2

n�1 ♣yq ✏ σ2

n ♣yq ✁ k2n
�
y,x♣n�1q

✟
σ2

n

�
x♣n�1q

✟✁1
, ✭✸✶✮

✶✼
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kn�1

�
y,y✶

✟ ✏ kn
�
y,y✶

✟✁ kn
�
y,x♣n�1q

✟
kn

�
x♣n�1q,x♣n�1q

✟✁1
kn

�
y✶,x♣n�1q

✟
, ✭✸✷✮

✇✐t❤ x♣n�1q t❤❡ n� 1 th ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳
❆s ❢♦r ❙❯❘ str❛t❡❣✐❡s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s

❛❞❞✐t✐♦♥s ♦❢ q ♣♦✐♥ts ✭❈❤❡✈❛❧✐❡r ❬✷✵✶✸❪✮✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐s t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢
mn✱ σn✱ ❛♥❞ kn ❛r❡ r❡✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳ ■t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❙❯❘ str❛t❡❣✐❡s
✇❤❡r❡ ♠❛♥② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❦r✐❣✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ♠❛② ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✐ts ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭✶✹✮✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t
t❤❡s❡ ❦r✐❣✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s st✐❧❧ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❦r✐❣✐♥❣ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ♦❢ ❈❤❡✈❛❧✐❡r ❬✷✵✶✸❪ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢✮✳

❈ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥

❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ 1✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❣✐✈❡
❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❙❯❘ ❇✐❝❤♦♥✳ ▲❡t✬s st❛rt ❜② st❛t✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✷✳ ▲❡t N ❜❡ ❛ st❛♥❞❛r❞ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ♣a, bq P R
2 s✉❝❤ t❤❛t a ➔ b✱ t❤❡♥✿

E
✏
N1ra,bs♣Nq✘ ✏ ✁ϕ♣bq � ϕ♣aq ✭✸✸✮

✇❤❡r❡ ϕ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

Pr♦♦❢✳

E
✏
N1ra,bs♣Nq✘ ✏ 1❄

2π

➺ b

a

te✁
t
2

2 dt ✏ 1❄
2π

✑
✁ e✁

t
2

2

✙b
a
✏ ✁ϕ♣bq � ϕ♣aq ✭✸✹✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❋♦r ❛❧❧ x, z ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ X
2✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

E

✑�
κσn�1♣zq ✁ ⑤T ✁ ξ♣zq⑤✟� ✞✞✞En

✙
✏ ♣mn♣zq ✁ T q

✓
2φ

✂
T ✁mn♣zq

σn♣zq
✡
✁ φ

✂
T✁ ✁mn♣zq

σn♣zq
✡
✁ φ

✂
T� ✁mn♣zq

σn♣zq
✡✛

✁ σn♣zq
✓
2ϕ

✂
T ✁mn♣zq

σn♣zq
✡
✁ ϕ

✂
T✁ ✁mn♣zq

σn♣zq
✡
✁ ϕ

✂
T� ✁mn♣zq

σn♣zq
✡✛

✭✸✺✮

� εx♣zq
✓
φ

✂
T� ✁mn♣zq

σn♣zq
✡
✁ φ

✂
T✁ ✁mn♣zq

σn♣zq
✡✛

✇❤❡r❡ εx♣yq :✏ κσn�1♣zq✱ T✟ :✏ T✟ εx♣zq✱ ϕ ❛♥❞ φ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

Pr♦♦❢✳
❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦♥❧② ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❧✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♥♦t❡ En t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝✲
t❛t✐♦♥ E r . ⑤Ens✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ t❡r♠s t❤❛t ❛r❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✿

En

✏�
κσn�1♣zq ✁ ⑤T ✁ ξ♣zq⑤✟�✘ ✏ En

✑�
εx♣zq ✁ ⑤T ✁ ξ♣zq⑤✟1rT✁,T�s�ξ♣zq✟✙

✏ En

✑
εx♣zq1rT✁,T�s

�
ξ♣zq✟✙✁ En

✑�
T ✁mn♣zq �mn♣zq ✁ ξ♣zq✟1rT✁,T r�ξ♣zq✟✙

� En

✑�
T ✁mn♣zq �mn♣zq ✁ ξ♣zq✟1rT,T�s�ξ♣zq✟✙

✶✽
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✏ En

✑
εx♣zq1rT✁,T�s

�
ξ♣zq✟✙❧♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♠♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♥

✶❖

� �
T ✁mn♣zq

✟✒
En

✑
1rT,T�s

�
ξ♣zq✟✙✁ En

✑
1rT✁,T s

�
ξ♣zq✟✙✚❧♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♠♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♥

✷❖

✁
✒
En

✑�
mn♣zq ✁ ξ♣zq✟1rT✁,T s

�
ξ♣zq✟✙✁ En

✑�
mn♣zq ✁ ξ♣zq✟1rT,T�s�ξ♣zq✟✙✚❧♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♠♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♥

✸❖

✭✸✻✮

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ t❡r♠s s❡♣❛r❛t❡❧② ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶❖ : ✏ En

✑
εx♣zq1rT✁,T�s

�
ξ♣zq✟✙

✏ εx♣zqEn

✓
1✑

T✁✁mn♣zq
σn♣zq

,
T�✁mn♣zq

σn♣zq

✙✂ξ♣zq ✁mn♣zq
σn♣zq

✡✛

✏ εx♣zq
✓
φ

✂
T� ✁mn♣zq

σn♣zq
✡
✁ φ

✂
T✁ ✁mn♣zq

σn♣zq
✡✛

✭✸✼✮

✷❖ : ✏ �
T ✁mn♣zq

✟✒
En

✑
1rT,T�s

�
ξ♣zq✟✙✁ En

✑
1rT✁,T s

�
ξ♣zq✟✙✚

✏ �
mn♣zq ✁ T

✟✒
En

✑
1rT✁,T s

�
ξ♣zq✟✙✁ En

✑
1rT,T�s

�
ξ♣zq✟✙✚

✏ �
mn♣zq ✁ T

✟✓
2φ

✂
T ✁mn♣zq

σn♣zq
✡
✁ φ

✂
T✁ ✁mn♣zq

σn♣zq
✡
✁ φ

✂
T� ✁mn♣zq

σn♣zq
✡✛

✭✸✽✮

❋♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✸❖✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ 2 ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ✐t✳

✸❖ : ✏ ✁
✒
En

✑�
mn♣zq ✁ ξ♣zq✟1rT✁,T s

�
ξ♣zq✟✙✁ En

✑�
mn♣yq ✁ ξ♣zq✟1rT,T�s�ξ♣zq✟✙✚

✏ σn♣zq
✓
En

✓✂
ξ♣zq ✁mn♣zq

σn♣zq
✡
1✑

T✁✁mn♣zq
σn♣zq

,
T✁mn♣zq

σn♣zq

✙✂ξ♣zq ✁mn♣zq
σn♣zq

✡✛

✁ En

✓✂
ξ♣zq ✁mn♣zq

σn♣zq
✡
1✑

T✁mn♣zq
σn♣zq

,
T�✁mn♣zq

σn♣zq

✙✂ξ♣zq ✁mn♣zq
σn♣zq

✡✛✛

✏ σn♣zq
✓
E

✓
N 1✑

T✁✁mn♣zq
σn♣zq

,
T✁mn♣zq

σn♣zq

✙�N✟✛✁ E

✓
N 1✑

T✁mn♣zq
σn♣zq

,
T�✁mn♣zq

σn♣zq

✙�N✟✛✛

✏ ✁σn♣zq
✓
2ϕ

✂
T ✁mn♣zq

σn♣zq
✡
✁ ϕ

✂
T✁ ✁mn♣zq

σn♣zq
✡
✁ ϕ

✂
T� ✁mn♣zq

σn♣zq
✡✛

✭✸✾✮

❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧t ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡✐♥❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ✶❖✱ ✷❖✱ ❛♥❞ ✸❖ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✼✮ t♦ ✭✸✾✮ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✻✮✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳

✌ ■♥ t❤✐s ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 1✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t mn♣zq✱ σn♣zq✱ εx♣zq ❛♥❞ T✟ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ξ♣zq ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✉s❡❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ ♦✉t♣✉t mn♣zq✱ σn♣zq ❛♥❞ εx♣zq ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ En✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ξ♣zq ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❛♥❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝❡♥t❡r❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✶✾



❆ ❙❯❘ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥

❉ ❘♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ❡st✐♠❛t♦rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ●P st❛t✐♦♥❛r✐t②

❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❆ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ✐♥
❋✐❣✉r❡s 4 ❛♥❞ 6 ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t♦r Γ̂2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
t♦ Γ̂1 ♥❛ï✈❡ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❚❤✐s r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♥❛✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦r Γ̂1 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ Γ̂2 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥❛✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ ❱♦r♦❜✬❡✈ ✭❆♣♣❡♥❞✐① A✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✺✮✮✳
■♥❞❡❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ ❱♦r♦❜✬❡✈ ❛r❡ ♥♦t s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
♦♥❡s✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❛❜s♦❧✉t❡ ❝❡♥tr❛❧ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥
❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❞✐❛♥ t♦ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❱♦r♦❜✬❡✈ r❛♥❞♦♠ s❡ts ✭▼♦❧❝❤❛♥♦✈ ❬✷✵✵✺❪ ♣❛❣❡
178✮✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✧r❡❛❞✧ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ r♦❜✉st♥❡ss ♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✻✮ ♦❢ ❆♣♣❡♥❞✐① A ✇❤✐❝❤ ✐s
r❡❝❛❧❧❡❞ ❜❡❧♦✇✿

Qα✍
a.s.✏ ✥

x P X, mn♣xq ↕ T ✁ φ✁1 ♣α✍qσn♣xq
✭
.

❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ σn t❡r♠ ♦♥ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱
✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t❤❛t t❤❡ t❡r♠ φ✁1♣α✍qσn♣xq ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r♦❜✉st♥❡ss
♦❢ Γ̂2 ✏ Qα✍ ❡st✐♠❛t♦r✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♥❛✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦r Γ̂1 ✇❤❡r❡ t❤✐s t❡r♠ φ✁1♣α✍qσn♣xq ❞♦❡s ♥♦t
❛♣♣❡❛r✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s r♦❜✉st♥❡ss ✐ss✉❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ▲♦❣❣r✉② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❅x P R
2, ▲♦❣❣r✉②♣xq ✏ 10 log10

✄
3.6�104

✄
2➳

i✏1

♣xi✁aiq2✁r2

☛
✂☎ ☎ ☎✂

✄
2➳

i✏1

♣xi✁eiq2✁r2

☛☛
✭✹✵✮

✇✐t❤ ♣aiqi ✏
✂
0.153

0.939

✡
❀ ♣biqi ✏

✂
0.854

0.814

✡
❀ ♣ciqi ✏

✂
0.510

0.621

✡
❀ ♣diqi ✏

✂
0.207

0.386

✡
❀ ♣eiqi ✏

✂
0.815

0.146

✡
❛♥❞ r :✏ 0.07✳

❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝❤♦s❡♥ ✐s T ✏ 10 log10♣3.6q ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ Γ✍ ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✮
✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ 5 ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱
s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s str♦♥❣ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ✇❡❛❦❡r ❣r❛❞✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ③♦♥❡s ♦❢ t❤❡ Γ✍ ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ 8c✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t②
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦r✐❣✐♥❣ ♠❡t❛♠♦❞❡❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞✳

❋✐❣✉r❡ 8 r❡♣r❡s❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ♦❢ 100 ❛♥❞ 200 ♣♦✐♥ts ♦❢ ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✱ ❢r♦♠
❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❉♦❊ ♦❢ s✐③❡ 10✱ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pn ❛♥❞ t❤❡ ❦r✐❣✐♥❣ ♠❡❛♥ mn✳
❊st✐♠❛t♦rs Γ̂1 ❛♥❞ Γ̂2 ❛r❡ ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ Γ✍✳ ❆♥ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡
❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ♦❢ pn ❡✐t❤❡r ❛❢t❡r 100 ♦r 200 ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❇✉t✱ mn ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r 100
✐t❡r❛t✐♦♥s✳ Γ̂2 ❡st✐♠❛t♦r ✐s t❤❡♥ ❧❡ss ♣❡r❢♦r♠❛♥t t❤❛♥ Γ̂1 ❡st✐♠❛t♦r✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ Γ̂2 ❡st✐♠❛t♦r r❡❧❛t❡❞ t♦ ❱♦r♦❜✬❡✈ t❤❡♦r② ✐s ♠♦r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t②
❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛♥ Γ̂1 ♥❛ï✈❡ ❡st✐♠❛t♦r✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❱♦r♦❜✬❡✈
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❦r✐❣✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✻✮✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r Err

�
Γ̂2♣χj,nq

✟
✐s ♠♦r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛♥ t❤❡

♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r Err
�
Γ̂1♣χj,nq

✟
✳

✷✵



❆ ❙❯❘ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❝❤♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥

✭❛✮ ite ✏ 100, pn ✭❜✮ ite ✏ 100, mn ✭❝✮ ▲♦❣❣r✉② ❢✉♥❝t✐♦♥

✭❞✮ ite ✏ 200, pn ✭❡✮ ite ✏ 200, mn

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❆t ❧❡❢t ❛♥❞ ❝❡♥t❡r✱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ Γ̂1 ❛♥❞ Γ̂2 ❡st✐♠❛t♦rs ❛❢t❡r 100 ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭✜rst ❧✐♥❡✮
❛♥❞ 200 ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦r ❙❯❘ ❱♦r♦❜✬❡✈✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ♦❢ pn ✭✜rst ❝♦❧✉♠♥✮ ❛♥❞ mn

✭s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥✮✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ tr✉❡ ❡①❝✉rs✐♦♥ s❡t ✭t♦♣ r✐❣❤t✮✱ ❢♦r ▲♦❣❣r✉② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭d ✏ 2✮
✇✐t❤ T ✏ 10 log10♣3.6q✱ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥✐t✐❛❧ ❉♦❊ ♦❢ s✐③❡ 10✳
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