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�h�N�c�x£N¹s� �h�N� ���v�c�h�¡¤N£>�/�h���x�a�_¸Õ¤¬��J�h�s�c�c���s�a�s¶f�F�Y¥@�h�s�Y�+�(�N��Y��¤¬���h�F�h «���N�#�>�@� �h�N� �Y¥s¤N��¥s©
¥s�>¤���¤N¹s�¾�c�>¥s¶U�¾�s¶f�F�Y¥@�c�x�h�T¥_�h�È�Y�>¥s�N¹s�q¤�¥s�l¥Õ�h���c£N©��T�_¸¬�h�N�H¤¬� �4�F�x D�s�h¶N�N��\ ÔºT»H�>���1¥_©�©��@�Õ�
£>�È�c�«¤¬���h�F�h D���N�^�c�N���\ D�¡�_�h�N�N�q�c�¾¥_�>¤�¹x�F�x «�F�c�h½'�s¸%�c�N���N���Þ�U�x£N�>¤N¥s�c½«���#�c�F�h ��È�s¸%�c�N�
�x�c��¹s���>¥_©%�c�>¥_¶f�+�s¶f�F�Y¥@�h�s�Y�,¥s�>¤ �c�N��¤¬��\�c�s�c�c���s���s¶f�F�Y¥@�h�s�Y�Fº
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ËH�MÌT�6~%ÍwvTÏªÓ(�F©¥@�h��·x��¶U¥_�c�H�s¸1¥�
����s D���h�c��+Ð×¥_¶��s���c�>��¨¾©�£N  Ð��¤¬�¥_©6ÒÕ¯¬���

»H�N��Õ¥_£N�c�N�x�Õ�¾�x£N©¤ ©���¿x�+�c���q�\¶f���F��¥s©�©�½��c�U¥_�N¿ÔÆv�c��¶N�N�F�×ÚÈ��Ê��F�Õ¥s�>¤��N���^�J�h£>¤¬�F�v�Y�^Ú®¥_£>©
Üb£>�c�N¿x�F·¡���Y� ¥_�>¤ »g�x ��T©����Y�Y�N�F�q§%�(�N�v�\�'�s�h��¹x���>¥s©T�,�s�h¿Ô���s�U���F�h�N���N¹#�h�N�D¹s���s D���h�c���¥s�>¤
�c D�v�s�c�N�>���h�#¶N�h�s¶f�F�c�c����� �_¸��U�x£N�>¤N¥s�c½n���Ù�c���c �� �_¸��c�>� ¤¬�	�f���c���v�c�¥_©�¹s�F�x D���c�h½��s¸��c�N�
 D��¤N��¥s©N¥@¯¬���1���'�c�N�Õ¨,©�£N  ��¥s�c�s§@�Y¥_��\�q¤'Çv£N�q�J�h���x�>�1�(�N��Y�'©���¤��c�+�h�N�Õ¥_¶N¶>�c�v¥s�Y���,�H¶N�c�q�\���v�
�N���c�xº

x Ö�³^»%]¾³^»ÕÆ

�\Ûq¢�¨,©�£N  Ð��¤N��¥s©gÒ(¯¬��(¥_�>¤��c�>��ÓÕ¥s¤¬�¥_©6�l©��@�
ÓÕ¥s¤¬�¥_©6�l©��@�Ù¸M�h�s  �h�N��¨,©�£> *Ð�q¤¬��¥s©6Ò(¯¬��
x �s D¶>¥@�h���>��©��Ø�J½�Û/Äx¸M�x�c  ¥s�>¤ x �s D¶>¥_�c���N��©����J½ x �s�>¤N�Ø�h���x�

�C�s¢�ÓÕ¥s¤N��¥s©6¥_�>¤�]È¤N¹s��Æ¡�>¥s¶U��Ö�¶f�F�Y¥@�c�x�h�¾¸M�x��Û+¥s�>¤�yN<� Ð��¤N��¥s©gÆv�c�h£>�/�h£N�h���
Æ¡�>¥_¶f��Ö�¶U���h¥_�c�x�h�H¥_�U¤�ÚÈ�c���>�F��¶>¥s©%ÓÕ¥s¤¬�¥_©nz{]¾¤¬¹s� x £N�h·@¥@�c£>�c�q�
x �s�>¤¬���c���s�U�Hþ< «¶>©�½¡���N¹«�c�N��Æ¡ D�¡�_�h�N�N�q�c�(�s¸g�h�N��¨,�s£N�>¤>¥_�h½

�[�x¢ þ<�v�c�h���>�c����^�	�f���c���v�c�¥_©|
��F�x D���c�h½#�s¸T�h�N��¨,�s£N�>¤>¥_�h½
��� �4�F�h�F�v�c�¥_©:
��F�x «�F�c�h���¾Æ¡�>¥_¶f�HÖ�¶f�F�Y¥@�h�s�%�����c���c ��g�_¸¬�c�>�ÈÓÕ¥s¤N��¥s©vÆ¡�>¥s¶U�

Ö�¶U���h¥_�c�x�

��F�s D�F�c�h½#�����c�>��³Õ�s�¬Ä¡¨,©�£>  x ¥s�c�

�}Mv¢ þ<�v�c�h���>�c���Ú®¥_�c�,�s¸a
��F�x D���c�h���Ð×��¤¬�¥_©gÐ�¥_¶
�#[s¢ þ<�v�c�h���>�c��+·s�F�Y�c£>�HÓ(�F©¥@�h��·x�~
����s D���h�c½ �_¸g�h�N��¨,�s£N�U¤N¥_�h½
�P�x¢�Ó(�F©¥@�h��·x��
��F�s D�F�c�h½#�_¸l�c�N��¨,�x£N�>¤N¥s�c½�·¡�¥«ÓÕ�F©¥@�c��·s� x �h�Ø�h����¥_©gÆ¡�F�h�

Ó(��©�¥_�c��·s� x �c���c��F¥s©gÆ¡���Y�(�s�Ô� �
Ó(��©�¥_�c��·s� x �c���c��F¥s©gÆ¡���Y�H¸M�s�Õ�>£N�>���c���s�>�(�x�ÔÆ¬£N�\¸Q¥x���q�
Ó(��©�¥_�c��·s�ÔÚ®¥_�c�'�_¸^�c�N��
��F�x «�F�c�h����Ð�q¤¬��¥s©(Ð×¥_¶À�s���h�N�¨,©�£N  Ð��¤¬�¥_©

Ò(¯¬��
�(�_¢�ÓÕ¥s¤N��¥s©%·s�F�Y�c£>�(�^�	�4�F�h�F�v�c�¥_©|
����s D���h�c½#�s¸T�h�N��Ð�q¤¬��¥s©6Ò(¯¬��
�P�x¢<]k�4�����h�¾�_¸g��� �4�F�x «�x�c¶>�N���c ��È�s¸%�c�N��Æ¡¿x�F©����h¥s©fÆv�h�c£U�/�c£>�c���s� ¨,�s£>�>¤N¥_�h½�Æ¡ D�v�s�c��N
�N���h�Õ¥s�>¤*
����s D���h�c½

]k�4�����h�H�s¸1��� �4�F�x D�s�h¶N�N��\ ��H�s� x �x «¶U¥@�c���N��©����J½ x �x�>¤¬���c���s�>�
ÓÕ¥x¤¬��¥s©6¥_�>¤*]È¤N¹s���^��\�c�s�c�c���s�×Ö�¶f�F�Y¥@�c�x�h�
ÓÕ¥x¤¬��¥s©6¥_�>¤*]È¤N¹s��Æ¡�>¥s¶U�'Ö�¶f�F�Y¥@�h�s�Y�È¸M�x�H�c�N��þ< �¥s¹s�

�P�x¢�Æ¡£N D �¥_�h½



� öh÷%øHùNú,ûf÷4ø(ü6ý
Ûsº?�g�x�Q����Í>�g���|�����g�n���g|6�À}I�gÍ��~�T�g���|�ÔË;�v�I�
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¥��h�F¹x���x�)���(���c� �\ D�¡�_�h��U�x£N�>¤N¥s�c½�¦�ºÕ�l���h�\��§f�,�����x�>�\�¤¬���(�c�N�'¶N�h�s¶f�F�c�c�����H�h�>¥@���¡����£N�
¹x�F�N���c��F¥s©�©�½s§��[º �sºT¸M�s�l¥_©� «�v�J�g¥s©�©�� �(�N��Y��¤¬�Õ�N�s�g�_�h�N�F�h�(��\�È�h¥@�h���\¸M½+¥_�¡½��c¶f�����¥_©v�\½¡ D D���h�c½
�F�s�>¤¬���c���s�U�Fº�»H�N�q�\�D¶N�h�s¶f�F�c�c�������>¥X·x�'�f�F��� �,�s�h¿s�q¤×�x£¬�����ÿ¹s���N�F�Y¥_©1�¡½��c�F·x�F�Y¥_©1�¾�x�c¿x�F�Y�
�f���c��¤N���+¨,©�£N �¥_�>¤ ³^¥s¹s�F©(± ¨H³(´µ§6���U��©�£>¤¬���N¹ Üb�x �¤¬���Þ± Ü^´^�[¥s�+¥ � �����x�h�h¥s©l�c���,x¢�§gÐ×¥@�h�N�F�
± Ð��q´D�Q¥s���c�N��Ð�¥@¯¬�¾��©�©Õ�c��� ¸M�s���h�N� � ¤N���\�h¥s�>�����c���c�N��f�s£N�U¤N¥_�h½�¸M£N�U�/�c���s�hx¢/§Õ¨,�h£>����Ä

����N©����¡Ä�
����U�\�x��± ¨%
~
�´(§®± ¨%
�´(�W¸M�x���h�N�� D�x�c�'¹s�F�>�F�Y¥_©T�c½¡ D «�F�c�h½�\�F�Y¢/§%¥s�>¤�¨,�s¹v¥_��·¡�c¿¡�
± ¨,¹@´,�M¸M�s�Õ�h�h¥s�>�c�Ø�h���x�>�H£N�>¤¬���^·@¥_�h�¥@�c���s�U�h¢�º,Ò �h���F�F�v�Õ¶>¥s¶U���^�¡½*
����N©�����± 
��¬´l·s�F�h½��F©��q¥_�h©�½
¤¬�q�c�F�c���f���'�c�N� �¥s���n¶N�h�s¶f�F�c�c������§È¥_�>¤ ± ÚÈ�X´��c£N�h·s��½¡���c�>�¶N�c�x¶U���\�h���q�«���À�c�N� '£N©��c��c��¥_©��
�F�s�v�c�F¯v�qº
�N�x�T�_���s�¬�J�q�/�Y�F§��c�N�b¨,©�£N   «�q¤¬�¥_©x¥_¯¬���%�F�s�>�c���\�h�6�_¸N�\ D�¡�_�h����£N�h·s�q�4�(�N���Y�� �¥X½Õ�>�h¥s�>�Y�

�x�(�F�>¤ÿ± ¨,³Õ´Cºb�>�s�Õ¹x�F�N���c����s� �x�¬�J�����h��§¬�c�N��¨,©�£N Ñ D�q¤¬��¥s©g¥@¯¬��Õ° �F�s�>�c���\�h�H�s¸l¶>���q�����Õ�_¸
�c D�v�s�c�D�\£>�\¸Q¥x�����1�(�>���Y�« �¥X½��F���c�N����&U�J�s���D����¥�ÜÕÄ¬�\�U¥_¶f��¤«���s�N¼>¹s£N�Y¥@�h���x�«¥s©��x�N¹+¥��>�h¥s�>�Y�
�F£N�c·x��'1�>¥X·x����¤¬¹x����'®�s���>¥X·x�#¥_�ÿ��¤N¹s� ¥s¶N¶U�q¥_� �Q�F�>¤U¢�¥@�«¥ � ¼>���F�c�q¥@�h���x� ¶f�s���v��U�M�(�N��Y�
���¥_� ��¯N¥_ D¶N©��D�_¸H¥_� ��¤¬¹x�/Ä¡�F©��v�\£>�c�'¶U�x���v�����n± ��ÛF´W¢�º#»H�N���c�D¶U�v�c�c���N��©����c������¥_�h���\�>�@�(�����
�l��¹>ºk[¬º®»H�N�^¶U¥_�c�¾�_¸T° ¸M�x�c D�q¤«¸M�c�x  �c D�¡�_�c� ¶U�x���v�h�¾��¾¤¬���N�_�h��¤ ° 0�d(e �(�N��©��Õ�c�>���c���H�_¸
¶f�s���v�h�b�s¸T° �(�N�F�h�(�c�>�Õ�c�>�c���Õ�N�s�U�\ D�¡�_�h��¶U�v�c�c���>��©��Ø�h���q�b�¬�F�F£N�È��È�c�N�^�c���N¹s£N©¥_�,�\�F�È�_¸T°"§
¤¬���N�_�h��¤�°��f� ` e ºbÒÕ©��c�N�x£N¹s���¾�+�c�>¥_©�©6¤¬���h���h���U���c�q�\£>©Ø�Y�È¸M�x�,�c�N���c «�¡�s�c�Ô�F¥s�c�s§v�h�N�+�c�q�\£N©��h�
�F�s�v�c���¡£N���c�D�N�s©¤�¸M�s�^° ¥_�>¤����(�N���Y�Ô¥_�h���~��¸M�s�r�<��Ûxº

a) edge b) Y-branching c) fin creation point

ËH�MÌg�6~%Í��%ÏªÚ1�x�h�c���N©��^©��¬�F¥s©f¹x�F�N���c��^�\�c�h£>���c£N�h�^¸M�x�(¨¾©�£N ÑÐ×��¤¬�¥_©6¥_¯¡�q�
����1�#¥s�>¤��c�N��¥x�c�c�¬���¥@�c�q¤ ÓÕ¥x¤¬�¥_©%É®�����c�x�Õ�T���F©¤N�

° ¥s�g�¾��©�©v�c¥_�c��J¼>�q�6¥s¤>¤¬�Ø�h���x�>¥_©x¶N�h�s¶f�F�c�c�����6¤¬�q�c�F�c���N���N¹(�N�@�ÿ��¯N¥x�/�c©�½Õ�h�N�¾�c D�¡�_�c���c�N�����h�
�f�F�>¥X·x��¥@�+�\���N¹x£N©�¥s�^¶f�s���v�h��º�»H�N�q�\�'¥_�h�'¤¬�q�c�F�c���U�q¤�¡½Ô° �f�F���N¹Ô¥ � ÝÞ�>�Ø�h�N�F½×�\�c�Y¥@�h�Ø¼>�q¤
�c���,"�[�\���#�sº ¹>ºa± ÐaÛ�´,�s� ± 
���´W¢�¥_�>¤ÿ D�s�h�#�c¶U�q����¼U�F¥s©�©�½ ¥ � �c¿s�F©����Y¥_©b�c���, �Q�c�F��± ��Ûx§�Y�Û�´M¢/º
»H�N�q�\����¯¡�c�Y¥����x�>¤¬���c���s�>�^�c£N©����x£¬�^¶f�x�h�\���N©�����¯¬�_�h�����U���>¥X·¡���x�(�c�>¥_��¤¬�¡�q�Õ�N�s�����x�c�h���c¶U�x�>¤
�h���s£N�,���x�h£N���c��·s�^�¤¬�q¥s�È¥x�b¶N�h���c�F�v�h��¤���� �l��¹UºS[¬º®ÃÕ�@�,�F·x�F�q§_��� �(�>¥@�,�¾��¤¬���N���c�^�¾��¥_©�©��@�
�N�x�N¹s���N�F�h��^�f�F�>¥X·¡���s�(¥s�H D��¹s�v�Õ�h���c£N©Ø�H¸M�h�s  ¼U�N�Ø�h���\½¡ D D���h�c½�¥s�,��¯¬�N���N���c��¤Ô���Ô�T��¹>ºS�>º
Ö���° ���¤¬�F¼>�N�q¤a¥Ô �£N©��c��·@¥_©�£N��¤ ?c= � OQ=_dÈV@:hPFA<G@?r�,:�d � �Ñ¸M�h�s �¶U�x���v�Y���_¸Õ° �h�Ô�c�N�

�F�s�h�c�q�\¶f�s�>¤N���N¹+¶f�s���v�h�b�s¸4�h¥_�>¹s�F�U��½��x�D�c�N�^�U�x£N�>¤N¥s�c½x§v¥s�>¤Ô?c= � OQ=@d � OR/A<=@E4Ph:1I,�¬E4P�ACOQG@E��M�s�
�Y¥s¤¬��£>�+¸M£>�>�/�h���x�U¢��w�����5�@º�N�x�'¥×�c D�v�s�c�a�f�s£N�U¤N¥_�h½ ¦�§a�������\�×�,�# �¥X½ ��¯¬¶N�h���h�
� �¡��� õ §È¸M�x�#¥n�Q �£N©��c��·@¥_©�£N��¤U¢«£N�N���#·s�����c�x�'¼U�F©¤��x� °"º�Ö�� �\ D�¡�_�h�À¶f�s���v�h���s¸+°�[¤¬�F�N�s�c�q¤n°¢0,d(e@¢/§?� �U¥s�«�J�,� ·@¥_©�£N�q��Q�F¥s©�©���¤ � �h¥_��©�-s�v½ÿÚb��ÊF���D��� ¥_©(���n�¾�x�c¿ÿ�s� � ÐÔÄ
�h�F¶>��>± ÚÕÛh´M¢/º^Ò,�+¥#�c���N¹x£N©¥_�Õ¶f�s���v�r£C¤«�_¸È°"§N�h�N���¡£N '�U���^�s¸b·X¥s©�£>���Õ�s¸\� ����¤¬���h�F�h «���N�q¤
�¡½��c�N�'�v£> ��f�F���_¸b���x�N�N�����c�q¤×���x «¶f�s�>�F�v�h�'�W�c�>� � ���s D¶N©��F D���x�Y¥_�h½��F�s D¶U�x�N�F�v�Y�-v¢H���v�h�
�(�N��Y��° ¤¬��·v�¤¬�q�H�Ø�Y�(���s D¶N©��F D���x�(����¥«�c D¥s©�©%�U¥_©�©4¥s�U�x£¬�%£C¤vºb�N�x�,�F¯N¥_ D¶N©��s§�¥+Ä¬�\�>¥s¶U�q¤
�N�Y¥_�U�Y��¶f�s���x�Y�®�>¥X·x�È�h�N�c���H©��¬�F¥s©N���x «¶>©��� «���v�h¥_�h½��F�s D¶U�x�N�F�v�Y�1�(�N��©��,¼>�����h��¥_�c���s�«¶U�x���v�h�
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¸M�x�«¥�¸M£N�>���c���s���x�'·x�����c�s�'¼>��©�¤��s���h�N��\�>�F���«�c� �U�¤¬�	�4�F�h�F�v�c�¥_�N©��Ô¥@��¥×¶f�s���x�D�s���c�N�
�N�Y¥_�U�Y�ÿ�F£N�h·s�s§1���' '£>�J�D¥_©�\��F¯¡�c�F�U¤��\ D�¡�_�h�N©�½sº�Ò,�«��¤¬¹x���Q�F©��v�\£N�h�q¢�¶U�x���v�h��§1�c�>� £>�c£>¥_©
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ridge
valley
r-connector
v-connector

Local Maximum Local Minimum Saddle Point
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�N�F�J�¾�x�c¿«�_¸1��£N�h·s�q�¾¤N�v�q�È�>�_�(�F�>¤ �Q¥x�¾�xº ¹Uº®¨¾©�£N   D��¤N��¥s©4¥_¯¬���H¤¬�v¢È�N£¬�Õ�F�s�v�c���¡£N���È�c�'�c�N�
���>¤ �s¸T�h�N���s¶f�F��c���qº
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(partial) Umbilic
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