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Abstract 
Due  to  the hardness of  solving  the minimum spanning  tree  (MST)  problem  in  stochastic environments,  the 
stochastic MST  (SMST)  problem  has  not  received  the  attention  it merits,  specifically  when  the  probability 
distribution function (PDF) of the edge weight is not a priori known. In this paper, we first propose a learning 
automata‐based sampling algorithm (Algorithm 1) to solve the MST problem in stochastic graphs where the 
PDF of the edge weight is assumed to be unknown. At each stage of the proposed algorithm, a set of learning 
automata  is randomly activated and determines the graph edges that must be sampled  in that stage. As the 
proposed algorithm proceeds, the sampling process focuses on the spanning tree with the minimum expected 
weight. Therefore, the proposed sampling method is capable of decreasing the rate of unnecessary samplings 
and  shortening  the  time  required  for  finding  the  SMST.  The  convergence  of  this  algorithm  is  theoretically 
proved  and  it  is  shown  that  by  a  proper  choice  of  the  learning  rate  the  spanning  tree with  the minimum 
expected weight can be found with a probability close enough to unity. Numerical results show that Algorithm 
1 outperforms the standard sampling method. Selecting a proper learning rate is the most challenging issue in 
learning  automata  theory  by  which  a  good  trade  off  can  be  achieved  between  the  cost  and  efficiency  of 
algorithm. To  improve  the efficiency  (i.e.,  the  convergence  speed and convergence  rate) of Algorithm 1, we 
also propose four methods to adjust the learning rate in Algorithm 1 and the resultant algorithms are called as 
Algorithm 2 through Algorithm 5.  In  these algorithms,  the probabilistic distribution parameters of  the edge 
weight  are  taken  into  consideration  for  adjusting  the  learning  rate.  Simulation  experiments  show  the 
superiority of Algorithm 5 over  the others. To  show  the efficiency of Algorithm 5,  its  results  are  compared 
with  those  of  the  multiple  edge  sensitivity  method  (MESM).  The  obtained  results  show  that  Algorithm  5 
performs better than MESM both in terms of the running time and sampling rate.     
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1. Introduction 
 A minimum spanning tree (MST) of an edge‐weighted network is a spanning tree having the minimum sum 

of  edge weights  among  all  spanning  trees.  The weight  associated with  the  graph  edge  represents  its  cost, 
traversal time, or length depending on the context. Minimum spanning tree has many applications in different   
areas such as data storage [31, 32], statistical cluster analysis [33, 34], picture processing [35], and especially 
in communication networks [36, 37]. In network routing protocols, the minimum cost spanning tree is one of 
the most effective methods to multicast or broadcast the massages from a source node to a set of destinations. 
In most scenarios, the edge weight is assumed to be fixed, but  this does not hold always true and they vary 
with  time  in  real  applications.  For  example,  the  links  in  a  communication  network  may  be  affected  by 
collisions,  congestions  and  interferences.  Therefore,  the  MST  problem  is  generalized  toward  a  stochastic 
minimum spanning tree (SMST) problem in which the edge weight is a random variable rather than a constant 
value. There have been many studies of the minimum spanning tree problem dealing with the deterministic 
graphs and several well‐known sequential algorithms such as Boruvka [1], Kruskal [2] and Prim [3], in which 
the  MST  problem  can  be  solved  in  polynomial  time,  have  been  presented.  Furthermore,  several  efficient 
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distributed [20‐24] and approximation [25‐27] algorithms have been also proposed to solve the MST problem 
in  deterministic  graphs.  However,  when  the  edge  weight  is  allowed  to  be  random  (vary  with  time),  this 
problem  becomes  considerably  hard  to  solve.  This  becomes  more  difficult  if  the  probability  distribution 
function (PDF) of the edge weight is not a priori known. Unlike the deterministic graphs, due to hardness the 
MST problem has not received much attention in stochastic graphs.  

Ishii  et  al.   [4]  proposed  a  method  for  solving  the  stochastic  spanning  tree  problem  in  which  the 
mentioned  problem  is  transformed  into  its  proxy  deterministic  equivalent  problem  and  then  a  polynomial 
time algorithm presented to solve the latter problem. In this method, the probability distribution of the edges' 
weights  is  assumed  to  be  known.  Ishii  and  Nishida   [5]  considered  a  stochastic  version  of  the  bottleneck 
spanning  tree  problem  on  the  edges  whose  weights  are  random  variables.  They  showed  that,  under 
reasonable  restrictions,  the  problem  can  be  reduced  to  a minimum bottleneck  spanning  tree  problem  in  a 
deterministic  case.  Mohd   [6]  proposed  a  method  for  stochastic  spanning  tree  problem  called  interval 
elimination  and  introduced  several  modifications  to  the  algorithm  of  Ishii  et  al.   [4]  and  showed  that  the 
modified  algorithm  is  able  to  obtain  the  better  results  in  less  time.  Ishii  and  Matsutomi   [7]  presented  a 
polynomial time algorithm to solve the problem stated in   [4] when the probability distribution of the edges 
weight is unknown. They applied a statistical approach to a stochastic spanning tree problem and considered 
a minimax model of the stochastic spanning tree problems with a confidence region of unknown distribution 
parameters. Alexopoulos and Jacobson  [8] proposed some methods to determine the probability distribution 
of the weight of the MST in stochastic graphs in which the edges have independent discrete random weights, 
and the probability that a given edge belongs to a minimum spanning tree. Dhamdhere et al.   [9] and Swamy 
and Shmoys  [10] formulated the stochastic MST problem as a stochastic optimization problem and proposed 
some approximation approaches to solve two and multistage stochastic optimization problems. 

In [41], Hutson and Shier studied several approaches to  find (or to optimize) the minimum spanning 
tree  when  the  edges  undergo  the  weight  changes.  Repeated  Prim  method,  cut‐set  method,  cycle  tracing 
method, and multiple edge sensitivity method are the proposed approaches to find the MST of the stochastic 
graph  in  which  the  edge  weight  can  assume  a  finite  number  of  distinct  values  as  a  random  variable.  To 
approximate the expected weight of the optimal spanning tree, Hutson and Shier used the algebraic structure 
to  describe  the  relationship  between  the  different  edge‐weight  realizations  of  the  stochastic  graph.  They 
compared different approaches and showed that the multiple edge sensitivity method, which is here referred 
to  as MESM,  outperforms  the  others  in  terms  of  the  time  complexity  and  the  size  of  the  constructed  state 
space. Katagiri et al. [38] introduced a fuzzy‐based approach to model the minimum spanning tree problem in 
case of fuzzy random weights. They examined the case where the  edge weights are fuzzy random variables. 
Fangguo and Huan [39] considered  the problem of minimum spanning tree  in uncertain networks  in which 
the edge weights are random variables. They initially define the concept of the expected minimum spanning 
tree and mathematically model (formulate) the problem accordingly. Then, based on the resulting model they 
propose  a  hybrid  intelligent  algorithm  which  is  a  combination  of  the  genetic  algorithm  and  a  stochastic 
simulation technique to solve the SMST problem. In [44], a new classification is presented for MST algorithms. 
This  paper  generally  classifies  the  existing  approaches  into  deterministic  and  stochastic  MST  algorithms. 
Deterministic algorithms are further subdivided into constrained and unconstrained classes. In this paper, the 
authors propose a heuristic method to solve the stochastic version of the minimum spanning tree problem. In 
[39],  the  Prüfer  encoding  scheme  which  is  able  to  represent  all  possible  trees  is  used  to  code  the 
corresponding  spanning  trees  in  the  genetic  representation.  Almeida  et  al.  [40]  studied  the  minimum 
spanning tree problem with fuzzy parameters and proposed an exact algorithm to solve this problem.  

The main drawback of  the above mentioned SMST algorithms is  that  they are feasible only when the 
probability distribution function of the edge weight is assumed to be a priori known, whereas this assumption 
can  not  hold  true  in  realistic  applications.  In  this  paper,  we  first  propose  a  learning  automata‐based 
approximation  algorithm  called  Algorithm  1  to  solve  the  minimum  spanning  tree  problem  in  a  stochastic 
graph, where the probability distribution function of the edge weight  is unknown. As Algorithm 1 proceeds, 
the process of sampling from the graph is concentrated on the edges of the spanning tree with the minimum 
expected weight. This is theoretically proved for Algorithm 1 that by the proper choice of the learning rate the 
spanning tree with the minimum expected weight will be found with a probability close enough to unity. To 
show the performance of Algorithm 1, the number of samples that is required to be taken from the stochastic 
graph by this algorithm is compared with that of the standard sampling method when the approximated value 
of the edge weight converges to its mean value with a certain probability. The obtained results show that the 
average number of samples taken by Algorithm 1 is much less than that of the standard sampling method. In 
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Algorithm 1, a learning automaton is assigned to each graph node and the incident edges of node are defined 
as  its action‐set. This algorithm is composed of a number of stages and at each stage a spanning tree of the 
graph is constructed by the random selection of the graph edges by the activated automata. At each stage, if 
the expected weight of the constructed spanning tree is larger  than the average weight of all spanning trees 
constructed so far, the constructed spanning tree is penalized and it is rewarded otherwise. The performance 
of a  learning automata‐based algorithm is directly affected by  the  learning rate. Choosing the same learning 
rate  for  all  learning  automata  to  update  their  action  probability  vectors may  prolong  the  convergence  for 
some learning automata and accelerate the convergence to a non‐optimal solution for some others. To avoid 
this, we also propose four methods for adjusting the learning rate and apply them to Algorithm 1. Algorithm 1 
in which the  learning rate  is computed by these four statistical methods are named as Algorithm 2 through 
Algorithm 5. Computer simulation shows that Algorithm 5 outperforms the others in terms of sampling rate 
(the number of samples) and convergence rate. To investigate the efficiency of  the best proposed algorithm 
(Algorithm 5), we compare Algorithm 5 with MESM proposed by Hutson and Shier [41]. The obtained results 
show that Algorithm 5 is superior to MESM in terms of running time and sampling rate. 

 The rest of the paper is organized as  follows. The stochastic graph and learning automata theory are 
briefly reviewed in section 2.  In section 3, our  learning automata‐based algorithms are presented. Section 4 
presents  the  convergence  proof  of  the  first  proposed  algorithm  (Algorithm 1)  and  studies  the  relationship 
between the  learning rate and convergence rate of Algorithm 1.  Section 5 evaluates  the performance of  the 
proposed algorithms through simulation experiments, and Section 6 concludes the paper. 

2. Stochastic Graph, Learning Automata Theory 
To provide the sufficient background for understanding the basic concepts of the Stochastic minimum 

spanning  tree  algorithms  which  are  presented  in  this  paper,  the  stochastic  graphs  and  learning  automata 
theory are briefly described in this section. 

2.1. Stochastic Graph 
An  undirected  stochastic  graph  G   can  be  defined  by  a  triple  ),Ε,(= WVG  ,  where  },...,,{ 21 nvvvV =   is  the 

vertex  set, VVE ×⊂ is  the  edge  set,  and  matrix  nnW × denotes  the  probability  distribution  function  of  the 
random weight  associated with  the  graph  edges,  where  n   is  the  number  of  nodes.  For  each  edge ),( jie the 

associated weight is assumed to be a positive random variable with probability density function jiw , , which is 
assumed  to  be  unknown  in  this  paper.  An  undirected  stochastic  sub‐graph   ),Ε′,′(=′ WVG  is  also  called  a 
stochastic  spanning  tree  of  G   if   ′G is  a  connected  sub‐graph,  ′G has  the  same  edge  set  asG ,  and  EE ⊆′ , 
satisfying  1n-|E| =′ , where  |E| ′ denotes  the cardinality of  set E′ .  Let  },,,{ 321 Kτττ=T be  the set of all possible 

stochastic spanning trees of graphG and  iWτ denotes the expected weight of spanning tree iτ . SMST is defined 
as  the  stochastic  spanning  tree  with  the  minimum  expected  weight.  In  other  words,  a  given  stochastic 
minimum spanning tree T∈*τ  is the SMST if and only if  }{min*

iTi
WW ττ τ ∈∀= [4, 7]. 

2.2. Learning Automaton 
A  learning automaton  [11, 12]  is an adaptive decision‐making unit  that  improves  its performance by 

learning how to choose the optimal action from a finite set of allowed actions through repeated interactions 
with a random environment. Learning automaton has shown to perform well in computer networks [43, 46, 
48, 49, 50, 51, 52] and solving combinatorial optimization problems [44, 45, 47, 53]. The action is chosen at 
random based on a probability distribution kept over  the action‐set and at  each  instant  the given action  is 
served as  the  input  to  the random environment. The environment  responds  the  taken action  in  turn with a 
reinforcement signal. The action probability vector is updated based on the reinforcement feedback from the 
environment. The objective of a  learning automaton is to find the optimal action from the action‐set so that 
the average penalty received from the environment is minimized. 

The  environment  can  be  described  by  a  triple ܧ ؠ ሼߙ, ,ߚ ܿሽ,  where  ߙ ؠ ሼߙଵ, …,ଶߙ ,  ௥ሽߙ represents  the 
finite set of the inputs, ߚ ؠ ሼߚଵ, ,ଶߚ … ,  ௠ሽ denotes the set of the values that can be taken by the reinforcementߚ
signal,  and ܿ ؠ ሼܿଵ, ܿଶ, … , ܿ௥ሽ denotes  the  set of  the penalty probabilities, where  the  element ܿ௜  is  associated 
with  the  given  action ߙ௜.  If  the  penalty  probabilities  are  constant,  the  random  environment  is  said  to  be  a 
stationary  random  environment,  and  if  they  vary  with  time,  the  environment  is  called  a  non  stationary 
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environment. The environments depending on the nature of the reinforcement signal ߚ can be classified into 
ܲ‐model, ܳ‐model and ܵ‐model. The environments in which the reinforcement signal can only take two binary 
values  0  and  1  are  referred  to  as ܲ‐model  environments.  Another  class  of  the  environment  allows  a  finite 
number of the values in the interval [0, 1] can be taken by the reinforcement signal. Such an environment is 
referred  to as ܳ‐model environment.  In ܵ‐model environments,  the reinforcement signal  lies  in  the  interval 
ሾa, bሿ.  

Learning  automata  can  be  classified  into  two  main  families  [11,  13‐19]:  fixed  structure  learning 
automata and variable structure learning automata. Variable structure learning automata are represented by 
a triple ൏ ,ߙߚ ܶ ൐, where ߚ is the set of inputs, ߙ is the set of actions, and ܶ is learning algorithm. The learning 
algorithm  is  a  recurrence  relation  which  is  used  to  modify  the  action  probability  vector.  Let  ௜ሺ݇ሻߙ א  ߙ
and ݌ሺ݇ሻ denote the action selected by learning automaton and the probability vector defined over the action 
set  at  instant  ݇,  respectively.  Let  ܽ  and  ܾ  denote  the  reward  and  penalty  parameters  and  determine  the 
amount of increases and decreases of the action probabilities, respectively. Let ݎ be the number of actions that 
can be taken by  learning automaton. At each instant ݇,  the action probability vector ݌ሺ݇ሻ  is updated by the 
linear  learning  algorithm  given  in  Equation  (1),  if  the  selected  action   ௜ሺ݇ሻߙ is  rewarded  by  the  random 
environment, and it is updated as given in Equation (2) if the taken action is penalized.  

௝ሺ݇݌ ൅ 1ሻ ൌ ቊ
௝ሺ݇ሻ݌ ൅ ܽൣ1 െ ݆    ௝ሺ݇ሻ൧݌ ൌ ݅
ሺ1 െ ܽሻ݌௝ሺ݇ሻ ݆׊               ് ݅

   ሺ1ሻ  

௝ሺ݇݌ ൅ 1ሻ ൌ ൝
ሺ1 െ ܾሻ݌௝ሺ݇ሻ                      ݆ ൌ ݅

ቀ ௕
௥ିଵ

ቁ ൅ ሺ1 െ ܾሻ݌௝ሺ݇ሻ      ݆׊ ് ݅
   (2) 

If ܽ ൌ ܾ,  the  recurrence  equations  (1)  and  (2)  are  called  linear  reward‐penalty   (ோି௉ܮ) algorithm,  if 
ܽ ب ܾ the given equations are called linear reward‐߳penalty (ܮோିఢ௉), and finally if ܾ ൌ 0 they are called linear 
reward‐Inaction   .(ோିூܮ) In  the  latter  case,  the  action probability  vectors  remain unchanged when  the  taken 
action is penalized by the environment. 

2.3. Variable Action Set Learning Automaton 
A variable action‐set learning automaton is an automaton in which the number of actions available at 

each instant changes with time. It has been shown in [11] that a learning automaton with a changing number 
of  actions  is  absolutely  expedient  and  also  ߳‐optimal,  when  the  reinforcement  scheme  is   .ோିூܮ Such  an 
automaton  has  a  finite  set  of  ݊  actions,  ߙ ൌ ሼߙଵ, …,ଶߙ ,  .௥ሽߙ ܣ ൌ ሼܣଵ, …,ଶܣ ,  ௠ሽܣ denotes  the  set  of  action 
subsets and ܣሺ݇ሻ ك  is the subset of all the actions can be chosen by the learning automaton, at each instant  ߙ
݇.  The  selection  of  the  particular  action  subsets  is  randomly made  by  an  external  agency  according  to  the 
probability  distribution  ሺ݇ሻߖ ൌ ሼߖଵሺ݇ሻ, ,ଶሺ݇ሻߖ …  ௠ሺ݇ሻሽߖ, defined  over  the  possible  subsets  of  the  actions, 
where ߖ௜ሺ݇ሻ ൌ ሺ݇ሻܣሾܾ݋ݎ݌ ൌ ௜ܣ|௜ܣ א ,ܣ 1 ൑ ݅ ൑ 2௡ െ 1ሿ. 

௜ሺ݇ሻ̂݌ ൌ ሺ݇ሻߙሾܾ݋ݎ݌  ൌ ,ሺ݇ሻܣ|௜ߙ ௜ߙ א  ௜, conditioned onߙ ሺ݇ሻሿ denotes the probability of choosing actionܣ
the event that the action subset ܣሺ݇ሻ has already been selected and ߙ௜ א  ௜ሺ݇ሻ̂݌ ሺ݇ሻ too. The scaled probabilityܣ
is defined as 

௜ሺ݇ሻ̂݌ ൌ
௜ሺ݇ሻ݌
ሺ݇ሻܭ

  ሺ3ሻ  

where  ሺ݇ሻܭ ൌ ∑ ஺ሺ௞ሻא௜ሺ݇ሻఈ೔݌   is  the  sum  of  the  probabilities  of  the  actions  in  subset   ,ሺ݇ሻܣ and  ௜ሺ݇ሻ݌ ൌ
ሺ݇ሻߙሾܾ݋ݎ݌ ൌ  .௜ሿߙ

The  procedure  of  choosing  an  action  and  updating  the  action  probabilities  in  a  variable  action‐set 
learning  automaton  can be  described  as  follows.  Let   ሺ݇ሻbeܣ the  action  subset  selected  at  instant ݊.  Before 
choosing an action, the probabilities of all the actions in the selected subset are scaled as defined in Equation 
(3). The automaton then randomly selects one of its possible actions according to the scaled action probability 
vector ̂݌ሺ݇ሻ. Depending on the response received from the environment, the learning automaton updates its 
scaled action probability vector. Note that the probability of the available actions is only updated.  Finally, the 
action  probability  vector  of  the  chosen  subset  is  rescaled  as ݌௜ሺ݇ ൅ 1ሻ ൌ ௜ሺ݇̂݌ ൅ 1ሻ ·  ,ሺ݇ሻܭ for  all ߙ௜ א  .ሺ݇ሻܣ
The absolute expediency and ε-optimality of the method described above have been proved in [11]. 
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3. Learning Automata­based SMST Algorithms 
  Let   ),Ε,(= WVG  denotes the input undirected stochastic graph, where V  is the vertex set, E is the edge set, 

and matrix W denotes the probability distribution function of the random weight associated with the graph 
edges. A network of learning automata isomorphic to the stochastic graph is formed by assigning to each node 
of  the  graph  a  learning  automaton.  The  resulting  network  can  be  described  by  a  triple >< WA ,,α ,  where 

},...,,{ 21 nAAAA =  denotes the set of the learning automata,  },...,,{ 21 nαααα = denotes the set of action‐sets in 

which },...,,...,,{  21 riiijiii ααααα =  defines the set of actions that can be taken by learning automata iA for each

αα ∈i . Since the stochastic graph is undirected, edge  ),( jie corresponds either to the action ijα of the learning 

automata  iA or  to  the  action jiα of  the  learning  automata jA .  Weight  jiw , denotes  the  random  weight 

associated with  edge ),( jie   (i.e.,  )( ),( jieW )  .  In  this  paper,  it  is  assumed  that  )( ),( jieW be  a  positive  random 
variable  with  an  unknown  probability  distribution.  In  this  algorithm  which  is  hereafter  referred  to  as 
Algorithm 1, each learning automaton can be in one of two states: active and passive. Each learning automaton 
is  initially  set  to  a  passive  state.  The  proposed  algorithm  consists  of  a  number  of  stages.    Stage  k   of  the 
proposed algorithm is briefly described in the following steps.      

1. SPANNING TREE FORMATION 
Repeat the following until either the number of the selected edges is greater than or equal to )1( −n or 
there are no more passive automata to be activated 

- Choose one of the passive automata at random. Mark it as active. 
- The activated automaton chooses one of its actions according to its action probability vector. 
- The random weight associated with the selected action  is added  to  the weight of  the spanning 
tree that is being formed in the current stage. 

- Each passive learning automaton changes its number of actions (or scales its action probability 
vector) by disabling the actions that may cause cycle during the formation of the spanning tree 
(The process of disabling the actions is described later). 

2. DYNAMIC THRESHOLD COMPUTATION 
Let us assume that  spanning  tree iτ is selected at stage k . The average weight of all  the constructed 
spanning trees until stage k is computed and compared with dynamic threshold kT . At each stage 1>k , 
dynamic threshold kT is computed as 

(4) ∑
=

=
r

i
ik W

r
T

1

)(1 τ  

where r  is the number of spanning trees constructed so far, and )( iW τ denotes the average weight of 
spanning tree iτ which is defined as 

(5)  ∑
=

=
ik

j
i

i
i jW

k
W

1

)(1)( ττ  

where  ik denotes the number of times spanning tree iτ has been constructed, and )(kW iτ denotes the 

weight of spanning tree iτ  at stage  k which is defined as follows  

(6)  ∑ ∈∀
=

itse tsi keWkW
τ

τ
),(

))(()( ),(  
where )( ),( tseW is a positive random variable with unknown probability distribution and  )(( ),( keW ts

denotes its weight at stage k . 

3. UPDATING ACTION PROBABILITY VECTOR 
At each stage  k ,  if  the average weight of  the constructed spanning  tree  (i.e.,  )( iW τ )  is  less  than or 
equal to dynamic threshold  kT , then the actions chosen by all activated automata are rewarded and 
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penalized otherwise. In this algorithm, each automaton updates its action probability vector by using 
a  IRL − reinforcement scheme. The disabled actions are enabled again and the probability vectors are 
updated as described in Subsection 2.3.  

4. TERMINATION 
Steps 1, 2, and 3 are repeated until the choice probability of a spanning tree (PMST) becomes greater 
than  a  certain  threshold  PMSTT   or  the  stage  number  exceeds  a  pre‐specified  threshold kT .  PMST  is 
defined as the product of the choice probabilities of the edges of the constructed spanning tree. The 
spanning  tree  which  is  constructed  just  before  the  algorithm  stops  is  the  spanning  tree  with  the 
minimum expected weight among all spanning trees of the stochastic graph. 

Algorithm 1 The first proposed SMST algorithm
01:Input: Stochastic Graph  >=< FEVG ,, , Thresholds  kT ,  PMSTT  

02:Output: The Minimum Spanning Tree 
03: 0←kT ,  0←k  
04:Let ߬ denotes the constructed spanning tree and ݓఛ denotes its weight  
05:Begin Algorithm 
06: ϕτ ←  ,  0←τw  
07:  Assign an automaton to each node and initially set it to the passive state 
08:  Repeat   
09:    Let  A  denotes the set of activated automata which is initially null 
10:    While  1−< Vτ or nA <  Do 
11:      Select one of the passive automata at random and call it iA  
12:      If  φα ≠i  Then 
13:        Automaton  iA  chooses one of its actions (say  ),( jie  )  

14:        iAAA +←  
15:        ),( jie+←ττ  

16:        )( ),( jiewww +← ττ  

17:        Each passive automaton prunes its action‐set for cycle avoidance 
18:      Else    
19:        iAAA +←  
20:      End If 
21:    End While 

22:    If   1−= Vτ  Then  

23:      Compute the average weight of the selected spanning tree as τw    

24:      If  kTw ≤τ  Then 
25:        Reward the selected actions of activated automata 
26:      Else  
27:        Penalize the selected actions of the activated automata 
28:      End If 
29:      [ ] kwTkT kk τ+−← −1)1(  
30:    Else             
31:      Do nothing 
32:    End If 
33:    1+← kk  
34:    Enable all disabled actions  
35:  Until  PMSTPPMST >  or   kTk >  
36:End Algorithm 

Figure 2. The pseudo code of Algorithm 1 

As mentioned earlier, at each stage of Algorithm 1 the number of actions that can be taken by a passive 
automaton changes (or reduces) with time in such a way that no cycle appears in the spanning tree (see Line 
17  of  the  Algorithm  1  in  Figure  2).  To  avoid  the  formation  of  a  cycle  in  the  spanning  tree,  Algorithm  1 
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performs  as  follows:  Let ji,π denotes  the  path  connecting  node iv   to  node jv ,  and  i
jp   and i

jq denote  the 

choice  probability  of  edge ) ,( jie and  path  ji,π ,  respectively.  Now,  at  each  stage k ,  the  proposed  algorithm 

removes every edge  )s ,(re  (or ) ,( rse ) and temporarily disables its corresponding action in the action‐set of the 

passive automata rA and sA , if edge  ) ,( jie
 
is chosen at stage  k and both paths  ri,π  and  sj,π

 
has been already 

constructed by the activated automata. This disabling process is repeated until the stop condition of step 1 is 
met.  By  this,  the  cycle‐freeness  of  the  proposed  MST  formation  algorithm  is  guaranteed.  At  each  stage, 
Algorithm  1  updates  the  action  probability  vectors  twice.  The  first  time  is  when  the  selected  actions  are 
rewarded or penalized, and the second time is when the disabled actions are enabled again at the end of each 
stage. In both cases, the action probabilities are updated as described in Subsection 2.3 on variable action‐set 
learning automata. 

3.1. Improvements 
In  Algorithm  1,  all  learning  automata  use  the  same  learning  rate  remaining  unchanged  during  the 

execution of algorithm. Such a learning rate gives the equal importance to all edges of the stochastic graph to 
being  in  the minimum  spanning  tree.  This may  prolong  the  convergence  to  the  optimal  solution  for  some 
learning automata and accelerate the convergence to a non‐optimal solution for some others. In this section, 
we discuss four statistical methods for adjusting the learning rate so as to improve the speed and convergence 
rates  of  Algorithm 1.  These methods  take  into  account  the  probability  distribution parameters  of  the  edge 
weight for adjusting the learning rate in the course of algorithm. 
 
Method  I  The  number  of  samples  that  is  required  to  be  taken  from  a  given  edge  to  reach  an  accurate 
estimation  of  the mean  value  of  its  random weight  is  directly  proportional  to  the  variance  of  the  random 
variable associated with the edge weight. That is, the sampling rate increases and the learning rate decreases 
as the variance of the random weight becomes larger. Therefore, it is expected that the convergence speed of 
Algorithm 1 is improved if the learning rate of each graph edge is adjusted based on the variance of its random 
weight as given in Equation (7). In this method, the variance must be initially projected to interval ሺ0,1ሻ for 
every edge. Algorithm 1 in which the learning rate is adjusted on the basis of Method I is called Algorithm 2. 

(7)  2
1

),(
1

2
),(),(),(),( )1()]()([)()(
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−−⋅== ∑ jie

k

k
jiejiejiejie kkxkxakaka
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where ),( jiek denote  the  number  of  times  edge ),( jie is  sampled,  )(),( kx jie and  )(),( kx jie  denote  the weight  of 

edge ),( jie  at stage k and its average weight, and a denotes the constant general learning rate.      

Method II An edge with a lower average weight is more likely to be a part of the final minimum spanning tree. 
That is, the edges having smaller weight need a lower sampling rate than the heavy weight edges. Therefore, it 
is expected that the convergence rate of Algorithm 1 increases if the learning rate of every edge is adjusted by 
Equation (8). This equation implies that the learning rate of an edge is  inversely proportional to its average 
weight.  The  edge with  the  lowest  average weight  is  rewarded more  than  the others  and  so  the  automaton 
converges  to  it  by  fewer  samples.  Like  Method  I,  before  applying  Equation  (8),  the  mean  value  must  be 
projected to interval ሺ0,1ሻ for every edge. Algorithm 1 in which Method II is used to adjust the learning rate is 
called Algorithm 3.   

 (8)  ∑
=

⋅==
),(

1
),(),(),(),( )()()(

jiek

k
jiejiejiejie kxkakaka µ  

Method  III  As  the  algorithm  proceeds,  the  choice  probability  of  the  edges  of  the  spanning  tree  with  the 
minimum expected weight  is  gradually  increases  as  that  of  the  others  decreases.  The  growth  of  the  choice 
probability of  an action means  that  it  is  rewarded by  the  environment.  In  fact,  the  choice probability of  an 
action represents its optimality. In Equation (9), the learning rate of an edge is directly defined on the basis of 
its choice probability. This equation increases the convergence speed more and more as the choice probability 
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increases (or as the algorithm approaches to the end). Algorithm 1 in which the learning rate is computed by 
Equation (9) is called Algorithm 4.   

 (9) )()( ),(),( kPaka jiejie ⋅=  

Method  IV Equation  (8) can be used  in applications  that sacrifice  the running  time  in  favor of  the solution 
optimality, while Equation (9) is appropriate for applications that give significant importance to the running 
time.  Different  combinations  of  the  previous methods  (Methods  I‐III)  can  be  also  used  for  applications  in 
which a trade‐off between the running time and solution optimality  is desired. We combined Method II and 
Method III in order to improve both the convergence rate and convergence speed of Algorithm 1. This method 
is called Method IV and computes the learning rate as given in Equation (10). Algorithm 1 in which Method IV 
is used to adjust the learning rate is called Algorithm 5.  
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4. Convergence Results 
In  this  section  we  prove  two  main  results  of  the  paper.  The  first  result  concerns  the  convergence  of 

Algorithm 1 to the optimal solution when each learning automaton updates its action‐set by a linear reward‐
inaction reinforcement scheme (Theorem 1). This result  represents  that by choosing a proper  learning rate 
for Algorithm 1,  the  choice probability of  the optimal  solution  converges  to one as much  as possible.  Since 
Algorithm 1 is designed for stochastic environments where the environmental parameters vary over time, the 
method that is used to prove the convergence of the Algorithm 1 partially follows the method given in [12, 13] 
to analyze the behavior of the learning automata operating in non‐stationary environments. The second result 
concerns  the  relationship between  the  convergence error parameter  ε (i.e.  the  error parameter  involves  in 
the standard sampling method) and the learning rate of the Algorithm 1 (Theorem 3). The second result aims 
at determining a  learning  rate  )(εa under which  the probability of  constructing  the  spanning  tree with  the 
minimum expected weight exceeds  ε−1 .  

Theorem 1 Let )(kqi be the probability of constructing spanning tree iτ at stage k . If  )(kq is updated according 

to Algorithm 1,  then there exists a  learning rate  )1,0()(* ∈εa (for every 0>ε ) such that  for all ),0( *aa∈ , we 
have 

 ε−≥=∞→ 1]1)([lim kqProb ik 
Proof The steps of the convergence proof are briefly outlined as follows. At first, it is proved that the penalty 
probability  of  each  spanning  tree  converges  to  the  constant  value  of  the  final  penalty  probability,  if  k   is 
selected large enough. This property is shown in Lemma 1. Then, it is shown that the probability of choosing 
the spanning tree with the minimum expected weight is a sub‐Martingale process for large values of  k , and so 
the changes in the probability of constructing the minimum spanning tree is always nonnegative. Lemmas 2 
and  3  show  this  result.  Finally,  the  convergence  of  Algorithm  1  to  the  spanning  tree  with  the  minimum 
expected weight is proved by using Martingale convergence theorems. Therefore, the following lemmas need 
to be proved before stating the proof of the Theorem 1. 
Lemma  1  If  spanning  tree iτ is  penalized  with  probability )(kci at  stage k (i.e.  ][)( kii TWprobkc >= τ ),  and

*)( iik ckcLim =∞→ . Then, for every  )1,0(∈ε  and  )(εKk >  we have, 
 ε<>− ]0|)([| * kccprob ii 

Proof  Let  *
ic denotes  the  final  value  of  probability )(kci when k is  large  enough.  Using  weak  law  of  large 

numbers, we conclude that 
  0]|)([| * →>−∞→ εkccprobLim iik 

Hence,  for every  )1,0(∈ε ,  there exists a  )1,0()(* ∈εa  and  ∞<)(εK such that for all  *aa <  and )(εKk > we 

have ε<>− ]0|)([| * kccProb ii , and the proof of the Lemma 1 is completed.                ■ 
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Lemma  2  Let  ])1([)( kjj TkWprobkc >+= τ and  )(1)( kckd jj −= be  the  probability  of  penalizing  and 

rewarding spanning tree jτ (for all rj ,...,2,1= ) at stage  k , respectively. If  )(kq evolves according to Algorithm 

1, then the conditional expectation of  )(kqi is defined as 

  ∑ ∏
= ∈
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where  r  denotes all constructed spanning trees.  
Proof Since the reinforcement scheme that is used to update the probability vectors in Algorithm 1 is IRL − , at 
each stage  k the probability of choosing the spanning tree iτ  (i.e., )(kqi ), remains unchanged with probability

)(kc j (for all rj ,...,2,1= ), when the selected spanning tree jτ  is penalized by the random environment. On the 

other  hand,  when  the  selected  spanning  tree jτ is  rewarded,  the  probability  of  choosing  the  edges  of  the 

spanning tree iτ which are  in  the selected spanning tree  jτ   increases by a given  learning rate as  that of  the 
other  edges  decreases.  To  illustrate  the  proof  of  the  lemma  in  more  detail,  we  prove  it  for  the  minimum 
spanning tree of  the graph shown in Figure 3. As shown in this  figure, graph G  has 4 nodes, 5 edges and 8 
spanning  trees  as  follows: },,{ 3211 eee=τ , },,{ 5212 eee=τ , },,{ 4323 eee=τ , },,{ 5424 eee=τ ,  },,{ 5315 eee=τ , 

},,{ 4316 eee=τ ,  },,{ 5417 eee=τ , },,{ 5438 eee=τ .  It  is  also  assumed  that 1τ is  the  spanning  tree  with  the 
minimum expected weight of the graph given in figure 3.  

   
Figure 3. Sample graph G  and its minimum spanning tree 

  Let  )(kqi be the choice probability of spanning tree iτ at stage k . Therefore we have, 
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where )(kpi
j denotes  the  probability  of  choosing  action ijα of  automaton iA at  stage  k.  The  conditional 

expectation of  )1(1 +kq , assuming  )(kq is updated according to Algorithm 1, is defined as 
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     After simplifying all terms in the right hand side of the equation above and some algebraic manipulations, 
we obtain   
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and hence the proof of the lemma.                ■ 
Lemma 3 The  increment  in  the  conditional  expectation  of  )(kqi  is  always  non‐negative  subject  to  )(kq is 

updated according to Algorithm 1. That is,  0)( >∆ kqi . 

Proof.  Define 
  )()](|)1([)( kqkqkqEkq iii −+=∆ . 

From Lemma 2, we have 

(11)  

)(])()()()[()()](|)1([)(
1 ),(

kqkdkqkckqkqkqkqEkq i

r

j nme

m
njijjiii

i

−+=−+=∆ ∑ ∏
= ∈τ

δ  

where 
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⎧
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τ

τ
δ

),(

),(

;)1()()1(

;))(1()()1(
)(  

where  )(kpm
n is  the  probability  of  choosing  edge  ),( nme

 
at  stage k .  Since  the  probability  with  which  the 

spanning trees are constructed, rewarded or penalized is defined as the product of the probability of choosing 
the edges along the spanning trees, we have 

   
∏

∑ ∏∏∏∏∏

∈

= ∈∈∈∈∈
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⋅+⋅=∆
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ijijj
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nme
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nme
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nme
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nme
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kkdkpkckpkq

τ

τττττ

δ

),(

1 ),(),(),(),(),(

)(

)()()()()()(
 

where )(km
nδ is defined as given in Equation (11) and  )(kcm

n is the probability of penalizing edge ),( nme at stage

k and  )(1)( kckd m
n

m
n −= .  At  each  stage,  Algorithm  1  exactly  chooses  )1( −n   edges  of  the  stochastic  graph 

forming one of  r possible spanning trees. 
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  [ ] ∏∏
∈∈

−+=∆
ii nme

m
n

nme

mm
ni kpkpkpEkq

ττ ),(),(

)()(|)1()( 

The equality above can be rewritten as 

(12)  [ ] ∏∏
∈∈

∆=−+≥∆
ii nme

m
n

m
n

nme

mm
ni kpkpkpkpEkq

ττ ),(),(

)())()(|)1(()( 

and  

 ∑
≠

−⋅⋅=∆
mr

ns

m
n

m
s

m
s

m
n

m
n kckckpkpakp ))()(()()()( 

)1,0()( ∈kqi for  all  0
rSq ∈ ,  where }1)(;1)(0:)({

1
=≤≤= ∑ =

r

i iir kqkqkqS and  0
rS denotes  the  interior  of  rS . 

Hence,  )1,0()( ∈kpm
n  for all  nm, . Since edge  inme τ∈),(  

is the edge with the minimum expected weight which 

can be selected by automaton mA , it is shown that  0
**

>− m
n

m
s cc for all  ns ≠ . It follows from Lemma 1 that for 

large values of  k ,  0)()( >− kckc m
n

m
s . Therefore, we conclude that for large values of  k , the right hand side of 

the equation above consists of the nonnegative quantities and so we have 

  0))()(()()(
),(

≥−⋅⋅∏ ∑
∈ ≠i

m

nme

r

ns

m
n

m
s

m
s

m
n kckckpkpa

τ

 

and from Equation (12),we have 

  ∏ ∑
∈ ≠

−⋅⋅≥∆
i

m

nme

r

ns

m
n

m
s

m
s

m
ni kckckpkpakq

τ),(

))()(()()()( 

which completes the proof of this lemma.                ■ 
Corollary 1 The set of unit vectors  in 0

rr SS − forms the set of all absorbing barriers of  the Markov process 

1)}({ ≥kkq , where }1)();1,0()(:)({
1

0 =∈= ∑ =

r

i iir kqkqkqS    

Proof Lemma 3 implicitly proves that )}({ kq is a sub‐Martingale. Using Martingale theorems and the fact that

)}({ kq is  a non‐negative  and uniformly bounded  function,  it  is  concluded  that )(kqLim ik ∞→ converges  to  *q  
with probability one. Hence, from Equation (11), it can be seen that  )()1( kqkq ii ≠+ with a nonzero probability 

if  and  only  if  }1,0{)( ∉kqi ,  and  )()1( kqkq =+ with  probability  one  if  and  only  if  }1,0{* ∈q where
*)( qkqLim ik =∞→ , and hence the proof is completed.                ■ 

Let  )(qiΓ be  the  probability  of  convergence  of  Algorithm  1  to  unit  vector  ie   with  initial  probability 
vector q .  )(qiΓ is defined as follows  

  ])0(|[])0(|1)([)( qqeqprobqqqprobq iii =====∞=Γ ∗ 
Let ℜ→rr SSC :)( be  the  state  space  of  all  real‐valued  continuously  differentiable  functions  with 

bounded derivative defined on  rS , whereℜ is the real line. If  )((.) rSC∈ψ , the operatorU is defined as 

 (13) ])(|)1(([)( qkqkqEqU =+= ψψ 
where [.]E  represents the mathematical expectation. 
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It has been shown in   [13] that operatorU is  linear, and it preserves the non‐negative functions as the 
expectation of a nonnegative function remains nonnegative. In other word,  0)( ≥qUψ for all rSq∈ , if  0)( ≥qψ
. If the operatorU is applied  n (for all  1>n ) times repeatedly, we have   

  ])1(|)1(([)(1 qqkqEqU n =+=− ψψ 
Function )(qψ is  called  super‐regular  (sub‐regular)  if  and  only  if )()( qUq ψψ ≥ ( ))()( qUq ψψ ≤ ,  for  all

rSq∈ .  It has been shown in   [13]  that  )(qiΓ   is  the only continuous solution of  )()( qqU ii Γ=Γ subject  to  the 
following boundary conditions. 

(14) ije
e

ji

ii

≠=Γ
=Γ

;0)(
1)( 
Define 

  
1

1],[
−

−
= −

−

a
i x

a
ixq

e

eqxφ 

where  0>x .  )(],[ ri SCqx ∈φ satisfies the boundary conditions above. 
 

Theorem 2 Let )((.) ri SC∈ψ be super‐regular with 1)( =ii eψ and 0)( =ji eψ for ij ≠ , then 

  )()( qq ii Γ≥ψ 
for all  rSq∈ .  If )((.) ri SC∈ψ is sub‐regular with the same boundary conditions, then  

(15) )()( qq ii Γ≤ψ 
for all  rSq∈ . 
Proof. Theorem 2 has been proved in  [12].                ■ 

In what follows, we show that ],[ qxiφ is a sub‐regular  function, and  ],[ qxiφ qualifies as a  lower bound 
on  )(qiΓ . Super and sub‐regular functions are closed under addition and multiplication by a positive constant, 
and if  (.)φ is super‐regular then (.)φ− is sub‐regular. Therefore, it follows that ],[ qxiφ is sub‐regular if and only 
if  

  a
ixq

eqxi

−

=],[θ 
is super‐regular. 
We now determine  the  conditions under which  ],[ qxiθ is  super‐regular.  From  the definition of  operator  U
given in Equation (13), we have 
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where *
jd denotes the final value to which the reward probability )(kd j is converged (for large values of k ), 

and 
))1(( ii qaq

a
x

e
−+−

is  the  expectation  of  ),( qxiθ when  the  minimum  spanning  tree iτ is  rewarded  by  the 
environment . 
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where 0>i
jρ  

is defined as 
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),( qxiθ is super‐regular if  
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If  ),( qxiθ is super‐regular. Therefore, we have 

a
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After multiplying and dividing the right hand side of the inequality above by  ixq−  and some algebraic 
simplifications, we have   
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and 
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where ),( qxGi is defined as  
 

(16)  ][)()]1([)1(),( **
iij jjiiii xqVdqqxVdqqxG ∑ ≠

−−−−= 
Therefore,  ),( qxiθ is super‐regular if  

(17) 0),( ≥qxGi 
for all  rSq∈ . 

From Equation (16), it follows that ),( qxiθ is super‐regular if we have 
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The right hand side of the inequality (18) consists of the nonnegative terms, so we have 
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Substituting ∑ ≠ij jq by  )1( iq− in the above inequality, we can rewrite it as 
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From Equation (18), it follows that ),( qxiθ is super‐regular if we have 

   ( )**max),( ij
ij

i ddqxf
≠

≥ 
For further simplification, let employ logarithms. Let 

 
  ),(ln),( qxfxq i=∆ 

It has been shown in [13] that 
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Therefore, we have 
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Let *x be  the value of  x for which Equation (19)  is  true.  It  is  shown that  there exists  a value of  0>x  
under  which  the  Equation  (19)  is  satisfied,  if  )( ij dd is  smaller  than  1  for  all ij ≠ .  By  choosing  *xx =  
Equation  (19)  holds  true.  Consequently,  Equation  (17)  is  true  and  ),( qxiθ   is  a  super‐regular  function. 
Therefore, 

  
1

1],[
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−
= −

−

a
i x

a
ixq

e

eqxφ 

is  a  sub‐regular  function  satisfying  the  boundary  conditions  given  in  Equation  (14).  From  Theorem  2  and 
Inequality (15), we conclude that 

 1)(],[ ≤Γ≤ qqx iiφ 
From definition of  ],[ qxiφ , we see that given any 0>ε there exists a positive constant  1* <a  such that 

  1)(],[1 ≤Γ≤≤− qqx iiφε 
for all *0 aa ≤< . 

Thus we conclude that  the probability with which Algorithm 1 constructs  the spanning tree with the 
minimum expected weight is equal to 1 as  k converges to infinity, and so Theorem 1 is proved.                ■ 
Theorem 3 Let  )(kqi be the probability of constructing minimum spanning tree iτ  at stage k , and  )1( ε− be the 

probability with which Algorithm 1 converges to spanning tree iτ . If  )(kq is updated by Algorithm 1, then for 

every error parameter )1,0(∈ε there exists a learning rate ),( qa ε∈ so that 
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1
    

where )1()1(1 ε−⋅−=− −− xxq ee i
 and  ]0|)([ == kkqq ii . 

Proof It has been proved in [13, 17] that there always exists a  0>x  under which Equation (19) is satisfied, if 
1<ij dd  for all ij ≠ . Hence, it is concluded that  

  
x

xq

ii e
eqqx

i
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≤Γ≤
1

1)(],[φ 
where  iq   is the initial choice probability of the optimal spanning tree iτ . From Theorem 1, we have for each

*0 aa <<  the probability of converging Algorithm 1 to the spanning tree with the minimum expected weight 
is  )1( ε− where )1,0()(* ∈εa . Therefore, we conclude that 

(20)  ε−=
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−

1
1

1
x

xq

e
e i 
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It is shown that for every error parameter )1,0(∈ε  there exists a value of  x under which Equation (19) 
is satisfied, and so we have 

  
⎟
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=

− ≠ *
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max

1 i

j

ijax d

d

e
ax 

It is concluded that for every error parameter )1,0(∈ε there exists a learning rate ),( qa ε∈ under which 
the probability of converging Algorithm 1 to the spanning tree with the minimum expected weight is greater 
than  )1( ε− and hence the proof of the theorem.                ■   

5. Numerical Results 
To  study  the  efficiency  of  the  proposed  algorithms,  we  have  conducted  three  set  of  simulation 

experiments  on  four  well‐known  stochastic  benchmark  graphs  borrowed  from  [41,  42].  The  first  set  of 
experiments aims to investigate the relationship between the learning rate of Algorithm 1 and the error rate 
in standard sampling method. These experiments show that for every error rate ߝ, there exists a learning rate 
ܽ  such that for כܽ ൑  algorithm 1 construct the spanning tree with the minimum expected weight. This set כܽ
of  experiment  is  conducted  on  stochastic  graphs  Alex2‐B  and  Alex3‐B  [41].  The  second  set  of  simulation 
experiments  compare  the  performance  of  the  SMST  algorithms  proposed  in  this  paper  (Algorithm  1  to 
Algorithm 5). These experiments are conducted on Alex2‐B and Alex3‐B too. The third set of experiments aims 
to  show  the  efficiency  of  Algorithm  5  which  is  the  best  proposed  algorithm  in  comparison  with  MESM 
(multiple  edge  sensitivity  method)[41].  In  all  three  set  of  experiments  conducted  in  this  paper,  the 
reinforcement scheme by which the action probability vector  is updated is IRL − . Each algorithm stops  if  the 
probability  of  the  constructed  spanning  tree  (PMST)  is  equal  to  or  greater  than  0.95  or  the  number  of 
constructed  spanning  trees  exceeds  a  pre‐defined  threshold  100,000.  For  each  experiment,  the  results  are 
averaged over 100 different independent runs. 

5.1. Experiment I 
This set of experiments is conducted on two sparse graphs called Alex2 and Alex3. Alex2 comprises 9 

nodes and 15 edges, and Alex3 has 10 nodes and 21 edges. The discrete random variable associated with the 
edge  weight  of  Alex2  and  Alex3  has  two  and  three  states  in  mode  A  and  B,  respectively.  The  probability 
distribution of  the random weight assigned  to  the edges of Alex2 and Alex3  tends  toward  the smaller edge 
weights. In other words, the higher probabilities are assigned to the edges with smaller weights. Such a biased 
distribution  is more pragmatic  for modeling  the network dynamics  than a simple uniform distribution. The 
first set of experiment compares the efficiency of Algorithm 1 with the standard sampling method in terms of 
the sampling rate. To do so, by Theorem 3, the learning rate corresponding to each confidence level 1 െ  in ߝ
initially  computed  (see  Tables  1  and  2).  Then,  Algorithm  1  is  run  with  the  obtained  learning  rate  and  its 
sampling rate  is measured. Finally,  the sampling  rate of Algorithm 1  is  compared with  that of  the  standard 
sampling method to obtain the same confidence level. 

The number of samples that the standard sampling method takes from Alex2‐B and Alex3‐B to obtain a 
confidence level 1 െ  ߝ has been computed and shown in Tables 1 and 2, respectively. To do this, we varied ߝ
from  0.01  to  0.5  and  computed  the minimum  required  number  of  samples  for  every  edge  of  the  graph  in 
standard  sampling  method  subject  to εδµ −≥<− 1]|[| nxprob ,  where 001.0=δ [29].  According  to  the 
standard sampling method presented in [46], to obtain a confidence level  ε−1  for the MST, we need to build a 
confidence with level  iε−1  for each edge  ie  such that ∑ ௜௡ିଵߝ

௜ୀଵ ൌ  We assume that the edges of the stochastic .ߝ
graph all have the same confidence level  01 ε− . Therefore, selecting )1(0 −= nεε , where n denotes the number 
of vertices of the stochastic graph, guarantees a confidence level  ε−1  for the MST[30, 46].  

Table 1. The total number of samples taken from Alex2‐B for standard sampling method 
Edge  Confidence Level For MST

0.5  0.6  0.7  0.75 0.8 0.85 0.9 ٠٫٩۵  ٠٫٩٩ 
e1  299  366  323  314 282 365 555  ۴٣۴  ۴٧٢ 
e2  359  473  451  475 412 345 324  ۴٣٨  ٩٩۴ 
e3  761  600  843  694 700 665 572  ۶٧  ١١۶٧ 
e4  307  314  357  337 404 282 259  ٣٢٩  ۴۵٧ 
e5  295  394  289  294 373 336 265  ۴٢٩  ۴۵٠ 
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e6  547  492  491  526 410 424 535  ۴٣٢  ۴٩٠ 
e7  380  254  179  403 299 346 310  ٣١۵  ۵٢١ 
e8  331  315  319  302 403 368 514  ٣۵٨  ۴۵٧ 
e9  291  398  424  301 346 351 342  ٣۶٣  ۴١٩ 
e10  686  538  360  671 604 704 667  ۶۵۵  ٧١٢ 
e11  327  321  344  549 531 477 450  ۵۶۴  ۴٢۶ 
e12  293  276  379  274 336 447 373  ۴٣  ٠٧۴۵ 
e13  386  497  632  507 456 527 554  ۴۴٨  ۶١١ 
e14  463  452  686  448 562 567 550  ٧٠۵  ۵٠١ 
e15  329  447  365  376 462 452 410  ٣٢٧  ۴٣۵ 
Total  6062  6141  6449  6479 6586 6663 6686  ۶٨٨۴  ٧۴۵۵ 

Table 2. The total number of samples taken from graph 2 for standard sampling method 
Edge  Confidence Level For MST 

0.5  0.6 0.7  0.75 0.8 0.85 0.9 ٠٫٩۵  ٠٫٩٩ 
e1  315  273  288  394 275 249 471 ۴۴٩  ۵٢۴ 
e2  459  473  519  397 481 552 473 ۴٩٩  ۶٠٨ 
e3  460  401  338  436 293 344 401 ۴٣۴  ۴٨١ 
e4  346  514  351  413 395 476 401 ٣٧۶  ۴٧٩ 
e5  751  557  551  601 482 580 679 ٨۶٩  ۶٧٠ 
e6  364  304  284  268 372 320 286 ۴۵٢  ۴۶۴ 
e7  359  365  292  328 326 459 492 ٣٨۴  ۴۴١ 
e8  279  268  240  248 319 318 353 ٣٨۵  ۴١٢ 
e9  390  421  438  386 448 544 390 ٣٩٢  ۵١۶ 
e10  304  392  467  405 352 407 428 ۴۴۶  ۶۵٨ 
e11  229  317  333  390 479 364 342 ۴٩١  ۴٢۴ 
e12  524  410  490  580 438 428 406 ۵۵٠  ۴۶٣ 
e13  305  294  265  371 426 347 302 ٣٨٨  ۴۵۶ 
e14  400  410  443  337 377 353 434 ٣٨٨  ۵٠٠ 
e15  293  248  357  333 372 466 483 ٣٧٨  ۴۵٩ 
e16  705  507  692  474 552 482 509 ۵۵۵  ۵٩٣ 
e17  398  439  434  529 504 441 512 ۵٣٣  ۴۶٣ 
e18  327  254  342  347 340 434 444 ۴۴٣٩٣  ٢ 
e19  503  412  351  469 464 509 420 ۴۵۴  ٣٨۵ 
e20  704  765  530  706 505 556 666 ۵٣۶  ۵۴۶ 
e21  337  400  463  494 373 343 410 ۴٢١  ۴٠٠ 
Total  8761  8433  8478  8917 8582 8981 9310 ٩٨٢٩  ١٠٣۴٣ 
 

Using the numerical methods, parameter ݔ can be determined by solving equation ݁ି௫௤೔ ൅ ݁ି௫ሺ1 െ ሻߝ െ
ߝ ൌ 0 derived from Equation (20) for every error rate ߝ. Then,  learning rate ܽ is calculated for the obtained 
parameter ݔ by solving equation  ௔௫

௘ೌೣିଵ
ൌ max௝ஷ௜ሺ

ௗೕ
ௗ೔
ሻ. In this experiment, we changed error rate ߝ from 0.5 to 

0.01 (or convergence rate form 50% to 99%) and computed the corresponding learning rate for Alex2‐B and 
Alex3‐B.  Then,  we  ran  Algorithm  1  over  these  two  benchmark  graphs  and measured  the  sampling  rate  of 
algorithm. The obtained results are shown in Tables 3 and 4. These tables also include the sampling rate of the 
standard sampling method to achieve the same confidence level taken from Tables 1 and 2. From the results 
given  in Tables 3  and 4,  it  can be  seen  that  the  sampling  rate  of Algorithm 1  is much  less  than  that  of  the 
standard sampling method for the same confidence level (1 െ       .in both Alex2‐B and Alex3‐B (ߝ

Table 3. Sampling rate of Algorithm 1 and the standard sampling method for Alex2‐B 
Sampling Rate 

Sampling Rate Convergence Rate 
Standard Sampling Method Algorithm 1 

6062 790.1300 0.50 
6141 930.1051 0.60 
6449 1610.0800 0.70 
6479 2520.0680 0.75 
6586 3320.0580 0.80 
6663 4260.0500 0.85 
6686 6640.0340 0.90 
6884 13910.0207 0.95 
7455 36580.0106 0.99 

 Table 4. Sampling rate of Algorithm 1 and the standard sampling method for Alex3‐B 
Sampling Rate 

Learning rate Convergence Rate 
Standard Sampling Method Algorithm 1 

8761 1520.0945 0.50 
8433 2810.0710 0.60 
8478 4920.0592 0.70 
8917 6720.0440 0.75 
8582 7410.0412 0.80 
8981 13910.0379 0.85 
9310 24420.0256 0.90 
9829 39020.0183 0.95 
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10343 56110.0089 0.99 
  

5.2. Experiment II 
This set of experiments is conducted to compare the performance of the learning automata‐based SMST 

algorithms presented  in this paper.  In  these experiments,  the  learning rate changes  from 0.005 to 0.07 and 
each algorithm is executed on Alex2‐B and Alex3‐B. The obtained results are shown in Tables 5 and 6. In these 
tables, for each algorithm the reported results include the total number of the samples taken from the graph 
(ST), the total number of the samples taken from the spanning tree with the minimum expected weight (MST), 
and  the percentage of  the converged runs (i.e.,  the percentage  of  runs converged  to the minimum spanning 
tree) (PC). 

From the results of Experiment II, the following points can be made. The experiments show that for all 
proposed  algorithms  the  total  number  of  converged  runs  increases  and  the  sampling  rate  increase  as  the 
learning rate of algorithm decreases. For example, the convergence rate is 78% and the number of samples is 
255 if Algorithm 1 is executed on Alex2‐B with learning rate 0.07, whereas they are 98% and 4405 when the 
learning rate increases to 0.009 (see Table 3). 

Comparing Algorithm 1 and Algorithm 2, we observe that the sampling rate and the convergence rate of 
Algorithm 2  are much  less  than  those  of  Algorithm 1.  The  reason  for  such  a  reduction  in  sampling  rate  of 
Algorithm 2 is the fact that in this algorithm the learning rate of an edge is adjusted based on the variance of 
its random weight as given in Equation (7). That  is, the number of samples that Algorithm 2 takes from the 
edges having small variance  is significantly  less than that of Algorithm 1. The results also show that  for  the 
same convergence rate, the sampling rate of Algorithm 2 is lower than Algorithm 1. 

From the results given in Tables 5 and 6 for Algorithm 3, it is concluded that this algorithm is capable of 
improving the convergence rate of Algorithm 1. This is because Algorithm 3 takes into consideration the mean 
of  the  random weight of  an edge  to  adjust  its  learning  rate  as  described  in Method  II. This means  that  the 
edges with smaller mean have a larger learning rate. On the other hand, it is clear that the edge with a lower 
average weight  is more  likely  to  be  a part  of  the  final minimum spanning  tree.  Therefore,  the  edges  of  the 
minimum spanning tree are rewarded more with a larger learning rate and so Algorithm 3 converges to the 
optimal solution with a higher rate than Algorithm 1. 

Comparing the results of different algorithms, it can be seen that the convergence speed of Algorithm 4 
is  significantly  higher  than  that  of  the  other  algorithms  as  expected.  This  reduces  the  sampling  rate  of 
Algorithm 4 as compared to the others. In this algorithm, the learning rate of the edge increases as its choice 
probability increases. Therefore, the learning rate of the edges belonging to the minimum spanning tree and 
so the convergence speed of algorithm (to the optimal solution) increases as algorithm proceeds.  

As a combination of Algorithm 3 and Algorithm 4, Algorithm 5  inherits both higher convergence rate 
and convergence speed from these algorithms. From the results shown in Tables 5 and 6, it is obvious that the 
convergence rate of Algorithm 5 is much higher than that of Algorithm 3. The obtained results also show that 
for the same convergence rate the sampling rate of Algorithm 5 is lower than that of Algorithm 4.  

     Table 5. Comparison of the proposed algorithms on Alex2‐B for different learning rates  
Algorithm 5Algorithm 4Algorithm 3Algorithm 2Algorithm 1 Learning 

rate  PCMSTST PC MSTSTPCMSTSTPCMST ST PC MST ST 
1001026728103 100 8582615100218713790588239 542 100 4471 6052 0.005 
100902723174 99 6652177100161753002988246 480 100 3887 5821 0.006 
100744019570 99 5841851100173872951187181 455 99 3104 5050 0.007 
100605017291 98 4911577100159822667085159 347 100 3318 4967 0.008 
100546815627 97 4261415100140432158986149 319 98 2372 4405 0.009 
100518514179 97 4141338100115201788185125 266 97 1889 3337 0.01 
10031527508 96 296774100622795058369 138 94 697 1250 0.02 
10020704930 96 167455100332352618144 82 91 439 921 0.03 
10019154132 95 120342100311847607835 63 84 272 489 0.04 
10015503295 92 9429398232634717126 56 83 249 395 0.05 
10012772733 93 8925399209031736823 45 79 143 267 0.06 
10011062332 91 8420997152923947017 44 78 127 255 0.07 

Table 6. Comparison of the proposed algorithms on Alex3‐B for different learning rates 
Algorithm 5Algorithm 4 Algorithm 3Algorithm 2Algorithm 1 Learning 

rate  PCMSTST PC MSTSTPCMSTSTPCMST ST PC MST ST 
1002025540951   100 83839561002809043721  89861 1905    100 6410 11001 0.004 
1001737832734   99 6943298  1002786942422 88637 1461    100 4560 8583 0.005 
1001503827052 98 59226371002575836816  87454 1093   98 3706 7693 0.006 
1001304623499   98 50522731002588635016  88374 887   99 2931 7041 0.007 
1001095220154   98 4592164100234093120085371 908   97 3814 6276 0.008 
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100998317951   96 41518231001598323663  82238 641   95 3176 5402 0.009 
100901416191   97 3181615100135792066476237 511   94 2855 5258 0.01 
10045568010 96 219865  100976913332  69137 310   90 1329 3203 0.02 
10032985691   94 156598   10052937376  6279 157 86 548 1148 0.03 
10025334293   92 11846910037985276  5981 141 80 422 857 0.04 
10020113397   90 973699935254839  5652 107 72 261 532 0.05 
10016772890 88 7930310022923259  5249 98 68 178 400 0.06 
10014322461   88 7126198222230645541 65 67 140 278 0.07 

 
 

5.3. Experiment III 
From the results of Experiment  II, we observe  that Algorithm 5  considerably outperforms the others 

both in terms of the convergence rate and sampling rate. The aim of the third set of experiments (Experiment 
III)  is  to  investigate  the performance of  the best proposed algorithm  (Algorithm 5)  as opposed  to multiple 
edge  sensitivity method  (MESM)  proposed  by  Hutson  and  Shier  [41].  In  Experiment  III,  in  addition  to  the 
sparse graphs Alex2 and Alex3, all algorithms are also tested on two complete graphs with 5 and 6 vertices 
called ܭହ and ܭ଺ [41, 42]. The edge weight distribution of complete graphs ܭହ and ܭ଺ can take 4 and 3 states, 
respectively. The probability distribution functions of ܭହ and ܭ଺ are defined in two different modes ܧଵ and  ܧଶ. 
In mode ܧଵ, the variance of the random edge weight is small, while in mode ܧଶ it is large. The learning rate of 
Algorithm 5 is set to 0.07 by which this algorithm always converges to the spanning tree with the minimum 
expected weight.  In  this  experiment,  the metrics  of  interest  are  the  average  running  time  of  algorithm  (in 
second)  that  is shown  in Table 7, and the sampling rate of algorithm (i.e.,  the total number of samples  that 
must be taken from the graph) which is shown in Table 8. 

Table 7. The average running time of algorithms (in second)  
Algorithm 5 MESM Edges Vertices Graph 

 1.912   7.231 159 Alex2‐A 
 2.821   28.12  15 9 Alex2‐B 
 2.015   14.01  21 10 Alex3‐A 
 3.480   31.14 2110 Alex3‐B 
 ହ‐E1ܭ 105 8.450   2.211 
 ହ‐E2ܭ 10 5  12.98   3.665 
 ଺‐E1ܭ 156 53.87   7.010 
 ଺‐E2ܭ 156 69.44   9.150 

 
Table 7 shows the average running time of Algorithm 5 and MESM for benchmarks Alex2, Alex3, ܭହ and 

 ଺ are more time consuming in contrast with Alex2ܭ ହ andܭ ଺ in second. Form the results, it can be seen thatܭ
and Alex3. This is because of the  larger state space of the complete graphs ܭହ and ܭ଺ as compared to Alex2 
and Alex3.  In  fact,  to  find  the optimal  solution  in a  larger  state  space,  a  larger number of  samples must  be 
taken. Comparing the results of Algorithm 5 and MESM given in Table 7, it is obvious that the running time of 
Algorithm 5 is meaningfully shorter than that of MESM, specifically for complete graphs. It must be note that 
by  choosing  learning  rate  0.07  the  percentage  of  the  converged  runs  is  100  for  Algorithm  5,  while  the 
convergence rate of MESM to the optimal solution is at most 90 percent. However, the running time of MESM 
is very longer than that of Algorithm 5. This is because MESM constructs the large state space of the problem 
and this in itself takes a long time for moderate size or even small stochastic graphs. Furthermore, finding the 
optimal state from an extremely large state space requires a lot of time. While, Algorithm 5 only constructs the 
parts of the problem state space in which the probability of finding the optimal or near optimal solutions is 
higher. Besides, as Algorithm 5 proceeds, the constructed problem state space becomes finer and finer as the 
choice probability of the non‐optimal solutions converges to zero.  

Table 8. The average sampling rate of different algorithms  
Algorithm 5 MESM Edges Vertices Graph 

 1814   23412 159 Alex2‐A 
 2332   80981 159 Alex2‐B 
 2045   36915 21 10 Alex3‐A 
 2461   90440 21 10 Alex3‐B 
 ହ‐E1ܭ 105 53902   3110 
 ହ‐E2ܭ 10 5 62411   4137 
 ଺‐E1ܭ 15 6 60787   7045 
 ଺‐E2ܭ 156 71192   8972 
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Table 8 includes the results of the simulation experiments conducted to measure the sampling rate of 

Algorithm 5 and MESM. From the obtained results, we observe that the sampling rate of Algorithm 5 is much 
less than that of MESM. This is because Algorithm 5 focuses on  the sampling from the edges of the optimum 
spanning tree (avoids unnecessary samples) by excluding the non‐optimal edges (the edges that do not belong 
to the optimal spanning tree) from the sampling process at each stage. In MESM, sampling from the very huge 
state space of the stochastic problem results in a mush higher sampling rate compared to Algorithm 5. Briefly 
speaking,  the higher  convergence  rate  and  lower  sampling  rate  of Algorithm 5  confirm  its  superiority  over 
MESM.   

6. Conclusion 
In this paper, we first presented a learning automata‐based algorithm called Algorithm 1 for finding a 

near optimal solution to the MST problem in stochastic graphs where the probability distribution function of 
the  edge  weight  is  unknown.  The  convergence  of  the  proposed  algorithm  was  theoretically  proved. 
Convergence  results  confirmed  that  by  a proper  choice  of  the  learning  rate  the probability  of  choosing  the 
spanning  tree  with  the minimum  expected  weight  converges  to  one.  Algorithm  1  was  compared  with  the 
standard sampling method in terms of the sampling rate and the obtained results showed that this algorithm 
outperforms it. Then, to improve the convergence rate and convergence speed of Algorithm 1, we proposed 
four  methods  to  adjust  the  learning  rate  of  this  algorithm.  The  algorithms  in  which  the  learning  rate  is 
determined  by  these  four  statistical methods were  called  as  Algorithm  2  through  Algorithm  5.  Simulation 
experiments showed that Algorithm 5 performs better than the other algorithms in terms of the sampling and 
convergence  rates  and  Algorithm  1  has  the worst  results.  To  show  the  performance  of  the  best  proposed 
SMST algorithm  (Algorithm 5), we  compared  its  results with  those of  the multiple  edge  sensitivity method 
(MESM) proposed by Hutson and Shier  [41]. Experimental results  confirmed the superiority of Algorithm 5 
over MESM both in terms of the running time and sampling rate.     
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