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This is a n  Op e n  Acces s  doc u m e n t  dow nloa d e d  fro m  ORCA, Ca r diff U nive r si ty 's

ins ti t u tion al r e posi to ry:h t t p s://o rc a.c a r diff.ac.uk/id/ep rin t/13 6 6 6 7/

This  is t h e  a u t ho r’s ve r sion  of a  wo rk  t h a t  w as  s u b mi t t e d  to  / a c c e p t e d  for

p u blica tion.

Cit a tion  for  final p u blish e d  ve r sion:

Gop e,  P ros a n t a ,  Millwood,  Ow e n  a n d  S axe n a,  N e e t e s h  2 0 2 1.  A p rova bly s e c u r e

a u t h e n tica tion  sc h e m e  for  RFID-e n a ble d  UAV a p plica tions .  Co m p u t e r

Co m m u nica tions  1 6 6  , p p.  1 9-2 5.  1 0 .10 1 6/j.co mco m.2 0 2 0.11.00 9  

P u blish e r s  p a g e:  h t t p://dx.doi.o rg/10.10 1 6/j.co mco m.2 0 2 0.11.00 9  

Ple a s e  no t e:  

Ch a n g e s  m a d e  a s  a  r e s ul t  of p u blishing  p roc e s s e s  s uc h  a s  copy-e di ting,  for m a t ting

a n d  p a g e  n u m b e r s  m ay  no t  b e  r eflec t e d  in t his  ve r sion.  For  t h e  d efini tive  ve r sion  of

t his  p u blica tion,  ple a s e  r efe r  to  t h e  p u blish e d  sou rc e .  You a r e  a dvis e d  to  cons ul t  t h e

p u blish e r’s ve r sion  if you  wis h  to  ci t e  t his  p a p er.

This  ve r sion  is b eing  m a d e  av ailabl e  in a cco r d a nc e  wi th  p u blish e r  policies.  S e e  

h t t p://o rc a .cf.ac.uk/policies.h t ml for  u s a g e  policies.  Copyrigh t  a n d  m o r al  r i gh t s  for

p u blica tions  m a d e  av ailabl e  in  ORCA a r e  r e t ain e d  by t h e  copyrigh t  hold e r s .
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✜❝❛t✐♦♥ ✭❘❋■❉✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❜❛r✲❝♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❞✉❡

t♦ ✐ts ❛❞✈❛♥t❛❣❡s s✉❝❤ ❛s r❡❛❧✲t✐♠❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

❘❋■❉ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥ ✉♥♠❛♥♥❡❞ ❛❡r✐❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✭❯❆❱✮ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❛ t❛❣✳ ■♥

t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♥♦♥②♠♦✉s ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❘❋■❉✲❡♥❛❜❧❡❞ ❯❆❱ ❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥s ✉s✐♥❣ P❤②s✐❝❛❧❧② ❯♥❝❧♦♥❛❜❧❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s✳ ❙❡❝✉r✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s❡s ❞❡♠♦♥str❛t❡

t❤❛t ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ✐s s❡❝✉r❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❘❋■❉✲❜❛s❡❞

s❡❝✉r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳
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✐st✐❝ ❛♥♦♥②♠♦✉s ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❘❛❞✐♦ ❋r❡q✉❡♥❝② ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦r ❘❋■❉✱ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣

❛♥❞ tr❛❝❦✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ❬✶✲✺❪✳ ❘❋■❉ ✉s❡s ❛ t✇♦✲✇❛② r❛❞✐♦ s✐❣♥❛❧ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡r ✭r❡❛❞❡r✮ ❢♦r t❤❡

✐♥t❡rr♦❣❛t♦rs✳ ❘❛❞✐♦ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ s❡♥t t♦ t❤❡ t❛❣ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡rr♦❣❛t♦r

✶



♦r r❡❛❞❡r ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r r❡s♣♦♥s❡✳ ❆♥ ❘❋■❉ r❡❛❞❡r ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❞❡✈✐❝❡ ✭♠♦❜✐❧❡

♦r ✜①❡❞✮ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ t♦ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r✱ ❞❛t❛ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦♠♠❛♥❞s

t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts t❛❣s✳❚❤❡ ✈❡rs❛t✐❧✐t② ♦❢ ❘❋■❉ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♠❛❦❡s ✐t ✐❞❡❛❧ ❢♦r ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞

❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❯❆❱s ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❛♥❞✴♦r ♠✐❧✐t❛r② s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡

♦❢ ❛ ♠✐❧✐t❛r② s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ ❛ ❯❆❱ ♠✉st ❜❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤✐♥ ❛

s❡❝✉r❡ ❛✐rs♣❛❝❡✳ ■♥ ♠♦❞❡r♥ ✇❛r❢❛r❡✱ ❯❆❱ ❞r♦♥❡s ❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉t❧✐s❡❞ r❡s♦✉r❝❡ t❤❛t ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠

r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛♥❞ ♦t❤❡r ✉s❡❢✉❧ t❛s❦s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡✐r ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✉s❡✱ ♠✐❧✐t❛r② ♣❡rs♦♥♥❡❧ ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡

t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❞r♦♥❡s ❡♥t❡r✐♥❣ s❡❝✉r❡ ❛✐rs♣❛❝❡ ❛r❡ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ♦♣❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❛❞✈❡rs❛r✐❡s✳ ■♥ t❤✐s

❝❛s❡✱ t❤❡s❡ ❞r♦♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞ ✇✐t❤ ❘❋■❉ t❛❣s ❛♥❞ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ ❛ r❡❛❞❡r ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t

✇❤❡r❡❜② t❤❡ t❛❣ ✐s s❝❛♥♥❡❞ ❛♥❞ ✐t✬s ❝r❡❞❡♥t✐❛❧s s❡♥t t♦ ❛ s❡❝✉r❡ s❡r✈❡r ✉♥✐t ❢♦r ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❊✐t❤❡r

t❤❡ ❞r♦♥❡ ✐s ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞✱ ♦r ✐❢ ♥♦t✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r❝❡♣t❡❞✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳

❲✐t❤ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❘❋■❉ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ♣r♦t♦❝♦❧s ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✉t✐❧✐s✐♥❣ P❤②s✐❝❛❧❧② ❯♥❝❧♦♥❡❛❜❧❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s t♦ r❡❞✉❝❡

❝♦st ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇❤✐❧❡ r❡t❛✐♥✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t s❡❝✉r✐t② ❢♦r ❯❆❱✲❜❛s❡❞ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s✳

◆♦✇✱ ❛s ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡r ❛♥❞ tr❛❝❦❡r✱ t❤❡ ❘❋■❉✲❜❛s❡❞ s②st❡♠ ❬✸❪ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ♦t❤❡r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ s②st❡♠s❀

❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ t♦ ❛♥♦♥②♠✐t② ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r✐✈❛❝② ❛tt❛❝❦s ❬✹❪✱ ❬✺❪ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❘❋■❉ t❛❣s

tr❛♥s♠✐t t❤❡✐r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❘❋■❉ r❡❛❞❡rs ❛s ♣❧❛✐♥✲t❡①t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥②

❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ ❡❛s✐❧② tr❛❝❦ t❤❡ t❛❣s ❜② t❤❡✐r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❙❡❝✉r✐♥❣ ❘❋■❉✲❜❛s❡❞ s②st❡♠s ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣

t❛s❦ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❘❋■❉ t❛❣s ✐s ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ ❬✻❪✱ ❬✼❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

❡①✐st✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢t❡♥ ✉s❡ ❧♦✇ ❝♦st t❛❣s ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤❛r❞✇❛r❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❆s

❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ s❡❝r❡ts st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ t❛❣s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❜❛s✐❝ s✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ✐♥✈❛s✐✈❡

❛tt❛❝❦s ❬✷✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❢♦r❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛❣ ✭s✉❝❤ ❛s ❞❡❜✐t ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐❝❦❡t✮✳

❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡✱ r❡❝❡♥t❧② t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ P❤②s✐❝❛❧❧② ❯♥❝❧♦♥❛❜❧❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭P❯❋✮ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❬✽✲✾❪

❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❆ P❯❋ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛♥❞ ❜❛s✐❝ ♣✉r♣♦s❡

♦❢ P❯❋s ✐s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❞❡✈✐❝❡ s♣❡❝✐✜❝ ♦✉t♣✉t ❢♦r ❛♥② ✐♥♣✉t ❧✐❦❡ ❛s ❛ ✜♥❣❡r♣r✐♥t✳ ❊♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ P❯❋

❤❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ♥❡✇ ✢❛✈♦✉r ✐♥ ❘❛❞✐♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❘❋■❉✮ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢

P❯❋✱ ❘❋■❉ ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ ❤❛r❞✇❛r❡ s❡❝✉r✐t②✳

✶✳✶ P♦ss✐❜❧❡ ❙❡❝✉r✐t② ❚❤r❡❛ts ✐♥ ❘❋■❉ ❙②st❡♠s

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❛tt❛❝❦s t❤❛t t❤r❡❛t❡♥ t❤❡ ❘❋■❉ s②st❡♠s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ r❡✈❡❛❧ ✉s❡r✬s ♣r✐✈❛❝②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ s❡❝✉r❡ ❘❋■❉ s②st❡♠s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛tt❛❝❦s✿

❼ ■❧❧✐❝✐t ❚r❛❝❦✐♥❣ ❆tt❛❝❦✿ ❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ❘❋■❉✲❜❛s❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✉♥✐q✉❡❧②

✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❋■❉ t❛❣✱ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❝❛♥ ♠❛r❦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ❜② t❤❡✐r ✉♥✐q✉❡ ✐❞❡♥t✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤

❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ q✉❡r②✴r❡♣❧② ♠❡ss❛❣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ tr❛❝❦ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❞❡✜♥❡

t❤❡✐r ❧♦❝❛t✐♦♥s ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❡♥❝r②♣t❡❞ r❡♣❧✐❡s✳

✷



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❯❆❱ ✉s❡ ✇✐t❤✐♥ ♠✐❧✐t❛r② ❛✐rs♣❛❝❡

❼ ❊❛✈❡s❞r♦♣♣✐♥❣ ❆tt❛❝❦✿ ❆❞✈❡rs❛r② ❧✐st❡♥s t♦ ❛♥❞ r❡❝♦r❞s t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❘❋■❉

t❛❣s ❛♥❞ r❡❛❞❡rs✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ t❛❣❣❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳

❼ ❘❡♣❧❛② ❆tt❛❝❦✿ ■s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ▼❛♥ ✐♥ t❤❡ ▼✐❞❞❧❡ ❛tt❛❝❦ ✭▼■❚▼✮ ✇❤♦ ✐♥✐t✐❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐❡s t❤❡♥ r❡♣❧❛② t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♠❡ss❛❣❡s t♦ ❜♦t❤ ♣❛rt✐❡s✳

❼ ❉❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦r ❉♦❙ ❛tt❛❝❦s✿ ❆♥ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❞❡✲s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜②

❜❧♦❝❦✐♥❣ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❛❣ ❛♥❞ r❡❛❞❡r✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥ ♠❛♥② ❘❋■❉✲❜❛s❡❞ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥

♣r♦t♦❝♦❧s✱ t♦ ❡♥s✉r❡ ❢♦r✇❛r❞ s❡❝r❡❝② ❜♦t❤ t❤❡ ❜❛❝❦❡♥❞ s❡r✈❡r ❛♥❞ t❛❣ ♥❡❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡✐r s❡❝r❡t

s❡❝✉r✐t② ❝r❡❞❡♥t✐❛❧s✳ ◆♦✇✱ ✐❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❝❦❡♥❞ s❡r✈❡r ✐s ❜❧♦❝❦❡❞ t❤❡♥ t❤❡

t❛❣ ❝❛♥♥♦t ❡♥s✉r❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥ ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♦r ♥♦t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t

t❤❡ s❡r✈❡r ✉♣❞❛t❡s ✐ts ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❜✉t t❛❣ ❞♦❡s ♥♦t✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ ❉♦❙ ❛tt❛❝❦s ❬✹❪✳

❼ ❇❛❝❦✇❛r❞ ❙❡❝r❡❝② ❆tt❛❝❦✿ ■❢ ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r② ❣❛✐♥s ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡②s✱ t❤❡♥ ❤❡✴s❤❡ s❤♦✉❧❞

❜❡ ❛❜❧❡ t♦ tr❛❝❡ ❜❛❝❦ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❛❣✳

❼ P❤②s✐❝❛❧ ❛tt❛❝❦s✿ ❆♥ ❛❞✈❡rs❛r② ❝♦♠♣r♦♠✐s❡s ❛ t❛❣ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ s❡❝✉r❡ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s s❡❝r❡t ❦❡② ❢r♦♠ t❤❡ t❛❣✬s ♠❡♠♦r② t❤r♦✉❣❤ ❝♦❧❞ ❜♦♦t ❛tt❛❝❦s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢

s✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦✳ ■♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱ ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ✇✐t❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛❝❝❡ss t♦ t❛❣ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ s♦♠❡

✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛❣✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ♠❛② tr② t♦ tr❛❝❡ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐✲

❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❛❣✬s ✉s❡rs✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❘❋■❉ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛r❡ ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ t♦

t❤✐s ❛tt❛❝❦✳
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❼ ❈❧♦♥✐♥❣ ❛tt❛❝❦✿ ▼♦st t❛❣s ❛r❡ ♥♦t t❛♠♣❡r ♣r♦♦❢✱ ❤❡♥❝❡ ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝❧♦♥❡❞ t❛❣

✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❛❞❡r ❛s ❛ ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ t❛❣✳

✶✳✷ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦ ❛♥❞ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ P❯❋ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s❡❝✉r✐t② ❛♥❞

❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✱ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ P❯❋✲❜❛s❡❞ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✲

♣♦s❡❞✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡♠ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ✐✮✐❞❡❛❧ P❯❋✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s ❬✶✵✲✶✼❪✱ ✐✐✮ ♥♦✐s② P❯❋

❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s ❬✶✽✲✷✵❪✳ ❇r✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ✐❞❡❛❧✲P❯❋✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧

✉s✐♥❣ ✐❞❡❛❧ P❯❋s ✐♥ ❬✶✵❪❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢❛✐❧s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s❡❝✉r✐t② ❛❣❛✐♥st ❉♦❙ ❛♥❞ ✐♠♣❡rs♦♥❛t✐♦♥

❛tt❛❝❦s ❬✶✶❪✳ ❙❛❞❡❣❤✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥ ✐❞❡❛❧✲P❯❋ ✐♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❘❋■❉ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❣✉❛r✲

❛♥t❡❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ♣r✐✈❛❝② ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❱❛✉❞❡♥❛② s❡❝✉r✐t② ♠♦❞❡❧ ❬✶✻❪✳ ❙♦♦♥ ❛❢t❡r t❤❛t✱ ❑✉❧s❡♥❣

❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ✉s❡❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ P❯❋ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❤✐❢t

r❡❣✐st❡r ✭▲❋❙❘✮✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❢♦✉r r♦✉♥❞s ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ r♦✉♥❞ t❤❡ t❛❣ ❡♥❝♦❞❡s ✐t✬s ✐❞❡♥t✐t②

❜② ✉s✐♥❣ ❳❖❘ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s❤❛r❡❞ s❡❝r❡t ❦❡②✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ s❡ss✐♦♥✱ t❤❡ ❦❡② ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❜②

❜♦t❤ t❤❡ s❡r✈❡r ❛♥❞ t❛❣s❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐ts s❡❝✉r✐t② ✇❛s r❡✲❡①❛♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ■❉ ♣r♦t❡❝t✐♦♥

✭❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t②✮ ❛♥❞ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❛tt❛❝❦ ❬✶✸✲✶✹❪✳ ■♥ ✷✵✶✺✱ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ s❝❤❡♠❡ ✉♥❞❡r

❛ ♥❡✇ ♣r✐✈❛❝② s❡tt✐♥❣ ❬✶✺❪❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐ts ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❡❝✉r❡ ♣✉❜❧✐❝✲❦❡② ❡♥❝r②♣t✐♦♥✳ ■♥

✷✵✶✼✱ ❛ ♥❡✇ s❝❤❡♠❡ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② P❛♥❞❡② ❡t ❛❧✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉t✐❧✐s❡❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ P❯❋ ✇✐t❤

❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s✉❣❣❡st❡❞ t❤❡ s❡❝r❡t s❤❛r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r t❤✇❛rt✐♥❣ t❛❣

❝♦♠♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛tt❛❝❦s ❬✶✼❪❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡✐r ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❡ t❛❣ ♥❡❡❞s t♦ ♣❡r❢♦r♠ s♦♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②

❡①♣❡♥s✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t❛❣ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞❡✲

s✐❣♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ♥♦✐s❡ st✐❧❧ ♣r❡s❡♥ts ❛s ❛ ❢❛❝t♦r ✐♥ P❯❋ ❞❡s✐❣♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❝❛✉s❡

s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❜✐ts t♦ ❜❡ ✐♥❝♦rr❡❝t ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳ ❍❡rr❡✇❡❣❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✽❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥

❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦✐s② P❯❋ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❢t❡r t❤♦r♦✉❣❤❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣

t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡❛❦♥❡ss❡s ✐♥ t❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❬✶✽❪✱ ❛ t❛❣ ♥❡❡❞s

t♦ r❡✈❡❛❧ ✐ts ✐❞❡♥t✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❡❧♣ t❤❡ ✈❡r✐✜❡r ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s P❯❋ ♦✉t♣✉t ③ ✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤✐s

s❝❤❡♠❡ ❢❛✐❧s t♦ ❡♥s✉r❡ ❛♥♦♥②♠✐t② ♣r♦♣❡rt②✳ ■♥ ✷✵✶✹✱ ▼♦r✐②❛♠❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪ s✉❣❣❡st❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛✉t❤❡♥✐t✲

❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r ❘❋■❉ s②st❡♠s ✉s✐♥❣ P❯❋✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛❧❧♦✇s ❛ r❡❛❞❡r t♦ ✉♣❞❛t❡ r❛♥❞♦♠ st❛t✉s

s❡❝r❡t s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛ t❛❣ r❡❝❡✐✈❡s s ❢♦r ❡❛❝❤ s❡ss✐♦♥❀ ❜✉t ✐♥ t❤❡✐r s❝❤❡♠❡ ❛ t❛❣ ♥❡❡❞s t♦ st♦r❡ ❤❡❧♣❡r ❞❛t❛

❢♦r ♦✉t♣✉t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ ❤✐❣❤ st♦r❛❣❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❛t t❤❡ t❛❣ s✐❞❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ P❯❋✲❜❛s❡❞ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❛ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ●♦♣❡ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❬✷✻❪ ✉s✐♥❣ ♥♦✐s② P❯❋ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❀ ❜✉t ❧✐❦❡

❬✶✾❪✱ ✐♥ t❤❡✐r s❝❤❡♠❡ ❛ t❛❣ r❡q✉✐r❡s t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

❛♥❞ st♦r❡ ❤❡❧♣❡r ❞❛t❛ ❢♦r ♦✉t♣✉t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ ❛ ❤✐❣❤ st♦r❛❣❡ ❝♦st ❛s ✇❡❧❧✳ ❚♦ r❡s♦❧✈❡

t❤✐s ✐ss✉❡✱ ✐♥ ❈❍❊❙ ✷✵✶✺✱ ❆②s✉ ❡t ❛❧✳ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♥❡✇ P❯❋✲❜❛s❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧ ❬✷✵❪ ✉s✐♥❣ r❡✈❡rs❡ ❢✉③③② ❡①✲

✹



tr❛❝t♦r❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✷✻❪✱ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✵❪ ❝❛♥♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ♣r✐✈❛❝②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡

♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r s❡❝✉r✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♥ ❘❋■❉✲❜❛s❡❞ s②st❡♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ P❯❋✲❜❛s❡❞

❛♥♦♥②♠♦✉s ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❬✶✽✲✷✵❪✮✱ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✱ t❤❡ r❡❛❞❡r✲s❡r✈❡r ✉♥✐t

r❡q✉✐r❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡

❞❛t❛❜❛s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s✳

■♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧✱ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ s❝❤❡♠❡s✱ t❤❡ s❡r✈❡r ♥❡❡❞s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ t♦

✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ t❛❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡

✐s t♦ ❛❞❞r❡ss ❛❧❧ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐ss✉❡s ❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ♣r✐✈❛❝②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥

♣r♦t♦❝♦❧ ✉s✐♥❣ P❯❋✳ ❲❡ ❝❛♥ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❛ ♥♦✐s②✲P❯❋ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❼ ❖✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡♥s✉r❡ ✈❛r✐♦✉s ✐♠♣♦rt❛♥t s❡❝✉r✐t② ❢❡❛t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ❛♥♦♥②♠✐t②✱

♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ❉♦❙ ❛tt❛❝❦s✱ ❡t❝✳✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❢♦r ❛♥② ■♦❚ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s✳

❼ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ✐s t❤❛t✱ ✐♥ ♦✉r s❝❤❡♠❡ t❤❡ s❡r✈❡r ✇✐❧❧ ❜❡

❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ t❛❣ ✇✐t❤♦✉t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥② ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

✶✳✸ ❋✉③③② ❊①tr❛❝t♦r

❆ ❋✉③③② ❊①tr❛❝t♦r ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐✳❡✳✱ ❋❊✳●❡♥✭✳✮ ❬❑❡② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❪ ❛♥❞ ❋❊✳❘❡❝✭✳✮

❬ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❪✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❋❊✳●❡♥✭✳✮ ❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛

❦❡② K ❛♥❞ ❤❡❧♣❡r ❞❛t❛ hd ✱ ✐✳❡✳✱ ✭❑✱ ❤❞✮ ❂ ❋❊✳●❡♥✭❘✮ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t ❜✐t str✐♥❣ R✳ ❋❊✳❘❡❝✭✳✮ ✐s ❛

❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛ ♥♦✐s② ✐♥♣✉t R′ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡❧♣❡r ❞❛t❛ ❤❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡

❦❡② ❑ ✐✳❡✳✱ ❑ ❂ ❋❊✳❘❡❝ ✭R
′

✱ ❤❞✱✮ ✐✳❡✳✱ ❑ ❂ ❋❊✳❘❡❝ ✭R
′

✱ ❤❞✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ R′

❛♥❞ R ✐s ❛t ♠♦st ❞✳

✶✳✹ ❘❡✈❡rs❡ ❋✉③③② ❊①tr❛❝t♦r

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❢❛st ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❝✉r❡ s❦❡t❝❤ ❛♥❞ ❢✉③③② ❡①tr❛❝t♦rs✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ r❡✈❡rs❡

❢✉③③② ❡①tr❛❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ P❯❋✲❡♥❛❜❧❡❞ ❘❋■❉ ❞❡✈✐❝❡s ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ t♦ ❡①❡❝✉t❡

❛♥② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥t❡♥s✐✈❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ♥❡❡❞s t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❤❡❧♣❡r

❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✶✳✺ P❤②s✐❝❛❧❧② ❯♥❝❧♦♥❡❛❜❧❡ ❋✉♥❝t✐♦♥

❆ P❤②s✐❝❛❧❧② ❯♥❝❧♦♥❡❛❜❧❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭P❯❋✮ ✐s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠✱ t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t ✲ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡

✲ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦✉t♣✉t ✲ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✲ t❤❛t ❝❛♥ s❡r✈❡ ❛s ❛ s❡❝✉r❡ ✉♥✐q✉❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✭❞✐❣✐t❛❧ ✜♥❣❡r♣r✐♥t✮

❢♦r ❞❡✈✐❝❡s✳ ❊❛❝❤ r❡s♣♦♥s❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡✳ ❚❤❡

✺



❡♥tr♦♣② ❢♦r ❛ P❯❋s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✴r❡s♣♦♥s❡ ♣❛✐rs ✭❈❘Ps✮ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠✐❝r♦✲✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥

❡❛❝❤ ❝❤✐♣ ❝❛✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❝r❡❛t❡ ✉♥✐q✉❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥

❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ P❯❋✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝❧♦♥❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ✐s s❡❝✉r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢

❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡s t❤❛t ♥❡❡❞ ♥♦t r❡❧② ♦♥ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤✐s ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t

♥❛t✉r❡ ♦❢ P❯❋s ♠❛❦❡ t❤❡♠ ✈❡r② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❡♥❛❜❧✐♥❣ s❡❝✉r❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r r❡s♦✉r❝❡✲❝♦♥str❛✐♥❡❞

s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ❘❋■❉✳

❲❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ P❯❋ ❛s ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❈❘Ps✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ C✱ t❤❡ P❯❋ ♦✉t♣✉ts ❛ r❛♥❞♦♠

str✐♥❣ R ✐✳❡✳✱ R = P(C)✳ ❆ P❯❋ P ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ (d, n, l, λ, ǫ)✲s❡❝✉r❡ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✿

✶✳ ❈♦♥❝❡✐✈❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ P❯❋s P1 (·) ❛♥❞ P2 (·)✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t C1 ∈ {0, 1}k✱ Pr[HD(P1 (C1),P2 (C1)) >

d] ≥ 1− ε✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❍❉ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❤❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✳

✷✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ P❯❋ Pi(·) ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② ✐♥♣✉t C1, · · · , Cn ∈ {0, 1}k✱ Pr[HD(Pi(C1),Pi(C2)) > d] ≥

1− ε✳

✸✳ ●✐✈❡♥✱ t✇♦ P❯❋s Pi(·) ❛♥❞ Pi∗(·)✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② ✐♥♣✉ts C1, · · · , Cn ∈ {0, 1}k✱ Pr[Ĥ∞(Pi(Ck ),Pi∗(Cj ))1≤j ,k≤n,i 6=

λ] ≥ 1− ε✳

✶✳✻ Ps❡✉❞♦ ❘❛♥❞♦♠ ❋✉♥❝t✐♦♥

❆ ♣s❡✉❞♦ r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ P❘❋✿{0, 1}k×{0, 1}∗→{0, 1}k
′

✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛ s❡❝r❡t s❡❝✉r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r

K ǫ{0, 1}k ❛♥❞ ❛ ♠❡ss❛❣❡ Mǫ{0, 1}∗ ❛s ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② str✐♥❣ P❘❋✭K ✱ M✮ ✇❤✐❝❤ ✐s

✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠ str✐♥❣✳ ◆♦✇✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❤ ❜❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ♣s❡✉✲

❞♦r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❤✱ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ✭PP❚✮ ❛❞✈❡rs❛r② A ♠❛②

r❡q✉❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜♦✉♥❞❡❞ q✉❡r✐❡s ✇✐t❤ ✐ts s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❤

❢♦r tr❛✐♥✐♥❣✳ ❆❢t❡r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ A ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✐t❤❡r ❤ ♦r ❛ tr✉❧② r❛♥❞♦♠

❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❤ ✐s ❛ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐❢ ✐t ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ tr✉❧② r❛♥❞♦♠

❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r A ✳ ◆❛♠❡❧②✱ A ✐s ❣✐✈❡♥ ❡✐t❤❡r ❤ ♦r ❛ tr✉❧② r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ r❛♥❞♦♠ ❜✐t

④✵✱ ✶⑥ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ♦♥❧② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1
2 + ε✱ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❤✳

✷ ❖✉r Pr♦♣♦s❡❞ ❙❝❤❡♠❡

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♦✉r r❡❛❧✐st✐❝ ❛♥♦♥②♠♦✉s ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣r✐s❡s ♦❢ t✇♦ ♣❤❛s❡s✿

❙❡t✉♣ P❤❛s❡✱ ❛♥❞ ❆✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ P❤❛s❡✳

✷✳✶ ❙❡t✉♣ P❤❛s❡

❚❤❡ ❙❡r✈❡r r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ Ci ❢♦r t❤❡ ✐✲t❤ r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛ s❡t ♦❢ ❡♠❡r❣❡♥❝② ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s

Cem❂ ④c1✱ ✳✳✳✱cn⑥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❧❛t❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❞❡r✲s❡r✈❡r

✻



❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❙❡t✉♣ P❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s❡❞ ❙❝❤❡♠❡

✉♥✐t ❛♥❞ t❤❡ t❛❣✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s❡r✈❡r s❡♥❞s ④Ci ✱ Cem⑥ t♦ t❤❡ t❛❣ ❚✳ ❍❡r❡❛❢t❡r✱ ❚ ❡①tr❛❝ts t❤❡ P❯❋

♦✉t♣✉ts✿ Ri❂ PT ✭Ci✮✱ Rem❂ PT ✭Cem✮ ❛♥❞ s❡♥❞s ④Ri ✱ Rem⑥ t♦ t❤❡ r❡❛❞❡r✲s❡r✈❡r ✉♥✐t S✳ ◆❡①t✱ S ✜rst

❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s❤❛❞♦✇ ✐❞❡♥t✐t② SID i
T❂h✭Ri ⑤⑤▼❑ ✮✱ ❛♥❞ ❛ s❡❝r❡t ❦❡② s❦✱ ✇❤❡r❡ ▼❑ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛st❡r

❦❡② ♦❢ t❤❡ s❡r✈❡r✳ ❍❡r❡❛❢t❡r✱ ❙ ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s❡t ♦❢ ✉♥✐q✉❡ ♣s❡✉❞♦ ✐❞❡♥t✐t② ❛♥❞ ❡♠❡r❣❡♥❝② ❦❡② ♣❛✐rs

✭P■❉✱ Kem✮ ❂④✭sid1✱kem1 ✮✱✳✳✳✱ ✭sidn ✱ kemn✮⑥ ❛♥❞ s❡♥❞s ④✭SID i
T ✱ s❦✮✱ ✭❙■❉✱ Kem✮⑥ t♦ t❤❡ t❛❣ ❚ ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

❢♦r ❡❛❝❤ t❛❣✱ ❙ ✇✐❧❧ st♦r❡ ④✭SID i
T ✱ s❦✮✱ ✭Ci ✱ Ri),✭Cem ✱ Rem),✭P■❉✱ Kem✮⑥ ✐♥ ✐ts ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ t❛❣

st♦r❡s ④✭SID i
T ✱ s❦✮✱ ✭P■❉✱ Kem✮⑥✳ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤✐s ♣❤❛s❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳

✷✳✷ ❆✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ P❤❛s❡

❚❤❡ ❚❛❣ s❡❧❡❝ts ✐ts ✐✲t❤ r♦✉♥❞ s❤❛❞♦✇ ✐❞❡♥t✐t② SID i
T ❛♥❞ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡s r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r Nt ❛♥❞ ✜✲

♥❛❧❧② ❝♦♠♣♦s❡s ❛ r❡q✉❡st ♠❡ss❛❣❡ M1✿ ④SID i
T ✱ Nt⑥ ❛♥❞ s❡♥❞s ✐t t♦ ❙✳ ❯♣♦♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ r❡q✉❡st

♠❡ss❛❣❡ M1✱ ❙ ✜rst ❧♦❝❛t❡s SID i
T ✐♥ ✐ts ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ❧♦❛❞s ④✭Ci ✱ Ri),s❦⑥ ✐♥t♦ ✐ts ♠❡♠♦r②✳ ❍❡r❡❛❢t❡r✱

❙ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♥♦♥❝❡ Ns ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s N ∗
s ❂ s❦ ⊕Ns ✱ t❤❡ ❦❡②✲❤❛s❤ ♦✉t♣✉t ResS❂ ❤✭◆t || s❦ || N ∗

s ✮

❛♥❞ s❡♥❞s ④Ci ✱ N ∗
s ✱ ResS⑥ t♦ t❤❡ t❛❣✳ ◆❡①t✱ t❤❡ t❛❣ ❡①tr❛❝ts t❤❡ P❯❋ ♦✉t♣✉t R

′

i❂PT ✭Ci✮ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦s

t❤❡ ❦❡②✲❤❛s❤ ♦✉t♣✉t ResS ✳ ■❢ ✐t ✐s ✈❛❧✐❞✱ t❤❡ t❛❣ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ Ns ❂ s❦ ⊕N ∗
s ✱ ✭Ki ✱ hdi✮

❂ ❋❊✳●❡♥✭R
′

i✮✱ hd
∗❂ h✭s❦ ⑤⑤Ns✮⊕hdi ✱ Ci+1❂ ❤✭Ci ⑤⑤Ki✮✱ R

′

i+1❂ PT ✭Ci+1✮✱R∗
i+1❂ Ki⊕R

′

i+1✱ ResT❂

❤✭Ns ⑤⑤Ki ⑤⑤R∗
i+1⑤⑤hd

∗✮✱SID i+1
T ❂ ❤✭SID i

T ⑤⑤Ki✮✱ s❦ ❂ h✭s❦ ⑤⑤ Ki✮✳ ◆❡①t✱ t❤❡ t❛❣ ❝♦♠♣♦s❡s ❛ r❡s♣♦♥s❡

♠❡ss❛❣❡ M3✿④R∗
i+1✱ ResT ✱ hd

∗⑥ ❛♥❞ s❡♥❞s ✐t t♦ ❙✳

❯♣♦♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♠❡ss❛❣❡M3✱ S ✜rst ❝❛❧❝✉❧❛t❡s hdi ❂ h✭s❦ ⑤⑤Ns✮⊕hd∗✱ Ki❂FE.Rec(Ri ✱

✼



❋✐❣✉r❡ ✸✿ Pr♦♣♦s❡❞ ❆✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ❙❝❤❡♠❡

hdi) ❛♥❞ t❤❡♥ ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ❦❡②✲❤❛s❤ ♦✉t♣✉t ResT ✳ ■❢ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ ❙ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s Ci+1❂

❤✭Ci ⑤⑤Ki✮✱ R
′

i+1❂ Ki⊕R∗
i+1✱ SID

i+1
T ❂❤✭SID i

T ⑤⑤Ki✮✱ s❦ ❂ h✭s❦ ⑤⑤ Ki✮ ❛♥❞ st♦r❡s ④SID i+1
T ✱ ✭Ci+1✱ R

′

i+1✮✱

s❦✮ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ r♦✉♥❞ ✭✐ ✰✶✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❙ t❡r♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞

❛s❦s t❤❡ t❛❣ t♦ tr② ❛❣❛✐♥ ❜② ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✉s❡❞ ♣❛✐rs ♦❢ ✭pidx ✱kemx ✮∈✭P■❉✱ Kem✮✳ ❊❛❝❤ t✐♠❡ ❛

♣❛✐r ✐s ✉s❡❞ ✉♣✱ ✐t ✐s t❤❡♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡❧❡t❡❞ ❢r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ ❡♥❞s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❙ ✇✐❧❧ s❡❧❡❝t ♦♥❡ ♦❢

t❤❡ ✉♥✉s❡❞ ❡♠❡r❣❡♥❝② ❈❘Ps ❢r♦♠ ✭Cem ✱ Rem) ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ♣s❡✉❞♦ ✐❞❡♥t✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ t❛❣

❚✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✉s❡❞ ♣❛✐r ♦❢ ❡♠❡r❣❡♥❝② ❈❘Ps ❛❧s♦ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡❧❡t❡❞ ❢r♦♠ ✭Cem ✱ Rem)✳

■♥ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡✱ t❛❣ ❝❛♥ ♦♥❧② ✉s❡ t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✉♥✉s❡❞ ♣❛✐rs ♦❢ (PID ,Kem✮ ❛♥❞ ✭Cem ✱

Rem)✱ ✇❤❡r❡ (t ≤ n − 1✮✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ t❤❡ t❛❣ ♥❡❡❞s t♦ r❡q✉❡st ❢♦r r❡❧♦❛❞✐♥❣✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ t❛❣

♥❡❡❞s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐ts ✭t ✰✶✮ s❤❛❞♦✇ ✐❞❡♥t✐t② ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❝❡ Nt ❛♥❞ t❤❡ ✏❘❡✲▲♦❛❞✑ ♠❡ss❛❣❡ ✐♥

t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ r❡q✉❡st M1✳ ❚❤❡♥✱ ❛❢t❡r ✐♥t❡rr♦❣❛t✐♥❣ t❤❡ t❛❣✱ S ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s❡t ♦❢ ♥❡✇ ♣❛✐rs

❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡ s❡ss✐♦♥ ❦❡② Ki t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡♠ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② s❡♥❞ t❤❡♠ t♦ t❤❡ t❛❣✳ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ ♦✉r

❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳
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✸ ❙❡❝✉r✐t② ❆♥❛❧②s✐s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡❛❧✐st✐❝ ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t ❛♥♦♥②♠♦✉s ❛✉✲

t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛❥♦r s❡❝✉r✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳

✸✳✶ ❙❡❝✉r✐t② ▼♦❞❡❧

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❖✉❛✜ ❛♥❞ P❤❛♥✬s s❡❝✉r✐t② ♠♦❞❡❧ ❬✷✽❪ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ❛♥❞ ♣r✐✈❛❝② ♦❢

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r② A t♦ ❡❛✈❡s❞r♦♣ ♦♥ t❤❡ r❛❞✐♦ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

t❛❣ ❛♥❞ r❡❛❞❡rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥② ❛❝t✐✈❡ ♦r ♣❛ss✐✈❡ ❛tt❛❝❦s✳ ■♥ t❤✐s

r❡❣❛r❞✱ A ♥❡❡❞s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡r✐❡s ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳

❼ ❊①❡❝✉t❡ ✭S✱ T ✱ ✐✮✿ ❚❤✐s q✉❡r② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ❛tt❛❝❦s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱

t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❡❛✈❡s❞r♦♣s ❛❧❧ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❛❣ T ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❞❡r✲s❡r✈❡r

✉♥✐t S ✐♥ ✐✲t❤ s❡ss✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝q✉✐r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞

❞❛t❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❛❣ T ❛♥❞ r❡❛❞❡r✲s❡r✈❡r ✉♥✐t S✳

❼ ❙❡♥❞ ✭❯✱ ❱✱ ♠✱ ✐✮✿ ❚❤✐s q✉❡r② ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❛tt❛❝❦s✳ ❍❡r❡✱ ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r②

A ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✐♠♣❡rs♦♥❛t❡ ❛s ❛ ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ r❡❛❞❡r ❯ ✐♥ t❤❡ ✐✲t❤ s❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞s ❛ ♠❡ss❛❣❡

m t♦ ❛ t❛❣ ❱✳

❼ ◗✉❡r②✭T ✱ m1 ,m2 ) : ❚❤✐s q✉❡r② ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r②✬s ❛❜✐❧✐t② t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛ t❛❣✳ ❋♦r t❤✐s✱ A

s❡♥❞s m1 t♦ T ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡s m2 ❢r♦♠ T ✳

❼ ❇❧♦❝❦ (A)✿ ❚❤✐s q✉❡r② ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r②✬s ❛❜✐❧✐t② t♦ ❧❛✉♥❝❤ ❛ ❉♦❙ ❛tt❛❝❦✳ ❍❡r❡✱ A ✐s

♣❡r♠✐tt❡❞ t♦ ❜❧♦❝❦ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ ❜r❡❛❦ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❛❣ T ❛♥❞ t❤❡

❜❛❝❦❡♥❞ s❡r✈❡r S✳

❼ ❈♦rr✉♣t ✭T ✱ ❑✮✿ ■♥ t❤✐s q✉❡r②✱ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r A ❤❛s t❤❡ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ t♦ ❛❝❝❡ss s❡❝r❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✭❑✮ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛❣✬s ♠❡♠♦r②✳

❼ ❚❡st ✭T0✱ T1✱ ✐✮✿ ❚❤✐s q✉❡r② ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t②✲❜❛s❡❞ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✉♥tr❛❝❡❛❜❧❡ ♣r✐✈❛❝②

✭❯Pr✐✈✮✳ ■❢ t❤❡ ♣❛rt② ❤❛s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛♥❞ ✐s ❜❡✐♥❣ ❛s❦❡❞ ❛ ❚❡st q✉❡r②✱ t❤❡♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ r❛♥❞♦♠❧②

❝❤♦s❡♥ ❜✐t ❜ ∈④✵✱ ✶⑥✱ A ✐s ❣✐✈❡♥ Tb ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ④T0✱ T1⑥✳ ❲❡ s❛②✱ A ✇✐♥s t❤ ❣❛♠❡ ✐❢ ❤❡✴s❤❡ ❝❛♥

❝♦rr❡❝t❧② ❣✉❡ss t❤❡ ❜✐t ❜✳ ■♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t ❛ ❚❡st

s❡ss✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❢r❡s❤ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭P❛rt♥❡rs❤✐♣ ✫ ❙❡ss✐♦♥ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥✮ ❲❡ s❛② t❤❛t A r❡❛❞❡r ✐♥st❛♥❝❡ Sj ❛♥❞ ❛ t❛❣

✐♥st❛♥❝❡ Ti ❛r❡ ♣❛rt♥❡rs ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ ❜♦t❤ ❤❛✈❡ ♦✉t♣✉t ❆❝❝❡♣t✭Ti✮ ❛♥❞ ❆❝❝❡♣t✭Sj ✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❛t

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ s❡ss✐♦♥✳
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭❋r❡s❤♥❡ss✮ ❆ ♣❛rt② ✐♥st❛♥❝❡ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❢r❡s❤ ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧

✶✳ ✐t ❤❛s ♦✉t♣✉t ❆❝❝❡♣t ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ❛ ♣❛rt♥❡r ✐♥st❛♥❝❡✱

✷✳ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐ts ♣❛rt♥❡r ✐♥st❛♥❝❡ ✭✐❢ s✉❝❤ ❛ ♣❛rt♥❡r ❡①✐sts✮ ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ s❡♥t ❛ ❈♦rr✉♣t

q✉❡r②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭❯♥tr❛❝❡❛❜❧❡ Pr✐✈❛❝② ✭❯Pr✐✈✮✮ ❉❡✜♥❡s t❤❡ ❣❛♠❡ G ♣❧❛②❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠❛❧✐❝✐♦✉s

❛❞✈❡rs❛r② A ❛♥❞ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❞❡r ❛♥❞ t❛❣ ✐♥st❛♥❝❡s✳ A r✉♥s t❤❡ ❣❛♠❡ G ✇❤♦s❡ s❡tt✐♥❣ ✐s ❛s

❢♦❧❧♦✇s✳

❼ ▲❡❛r♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✿ A ✐s ❛❜❧❡ t♦ s❡♥❞ ❛♥② ❊①❡❝✉t❡✱ ❙❡♥❞✱ ❛♥❞ ❈♦rr✉♣t q✉❡r✐❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t

✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❞❡r✲s❡r✈❡r ✉♥✐t S ❛♥❞ t❛❣ T0✱ T1t❤❛t ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧②✳

❼ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ♣❤❛s❡✿ ❚❤❡ ❛tt❛❝❦❡r s❡❧❡❝ts t✇♦ t❛❣s T0✱ T1 ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞s ❛ ❚❡st q✉❡r② ✭T0✱ T1✱ ✐✮

t♦ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡r C✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ C r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝ts ❜ ∈④✵✱ ✶⑥ ❛♥❞ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛ t❛❣

Tb∈④T0✱ T1⑥ ✉s✐♥❣ ❊①❡❝✉t❡ ❛♥❞ ❙❡♥❞ q✉❡r✐❡s✳

❼ ●✉❡ss ♣❤❛s❡✿ ❚❤❡ ❛tt❛❝❦❡r A ✜♥✐s❤❡s t❤❡ ❣❛♠❡ G ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ❛ ❜✐t b ′∈④✵✱ ✶⑥ ❛s ❣✉❡ss ♦❢ ❜✳

❚❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ❛tt❛❝❦❡r A ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡ G ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❜r❡❛❦✐♥❣ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ ❯Pr✐✈ ✐s

q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈✐❛ A✬s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛tt❛❝❦❡r A r❡❝❡✐✈❡❞ T0 ♦r T1✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞

❜② AdvUPriv
A ✭❦✮ ❂ ⑤Pr

[

b
′

= b
]

− 1
2 ⑤✱ ✇❤❡r❡ ❦ ✐s ❛ s❡❝✉r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ✐s s❡❝✉r❡ ❛❣❛✐♥st ❛♥② tr❛❝❡❛❜✐❧✐t② ❛tt❛❝❦s✳

Pr♦♦❢✳ ■♥ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡✱ ❛❢t❡r ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ t❛❣ ✉♣❞❛t❡s ✐ts s❡❝r❡ts sk ✳

❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ♣s❡✉❞♦ ✐❞❡♥t✐t② P■❉ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❡❛❝❤ s❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r ❛♥

❛❞✈❡rs❛r② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥② tr❛❝❡❛❜✐❧✐t② ❛tt❛❝❦ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❤❛s❡s✿

▲❡❛r♥✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✿ ■♥ t❤❡ ✐✲t❤ r♦✉♥❞✱ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r A s❡♥❞s ❛♥ ❊①❡❝✉t❡ q✉❡r② ✭S✱ T0✱ i✮ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥s

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ④SIDT0
i ✱ ResT0T ,i⑥✳

❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ♣❤❛s❡✿ A s❡❧❡❝ts t✇♦ ❢r❡s❤ t❛❣s T0✱ T1❛♥❞ s❡♥❞s ❛ ❚❡st q✉❡r② ✭T0✱ T1✱ ✐✰✶✮✳ ◆❡①t✱

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❜✐t b∈④✵✱ ✶⑥✱ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ t❛❣ Tb∈④T0✱ T1⑥ ✳ ❆❢t❡r

t❤❛t t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r A s❡♥❞s ❛♥ ❊①❡❝✉t❡ q✉❡r② ✭S✱ Tb ✱ ✐✰✶✮ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥s ④SIDTb
i+1 ✱ Res

Tb
T ,i+1⑥✳

●✉❡ss ♣❤❛s❡ ✿ ■♥ t❤❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ♣❤❛s❡ t❤❡ t❛❣ T0 ✉♣❞❛t❡s ✐ts s❡❝r❡t sk✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ s✉❜s❡✲

q✉❡♥t s❡ss✐♦♥s ✐ ❛♥❞ ✐✰✶ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ResT0T ,i ❛♥❞ Res
Tb
T ,i+1 ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ResT0T ,i ❂

❤✭Ns ⑤⑤KT0,i ⑤⑤R
∗
T0,i+1⑤⑤hd

∗✮✱ ResTbT ,i+1 ❂ h✭RTb ,(i+1 )+1 ⑤⑤hd∗⑤⑤KTb ,(i+1 )+1 ⑤⑤Ns✮✳ ❙✐♥❝❡ R∗
T0,i+1 6=RTb ,(i+1 )+1

✱ KT0,i 6=KTb ,(i+1 )+1 ✱ ❛♥❞ SIDT0
i 6=SID

Tb
i+1 t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ♥❡❡❞s ♠❛❦❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ❣✉❡ss✳ ■♥

t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ T0 ♦r T1✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② AdvUPriv
A ✭❦✮

❂ ⑤Pr
[

b
′

= b
]

− 1
2 ⑤≤ǫ✳

✶✵



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡s ♠✉t✉❛❧ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② A ♠❛② tr② t♦ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡ ❤❡rs❡❧❢ ❛s ❛ ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ t❛❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞

❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ A ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡r C✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✭❘❡❛❞❡r✲❇❛❝❦❡♥❞

❙❡r✈❡r✮ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ✉♥✐t S✳

✭✶✮C s❡❧❡❝ts ❛ ✈❛❧✐❞ ❜❛❝❦❡♥❞ s❡r✈❡r S ❛♥❞ ❛ t❛❣ T ✳

✭✷✮A ❝❛❧❧s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦r❛❝❧❡s✿ ❙❡♥❞✱ ◗✉❡r②✱ ❛♥❞ ❊①❡❝✉t❡ ♦♥ S ❛♥❞ T ❢♦r ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥✉♠❜❡r

♦❢ t✐♠❡s✳

✭✸✮❆❢t❡r ✜♥✐s❤✐♥❣ ❝❛❧❧✐♥❣ ♦r❛❝❧❡s A ♥♦t✐✜❡s C✳

✭✹✮A ✐♥✈♦❦❡s t❤❡ ❙❡♥❞ ♦r❛❝❧❡ t♦ ✐♠♣❡rs♦♥❛t❡ ❛ t❛❣✳

✭✺✮ ■❢ A ❝❛♥ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡ ❤❡rs❡❧❢ ❛s ❛ ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ t❛❣ t❤❡♥ A ✇✐♥s t❤❡ ❣❛♠❡✳

◆♦✇✱ t♦ ♣r♦✈❡ ❤❡r ❧❡❣✐t✐♠❛❝② A ♥❡❡❞s t♦ r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❡♥❞ s❡r✈❡r S✳

❋♦r t❤❛t✱ A ♥❡❡❞s t♦ s❡♥❞ ❛ ✈❛❧✐❞ ♦♥❡✲t✐♠❡ ♣s❡✉❞♦ ✐❞❡♥t✐t②SID i
T ❛♥❞ ❛❧s♦ ♥❡❡❞s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ✈❛❧✐❞

r❡s♣♦♥s❡ ♠❡ss❛❣❡ ResT❂ ❤✭Ns ⑤⑤Ki ⑤⑤R∗
i+1⑤⑤hd

∗✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ A ♠✉st ❦♥♦✇ t❤❡ s❡❝r❡t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐✳❡✳✱

Ki ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ A ❝❛♥♥♦t ❡①♣♦s❡ t❤❡ s❡❝r❡t Ki ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s s❤❡ ❝❛♥♥♦t ✐♠♣❡rs♦♥❛t❡ ❛s ❛ ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ t❛❣✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t♦ ❜❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ❛s ❛ ❜❛❝❦❡♥❞ s❡r✈❡r✱ A ♥❡❡❞s t♦ ✐♥✈♦❦❡ ❛ ◗✉❡r② ♦r❛❝❧❡ ✐♥ ✭✹✮

❛♥❞ ❛❧s♦ ♥❡❡❞s t♦ s❡♥❞s ❛ ✈❛❧✐❞ r❡s♣♦♥s❡ ♠❡ss❛❣❡ ResS❂ ❤✭◆t || s❦ || N ∗
s ✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ A ❝❛♥♥♦t ✐♥❢❡r

sk ✱ ❤❡♥❝❡ ❝❛♥♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞ ❦❡②✲❤❛s❤ r❡s♣♦♥s❡ ResS ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ A ❝❛♥♥♦t ✐♠♣❡rs♦♥❛t❡ ❛s ❛

❧❡❣✐t✐♠❛t❡ S✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ t❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ♦❢ ❉♦❙ ♦r ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛tt❛❝❦s✳

Pr♦♦❢✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡✱ t♦ ❛❞❞r❡ss ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦r ❉♦❙ ❛tt❛❝❦s✱ ✇❤❡r❡

❞✉r✐♥❣ r❡❣✐❡str❛t✐♦♥ ❙ ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s❡t ♦❢ ✉♥✐q✉❡ s❤❛❞♦✇ ✐❞❡♥t✐t② ❛♥❞ ❡♠❡r❣❡♥❝② ❦❡② ♣❛✐rs ✭❙■❉✱

Kem✮ ❂④✭sid1✱kem1 ✮✱✳✳✳✱ ✭sidn ✱ kemn✮⑥ ❛♥❞ s❡r✈❡r ♠❛✐♥t❛✐♥s t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✉♥✉s❡❞ ♣❛✐rs ♦❢ (PID ,Kem✮

❛♥❞ ✭Cem ✱ Rem)✱ ✇❤❡r❡ (t ≤ n− 1✮✳

◆♦✇✱ ✐❢ A ❝❛❧❧s t❤❡ ❇❧♦❝❦ ♦r❛❝❧❡✱ t❤❡ ❜❛❝❦❡♥❞ s❡r✈❡r ❞♦❡s ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♠❡ss❛❣❡

M3✿④R∗
i+1✱ ResT ✱ hd

∗⑥ ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❝❛♥♥♦t ♦❜t❛✐♥ R∗
i+1 ❢♦r t❤❡ ♥❡①t r♦✉♥❞✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡✱

t❤❡ t❛❣ ♥❡❡❞s s❡❧❡❝t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✉s❡❞ ♣❛✐r ♦❢ ✭sidj ✱kemj ✮∈✭P■❉✱ Kem✮ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥

♣r♦❝❡ss✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❜♦t❤ t❤❡ t❛❣ ❛♥❞ s❡r✈❡r ❞❡❧❡t❡ ✭pidj ✱kemj ✮ ❢r♦♠ t❤❡✐r

♠❡♠♦r②✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❡♥s✉r❡ s❡❝✉r✐t② ❛❣❛✐♥st ❉♦❙ t♦ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛tt❛❝❦s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ✐s s❡❝✉r❡ ❛❣✐❛♥st r❡♣❧❛② ❛tt❛❝❦s✳

Pr♦♦❢✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡✱ ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r② ❝❛♥♥♦t r❡✉s❡ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ M1✿ ④SID i
T ✱ Nt⑥ s✐♥❝❡

t❤❡ ♣s❡✉❞♦ ✐❞❡♥t✐t② SID i
T ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❡❛❝❤ s❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❝❛♥♥♦t r❡s❡♥❞ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ④Ci ✱ N ∗

s ✱

ResS⑥ s✐♥❝❡ t❤❡ s❡❝r❡t sk ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❡❛❝❤ s❡ss✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r② ❝❛♥♥♦t r❡s❡♥❞ M3✿④R∗
i+1✱

ResT ✱ hd∗⑥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ResT ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❝❡ Ns ✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❡❛❝❤ s❡ss✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❘❋■❉ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ s❡❝✉r✐t② ❛❣❛✐♥st ❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧

❛♥❞ ❝❧♦♥✐♥❣ ❛tt❛❝❦✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ ❣❡t ❛❝❝❡ss s❡❝r❡ts st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘❋■❉ ❞❡✈✐❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❈♦rr✉♣t ♦r❛❝❧❡✳

✶✶



❚❛❜❧❡ ✶✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❇❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚❤r❡❡ ▼❛❥♦r ❙❡❝✉r✐t② ❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts
❙❝❤❡♠❡s ▼✉t✉❛❧ ❆✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ❯♥tr❛❝❡❛❜✐❧✐t② ❙❝❛❧❛❜✐❧✐t②

❙❝❤❡♠❡ Pr❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✾❪ X X ×

❙❝❤❡♠❡ Pr❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✵❪ X × ×

Pr♦♣♦s❡❞ ❚❛❣✲■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❙❝❤❡♠❡ X X X

❚❛❜❧❡ ✷✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❇❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❈♦st

❙❝❤❡♠❡s ❯❆❱ ✇✐t❤ ❚❛❣ ❙❡r✈❡r ❯♥✐t

❙❝❤❡♠❡ Pr❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✾❪ ✷h ✰ 2P✰❋❊✳❘❡❝✰✷❘◆● ≈✶✾✳✻✽ ♠s ✸h ✰✶❘◆●✰❋❊✳●❡♥ ≈✶✳✵✼ ♠s

❙❝❤❡♠❡ Pr❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✵❪ ✸h ✰ ✷P✰✶❘◆●✰❋❊✳●❡♥✰❙❑❊ ≈✶✼✳✽✺ ♠s ✸h ✰ ✶❘◆●✰❋❊✳❘❡❝✰❙❑❉ ≈✻✳✶✶ ♠s

Pr♦♣♦s❡❞ ❙❝❤❡♠❡ ✺h ✰ ✷P✰✶❘◆●✰❋❊✳●❡♥ ≈✶✹✳✺✽ ♠s ✺h ✰ ✶❘◆●✰❋❊✳❘❡❝ ≈✸✳✼✸ ♠s

h :❖♥❡✲✇❛② ❍❛s❤ ❖♣❡r❛t✐♦♥❀ P : ❙❡❝✉r❡ P❯❋ ❖♣❡r❛t✐♦♥❀ ❘◆●✿ ❘❛♥❞♦♠ ◆✉♠❜❡r ●❡♥❡r❛t✐♦♥❀

❙❑❊✴❉✿Pr✐✈❛t❡ ❑❡② ❖♣❡r❛t✐♦♥s❀ ❋❊✳●❡♥✴❘❡❝✿❋✉③③② ❊①tr❛❝t♦r ●❡♥❡r❛t✐♦♥✴❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ t❤❛t t❛❣s s❤♦✉❧❞ ♥♦t st♦r❡ ❛♥② s❡❝r❡t ✇✐t❤✐♥ ✐ts ♠❡♠♦r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡

❡①✐st✐♥❣ ❘❋■❉ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s r❡❧② ♦♥ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ s❡❝r❡ts ✭✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❦❡②s✮ t♦ ❜❡ st♦r❡❞

✐♥ t❤❡ t❛❣✬s ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❧❡❛❦❛❣❡ ♦❢ ❦❡②✳ ■♥ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡✱ ✇❡ ❞♦

♥♦t st♦r❡ ❛♥② ❦❡②s ✐♥ t❤❡ t❛❣ ♠❡♠♦r②✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ P❯❋ ❛♥❞ ♠✐❝r♦✲❝♦♥tr♦❧❧❡r ♦❢ t❤❡ t❛❣ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❛s ✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛r❣✉❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r② ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❘❋■❉ t❛❣✱ s❤❡

❝❛♥♥♦t ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ P❯❋s ❛r❡ s❛❢❡ ❛❣❛✐♥st

❝❧♦♥✐♥❣✱ ❛ P❯❋ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r②✳ ■♥ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❡❛❝❤ t❛❣

❞❡✈✐❝❡ t♦ ❜❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ P❯❋✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❘❋■❉ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞

s❛❢❡ ❛❣❛✐♥st ❝❧♦♥✐♥❣ ❛tt❛❝❦s✳

✹ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❇❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦

r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦✐s②✲♣✉❢✲❜❛s❡❞ ❛♥♦♥②♠♦✉s ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r ❘❋■❉✿ ❬✶✾❪ ❛♥❞ ❬✷✵❪✳ ■♥

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❊①❡❝✉t✐♦♥ ❚✐♠❡ ♦❢ ❘❡❧❡✈❛♥t ❈r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❖♣❡r❛t✐♦♥s
❈r②♣t♦✲❖♣❡r❛t✐♦♥s ❯❆❱ ✇✐t❤ ❚❛❣ ❙❡r✈❡r ❯♥✐t

H✭❙❍❆✲✷✺✻✮ ✶✳✹✽ ♠s ✵✳✵✹✺ ♠s
SE ✭❆❊❙✲❈❇❈ ❊♥❝r②♣t✐♦♥✮ ✻✳✷✸ ♠s ✲
SD✭❆❊❙✲❈❇❈ ❉❡❝r②♣t✐♦♥✮ ✲ ✷✳✹✼ ♠s

P❯❋ ✭❙❘❆▼ P❯❋✮ ✶✳ ✶✷ ♠s ✲
❋❊✳●❡♥ ✭✳✮ ✸✳✹✻ ♠s ✵✳✽✾ ♠s
❋❊✳❘❡❝ ✭✳✮ ✶✶✳✺✷ ♠s ✸✳✹✻ ♠s

✶✷



t❤✐s r❡❣❛r❞✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❬✶✾❪

❛♥❞ ❬✷✵❪✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤r❡❡ ♠❛❥♦r s❡❝✉r✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✭s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ■✮✳ ❋r♦♠ ❚❛❜❧❡ ■✱ ✇❡ s❡❡

t❤❛t t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✵❪ ❝❛♥♥♦t ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✉♥tr❛❝❡❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ✭❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❬✷✻❪✮✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ❬✶✾❪ ❛♥❞ ❬✷✵❪ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ t❛❣✱ t❤❡ s❡r✈❡r ♥❡❡❞s t♦ ❧❛✉♥❝❤ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤

♦♣❡r❛t✐♦♥❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✾❪ ❛♥❞ ❬✷✵❪ ❝❛♥♥♦t ❡♥s✉r❡ t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt②✳

❲❤❡r❡❛s ✐♥ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❙ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ✈❛❧✐❞ ✉s❡r ✇✐t❤♦✉t ❧❛✉♥❝❤✐♥❣ ❛♥②

❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ❢♦r ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡✳ ❋r♦♠ ❚❛❜❧❡ ■■✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✐♥ ❬✶✾❪ t❤❡ t❛❣ ♥❡❡❞s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②

✐♥t❡♥s✐✈❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❝r❡❛t❡ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ ♦♥ t❤❡ P❯❋✲

❡♥❛❜❧❡❞ ❘❋■❉ t❛❣s✳ ❲❤❡r❡❛s ✐♥ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ❬✷✵❪✱ t❤❡ t❛❣ ♥❡❡❞s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♠✉❝❤ ♠♦r❡

❡✣❝✐❡♥t ❤❡❧♣❡r ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ✐s

q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❬✷✵❪ ✭❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ■■✮✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤r❡❡ ♣r♦t♦❝♦❧s✱

❤❡r❡ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛❧❧ t❤❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ♦♥ ❛ ❳✐❧✐♥① ❳❈✺❱▲❳✸✵

✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ❝❧♦❝❦ ✶✳✽✹ ▼❍③ ❛♥❞ ✶✻❑❇②t❡ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠ ♠❡♠♦r② ✭♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛s ❛ t❛❣✮ ❛♥❞ ❛♥ ■♥t❡❧

❈♦r❡ ✐✺✲✹✸✵✵ ❞✉❛❧✲❝♦r❡ ✷✳✻✵ ●❍③ ❈P❯ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛s t❤❡ ❘❡❛❞❡r✲❙❡r✈❡r ❯♥✐t✮✳ ■♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱

❢♦r P❯❋ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❙❘❆▼ P❯❋✱ ✇❤❡r❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ♥♦✐s②✲P❯❋✲❜❛s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱

❜❡❢♦r❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ✇❡ ♣♦✇❡r ❝②❝❧❡ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ t♦ r❡✲✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡

❙❘❆▼✲P❯❋✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ✉s ❛ r❡❛❧ ❙❘❆▼ P❯❋ ♥♦✐s❡ ♣r♦✜❧❡✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❤❡❧♣❡r ❞❛t❛ ❢r♦♠

❛ ✭✻✸✱✶✻✱✷✸✮✲❇❈❍ ❝♦❞❡✳ ❋♦r t❤❡ ❤❛s❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ ❦❡② ❡♥❝r②♣t✐♦♥✴❞❡❝r②♣t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱

✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❙❍❆✲✷✺✻✱ ❆❊❙✲❈❇❈ ♠♦❞❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋r♦♠ ❚❛❜❧❡ ■■✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞

s❝❤❡♠❡ t❛❦❡s ❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❛t t❤❡ t❛❣ ✭✶✹✳✺✽ ♠s✮ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❘❋■❉ t❛❣s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ✐s

r❡✈❡rs❡✲❋❊✲❜❛s❡❞✱ ✇❤❡r❡ s❡r✈❡r ♥❡❡❞s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭❋❊✳❘❊❈✮✳

❍❡♥❝❡✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ❛t t❤❡ s❡r✈❡r ❡♥❞ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❬✶✾❪✳ ❚❛❜❧❡ ■■■

s❤♦✇s t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ t❛❣ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❞❡r✲s❡r✈❡r ❡♥❞s✳

❚♦ s✉♠ ✉♣✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛r❣✉❡ t❤❛t

♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ s❡✈❡r❛❧ ❘❋■❉✲❜❛s❡❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② r❡❛❧✐③❛❜❧❡

s❡❝✉r✐t② s♦❧✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ P❯❋s✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❘❋■❉ ✐s ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♦✈❡r t❤❡ ❛✐r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥✐♠❛❧s ♦r ♣❡rs♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧

✜❣✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❘❋■❉ s②st❡♠ ✐s ❛ s♠❛❧❧ r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❞❡✈✐❝❡ ❝❛❧❧❡❞ t❛❣✳ ■t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡s t❤r♦✉❣❤

r❛❞✐♦ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❞❡✈✐❝❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ r❡❛❞❡r✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r

✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ s❡❝✉r❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❜❛❝❦✲❡♥❞ ❞❛t❛❜❛s❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛❧❧

t❛❣s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❞❡r ❛♥❞ t❛❣ ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐t② t❤❡ t❛❣

✶✸



✐s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦✳ ■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ P❯❋✲❜❛s❡❞ ♣r✐✈❛❝②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧

❢♦r ❛♥ ❘❋■❉✲❡♥❛❜❧❡❞ ❯❆❱ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s

t❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ❛❣❛✐♥st ♠❛♥✲✐♥✲t❤❡✲♠✐❞❞❧❡ ❛tt❛❝❦s✱ ♣r✐✈❛❝② ❛❣❛✐♥st✲❡❛✈❡s❞r♦♣♣❡r✱ ❡t❝✳ ✭❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
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