
Munich Personal RePEc Archive

Iterated Expectations, Compact Spaces

and Common Priors

Hellman, Ziv

7 June 2007

Online at https://mpra.ub.uni-muenchen.de/3794/

MPRA Paper No. 3794, posted 03 Jul 2007 UTC



�

�

�

�

�����������	�
��������
��	�
��	�
���

����
������	�����

�

�

�

�

�
������������

�

�

����������������� !��

�

�

�

�"���
�#� �$%�&'�&�� %!� �&(�&�%�� )%�%�� )*� �)� %��%� �+��  !�*� %� ��%+� � )*� �)� �� +�),�%�

*+���!,)����%%��&�'�-���!�����%�)!������&�%��� !&%�$%�!(�(�&�%��)%�%��)*� �)����&� �))�+��

�&'�),((� ��&%� !&'�%�!&�(!+�%����$�)%�& ��!(��� !��!&�*+�!+�(!+�)���+���*����+)��)�����&�

�&�%�+�)�!(�%���*����+).�*+�)�&%�-����()�!&������ !��!&�*+�!+��$�)%)��((�(!+��� ��+�&'!��

��+��-��� �%� �)�  !��!&� /&!0��'��� %��%� ���� �%)� �%�+�%�'� �$*� %�%�!&)� 0�%�� +�)*� %� %!� �&��

*�+�,%�%�!&� !&��+���%!�%���)�������,�1�%��)����,���)��%)��$*� %�%�!&�0�%��+�)*� %�%!�%���

 !��!&� *+�!+�� �%� �)� (,+%��+� )�!0&� %��%� %��� +�)%+� %�!&� %!�  !�*� %� ��%+� � )*� �)� �)�

2&�%,+��.� 0��&� )���&%� � %�*�� )*� �)� �+�� '�+���'� (+!�� )�&%� %� � �!'��)�� �&'� %��%�

 !�*� %&�))��)���&� �))�+�� !&'�%�!&����&��!(�%���+�),�%)��+��-�)�'�!&�%��!+��)�(+!��%���

��&�+���%��!+��!(���+/!�� ���&)��

�

���������	
	���	���������������������

�������������	������ ���������	
	���	�����������!"#�$��!"#�%��!"#!!��%������

�

�

3��������4
�����
�

���� !��!&�*+�!+��)),�*%�!&�����+�)�& ���%�0�)��&%+!', �'��&%!�%���)%,'��!(�����)�

0�%���& !�*��%���&(!+��%�!&�-����+)5&���63789:378;<��*!)�%)�%��%�����0!��&��&'���&��+��

2 +��%�'� �=,��.�0�%�� +�)*� %� %!�*+!-�-���%�� �))�))��&%)� �&� %��� �-)�& ��!(� �&(!+��%�!&�>�

��& ��%���%�+�� !��!&�*+�!+�>��&'�����'�((�+�& �)��&�*+!-�-���%��)�)�!,�'���&�*+�& �*����-��



� ?�

%+� �'� %!� �)����%+��)� �&� �&(!+��%�!&� +� ����'� !��+� %����� ���� �'��� ��)� -� !��� ��+��

*�+��)����� �&'� �&� �!)%� �**�� �%�!&)� !(� %�*�� )*� �)� %!� � !&!�� )� �%� �)� �)),��'� %��%�

*����+).�-����()� �&��&'��'�-��'�+���'�(+!���� !��!&�*+�!+�-��"���)��&�,*'�%�&����

�

��*+�!+�  �&� -�� �&%�+*+�%�'� �)� %��� -����()� !(� �� *����+� �&� �� *+���!,)� *�+�!'�� �&���&��

�!'��)���!0���+���&��*+���!,)�*�+�!'��)���%��+�(� %�!&���!+��++�����&%�%!�%�����%%�+�-��&��

)%,'��'���%��)���)!� ���+�%��%�%��+���+����&��*��,)�-����!'��)�!(�%�*��)*� �)��&�0�� ���%��)�

��*!))�-��� (!+� %��� *����+)� %!� ����� �++���'� �%� %���+�  ,++�&%� -����()� ���� ,*'�%�&�� (+!�� ��

 !��!&� *+�!+�� ���)� ���')� &�%,+����� %!� %��� =,�)%�!&� !(� 0��%��+� ��  +�%�+�!&�  �&� -��

�'�&%�(��'�-��0�� ��!&�� �&�%�����%�+!,���%��� ,++�&%�-����()�!(�%���*����+)��%��%�%���������

�� !��!&�*+�!+���

�

�,��&&� 63798<�� �&� ��)�  ���-+�%�'� ��+���&�:%!:'�)��+��� %��!+���� *+�)�&%�'� ��

&� �))�+��  !&'�%�!&� (!+� %��� �$�)%�& ��!(� ��  !��!&�*+�!+� �&� %�+�)�!(�*+�)�&%�-����()#� �(�

%��+���)��� !��!&�*+�!+��%��&��%��)���*!))�-���%!������ !��!&�/&!0��'���!(�'�((�+�& ��

�&�%���-����()�!(��&������&����&%��@!+���&�����+)��),((� ��& ��+����&�'��&�!*�&�=,�)%�!&���

�

�&�%���377A)��)���+����,%�!+)��-���$%�&'�&��%���&!%�!&�!(�'�)��+����&%�%!�'�((�+�& �)�

�&�%����$*� %�%�!&�!(�����&�+���+�&'!����+��-����0�+���-���%!�)�!0�%��%�%�����*!))�-���%��

!(�%��+��-��&�� !��!&�/&!0��'���!(�'�)��+����&%��)���)!���),((� ��&%� !&'�%�!&�(!+�%���

�$�)%�& ��!(��� !��!&�*+�!+���!++�)�6377B<�*+!��'�%��)�+�),�%�� �&�%��� !&%�$%�!(���(�&�%��

)%�%��)*� ���-�� !&)�'�+�&���!0�%����-)�& ��!(� !��!&�*+�!+)� �&��((� %�%���0����&�&�))�

%!�  !&', %� %+�'�� �&� ��+�!,)� %+�'�&�� �&��+!&��&%)�� @��&-�+�� 6?AAA<�� ,%���)�&�� %� �&�=,�)�

 �!)�+� %!�*,+�������%��!+���)�!0�'�%��%�-!%���&�%��� !&%�$%�!(�(�&�%��)%�%��)*� �)��&'!(��

�&(�&�%�� -,%�  !�*� %� )%�%�� )*� �)�� �� �� /� !(�  !��!&� *+�!+)� ��*���)� %��� �$�)%�& �� !(� �%�

���)%�!&�� !��!&�-�%� (!+�0�� ���� ��*����+�0����),-C� %�������))�))� %��%����!+�)�����)�

*!)�%���� �$*� %�%�!&�>� �&'� )�!0�'� %��%�  !�*� %&�))� �)� &� �))�+�� (!+� %��%� +�),�%�����%�

6377;-<� *+!��'� %��� )���� +�),�%�� 0�%�� �� (�&�%�� )%�%�� )*� ��� ,)�&�� )�*�+�%�&�� ��*�+*��&��

%� �&�=,�)�� @�&������ %��� �$%�&)�!&� !(� %��)� +�),�%� %!�  !�*� %� )*� �)� 0�%�� �� )�*�+�%�&��

��*�+*��&���+�,��&%�>��&'��**����%!�%������)��+�*+�)�&%�%�!&�%��!+���>�0�)��%%��&�'��&�

���(�%��6?AA3<��

�

�)����%� 6377;�<� *!�&%�'� !,%�� %��)�  +�%�+�!&�� -�)�'� !&� '�)��+����&%)�� )�%�)(� %!+����

)!���)�%���=,�)%�!&�!(��!0�!&�� �&�%����0��&�*����+)�������� !��!&�*+�!+��-,%��%�(���)�%!�

�$*+�))� %��� !��!&�*+�!+� �&�������	�&
���0��1� %��� (� %� %��%���'�)��+����&%�  �&&!%�-��

 !��!&� /&!0��'��� ���� �,�+�&%��� %��� �$�)%�& �� !(� ��  !��!&� *+�!+�� -,%� �%� %���)� ,)�

&!%��&�� �-!,%� %��)�  !��!&� *+�!+����� %��&� *+! ��'�'�� �&� %��%� )���� *�*�+�� %!� *+�)�&%� ��

��+��'�((�+�&%�&� �))�+���&'�),((� ��&%� !&'�%�!&�(!+�%����$�)%�& ��!(��� !��!&�*+�!+�%��%�

&!%�!&��� �'�&%�(��)� %��� !��!&�*+�!+�0��&� �%� �$�)%)��-,%���)!�*+!��'�)��&��*�)%��� �����

���&�&�(,���&%�+*+�%�%�!&�%!��%��

�

���)� !&'�%�!&��)��$*+�))�'��&%,�%�������&����%�6377;�<��&��� !�!,+(,��)%!+��������&��

%��%� �'��� �&'� ���� >� 0�!� ����� -!%�� �$ ����'� �&� %���+� )%,'��)� �%� %��� )���� ) �!!�� !(�

� !&!�� )�>��+���)/�'�0��%� +�%,+&� %�����$*� %�!&� �"��)%! /������&��-��&��$*!)�'� %!�

'�((�+�&%� )!,+ �)� !(� �&(!+��%�!&��0�� !,��%&.%� -�� ),+*+�)�'� �(� %��� %0!� *+!��'�� '�((�+�&%�

�&)0�+)��",%�0�� �&�%��&��!�!&�%!��)/�����0��%�)���%��&/)��'��.)��&)0�+�0�)��"��&����



� D�

�!!'�"���)��&�� )���  �&�  !�*,%�� %����$*� %�%�!&�!(���+�!,)� �&)0�+)��&'� !���,*�0�%��

�'��.)� �$*� %�'� �&)0�+�� ��/�0�)��� �'���  �&� *+!��'�� ,)� 0�%�� 0��%� ��� �$*� %)� 0�)�

���.)��&)0�+�%!�%��%�=,�)%�!&�����)�*+! �))� �&� !&%�&,����!��&��-� /��&'�(!+%��-�%0��&�

���� �&'��'���� %��!+�%� ����� (!+���+�� ���+�� �+��� �&� %��)� �$��*���� %0!� *!))�-��� �&(�&�%��

)�=,�& �)� !(� ��%�+&�%�&�� �$*� %�%�!&)�� !&�� %��%� )%�+%)�0�%������ �&'� !&�� %��%� )%�+%)�0�%��

�'����

�

���%� ���)�%��)�*+! �))�2!-%��&�&���&��%�+�%�'��$*� %�%�!&.���&'�)�!0)�%��%��0��&�%���

+�����&%� )%�%�� )*� �� �)� (�&�%��� %��+�� �$�)%)� ��  !��!&� *+�!+� �(� �&'� !&��� �(� -!%�� !(� %��)��

)�=,�& �)� !&��+���%!�%���)��������%���

�

��� � �����)� %��)� +�),�%� -�� +�*+�)�&%�&�� �'��.)� -����()
3
� -�� �� %�*�� ��%+�$� 3� � �&'�

���.)� -����()� -�� %�*�� ��%+�$� ?� �� ���)�� %��&� (!+�� %0!� 2*�+�,%�%�!&� ��%+� �).��

3?3
��� =σ �� 0�� �� �)� �&%�&'�'� %!� -�� ,)�'� (!+� %��� *+! �))� !(� !-%��&�&�� �%�+�%�'�

�$*� %�%�!&)�)%�+%�&��0�%���'�����&'� ?3?
��� =σ ��0�� ��'!�)�%���)����(!+�%����%�+�%�'�

�$*� %�%�!&)�)%�+%�&��0�%��������%�%��&�%,+&)�!,%�%!�-��%��� �)��%��%�-!%��
3σ

� �&'�
?σ

� ��+��

�+�!'� ���+/!����%+� �)���&'���& ��-��)%�&'�+'�+�),�%)��&���+/!�� ���&�%��!+����� ��!(�

%������)���,&�=,���&��+��&%�*+!-�-���%�����),+���0�� ������-����-����'�+�)*� %������
3' �

�&'� ?' ���%��)�%��&�)�!0&�%��%��(� ?3 '' ≠ ���'����&'����� �&&!%�)��+���� !��!&�*+�!+���&�

%���!%��+���&'���(� ?3 '' = ��%��&�&!%�!&����)�%��+���� !��!&�*+�!+���%���)�*!)�%������-��&�

�'�&%�(��'�>��%��)�*+� �)���� ?3# ''' == ��

�

���)� �)���+���+/�-���+�),�%����'������ %����!+��+���+/�-���-��%���(� %� %��%� �%��**���)�

+�),�%)� '����!*�'� �&���+/!�� %��!+�� (!+� %��� )%,'�� !(� )%! ��)%� � *+! �))�)� %!� �&)0�+� ��

=,�)%�!&�%��%�)���)�&!%� %!�-�����&�+��!%����+���%�'�����%�6377;�<���!0���+��*+!��)� �%�

!&����&�%��� !&%�$%�!(�(�&�%��)%�%��)*� �)��E���&�%���+�),�%)��&�@��&-�+��6?AAA<��&'����(�%��

6?AA3<�� 0�� �� �$%�&'� %��� !%��+� ��C!+�  +�%�+�!&� (!+� ��  !��!&� *+�!+� %!�  !�*� %� )%�%��

)*� �)�� �%� �)�&�%,+��� %!�0!&'�+�0��%��+�%������%� ��+� %�+�)�%�!&� �&���)!�-��)�!0&�%!�

�!�'��&� !�*� %�)%�%��)*� �)��

�

�%��)�%����!���!(�%��)�*�*�+�%!�)�!0�%��%�%��+���)��&��((�+��%�����&)0�+�%!�%��%�=,�)%�!&��

�&'� %��%�� C,)%� �)� �&� @��&-�+�� 6?AAA<�� %���  !�*� %&�))� �)� &� �))�+������� )��&�(� �& �� !(�

), ����+�),�%��)� ���+������&�%��%�%��+���+����&���!'��)�!(��&%�+�)%�0�� ���&�!�����&(�&�%��

)%�%��)*� �)��&'� �&&!%�-��+�', �'�%!���(�&�%��)*� ��>�0��%��+�(!+���$%�&'�%����**�� �%�!&�

!(�%������%� +�%�+�!&�%!���&���!'��)�%!�0�� �� �%�*+���!,)��� !,�'�&!%�-���**���'������

 !�*� %&�))�����%�%�!&�0������)!�-��)�!0&�&!%�%!�-���)� !&)%+� %�&���)��%�����%��**��+��%�

(�+)%����& ���-���**����&��%!��&��'����**��+�&���&�@��&-�+��6?AAA<��&�!+'�+�%!�)�!0�%��%�����

2&�%,+��.�%�*�:)*� ���!'��)���&���)�&)��%��%��)���'��+��!+!,)��&�%���-!'��!(�%���*�*�+���+��

 !�*� %��

�

�������������������������������������������������
3
�@!+�%���)�/��!(�)��*�� �%����+���0��0������/��%������'�%� �&� ����)),�*%�!&�%��%�%����&%�+��+�����&%�)%�%��

)*� ���)�%������%�!(�%����'����&'�����%�*��)*� ���



� F�

�%�)�!,�'���)!�-��&!%�'�%��%� %������%� +�%�+�!&��)�)��&�(� �&%�-� �,)���%�*+!��'�)�� �&�

*+�& �*���� �� 0��� !(�  �� ,��%�&�� *+� %� ����� ��  !��!&� *+�!+� ����&� �� %�*�� )*� ��� �&� %���

(�&�%��)%�%��)*� �� !&%�$%��!&�� �&�(!+��%���%�*����%+� �)��&'��**���&,��+� ���)!�,%�!&)�

(!+�  �� ,��%�&�� �&��+��&%� *+!-�-���%�� ���),+�)� �&� ��+/!��  ���&)� >� �� ),-C� %� !(� � %����

+�)��+ ��>��&�!+'�+�%!��) �+%��&�0��%��+�!+�&!%�%��+���)��� !��!&�*+�!+��&'��(�!&���$�)%)��

%!��'�&%�(���%�������+����0�%��%����$%�&)�!&���+��!(�%������%� +�%�+�!&�%!�%����!+����&�+���

 !�*� %�)*� �)���%�&!0�-� !��)�*!))�-��������&�/&!0��'���!(�%���*����+).�%�*��)*� �)��

�&� *+�& �*��� %!� �)%���%�� %��� �$*� %�'� ���,�)� !(� +�&'!�� ��+��-��)� -�� ,)�� !(� &,��+� ���

)!�,%�!&)��), ���)�%�!)���**��+�&���&��������+&5&'��:��+����&'���))�++��6?AAD<���

�

���� (!��!0�&�� +!,���  !++�)*!&'�& �)� �$�)%� -�%0��&� +�),�%)� �&� %��)�*�*�+� �&'� %�!)��

%��%��**��+� �&����%� 6377;�<�� )���� (!+� %��� (� %� %��%� %��� +�),�%)� �&� %��%�*�*�+��+�� )%+� %���

����%�'�%!�(�&�%��)%�%��)*� �)��0��+��)�%��%�+�)%+� %�!&��)���(%�'���+�#�

�

	+!*!)�%�!&� 3� ��+�� �)� 6+!,����<� �&� �&(�&�%�� )%�%�� )*� �� ��+)�!&� !(� 	+!*!)�%�!&� F� !(�

���%� 6377;�<1�	+!*!)�%�!&�?���+��  !++�)*!&')� %!�	+!*!)�%�!&�B�!(����%� 6377;�<1� �&'�

)�����+���	+!*!)�%�!&�D� !++�)*!&')�%!�	+!*!)�%�!&�?.��&'�	+!*!)�%�!&�F�%!����!+���3.��

�

�4�������@�����	�	���

�

��(�&�%�!&)�+���%�&��%!�%�*��)*� �)��&'�*+�!+)��&���&�+����**��+��&�)� %�!&�?�3��� %�!&�

?�?���)%)�%�����C!+�'�(�&�%�!&)��&'�+�),�%)�(+!����+/!�� ���&�%��!+��%��%�0����-��,)�'��&�

%��� )�=,���� ����  !&&� %�!&� -�%0��&� ��+/!��  ���&� %��!+�� �&'� %�*�� )*� �)� �)� ��'��

�$*�� �%��&�)� %�!&�D��0�� ����)!��&%+!', �)�!,+�'�(�&�%�!&�!(��&�2�'��))�-��.�%�*��)*� ���

�������&�+�),�%)�!(� %���*�*�+��+�� �&�)� %�!&)�F��&'�B��� %�!&�8�+���%�)� %!� %��� �'���!(���

2&�%,+��.�%!*!�!����&', �'�-��)�&%� %� ������!'����&��%�*��)*� �)��)�!**!)�'�%!�)���&%� �

�!'����&����)�'�) ,))�'��&�@��&-�+��6?AAA<���&'�)�!0)�%��%�%���+�),�%)�!(�%��)�*�*�+��**���

%!� ���� %�*�� )*� �� �!'��)� �&', �'� (+!�� )�&%� %� �  !&)�'�+�%�!&)�� � %�!&� 9� )�!0)� %��%�

 !�*� %&�))��)�&� �))�+��(!+�!,+�+�),�%)��

�

����*�*�+� !& �,'�)�0�%��)!���*!�&%�+)�%!�*!))�-���(,%,+�����&,�)�!(�+�)��+ ��+���%�'�

%!�%���),-C� %���%%�+� !��+�'���+���

�

�

�

�

�

�
?��	���������G���@��������������4���

�

�

?�3���G	��	�
��

�

�� �('���'���� (!+���)�%�!(�*����+)� �)��� %,*��� )			 �) ∈� <�6��� κ� ������)�%�!(�*����+)� �)�

'�&!%�'�-�� H�����3I �) = ��0��+�� ?≥� �� � � �)������),+�-���)*� ��!(��+-�%+�+�� �+'�&���%���



� B�

0�!)�� �����&%)� �+��  ����'� �������� ���� /&!0��'��� (,& %�!&�
	κ !&� � � �)� '�(�&�'� )!� %��%�

<6ωκ 	
�'�&!%�)�*����+�	.)�/&!0��'���0��&�%���%+,��)%�%��!(�%���0!+�'��)�ω ������)��-!��

� � +�*+�)�&%)� �� σ :(���'� !(� ���),+�-��� ���&%)� 6),-)�%)� !(� � <�� �&'� %��� -����()� >� !+�

*+!-�-���%�����),+��>�!(��� ��*����+��%��� ��)%�%��!(�%���0!+�'��)�'�&!%�'�-�� <J6 ω⋅	� ��

�

����/&!0��'���(,& %�!&)� 	κ ���&�+�%��*�+%�%�!&)� 	Π !(�� ��-��

�

<H6<6JI#<6 ωκωκωω 			 =′′=Π �

�

���������!(� )		 ∈Π <6 �)�%���*�+%�%�!&�Π �!(�� �0�� ���)�%���(�&�)%���!&������*�+%�%�!&)�

%��%��+�� !�+)�+� %��&� 	Π � (!+��� �� 	��@!+��� �� �∈ω �� <6ωΠ �'�&!%�)� %��������&%�!(� %���

���%�  !&%��&�&�� ω ���� )!��0��%��!+��  !&)%+, %����0��� %!� '�(�&�� %��� �����&%)� !(� %���

���%�,%���)�)�%��� !& �*%�!(�2+�� ��-���%�.����)%�%��ω′ ��)�����������(+!��ω ��(�%��+���$�)%)�

�� )�=,�& �� ωωωωωω ′== �������� ?3A
), �� %��%� (!+� �� �� H3�����3�AI −∈ �* �� %��+�� �$�)%)� ��

*����+�
*	 ), �� %��%� <6<6 3+Π=Π *	*	 **

ωω �� �%� �)� 0���:/&!0&� %��%� <6ωω Π∈′ � �((� ω′ � �)�

+�� ��-���(+!��ω ��)!�%��%�%���+���%�!&�!(�+�� ��-���%�� �&�-��,)�'�%!�'�(�&��%���*�+%�%�!&�

Π ��

�

��&!%��-�� 	+ �%���σ :(���'���&�+�%�'�-�� 	Π �����)�σ :(���'�0����-��+�=,�+�'�%!�)�%�)(��

%���*+!*�+%��%��%�(!+�����*����+)��

�

�⊆	+ �

�

)!�%��%�%����%!�)�!(�%���/&!0��'���*�+%�%�!&)�!(��� �����&%��+��� :���),+�-����

�

���� *+!-�-���%�� '�)%+�-,%�!&)� <J6 ω⋅	� � �+�� +�=,�+�'� %!� )�%�)(�� %�+��� ��*!+%�&%�

*+!*�+%��)#�

�

��� <J6 ω⋅	� ��)�� :���),+�-����(!+��� ��*����+��&'��� ��)%�%��

���� 3<J<66 =Π ωω		� ��(!+��� ��*����+��&'��� ��)%�%��

����� @!+� ���+�� ���&%� �∈# � %��� (,& %�!&� <J6 ⋅#�	
� �)�

	+ :���),+�-��� (!+� �� ��

*����+�

�

	+!*�+%����<� �&�-��'�) +�-�'��&�0!+')��)�)���&��%��%��� ��*����+��) +�-�)�*+!-�-���%��

!&��%!�0��%����!+�)���/&!0)��	+!*�+%�����<���)�%���(,+%��+���*!+%�&%���*�� �%�!&�%��%��� ��

���&%�/&!0)���)�!+���+�!0&�'�)%+�-,%�!&��������(�%���*����+���)�%0!�'�((�+�&%�'�)%+�-,%�!&)��&�

%0!� )%�%�)� %��&� ��� !+� )���  �&� '�)%�&�,�)�� -�%0��&� %��)�� )%�%�)�� )!� %��%� (!+� �� ��

<6ωω 	Π∈′ �� <J6<J6 ωω #�#� 		 =′ ���

�

�����,��-��	������)���+���:���,�'�(,& %�!&�!&�� ��@!+���*+!-�-���%�����),+��υ �&'���

+�&'!����+��-��� 
�!&� � �� %����.'�����	��!(� 
�0�%�� +�)*� %� %!�υ � �)� ∫�= <6<6# ωυωυ ,

 ��



� 8�

@!+��� ��*����+�	��&'�+�&'!����+��-���
��	.)��$*� %�%�!&�!(�
��'�&!%�'� 
�	
�)�%���+�&'!��

��+��-����

�

∫�= <J6<6#<<66 ωϖϖω 		 ,�

� �

�

E���&��� %�*��)*� ���!&�� �&��)/�0��%��+� %���)*� ������%������ !���%!��$�)%�� �&� �%)�

 ,++�&%� )%�%��� (+!�� �� )*� �� 0�%�� &!� �&(!+��%�!&� �%� ����� -�� %��� *����+)� � =,�+�&�� &�0�

�&(!+��%�!&� !��+� %���� �&'� ,*'�%�&�� %���+� -����()� �&� �� "���)��&� ��&&�+�� �� �� *����+.)�

*!))�-����&�%����-����(�!&�%���&!:�&(!+��%�!&�*+�������)*� ���)� ����'���*+�!+���&���&�+����

����&�*����+�	.)� ,++�&%�%�*���%��+��0����&!%�-����)�&����*+�!+�(+!��0�� ��%���*����+� !,�'�

������++���'��%�%��� ,++�&%�)%�%��(+!��%���6��*!%��%� ��<�*+�������*�)%�>�%��+��0����-����)�%�

!(� *!))�-��� *+�!+)�������&� =,�)%�!&� �)� %��&�0��%��+� !+� &!%� %��� ���&%)� ����� ��  !��!&�

*+�!+�����&�&����*!))�-����&�%�����'�&%� ���-����(�%��%���*���)�%���'�((�+�& �)��&�*+!-�-���%��

�))�))��&%)�  ,++�&%��� )��&� ��!&�)%� %��� *����+)�  �&� -�� �%%+�-,%�'� )!����� %!� �)����%+� �

�&(!+��%�!&�+� ����'�!��+�%������

�

�!+�� (!+������� �&� :���),+�-��� *+!-�-���%�� '�)%+�-,%�!&� � � !��+� � � �)� �� '�	�� (!+�

*����+�	��(�(!+����+�����),+�-������&%� �∈# �

�

∫�= <6<J6<6 ω�ω� ,#�# 	 �

�

�&�0!+')�� � ��)���*+�!+�(!+�*����+�	��(�	.)�%�*�)� <6ω	� ��+��%���*!)%�+�!+)�!(� � � !&'�%�!&���!&�

	.)��&(!+��%�!&�(,& %�!&� 	� ����*+!-�-���%�����),+�� <6��⊆/ ��)��� !��!&�*+�!+��(��%��)���

*+�!+�(!+��� ��!(�%���*����+)� )	∈ ��

�

�)�,),���� #χ ��)�%����&'� �%!+�(,& %�!&�!(��&����&%� �∈# �%�/�&��%������,��3��&�#��&'�A�

!%��+0�)���

�

�

?�?����K���
�����

�

���������	��*������!+������	�	��'����	�	�(�
����	��!&� <�6 �� ��)���(,& %�!&�/�), ��

%��%��

�

��� <J6 ω⋅/ ��)���*+!-�-���%�����),+��(!+��� ��(�$�'� �∈ω �

���� <J6 ⋅�/ ��)��&�� :���),+�-���(,& %�!&�!&�� �(!+��� ��(�$�'����&%� �∈� ��

�

E���&��� %+�&)�%�!&�*+!-�-���%��(,& %�!&�/�������*-����	��!��+� <�6 �� � �)���'�) +�%�:

%�����!�!��&!,)�'�&��� ��� )�)%��� %��%� ��!���)� �&� %���� �&� �  !+'�& ��0�%�� %����:)%�*�

*+!-�-���%��(,& %�!&� <J6 ω�/� �'�(�&�'�+� ,+)������-���

�

<J6<J6<J6<J6<J6 33 ωϖϖωϖϖω −

��

− ∫∫ == ��� ,/�/,/�/�/ �



� 9�

�

(!+����� �∈� ��&'� �∈ω ��

�

@�$� (!+� %��� +�)%� !(� %��)� )� %�!&� �� ��+/!��  ���&� �� !��+� <�6 �� � 0�%�� %+�&)�%�!&�

*+!-�-���%��(,& %�!&�/��

�

��%� <6�� �'�&!%��%���)*� ��!(�*+!-�-���%�����),+�)�!&� � ��0�%��%��)�)*� ��&�%,+�����

!,%(�%%�'�0�%��%����&', �'�0��/L�%!*!�!�����%��)�*!))�-���%!�+���+'�/��)���(,& %�!&�(+!��

<6�� �%!� <6�� ���)�(!��!0)��@!+��� �� <6��∈υ ����%�

�

<6<J6#<<66 ωυωυ ,�/�/ ∫�= �

�

���&�/� � %)� !&� <6�� � -��0��� !(� /υυ � �� M�� 0���� �&%�+ ��&���-���0+�%�� �υ � %!�

)%�&'�(!+�%���)����%��&���)� /υ ���  �*%�&��%������'�&!%�%�!&����-,)��!(��'�&%�(��&����0�%��

�%)� %+�&)�%�!&� *+!-�-���%�� (,& %�!&�� 4)�&�� %��)� &!%�%�!&�� �� *+!-�-���%�� ���),+�� υ � �)�

	�-��	����0�%��+�)*� %�%!�%�����+/!�� ���&����(� �υυ = ���(�), �������),+���$�)%)�����)�

)��'�%!��'��%��&��&��+��&%�*+!-�-���%�����),+���

�

����%+�&)�%�!&�*+!-�-���%��(,& %�!&�/� �&���)!�-�� !&)�'�+�'��)�!*�+�%�&��!&�-!,&'�'�

(,& %�!&)��&�%���(!��!0�&��0����@!+��� ��-!,&'�'��&%��+�-���(,& %�!&�
�(+!��� �%!������%�

�

∫�= <J6<6#<<66 ωϖϖω ,/
/
 �

�

���&� /
 �)���0���:'�(�&�'�-!,&'�'�(,& %�!&������&��0��0����*�+��%�!,+)����)�%!�0+�%��

�
 %!����&� /
 ���

�

�(�υ ��)��&��&��+��&%�*+!-�-���%�����),+��0�%��+�)*� %�%!�%�����+/!�� ���&����%��&�/�

 �&���)!�-�� !&)�'�+�'� %!�-���� ��&��+�!*�+�%!+�!&� <�6#<6 33 υυ ���= �� �&%!� �%)��(��M�� �&�

%��&�'�(�&���(!+��&��*��&'� <63 υ�
 ∈ �

�

∫�= <6<J6#<6 ϖωϖω 
,/
/ ** �

�

M��������&��''�%�!&�%��� !& �*%�!(�%���
�)N+!����&��'�(�&�'��)�

�

∑
−

=

=
3

A

<6 <6
3

#<6
�

*

*� 
/
�


/ ωω �

�

�(�� ���)���%!*!�!���τ ��'�&!%��%��� ��))�!(�-!,&'�'� !&%�&,!,)�(,& %�!&)�0�%��+�)*� %�

%!� τ (+!�� � � %!��� -�� <6�� �����&� %���  ���&��� )�%�)(��)� %���0��*�1������ *+!*�+%�� �(�/�

��*)� <6�� �%!� <6�� ���

�



� ;�

��%�ϕ �-����&!&:%+������σ :(�&�%�����),+��(!+�%���)*� ��� ������+/!�� ���&����)�ϕ 2

	���,��	�����(��

�

A<J6
3

>∑
∞

=�

� �/ ω �

�

(!+����� �∈ω �0��&���+� A<6 >�ϕ �(!+� �∈� ���

�

M��0������/��,)��!(� %��� (!��!0�&�� ��*!+%�&%� %��!+��)� (+!�� %��� %��!+�� !(���+/!��

 ���&)�� ���)�� %�+��� %��!+��)� �**��+�� �&� ��+&5&'��:��+��� �&'� ��))�++�� 6?AAD<��

+�)*� %������ �)� ���!+��� 9�?�D�� 	+!*!)�%�!&� F�?�?�� �&'� �&� �������� !(� ���!+��� ?�D�F��

	+!*!)�%�!&�?�F�?��&'�	+!*!)�%�!&�?�F�D#�

�

�������� 6�$�)%�& ��!(� �&��+��&%�*+!-�-���%�����),+�<����%� � �-���� !�*� %���%+� �

)*� ��� �&'� ��%� �� -�� �� ��+/!��  ���&� !&� � �� ���&� �� �'��%)� �&� �&��+��&%� *+!-�-���%��

���),+���

�

�������� 64&�=,�&�))�!(� �&��+��&%�*+!-�-���%�����),+�<����%��� -�� �� ϕ :�++�', �-���

��+/!�� ���&��&'�),**!)��%��%�/��'��%)��&��&��+��&%�*+!-�-���%�����),+��υ �����&�υ ��)�

%���,&�=,���&��+��&%�*+!-�-���%�����),+��(!+�/���

�

��������6"�+/�!((.)��+�!'� �%��!+���(!+���+/!�� ���&)<����%���-������+/!�� ���&�

�&'�),**!)��%��%�/��'��%)��&��&��+��&%�*+!-�-���%�����),+��υ ��@!+����+�� <63 υ�
 ∈ �%��+��

�)���(,& %�!&� <63
L υ�
 ∈ �), ��%��%��

�
L<6 

/ � → �υ :���!)%����+�0��+��

�

�&'�

�

∫ ∫= υυ ,
,
 ��L �

�

�&��''�%�!&���(�υ ��)�%���,&�=,���&��+��&%�*+!-�-���%�����),+��!(����%��&� L
 �)� !&)%�&%�

υ :���!)%����+�0��+����&'� ∫= υ,

 �L ��υ :���!)%����+�0��+���)!�%��%�

�

%���%���:���+���� ����� <6 =∞→ 
/ �

� %���)*� �:���+����� ∫ υ,
 � ��υ :�����

�

�

D���G	��	�
��M�������������K���@����M��K�
�

D�3��������E��G	��	�
��������K���
�����

�

�&�%��)�)� %�!&��0��+���%��%��� !& �*%)�!(�%�*��)*� �)��&'���+/!�� ���&)��

�



� 7�

@�+)%��&!%��%��%�-��'�(�&�%�!&��%���*+!-�-���%�����),+�� <J6 ⋅⋅	� �!(��� ��*����+�	�)�%�)(��)�

%���  !&'�%�!&)� (!+� -��&�� �� %+�&)�%�!&� *+!-�-���%�� (,& %�!&�� ��& ��0��  �&� �))! ��%��0�%��

�� ��*����+�����+/!�� ���&�-�)�'�%��%�*+!-�-���%�����),+����&'���-����%� 	� ���

�

�&���&�+��������&��&�� %0!�*+!-�-���%�����),+�)� 3/ ��&'� ?/ ��!&�� �&� (,+%��+�'�(�&����

&�0�*+!-�-���%�����),+�� <J63? ω�// �-��

�

∫�= <J6<J6<J6 3?3? ωϖϖω ,/�/�// �

�

���)�!-��!,)���  �&�-�� �%�+�%�'� �&��&,�-�+�!(� %���)�� �&�*�+%� ,��+�� ����&� �����),+��

/ ��0��+� �*�%,��%��%���'�(�&�%�!&�!(�%����&(�&�%��)�=,�& ��!(����),+�)� 3<HJ6I ≥⋅ �

�
/ ω ��

�

�&�!,+�)*� �(� � !&%�$%������&��&��%0!�*����+)�	��&'�  ��&'������),+�-������&%���� %���

*+!-�-���%��'�)%+�-,%�!&� <J6 ω���  	 �-�)�'�!&� 	� �&'�  � ��)�)�����+���'�(�&�'�-��

�

∫�= <J6<J6<J6 ωϖϖω  	 	 ,������ �

�

�&� *�+%� ,��+�� ����&� �&� �����&%� σ � �&� �(�6)<�� %��� )�%� !(� ���� *�+�,%�%�!&)� !(� %���

�����&%)�!(�)��'�(�&��

�

<6<36# ���� σσσ �= �

�

�%�+�%�������-��,)�&��%����-!���%!�'�(�&�� <6<36 �� �� σσ − �� %��&� <6 <6<36<?6 ��� ��� σσσ −− ���&'�)!�(!+%���

������+/!�� ���&�-�)�'�!&� σ� 0����-����-����'� σ� ��

�

M�� �&�&!0�+�:�&%�+*+�%���+�!,)�&!%�!&)�+���%�&��%!��� %�*��)*� ��0�%��&�%�����+/!��

(+���0!+/���

�

@�+)%��&!%��%��%�(!+��&��(,& %�!&�
�!&�%���)%�%��)*� ��� 
� 	
�)�*+� �)����%����$*� %�%�!&�

!(�
��&�*����+�	.)��)%���%�!&�����)��)�2%���*+����� �)�.�6 (�����%�6377;�<<���&�%���)�&)��%��%�

%����$*� %�%�!&��)�0��%��)�,),����� !&)�'�+�'�!(�� !&!�� �)��&�(� �& ���&'���*!+%�& ����)�

*����+)� �!!)��%���+�� %�!&)�-�� !�*�+�&��%���+���%�����$*� %�%�!&)�!(�(,& %�!&)���

�

� !&'��',���%!�%��)��)���&��&��+��&%�*+!-�-���%�����),+��υ �0�%��+�)*� %�%!�%�����+/!��

 ���&� 	� ��)�*+� �)������*+�!+�!(�*����+�	���� !��!&�*+�!+��)���*+!-�-���%�����),+��%��%��)�

)��,�%�&�!,)����&��+��&%�0�%��+�)*� %�%!�����{ }
)		� ∈ ���

�

��)�=,�& �� ����<�6 ?3 		� = �!(������&%)�!(�)��)� ����'��&�)2��3�������(�(!+��� ��*����+�	��

*		 = �(!+��&(�&�%������&��*)������	������,��.'�����	��!(���+�&'!����+��-���
�0�%��+�)*� %�

%!�%���):)�=,�& �����)�%���)�=,�& ��!(�+�&'!����+��-��)� ∞
=3H���I

3 *		 
��
*

��



� 3A�

�

E���&�%����'�&%�(� �%�!&�!(� 
�	 0�%�� 
� 	 ��0�� �&�0+�%�������&���*�+�,%�%�!&�σ �!(�)����

�

<6<36<6<36<6<36### ��� ��������� σσσσσσσσσ ��� ===== �

�

����	������,��.'�����	��
�
�0	������'������σ ��)�'�(�&�'�-��%���)�=,�& �� ∞
=3HI *

* 
�σ ��

�����%�+�%�'��$*� %�%�!&�!(�
�0�%��+�)*� %�%!�σ ��)��!(� !,+)���%����%�+�%�'��$*� %�%�!&�!(�
�

0�%��+�)*� %�%!�%���):)�=,�& ���

�

<����6<�����36<�6<�����36 �� σσσσ �

�

�)�'�(�&�'��-!����

��

�

D�?������"����G	��	�
��

�

��%�*��)*� �� )			 �) ∈� <�6��� κ� �0�%����%!*!�!���τ �!��+�� �0����-��%�+��'��,�	��	����

�(��%�)�%�)(��)�%��� !&'�%�!&)#���

�

��� �� ��)%�%�� �∈ω ��)� !&%��&�'��&��&����&%� <6ω# �), ��%��%� A<J<66 >ωω#�	 �

(!+�����	��

���� ����  !++�)*!&'�& �� <J6 ωω ⋅	�� � �)�  !&%�&,!,)� 0�%�� +�)*� %� %!� %���

%!*!�!���τ ��&'�%���0��/L�%!*!�!���!(� <6�� �

�

���)������ )���� %!�-�� �+%�(� ���� +�=,�+���&%)�� -,%� %���� �+�� 2&�%,+��.� �&� �� )�&)�� %��%�

0����-���$*���&�'��&�%���)� %�!&�!&�)�&%� %� ��!'��)�!(�%�*��)*� �)���

�

�!%�� %��%� (+!��*+���!,)� '�(�&�%�!&)�� �%� ����'��%���� (!��!0)� %��%� �&� �'��))�-��� %�*��

)*� ��)�%�)(��)�%���*+!*�+%��)�%��%� A<J6 >ω#�	 �(!+����+�����&%�#�!(�&!&:��+!����),+���&'�

&!&:��+!��&%�+)� %�!&�0�%�� <6ω	Π ���&'�%��%��

�

∫� <J6<6 ωϖϖ 	,�
 �

�

�)� !&%�&,!,)��&�ω �(!+����+�� <6�∈�
 ��

�

�(��&��''�%�!&�%!�%����-!��� !&'�%�!&)� <�6 τ� ��)� !�*� %���%+� �)*� ���%���%�*��)*� ��

τκ �<�6��� )			 �) ∈� � �0���� -��  ����'� ����'���� �,�	��	���� �'���� �&� )�!+%�����+��� ���� %���

+�),�%)� �&� %��)� *�*�+� 0���� ��& �(!+%�� �)),��� ��  !�*� %� �'��))�-��� %�*�� )*� ��� @!+�

&!%�%�!&�����)��� τκ �<�6��� )			 �) ∈� � �0����(+�=,�&%���-��0+�%%�&�)��*����)� <�6 τ� ��

�

�



� 33�

F��
������	���������
��	�
�������"����G	��	�
��

�

E���&� �&�� Π∈4 �� %��� +�)%+� %�!&� !(� 	� � %!�4� �� (!+� �&��*����+� 	��0���� -��0+�%%�&� �)�
4

	� ��E���&���*�+�,%�%�!&�σ ��&��(�6)<��%���+�)%+� %�!&�!(� σ� �%!�4��)�)�����+���'�&!%�'�

-� 4�σ ���

�

������3��E���&���%�*��)*� ��� �)�%�)(��&��*+!*�+%��6�<�!(��'��))�-���%�*��)*� �)��(!+�

�&��*�+�,%�%�!&� σ � !(� )� �&'�*����+� 	�� (!+� �&�� �+-�%+�+��*��+�!(� )%�%�)� ω �� <6<6 ωϖ σ 	Π∈ ��

A<J<66 >ωϖσ #� ��

�

	���@����%�ω �� <6<6 ωϖ σ 	Π∈ ��"��*+!*�+%�� 6�<�!(��'��))�-��� %�*��)*� �)�� %��+���$�)%�

���&%)� <6ω# � �&'� <6ϖ# � ), �� %��%�� (!+� � 	 ≤< �� A<J<66<6 >ωωσ #�  1� (!+� 	* <≤3 ��

A<J<66<6 >ϖϖσ #� * 1� �&'� -� �,)�� A<J<66<6 >ϖϖσ #� 	 � �&'� <J<66<J<66 <6<6 ϖϖωϖ σσ #�#� 		 = �

6�)� ω �� <6<6 ωϖ σ 	Π∈ <�� �%� (!��!0)� %��%� A<J<66<6 >ωϖσ #� 	 �� 4&+������&�� %��� +� ,+)����

'�(�&�%�!&�!(�
<6<36 ��� σσ � ��%��)��(� %)�%�/�&�%!��%��+���*���%��%� A<J<66 >ωϖσ #� ��

�
�

	��	�������3��@!+��&��*�+�,%�%�!&�σ �!(�)���&'�(!+��&�������&%�4�!(�%������%�!(���

 !�*� %��'��))�-��� %�*��)*� �� <�6 τ� �� 4�σ ���)���,&�=,�� �&��+��&%�*+!-�-���%�����),+��
4

σπ ��

�

	���@��"�� %��� �)),��'� *+!*�+%��)� !(� �&� �'��))�-��� %�*�� )*� ��� %�����+/!����%+�$�
4

	� <6σ �� (!+� �&�� 	�� )�%�)(��)� %��� 0��/� @����+� *+!*�+%��� ���� 0��/� @����+� *+!*�+%�� !(� %���

*�+�,%�%�!&� ��%+�$� 4�σ �� (!��!0)� +��'���� -�� �%)�  !& �%�&�%�!&� (!+��%�!&� ����
4

�

4 �� <6<36 σσ � ������ !�*� %&�))�!(�%�����%+� �%!*!�!���τ �%��&��,�+�&%��)�%����$�)%�& ��

!(��%� ���)%�!&�� �&��+��&%�*+!-�-���%�����),+�� (!+� 4
�σ �� 4

σπ ��-���**�� �%�!&�!(��� %��!+���

=,!%�'��-!����

�

��$%��)��� %��&��+-�%+�+�����&%� 4� ⊆ ), ��%��%� A<6 >�4

σπ ��"��'�(�&�%�!&�!(���*+�!+��

0��  �&� +��'���� )��� %� �� )%�%�� �∈′ω � ), �� %��%� A<<6J6 <36<36 >′Π ωσσ �� � 6!%��+0�)�� %��+��

0!,�'�-���� !&%+�'� %�!&�%!�%����)),�*%�!&�%��%� A<6 >�4

σπ <��

�

��%� 4∈ω � -�� )��� %�'� �+-�%+�+����� �,�� %!� %��� (� %� %��%� ω � �&'� ω′ � )��+�� %��� )����

�����&%�!(� %������%�� ω′ � �)� +�� ��-��� (+!�� ω �����)����&)� %��%� %��+���$�)%)��� )�=,�& ��

H�������I ?3A ωωωωωω ′== �
� ), �� %��%� (!+� �� �� H3�����3�AI −∈ �* �� %��+�� �$�)%)� �� *����+�

*	 ), ��%��%� <6<6 3+Π=Π *	*	 **
ωω ���

�



� 3?�

M�� �&�&!0�'�(�&��%���(!��!0�&���%�+�%����*+! �))#�-��'�(�&�%�!&��%��+���)���*����+�
A	 �

), �� %��%� <6<6 3A AA
ωω 		 Π=Π �� �%� )%�*� A� !(� %��� �%�+�%���� *+! �))�� 0��  !& �,'�� (+!�� %���

������%��%� A<J<66 A3 >ωωσ #� ���%�)%�*�3��%��+���)���*����+�
3	 �), ��%��%� <6<6 ?3 33

ωω 		 Π=Π ��

��& ��6����&�-���**���&��%��������<�(+!�� A<J<66 3? >ωωσ #� ��&'�)%�*�A��0���++����6(+!��

%���'�(�&�%�!&�!(� ?

σ� <��%� A<J<66 A?

? >ωωσ #� ��

�

�%� )%�*�  �� %��+�� �)� �� *����+�  	 � ), �� %��%� <6<6 3+Π=Π  	 	   
ωω �� ��& �� (+!��

A<J<66 3 >+   #� ωωσ � �&'� )%�*� 3− �� 0�� �++���� 6(+!�� %��� '�(�&�%�!&� !(�  �σ <� �%�

A<J<66 A3

3 >+
+ ωωσ  

 #� ��

�

�%� %����&'�!(� %���*+! �))�� %��� !& �,)�!&� �)� A<J<66 A >ωωσ �

� #� ��@�&������-���� )����%�

%0��/�&��!(� %���*+!!(�!(� ������3�� (+!�� %��� (� %� %��%� A<J6<36 >=′ ��� ωωσ � �&'� %��%� (!+�

)*∈ �� A<J<66<6 >��* #� ωωσ ��0�� �&�)�!0�%��%� A<J6 >′ωσ �� ��)!�%��%� A<J6 A

3 >+ ωσ ��� ��M��

%�,)�  !& �,'�� %��%� 4
�σ � �)� 4

σπ :�++�', �-���� ��& �� (+!�� %��� ,&�=,�&�))� !(� �&��+��&%�

*+!-�-���%�����),+��%��!+���� 4

σπ ��)�,&�=,�����

�

	��	�������?��@!+��� !�*� %��'��))�-���%�*��)*� ��� ��%���(!��!0�&�� !&'�%�!&)��+��

�=,�����&%��

�

��� π ��)��� !��!&�*+�!+�!&�� �

���� π � �)� �&� �&��+��&%� *+!-�-���%�����),+�� !(� %�����+/!��  ���&� 	� (!+� �� ��

)	∈ �

����� π � �)��&� �&��+��&%�*+!-�-���%�����),+��!(� %�����+/!�� ���&� σ� � (!+��� ��

*�+�,%�%�!&�σ �

�

	���@�����)��)�%��� !�*� %:)*� ���=,�����&%�%!�	+!*!)�%�!&�B�!(����%�6377;�<���&'�

%���*+!!(��)�&��+����'�&%� �����

�

���!)%�����'��%����(+!��%���'�(�&�%�!&)���<��&'���<��+���=,�����&%�����%���<���*���)����<�

�)� =,�%�� ��)�� >� �(� ππ =	� � (!+� �� �� *����+�� %��&� !&��  �&� ),  �))������  �� ,��%��

ππππ σσσσσ ==== <6<6<?6<6<36 ���<6<6 ��� ����� �� �(!+��&��*�+�,%�%�!&�σ ��

�

�%� +����&)� %!� )�!0� %��%� ���<� ��*���)� ��<�� ,**!)�� ���<� �&'� ��%� π � -�� %��� �&��+��&%�

*+!-�-���%�����),+�����,)�

�

ππ =<6 ?3 ���� � �

�

�,�%�*���&��(+!��%���+���%�-�� 3� ����)�

�



� 3D�

33?3 <6 ����� � ππ =� �

�

!�
3�π �)� �&� �&��+��&%�*+!-�-���%�����),+��!(� 3? ��� �� ��",%�-�� ���<�� π � �)� �&� �&��+��&%�

*+!-�-���%�����),+��!(� %�����+/!�� ���&� 3? ��� �� ���&'�-�� %���*+���!,)�*+!*!)�%�!&�

3? ��� �� � ��)� �� ,&�=,�� �&��+��&%� *+!-�-���%�����),+�����,)�� ππ =3� � �&'� )�����+���

ππ =	� �(!+�����	�����

�


�������G��@!+��� �� Π∈4 �%��+���$�)%)��%��!)%�!&�� !��!&�*+�!+�!&�4����

�

�

B���	���4�������������������	�
�����������
������	�����

�

	��	�������D��E���&��� !�*� %��'��))�-���%�*��)*� ��� ��(!+��� ��+�&'!����+��-���


� !&� � � �&'� *�+�,%�%�!&� σ �� 
�
�

�

<6
��� σ∞→ �$�)%)�� �&'� !&� �� �� �����&%� 4� �&� Π � �)�

 !&)%�&%��&'��)��=,���%!� 
4

σπ �� 4

σπ :���!)%����+�0��+����

�

	���@�����)�(!��!0)�(+!��%���*+���!,)�*+!*!)�%�!&)��&'�"�+/�!((.)��+�!'� �%��!+����

=,!%�'��-!������

�

�

	��	�������F��E���&��� !�*� %��'��))�-���%�*��)*� ��� ��0�%�� HI�=Π ���� !��!&�

*+�!+��$�)%)��((�(!+��� ��+�&'!����+��-���
��%��������&%)�!(� <H6JI���
<6

)�(�
�
�

� ∈∞→ σσ �

 !&��+��� σπ :���!)%����+�0��+��%!�%���)��������%���!+�!��+���(�π ��)�%��� !��!&�*+�!+��

%��&�%��)�����%��)� 
π ��π :���!)%����+�0��+���

�

	���@���)� �-!���� 
�
�

�

<6
��� σ∞→ �)�  !&)%�&%��� 
σπ �� σπ :���!)%� ���+�0��+���0��+��

σπ �)�%���,&�=,���&��+��&%�*+!-�-���%�����),+��!(� σ� �!&�� ����,)��(!+��� ��
��%�������%)�

(!+� ���� σ � �+�� +�)*� %������ σπ :����� �=,��� %!� �� �� !%��+� �((� (!+� �� �� 
�� 
σπ �+�� σπ :�����

 !&)%�&%����=,���%!�!&���&'�%���)�������,��(!+�����σ ���

�


���+�����(�%��+���)���*+!-�-���%�����),+��π �), ��%��%� ππσ = �(!+�����σ ��%��&� 
σπ �+��

�����=,���%!��� ��!%��+���&�%���!%��+�'�+� %�!&���(��&�*�+%� ,��+�(!+��� �� �∈# �� #χπσ ��+������

�=,���%��&�%��+���)���*+!-�-���%�����),+�� π �), ��%��%� ππσ = �(!+�����σ ������)���!,&%)��

����&�*+���!,)� ����)��%!�)���&��%��%�π ��)��� !��!&�*+�!+����

�

�

M�� �&�),���+�)��%��)��+�),�%)��)�(!��!0)#�

�

���������E���&� ��  !�*� %� �'��))�-��� %�*�� )*� �� � � ), �� %��%� HI�=Π �� (!+� �� ��

+�&'!����+��-��� 
� �&'�*�+�,%�%�!&� σ � !(� %��� *����+)�� %��� �%�+�%�'� �$*� %�%�!&� !(� 
�0�%��

+�)*� %�%!�σ � !&��+��)��&'�%������,��!(��%)�����%��)� !��!&�/&!0��'�����!+�!��+��%��+��



� 3F�

�$�)%)��� !��!&�*+�!+��(��&'�!&����(�(!+��� ��+�&'!����+��-����%��)� !��!&�/&!0��'���

%��%� ���� �%)� �%�+�%�'� �$*� %�%�!&)�0�%�� +�)*� %� %!� ���� *�+�,%�%�!&)�  !&��+��� %!� %��� )����
���,����

�

�

8������G���
��
������������������4������	���EG�

�

�

8�3������G���
��
�@�4���������@��G	��	�
��

�

����)�&%� %� � !&)%+, %�!&�!(�%�*��)*� �)��)�'����!*�'��&'��$*�!+�'�(,�����&��,��&&�

63777<��&'�@��&-�+��6?AAA<���&�����-+��(�),+�����),((� ��&%�(!+�%���&��')�!(�%��)�*�*�+���)�

*+�)�&%�'���+���

�

����)�&%� %� � !&)%+, %�!&�-���&)�0�%������)%�!(���%%�+)��&��&���*��-�%���� ����%%�+� �&�

-�� +���+'�'� �)� +�*+�)�&%�&�� �� &�%,+��� !  ,++�& ��� ����� %��� ��%%�+� .� ����%� +�*+�)�&%� %���

!  ,++�& ��!(�2%���*!,&'�0����+�)������&)%�%���'!���+�&�$%��!&%�.�!+�(�����%�)%�&'�(!+�2%���
)��+��*+� ��0����(�����%����)%�-��D��&'�3OF�&�$%�0��/.������)�&%�$��)�%��&���&�+�%�'�-��%���

��%%�+)� �&'� %��� *����+).� -����()� �&'� /&!0��'���� �%�  !&%��&)� ���� *!))�-��� (!+�,���� %��%�

 !++�)*!&'� %!� )%�%���&%)� �-!,%� %��� !  ,++�& �)�� %��� /&!0��'��� !(� %��� *����+)�� %���+�

/&!0��'����-!,%�%���-����()�!(�!%��+)���&'�)!�(!+%����

�

�!+��(!+���������&!&:��*%��(�&�%��)�%�!(���%%�+)�α  !&)%�%,%�)��&���'���������(!+�,���

�)���(�&�%��)%+�&��!(�)��-!�)�!-%��&�'�-���**���&��%���(!��!0�&��(!,+�+,��)�(�&�%����!(%�&#�

�

��� ���+����%%�+��)���(!+�,���

���� �(�
��&'�&��+��(!+�,����%��&�)!��)� &
 ∨ �

����� �(�
��)���(!+�,���%��&�)!��+�� <6 
¬ �&'� <6 
*	 �(!+����� )	∈ �

���� �(�
��)���(!+�,���%��&�)!��+�� <6 
'	

λ �(!+����� )	∈ ��&'����+��+�%�!&���&,�-�+�

3A ≤≤ λ �

�

�����&%�&'�'�)���&%� ��&%�+*+�%�%�!&�!(�%��)��)��-!�)��)� %��%� &
 ∨ �)%�&')�(!+�2
�!+�

&.�� <6 
¬ � )%�&')� (!+� 2&!%� 
.�� <6 
*	 � ���&)� 2*����+� 	� /&!0)� 
.�� �&'� <6 
'	

λ � �)� 2���&%� 	�

-������)�
�0�%��*+!-�-���%���%����)%�λ .��

�

������,���)%���!(�(!+�,�����)���)�%�!(�(!+�,����0�� ��)�%�)(���

�

<6<6 �&
�
 ∈⇒∧∈ ����*���)�� �&∈ ��

�

����)%����)��'	����	����(�����,��(��%�)�%�)(��)��

�

<6 �
 ∈ ���*���)� �
*	 ∈ �(!+�����*����+)�	�

�



� 3B�

������&�(�����,� ��)%� �)��� ��)%�0�� �� �)�-!%�� �!)�'��&'��*�)%��� ����� �!)�'�����+��

(!+�,���%��%� �)� �&�%���)%+!&�� �!),+��!(�%�����)%�!(�(!+�,����)%�%���&�%����**�&'�$�%!�%��)�
*�*�+��)��������&(���

�

��������
�����0��,�ω ��)��� �!)�'���)%�%��%� !&%��&)�����%�,%!�!���)��&'�), ��%��%�(!+�

���+�� (!+�,��� 
� �%� )�%�)(��)� ω∉¬
 � �((� ω∈
 �� �� )%�%�� !(� %��� 0!+�'� �)� %�,)� �� (,���

'�) +�*%�!&� !(� (!+�,���� %��%� �!�'� �&'� �+��  !��+�&%� �&� %��� )�&)�� !(�  !&%��&�&�� &!�

 !&%+�'� %�!&)���
�

��*��+�&�� !(� ��*��-�%� α � �&'� ��)%� !(� *����+)� )� �)�  ����'� ������.��� �&'� %��� )�%� !(� ����

(!+�,���� ��&�+�%�'� -�� ��  !&%�$%� �)�  ����'� �%)� �(���.�� ���� )�%� !(� ���� )%�%�)� !(� %���0!+�'�

'�(�&�'��&���)�&%�$��)�'�&!%�'�-��� ���&'��)� ����'�����	-�������'�����

�

8�?�����������
��@�G�����

�

E���&��� !&%�$%��&'�)�&%�$�� %���)�%�!(�)%�%�)�!(� %���0!+�'� �&�-���))��&�'���&�%,+���

)���&%� �)%+, %,+���)!�%��%�0��+� �*�%,��%��%���)���&%� )�!(���%�*��)*� ����&�!+'�+�%!�'!�

%��)��0��&��'� %!� '�(�&�� %��� (,��� %,*��� )			 �) ∈� <�6���� κ� � �� %!� �!� ��!&��0�%�� %��� )�%� !(�

*����+)�)��&'�%���,&���+)���)*� ���0�%��0�� ��0���+������&��

�

���� /&!0��'��� (,& %�!&)� 	κ � �))��&� %!� �� �� )%�%�� !(� %��� 0!+�'� ω � %��� )�%� !(� ����

(!+�,���� �&� ω � %��%� -���&� 0�%�� %��� )��-!�� 	* � �����

H�(!+�,���)!��(!+��JI<6 &&*

 		 =∈= ωωκ �����)��)�),((� ��&%� %!���&�+�%��%���*�+%�%�!&)�

-��0���!(��

�

� <6
<6

ωκ
ω

	
	
 
*	 �

∈
=Π �

�

@!+��� ��(!+�,���
�� 
� '�&!%�)�%������&%�%��%�
�!-%��&)�����&�&���

�

HJI ωω ∈�∈= 
� 
 �

�

����σ :(���'���&�+�%�'�-������%������&%)� 
� �%��&�(!+�)� � ������*+!-�-���%�����),+�)�

<<6J6 ω		� Π⋅ ��+��)�%�-��

�

H��3AJ),*I<<6J6 ωλλλω λ ∈∈≤≤=Π 
'�� 		
	 � �

�

�&'�'�(�&�&�� <<6J6 ω		� Π⋅ ��&���&�+����)�%����$%�&)�!&�!(�%��)�%!�����!(�� ��

�
8�D��������4������	���EG�

�
E���&� �� ,&���+)��� )*� �� � � ��&�+�%�'� -�� �� )�&%� %� �  !&%�$%�� %��� ),-:-�)�)� (!+� %���

���������'�&(�!&�� ��)�%���)�%�!(��������&%)� 
� 0��+���
���)���(!+�,�����



� 38�

�

M�%�� %��)� -�)� � '�(�&�%�!&� %!� ��&'��0��  �&� *+!��� �� )�+��)� !(�  ����)� )�!0�&�� %��%� ��
)���&%� � %�*�� )*� �� ��&�+�%�'�-�� �� )�&%� %� �  !&%�$%��0�%�� %���&�%,+��� %!*!�!���� (,�(��)�

%����)),�*%�!&)�&��'�'�(!+�%������&�*+!*!)�%�!&)�*+!��'��&�%��)�*�*�+��M���!*��%�,)�%!�

C,)%�(��%���),**!)�%�!&�!(�%�!)���)),�*%�!&)���&�%���)�&)��%��%�0�� �&��$*� %�%��%�2�!)%.�

!(�%���%�*��)*� �)�!(��&%�+�)%��&��**�� �%�!&)�0����-����&�+�%�'�(+!��)�&%� %� � !&%�$%)��

�


�����3���� ��)%�%�� �∈ω ��)� !&%��&�'��&��&����&%� <6ω# �), ��%��%� A<J<66 >ωω#�	 �

(!+�����	��

�

	���@��@�+)%��0��)�!0�%��%�(!+��� ��*����+�	�%��+���)���(!+�,��� 	& ��&'��&����&%�
	&� �

), ��%��%�
	&�∈ω �&'� A<J6 >ω

	&	 �� ���!�)�!0�%��)���)),���%��%��%��)�&!%�%+,������&����)%�&��

%���'�&,��+�-���(!+�,���� !&%��&�'��&�ω ��)� ����H�I ?3 

 �� A<J6 =ω
 
	 �� �(!+��� �� ��)!�%��%�

ω∈ 	 
'A ��&'� ωλ ∈¬  	 
' �(!+����� �∈λ ��",%�%���%�,%!�!���)�6)���%����**�&'�$<���*���%��%�

 		 	 
'*
' AA ⇒ � �&'� <6 A3A

 		 		 
''
'* ⇒ ��0�� �����&)� %��%� ω∈<6 A3

 		 
'' �� �&'�0�������

+�� ��'��� !&%+�'� %�!&����& ��%��+���)���(!+�,��� 	& ), ��%��%� A<J6 >ω
	&	 �� ��&'�

	&�∈ω ��

�

��$%��&!0�%��%�0������� %!���&'� %���(!+�,���� H������I ?3 �&&& ��-� �,)�� A<J6 >ω
	&	 �� �

0�� ����� ��  !++�)*!&'�&�� ��)%� H������I ?3 �λλλ � ), �� %��%� A>	λ � (!+� ���� 	�� �&'� ωλ ∈		 &' 	 ��

%�+%�&��(+!��*����+�3��&�%�����)%��(+!��%���%�,%!�!���)�
?33 &&& ∨⇒ ��)!� <6 ?333 &&&* ∨⇒ ��

�&'� ��& �� <6 ?33

3

3 &&&' ∨⇒ �� %�,)� <6 ?3333
33 &&'&' ∨⇒ λλ �� ���)� ���&)� %��%�

ωλ ∈∨ <6 ?33
3 &&' �� ��& �� A<J6

?33 >∨ ω&&�� � �������+� +��)!&�&�� ���')� %!� A<J6
?3? >∨ ω&&�� ��


!&%�&,�&�� %��)� ��&�� !(� +��)!&�&�� �&� �&� �%�+�%���� ��&&�+�� 0��  �&� ���&%,����� )�%�

�&&&� ∨∨∨= ���?3 �� �&'�  !& �,'�� ωλ ∈<6�' 	

	 �� ��& �� A<J6 >ω�	 �� � )��,�%�&�!,)��� (!+�

����	��M+�%�&�� ��# =#<6ω ��%���*+!!(��)� !& �,'�'����

�

�


�����?������ !++�)*!&'�& �� <J6 ωω ⋅	�� ��)� !&%�&,!,)�0�%��+�)*� %�%!�%���%!*!�!���

τ ��&'�%���0��/L�%!*!�!���!(� <6�� ��

�

	���@�����)��)�*+!��'��&�%���*+!!(�!(����!+���8�!(�@��&-�+��6?AAA<����

�

�


�����D��� ��)� !�*� %��&�%���&�%,+���%!*!�!����

�
	���@�����)��)�*+!��'��&�������3�!(�@��&-�+��6?AAA<����

�

�


�����F������&�%,+���%!*!�!����)���,)'!+((��

�



� 39�

	���@������),-:-�)�)�(!+�%���&�%,+���%!*!�!���!&�� ��)�%���)�%�!(��������&%)� 
� 0��+���


���)���(!+�,������& ���� �����&%� 
� ��)��&�!*�&�)�%���& ��(!+����+��%0!�)%�%�)�%��+���)���

(!+�,���%��%��!�')��&�!&��)%�%��0������%)�&���%�!&��!�')��&�%���!%��+�)%�%���%�����,)'!+((�

*+!*�+%��(!��!0)�����'��%�������

�

�


�����B������&�%,+���%!*!�!����)�+��,��+��

�

	���@��"��)%�&'�+'�+�),�%)���� !�*� %���,)'!+((�)*� ���)�&!+�����0�� ���)���)%+!&��+�

*+!*�+%��%��&�+��,��+�%�����

�

�


�����8������&�%,+���%!*!�!����)�)� !&'� !,&%�-����
�

	���@�� ���)� (!��!0)� ����'��%���� (+!�� %��� (� %� %��%� %��� ),-:-�)�)� !(� %��� &�%,+���

%!*!�!����)� !,&%�-��������&�%��� !,&%�-���&,�-�+�!(�(!+�,�������

�

�

	��	�������B�����+��,&���+)���)*� �� � ���&�+�%�'�-����)�&%� %� � !&%�$%��0�%��%���

&�%,+���%!*!�!�����)��� !�*� %��'��))�-���%�*��)*� ����
�

	���@�� 
����)� 3� �&'� ?� �)%�-��)�� %��%� � � )�%�)(��)� %���  !&'�%�!&)� !(� �'��))�-���%���


�����D�)�!0)�%���&�%,+���%!*!�!���%!�-�� !�*� %��
����)�F�%�+!,���8�%!��%��+��+��%���

 !&'�%�!&)� (!+� 4+�)!�&.)� ��%+���%�!&� ���!+��� 6)��� �,&/+�)� 6379B<<�� )!� %��%� 0��  �&�

 !& �,'��%��%�� �0�%��%���&�%,+���%!*!�!����)��� !�*� %���%+� �)*� �����

�

�

9��������
���G��@�
��	�
����
�

�&�%��)�)� %�!&�0��'��!&)%+�%��%��%�%����-!���+�),�%)�'!�&!%��!�'�0��&�%����)),�*%�!&�

!(� !�*� %&�))��)�+���$�'�����)��)��  !�*��)��'�-��*+�)�&%�&����)��*���)���&%� ��!'����

0�%��%0!�*����+)���&�0�� �� !&)�'�+�%�!&�!(���*�+�,%�%�!&�'!�)�&!%����'�%!�%����$�)%�& ��

!(��&��&��+��&%�*+!-�-���%����

�


!&)�'�+� %0!� �&'���',��)�� �&&�� �&'� "�&�� �&'� �� '�&,��+�-��� )%�%�� )*� ��

����HD�?�3I=� �� �&&�.)� *�+%�%�!&)� �)� H����HB�FIH�D�?IH�3II � �&'� "�&.)� *�+%�%�!&� �)�

II3�?H�ID�FH�IB�8H�PH���������%��&�%��)� �)���)�����!(�� ���

�

"�&.)�-����()��+����0��)��=,���*+!-�-���%��)�%!�%���%0!�)%�%�)��&��� ��!(���)�*�+%�%�!&�

���-�+)�� �&&�.)� -����()� �+�� ��)!� �=,��� *+!-�-���%��)� %!� %��� %0!� )%�%�)� �&� ��+� *�+%�%�!&�

���-�+)�� )���� (!+� %��� *+!-�-���%�� 3� 0�� �� �)� &� �))�+�� (!+� %��� !&�� )%�%�� *�+%�%�!&�

���-�+���

�

M�� �&�'�*� %�%���-����()�!(��� ��!(�%���%0!�*����+)��&�%���(!+��!(��&(�&�%����%+� �)#�

�



� 3;�

���

������A���������������������������������������

���
?

3��������������������������������������

����
?

3��������������������������������������

�������A�����
?

3���
?

3����A������A����A

������A�����
?

3���
?

3����A������A����A

������A������A������A����
?

3���
?

3���A

������A������A������A����
?

3���
?

3���A

������A������A������A�����A������A�����3







































=#��� �

�

���

�������A�����������������������������������

�������A�����������������������������������

�����
?

3�����A������A��������A������A

�����
?

3�����A������A��������A������A

����A�����
?

3���
?

3�������A������A

����A�����
?

3���
?

3�������A������A

����A�������A�����A������
?

3���
?

3

����A�������A�����A������
?

3���
?

3







































=5�� �

�

�

@!+��%���*�+�,%�%�!&���%+�$� �&&�"�&# ×=σ� �

�

���

������A��������A������������������������������

������A��������A������������������������������

�����
F

3�����
F

3������A��������A�������A�

�����
F

3�����
F

3������A��������A�������A�

����
F

3�����
F

3�����
F

3�����
F

3������A�

����
F

3�����
F

3�����
F

3�����
F

3������A�

�����A�������A�������
F

3�����
F

3����
?

3

�����A�������A�������
F

3�����
F

3����
?

3







































=× #���5�� �

�



� 37�

�&'�&!%�� %��%� �%� (!+�)� %��� (!��!0�&��*�%%�+&#� ��%%�&��6� )%�&'� (!+� %��� )�%� !(� *!)�%����!''�

�&%���+)�� �&'� +���+'�&�� σ� � �)� �� ��**�&�� !&� %��� '!���&� ��× �� 0�� )%�+%� 0�%��

?O3<3�36 =σ� �� � ?O3<3�?6 =σ� �� �&'� (!+� �� �� 6 ∈ �� =+= <3�6FO3   �σ �

=++ <3�36   �σ =++ <3�?6   �σ =++ <3�D6   �σ =+ <?�6   �σ =++ <?�36   �σ

=++ <?�?6   �σ <?�D6 ++   �σ ��@!+�����!%��+����,�)�!(�*��&'���� A<�6 =�*�σ ��

�

,**!)��&!0�%��%�%��+���)��&��&��+��&%�*+!-�-���%��'�)%+�-,%�!&�π �0�%��+�)*� %�%!� σ� ��

��%� απ =<36 �����&�-��%���'�(�&�%�!&�!(��&��+��&%�*+!-�-���%����%��,)%���)!�-��%��� �)��%��%�

απ =<?6 ��-� �,)�� <<?6<366B�A<36 πππ += �������+�+��)!&�&�����')�%!�%��� !& �,)�!&�%��%�

απ =<D6 �� απ =<F6 ��P��� απ =<6* ��P��

�

�!0�� Q3�AR∈α �� )!� %��%� ��%��+� ∑∞

=
=

3
A<6

*
*π � !+� ∑∞

=
∞=

3
<6

*
*π �� �&� ��%��+�  �)��� π �

 �&&!%�-����&!+����)�'�*+!-�-���%���

�

�

;��
��
�4����

�

�)�)%�%�'� �&� %��� �&%+!', %�!&�� �&� %��)�*�*�+�0��������$%�&'�'��!)%�!(� %��� +�),�%)�!(�

���%� 6377;�<� %!�  !�*� %���%+� � )*� �)�� )�!0&� %��%�  !�*� %&�))� �)� &� �))�+�� (!+� %���

+�),�%)�� �&'� �$��-�%�'� %��%� &���+� %��� ��))� %��� +�),�%)� �**��� =,�%�� -+!�'��� %!� 2&��+��� ���.�

�!'��)�!(��&%�+�)%�-��)�!0�&��%��%����+��,&���+)���)*� ����&�+�%�'�-����)�&%� %� � !&%�$%��

0�%��%���&�%,+���%!*!�!�����)��� !�*� %��'��))�-���%�*��)*� ���

�

�%� )�!,�'� -�� &!%�'� ��+�� %��%� %��� +�),�%)� ��+�� '!� &!%� �$%�&'� ���� %��� +�),�%)� !(� ���%�

6377;�<�%!� !�*� %���%+� �)*� �)���!�-��*+� �)���%���%��!+��)�!(�%��%�*�*�+���&�%���(�&�%��

%�*�� )*� ��  !&%�$%�� )�!0� %��%� %��� �$�)%�& �� !(� ��  !��!&� *+�!+� ��*���)� %��%� (!+� �� ��

+�&'!����+��-���
��%��)� !��!&�/&!0��'����&��� ��)%�%��%��%�����%����%�+�%�'��$*� %�%�!&)�

!(� 
��0�%��+�)*� %� %!�����):)�=,�& �)���� !&��+��� %!� %���)���� ����%������ %��!+��)�!(� %��)�

*�*�+� )�!0� %��%�� �&� %���  !&%�$%�!(� ��  !�*� %� �'��))�-��� %�*�� )*� ��� %��� �$�)%�& ��!(� ��

 !��!&�*+�!+� ��*���)� %��%� (!+��� ��+�&'!����+��-��� 
� �%� �)� !��!&�/&!0��'��� �&��� ��

)%�%��%��%�%����%�+�%�'��$*� %�%�!&)�!(�
�0	������'�����������'�������	�� !&��+���%!�%���

)��������%��M��%��+�!,+�+�),�%)�!&� !�*� %��'��))�-���%�*��)*� �)��**��� %!����� �%�+�%�'�

�$*� %�%�!&)�0�%��+�)*� %�%!�����):)�=,�& �)�+����&)��&�!*�&�=,�)%�!&��

�

@�&������ 0�� &!%�� %��%� ����'� ���(�%�� ��)� �$*+�))�'� %��� (!��!0�&��  !&C� %,+�#� (�+)%�

'�(�&���&���*+!*�+�*+�!+� 	' �(!+�*����+�	�%!�-����σ :(�&�%�� � :���),+�-������),+��!��+���

%�*�� )*� �� � � 0�� �� )�%�)(��)� %������&�  !&'�%�!&� !(� �� *+�!+�� ����� (!+� ���+�� ���),+�-���

���&%� �∈# �

�

∫�= <6<J6<6 ωω 			 ,'#�#' �

�



� ?A�

��,)���&� ��*+!*�+�*+�!+�'!�)�&!%����!0�,)� %!� %��/��-!,%� %���2*+!-�-���%��).� %��%�*����+� 	�

�))��&)� %!� ���&%)� �%� %��� �$:�&%�� )%����� -,%� �%� )%���� ���!0)� ,)� %!� '�) ,))� %��� +���%����

��/����!!'�%��%����!+�)����) +�-�)�%!�*��+)�!(����&%)��

�

���&����(�%�� ��)�  !&C� %,+�'� %��%� �� 6&!%� &� �))�+����  !�*� %<� %�*�� )*� �� �'��%)� ��

6*!))�-�����*+!*�+<� !��!&�*+�!+� �(��&'�!&����(� %����!++�):@��&-�+�� +�%�+�!&��!�')���&�

�&��!���� !&�� ����%� )�����+���  !&C� %,+�� %��%� �� 6&!%� &� �))�+����  !�*� %<� %�*�� )*� ��

�'��%)� �� 6*!))�-��� ��*+!*�+<�  !��!&� *+�!+� �(� �&'� !&��� �(� %��� ���%�  +�%�+�!&� �!�')��

M��%��+�!+�&!%���%��+�!(�%��)�� !&C� %,+�)��)�%+,��+����&)���),-C� %�(!+�(,%,+��+�)��+ �����

�

�

�

�

�

7���		������

�

��E�
�����4����E���

�




 ⇒∨ <6 �

<6 &

 ∨⇒ �

<6<6 
&&
 ∨⇒∨ �

<<6<66<6 &�
�&
 ∨⇒∨⇒⇒ �

�

�

K��M���E����4����E���

�



*	 ⇒ �

<<6<66<<66 &*
*&
* 			 ⇒⇒⇒ �

<6<6 
**
* 			 ⇒ �

<6<6 
**
* 			 ¬⇒¬ �

�

�

	��"�"����G���4����E���

�


'	

A �

<6<6
3

'
* 		 ⇒ �

<6<6 
'*
' 			

λλ ⇒ �

<6<6 
'
' 		

δλ ⇒ � δλ > �


'&
'&
' 			

δλδλ +⇒¬∧∧∧ <6<6 � �� 3≤+δλ �


'&
'&
' 			

δλδλ +⇒¬∧∧∧¬ <6<6 ������ 3≤+δλ �


'
' 		 ¬¬⇒ δλ � 3>+δλ �

<6<63 &'
'&
' 			

λλ ⇒⇒⇒ �



� ?3�

�

�

�

��@����
��

�

�,��&&����63798<��S��+���&��%!���)��+��T��#������
�����	��	������3?D8>3?D7��

�

�,��&&���� 63777<�� S�&%�+� %���� �*�)%��!�!��� ��#�	+!-�-���%�T�� )�������	���� �������
�

7����8���(�����DA3>D3F��

�

@��&-�+���G��6?AAA<��S
��+� %�+���&��
!��!&�	+�!+)��&�%���@!+��!(�	!)%�+�!+)T���������


�����	��8���(��	�6?<��3?9>397���

�

��+)�&���� U��
�� 63789>378;<�� SE���)�0�%�� �& !�*��%�� �&(!+��%�!&�	����+�-��"���)��&�

	����+)��)��))��)))�T�����&��������	�����	���3B7>3;?��D?A>DDF��F;8>BA?��

�

���(�%������6?AA3<��S����	!)�%����@!,&'�%�!&�!(�%���
!��!&�	+�!+��)),�*%�!&T��! ����

 ��& ��M!+/�&��	�*�+�33?B��
���(!+&����&)%�%,%��!(��� �&!�!����

�

��+&5&'��:��+���� ��� �&'� ��))�++��� U�"�� 6?AAD<�� ���*-� ���	��� ��,� )�-��	����

/����	�	�	����"�)���#�"�+/��,)�+:��+������

�

�!++�)�� �� 6377F<�� S�+�'�� 0�%�� ��%�+!��&�!,)� 	+�!+� "����()� �&'� �)����%+� �

�&(!+��%�!&T���������	���
��3D?9>3DF9��

�

�,&/+�)��U��6379B<��8'�&(����0�U�+)���#�	+�&%� �:������

�

���%����� 6377;�<�� S�%�+�%�'��$*� %�%�!&)� �&'�
!��!&�	+�!+)T��7����� ��,�����	��

5���-	������3D3>3F3��

�

���%����� 6377;-<�� S
!��!&� 	+�!+)� �&'� %��� �*�+�%�!&� !(� 
!&��$� �%)T��7����� ��,�

����	��5���-	������39D>39B��

�


