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CODES GENERATEURS MINIMAUX DE LANGAGES
DE MOTS BI-INFINIS

JEANNE DEVOLDER!

Abstract. In this paper we give two families of codes which are mi-
nimal generators of biinfinite languages: the family of very thin codes
(which contains the rational codes) and another family containing the
circular codes. We propose the conjecture that all codes are minimal
generators.

Résumé. Dans cet article, nous exhibons deux familles de codes qui
sont générateurs minimaux du langage de mots bi-infinis qu’ils en-
gendrent : la famille des codes trés minces (et parmi eux, les codes
rationnels) et une autre famille qui contient les codes circulaires. Nous
avangons la conjecture que tous les codes sont des générateurs mini-
maux.

Classification mathématique. 94A45.

1. INTRODUCTION

Contrairement au cadre de la dynamique symbolique sur un alphabet A, oul’on
étudie essentiellement les fermés de A% invariants par le «shift» (les sous-shifts),
nous nous intéressons ici aux ensembles de la forme “G¥, qui, en général, ne
sont pas fermés. Les sous-shifts (S) correspondent en fait & ce que nous appelons
ici les bi-adhérences (cf. Sect. 5). Ils sont caractérisés par leurs facteurs finis :
S = Biadh(F(S)), et les problémes relatifs aux sous-shifts peuvent souvent étre
reformulés en termes de mots finis. Les ensembles de la forme “G“ ne sont pas,
sauf s’ils sont fermés, caractérisés par leurs facteurs finis.

Mots clés : Mots bi-infinis, biw-générateur, code, code trés mince, code rationnel, code circu-
laire, code précirculaire, code synchrone.
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Le probléeme qui nous occupe est la recherche et I’étude des générateurs d'un
langage de mots bi-infinis L donné, c’est-a-dire des langages G C At tels que L =
“@G*. Des résultats ont été montrés pour les langages rationnels de mots bi-infinis
[5]. En particulier, on sait décider si un langage rationnel L a des générateurs et si L
a des générateurs finis ; dans le cas oli le langage rationnel L a des générateurs, il a
un nombre fini et calculable de générateurs maximaux ; ces générateurs maximaux
sont rationnels et constructibles, et tout générateur est inclus dans un générateur
maximal.

Si L C “A¥ a des générateurs, certains d’entre eux sont plus intéressants.
C’est le cas des générateurs rationnels, puisqu’il suffit d’un automate fini pour les
mémoriser. C’est le cas des codes générateurs, en particulier ceux qui permettent
de coder de fagon unique les mots bi-infinis (les bi-w codes [6]). C’est aussi le cas
des générateurs minimaux, puisqu’il n’y en a pas de plus «petits ».

Hélas, comme dans le cas infinitaire, nous savons peu de choses sur les généra-
teurs minimaux. Nous ne savons pas s’il en existe, ni si leur existence est décidable,
ni a fortiori si tout générateur contient un générateur minimal.

Dans le cas infinitaire, étant donné un générateur rationnel, on sait décider s’il
est minimal. On sait aussi que les codes générateurs sont des générateurs mini-
maux. Dans le cas bi-infinitaire, nous ne savons rien de tel. C’est la raison pour
laquelle, dans cet article, nous nous intéressons aux codes vus comme générateurs
de langages de mots bi-infinis.

Dans le cas infinitaire, un code C, vu comme générateur de C%, est toujours
un générateur minimal. Cela est di au fait que tout mot infini u* a une C-
factorisation unique si u € C* [9]. Cette propriété (P) n’a pas d’équivalent dans
le cadre bi-infinitaire, et nous ne savons pas si tout code C est générateur minimal
de “C¥.

Nous avons déterminé deux familles de codes qui sont des générateurs minimaux.
La premiere famille est celle des codes C pour lesquels il existe un mot primitif
up € C* tel que “up¥ ait une seule C-factorisation; cette famille contient celle
des codes précirculaires, lesquels vérifient une propriété analogue & (P). Les codes
circulaires sont des cas particuliers de codes précirculaires..

La deuxiéme famille est plus inattendue : c’est celle des codes trés minces,
famille importante puisqu’elle contient tous les codes minces et maximaux, et tous
les codes rationnels.

Nous appliquons les résultats précédents aux codes générateurs de “ A (pour
un alphabet A quelconque) et donnons quelques résultats complémentaires dans
ce cadre. Nous comparons la famille des générateurs de ¥ A¥ avec celle des généra-
teurs de A%, et constatons, comme -pour d’autres problémes [2,5,8,10,13], la plus
grande complexité du cas bi-infinitaire. Pour terminer, nous concluons sur deux
conjectures, a savoir que tout code C est générateur minimal de “C%, et que tout
code générateur de “ A¥ est un code maximal.
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2. DEFINITIONS ET NOTATIONS

Les définitions et notations utilisées ici sont en général celles de la référence [1].

Soit A un alphabet, A* ’ensemble des mots finis sur A4, € le mot vide et AT
le langage A* \ €, A I’ensemble des mots infinis (& droite) sur A. Les mots
bi-infinis [2,13] sur A sont les classes d’équivalence pour la relation de décalage
sur AZ :

(un)nEZ ~ ('Un)neZ < Hp eZNneZ Unp = Un+p-

On peut considérer les mots bi-infinis comme les orbites des éléments de AZ dans
le systéeme dynamique (A%, o), ol o est Popérateur de décalage (le «shifty).

Le mot bi-infini défini par (u,)nez sera noté ...u_jugu; ... L’ensemble des
mots bi-infinis sur A est noté “A“. Un mot bi-infini w est dit périodique
(resp. ultimement périodique) s'il peut s'écrire w = “v* (resp. “vuw“) ou v
(resp. u, v, w) € A*.

Soit C' un sous-ensemble de A*. Un mot bi-infini w est dit C-périodique
(resp. C-ultimement périodique) s'il peut s’écrire w = “v* (resp. “vuw®) ou
v (resp. u,v,w) € CT.

Un mot u € AT est dit primitif si z = 4™ seulement pour n = 1.

Soit B C A*, on définit : B* = {v1...v, |n >0 v, € Bpour 1 <i<n}, B¥
= {vv1v2... | v; € Bpour i >0}, “BY ={...v_jvouivz... | v; € B,i € Z}.

Les définitions classiques relatives aux langages de mots finis (codes, généra-
teurs, bases, ...) ont été pour la plupart étendues & des langages de mots infinis,
et a des langages de mots bi-infinis [2-6,8,12,13] ... Nous ne définirons ici que les
notions utiles dans la suite. _

Un générateur de “B“ est un langage G de mots finis tel que “G¥ = “ BY.
Un générateur G de “ B est dit minimal s’il ne contient pas strictement d’autres
générateurs de ¥ B¥.

Une B-factorisation d’un mot v € B* est une suite finie de mots de B :
(v1,.-.,vn) telle que v = v, ...v,. Une B-factorisation d’un mot v € “B“ est
une classe d’équivalence, pour la relation de décalage ~, définie cette fois sur B?,
d’une suite (v;);cz de mots de B, vérifiant v = ...v_jvov1v2 ...

Un langage C' C At est un code si tout mot de C* a une seule C-factorisation.
Etant donné un code C et u € C, le code C \ {u} est noté C,.

La longueur d’un mot u est notée {u|. Le nombre de lettres a d’un mot u est
noté |u|e. Un mot u € A* est dit facteur d’un mot v € A* (ou d’un mot v infini
ou bi-infini) §’il existe des mots z et y tels que v = zuy. L’ensemble des facteurs
des mots d’un langage L est noté F(L).

Nous nous intéresserons ici plus particulierement & certaines familles de codes.
Les codes minces sont les codes C tels que A* n’est pas inclus dans F(C). Les
codes trés minces sont les codes C tels que C* n’est pas inclus dans F(C).
Les codes complets sont les codes C tels que A* est inclus dans F(C*).
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3. CODES PRECIRCULAIRES
Un langage C C AT est un code précirculaire [7] si
Vn,p>1VYug,...,Un_1,Y0,...,0p—1 € CVt,s€ A" tels que vo = ts

(U0 -+ Un—1 = 8V1...Vp—1t => n =p et 3k Vi i = V(i4h) mod p)-
Les codes suivants sont précirculaires :

o les biw-codes, c’est-a-dire les codes C tels que tout mot de “C* a une unique
C-factorisation (définition p. 368 et preuve p. 372 dans [6]).
e les codes circulaires : un langage C est un code circulaire si

Vn,p>1 Yug,...,Un-1,00,...,Vp-1 € C

Vt € A* Vs € AT tels que vy = ts
(Up...Un—1 = SV1..Up—1t = n=p, t=cetViu =v;)
(définition p. 322 dans [1] et preuve immédiate).
Citons quelques codes circulaires intéressants :

e les codes a délai de synchronisation borné : un code C est un code a
délai de synchronisation borné si

Im >0 VS, f' € A* Yu,v' € C™ (fw'f € C* = fu,u/f € C")

(définition et preuve dans [11] ou dans [8]) ;

e les codes semi-Dyck D; a n couples de lettres. Rappelons que D!, est la
base de ’ensemble des mots bien parenthésés pour la famille des couples de
lettres considérée.

Proposition 3.1. Les codes semi-Dyck D), & n couples de lettres sont circu-
laires.

Preuve. Considérons d’abord le cas de D]. Appelons (a,a’) le couple de lettres
définissant D}. Considérons la fonction v définie par : v(z) = |z|q ~ |z|ar. Cette
fonction vérifie :

Vz € DI* v(z)=0;

vz Yy v(zy) = v(z) + v(y) ;

Vz Yy tels que zy € D} on av(z) >0 ;

Vi Vy tels que zy € D on av(z) > 0siz # e et x ¢ Dj.
Considérons n,p > 1 ug,...,Un—1,%0,...,Vp—1 € D} t € A* s € A" tels que
vo =tset Up...Up—1 = SU1...VUp—1t . On a alors v(s)+v(t) =0, v(s) > 0et
v(t) > 0, donc v(s) = v(t) = O et finalement ¢t = ¢ et s = vy. On conclut en
remarquant que Dj est un code (préfixe).

Dans le cas de D), on définit les fonctions v;, analogues & v, associées aux

couples [ de lettres définissant D). Ces fonctions ont les mémes propriétés que v,
sauf la derniére qui est & remplacer par : Vi Vy tels que 2y € Di ona: Y, u(z)
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=0= z =¢ouz € D. Ilsuffit de modifier trés légérement la démonstration
faite pour D) pour l'adapter & D,. O

La proposition suivante, démontrée dans [7] (Th. 5.5) va nous permettre d’obtenir
une premiére famille de codes qui sont des générateurs minimaux.

Proposition 3.2. [7] Un langage C inclus dans At est un code précirculaire si
et seulement si tout mot bi-infini périodique a au plus une C-factorisation.

Théoréme 3.3. Tout code précirculaire C est un générateur minimal de Y*C¥.

Preuve. Pour tout u de C, le mot périodique “u* a une C-factorisation unique :
“(u)*, donc n’appartient pas & “C,", et C, n’engendre pas “C¥. O

On peut généraliser ce théoréme de la fagon suivante :

Théoréme 3.4. Tout code C pour lequel il existe un mot primitif ug de CT tel
que “ug? ait une seule C-factorisation est un générateur minimal de “C*.

Preuve. Soit u € C. On va montrer que “C,*“ # “C*. Supposons le contraire.
Le mot : “upuuf de “C% a alors une C,-factorisation. Puisque C, est un code,
cette Cy-factorisation est C,-ultimement périodique [7]. Donc Yuouu§ = “vzw®
ouw, z, w € CF. On peut choisir z tel que z = s'uuug’p ou n,m € N, s’ est
un suffixe de ug et p un préfixe de ug, tous deux différents de ug. Montrons que
s’ = p =e. Soit s tel que ps = up. On a : suf = (sp)¥ = w*”. Puisque ug est
primitif, sp 'est aussi et donc il existe k tel que w = (sp)*. Donc “ug®” = “(sp)* =
“w* ot w € C}. Il s’ensuit que Yug¥ a deux C-factorisations : celle n’utilisant
que des ug, et celle utilisant la C,-factorisation de w. Puisque ug est primitif,
ces C-factorisations sont distinctes, sauf si p = €. Donc p = ¢ ; de méme, on
montre que s’ = €. On a donc z = ujuuf® ; ce mot z de C,* a donc aussi une
C-factorisation utilisant le mot u, ce qui est absurde puisque C est un code. Donc
WO #£YCV.

Dans le cas ot u = up la démonstration précédente est encore valable (mais
peut étre simplifiée). Donc “C,*” # “C* pour tout u de C et C est un générateur
minimal de “C¥. O

4. CODES TRES MINCES

Un code C est trés mince si C* n’est pas inclus dans F(C) [1].

Avant de démontrer le théoreme principal de cette section (Th. 4.8), nous allons
donner quelques exemples de codes trés minces, et d’abord une propriété de ces
codes.

4.1. EXEMPLES DE CODES TRES MINCES

Proposition 4.1. Un code C est trés mince si et seulement si il existe u € C tel
que C* £ F(Cl).
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Preuve. Supposons que C ne soit pas trés mince ; pour tous v € C*T et u € C, on
a vu € F(C) donc vu € F(C,) et finalement v € F(C,) ; dong, s’il existe u € C,
C* € F(C,), le code C est trés mince. La réciproque est évidente. 0

Corollaire 4.2. Les codes C tels qu’il eziste u € C, C* € F(C}) sont des codes
trés minces.

Dans ce dernier cas, il est clair que C,, n’engendre pas “C% (car “C¥ = “C,”
entraine C* C F(C}) ) ; mais rien ne laisse présager le résultat du théoréme 4.8,
4 savoir que les autres éléments de C sont aussi indispensables que u.

Proposition 4.3. (p. 227 dans [1]) Les codes minces et mazimauz (ou minces et
complets) sont trés minces.

Dans ce cas, le théoreme 4.8 peut se démontrer de fagon simple [8].

Proposition 4.4. (p. 224 dahs[l]) Les codes reconnaissables, en particulier les
codes rationnels sont trés minces.

Pour le prochain exemple, nous avons besoin d’une définition. On dit que (z, y)
est une paire synchronisante pour un code C si z et y appartiennent & C* et
vérifient :

Vu,ve A" (uzyv € C* = uzx,yv € C*)

(définition p. 240 dans [1]).
Clairement, tout code a délai de synchronisation borné posséde des paires syn-
chronisantes. Mais la réciproque est fausse :

Exemple 4.1. Le code C = a+b+ab*d posséde une paire synchronisante : (a,a),
mais, pour tout m, le couple (b™,b™) n’en est pas une puisque le mot ab™b™d
appartient a C.

Proposition 4.5. Les codes ayant une paire synchronisante sont trés minces.

Preyve. Montrons d’abord qu’on peut supposer que la paire synchronisante (z, y)
est constituée d’éléments de C.

Siz =eety e CT, le couple (y,y) est une paire synchronisante ; en effet, si
uyyv € C*, alors u et yyv appartiennent & C* (puisque (€, y) est une paire syn-
chronisante), et aussi y et yv (pour la méme raison) ; donc uy et yv appartiennent
& C*. Le raisonnement est analogue pour y = € et z € C+.

Six = y = €, on voit clairement que tout mot de C ne peut avoir qu’une lettre ;
et alors, tout couple de mots de C' est une paire synchronisante.

Considérons un code C ayant une paire synchronisante (z,y) constituée
d’éléments de C*. Pour montrer que C est trés mince, il suffit de prouver que zy,
qui appartient & CT, n’est pas dans F(C). Supposons le contraire, alors il existe u
et v tels que uzyv € C ; mais alors uz et yv appartiennent 3 C* et sont différents
de ¢, ce qui contredit le fait que C est un code. O
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Remarque. Dans (1], on définit p. 239 un code synchrone comme un code trés
mince de degré 1 ; ce qui veut dire qu’un code C' trés mince est synchrone s’il existe
un mot de C* n’appartenant pas & F(C) et dont toutes les C-interprétations sont
adjacentes. La proposition 6.2 dans [1] dit que, pour les codes trés minces, il y
a équivalence entre étre synchrone et avoir une paire synchronisante ; finalement,
d’apres ce que nous venons de voir, nous avons :

Proposition 4.6. Les notions de code synchrone et de code ayant une paire syn-
chronisante coincident.

Dans le cas d’'un code ayant une paire synchronisante, le théoréme 4.8 peut
aussi se démontrer de facon simple [8].

4.2. CODES TRES MINCES VUS COMME GENERATEURS

Revenons maintenant au probleme qui motive cette section. La proposition
suivante est essentielle pour démontrer le résultat principal. Elle nous assure qu’un
code trés mince B est maximal parmi les codes C vérifiant F/(C*) C F(B*).

Proposition 4.7. Soient B et C deux codes tels que B C C et F(B*) = F(C*).
Si B ou C est trés mince alors B = C.

Preuve. Si B n’est pas trés mince, B* est inclus dans F(B). On a alors : C* C
F(C*) = F(B*) C F(B) C F(C), et donc C n’est pas trés mince. Par conséquent,
si C est trés mince, B ’est aussi.

Si le code B est complet et trés mince, il est maximal et donc B = C.

Supposons maintenant que le code B soit trés mince mais ne soit pas complet.
La suite de la démonstration s’appuie sur 1’étude des monoides de relations non
ambigués qui peuvent étre construits & partir des codes ([1], Chap. IV : Automata).
A partir d'un automate (non nécessairement fini) émondé non ambigu recon-
naissant B, on peut construire un automate émondé, non ambigu, de la forme
(@,1,1, R) reconnaissant B*, et considérer le morphisme de représentation ¢ as-
socié : pour a € A, p(a) est la matrice m de {0,1}9*? telle que m,, = 1 si et
seulement si g € R(p,a). Le stabilisateur Stab(q) d’un état g est 'image par ¢ de
P’ensemble des mots finis qui admettent une lecture de ¢ & g. Puisque B est un
code trés mince non complet, M = ¢(A*) est un monoide transitif, non ambigu, de
rang minimal r(M) fini, contenant la matrice nulle ([1], pp. 189 et 224). Il existe
dans Stab(1) un idempotent e de rang r(M) et e = ¢(z) ou z € B*. Si B # C,
il existe y € C'\ B. Le mot zyz appartient & F(C*) = F(B*) donc p(xyz) n’est
pas nul. p(zyz) = ep(y)e est dans le groupe des unités de eMe. Ce groupe est
fini ([1], p. 221), donc il existe n > 0 tel que (ep(y)e)™ = e. Donc ((zyz)™) = e.
Comme e appartient & Stab(1) le mot (zyz)™ est dans B*. Comme ce mot a une
C-factorisation utilisant y, B U {y}, et, a fortiori, C ne sont pas des codes. ]

Remarquons que la proposition précédente devient fausse quand on remplace
I’hypotheése : «B ou C trés mince »par I’hypothése : «B ou C mincey.
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Exemple 4.2. Considérons C = Dy = aD’'3a’ + bD'3V le code semi-Dyck sur
deuz couples de lettres (a,a’) et (b,b"), et le code B = aD'3a’. Les codes B et C
sont minces et vérifient : B C C, B # C et F(B*) = F(C*).

Preuve. D’une part, on a : C* C F(B) donc F(B*) = F(C*). D’autre part, on
vérifie facilement que B et C sont minces mais pas trés minces : tout u de C* est
facteur du mot de B : aua’, mais le mot ab’ n’est facteur d’aucun mot de C. O

Théoréme 4.8. Tout code C trés mince est un générateur minimal de “C¥.

Preuve. Soit C un code trés mince. Pour tout u € C, le code C,, ne peut vérifier
F(C,*) = F(C*) puisque C, C C, C, # C (proposition 4.7). Donc il existe un
mot v de F(C*) n’appartenant pas & F(C,"). On peut prolonger v en un mot de
“C%. Ce dernier mot ne se factorise pas sur C,, donc C,, n’engendre pas “C¥. Le
code C est donc un générateur minimal de “C%. d

En corollaire du théoreme précédent nous obtenons le résultat important sui-
vant :

Théoréme 4.9. Tout code C rationnel est un générateur minimal de “C%.

5. CAS PARTICULIER DES CODES GENERATEURS DE “AY

Avant d’énoncer la proposition suivante qui va nous inciter & étudier la maxi-
malité des codes générateurs de “ A“, nous rappelons quelques définitions et pro-
priétés. Un langage G C A* est dit complet si A* C F(G*) (ou, ce qui est équi-
valent, A* = F(G*)). On appelle biadhérence de G, pour G C A*, ’ensemble
Biadh(G) = {w € YA¥ | F(w) C F(G)} [10]. On dit qu'un langage L C “A%
est une biadhérence s'il existe G C A* tel que L = Biadh(G). On démontre
que L C “A* est une biadhérence si et seulement si L = Biadh(F (L)) (Cor. 3.2.3
~ dans [5]). Il s’ensuit, pour le langage “G* engendré par G C A*, que “G* est une
biadhérence si et seulement si “G* = Biadh(F(G*)).

Proposition 5.1. Tout langage générateur de “ A% est un langage complet. Tout
langage complet qui engendre une biadhérence engendre “ A%,

Preuve. Clairement, si “G¥ =*“A“, on a: A* C F(G*), donc G est complet.

Si G est un langage qui engendre une biadhérence, on a : “G¥ = Biadh(F(G*))
d’aprés le rappel ci-dessus. Si G est de plus complet, on a: “G* = Biadh(F(G*))
= Biadh(A*) =*“AY. O

Si P’alphabet A est fini, il existe des codes maximaux finis, I’alphabet A lui-
méme, par exemple. Si ’alphabet A est infini, il n’existe pas de codes maximaux
finis. En effet, 'ensemble des lettres figurant dans les mots d’un code fini C
(P«alphabet» du code) est fini. L’ensemble C U {a}, oll a est une lettre de A
n’appartenant pas a l’alphabet de C, est encore un code. Donc le code C n’est pas
maximal.
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Théoréme 5.2 (Cas ol A est fini). Tout code mazimal fini sur un alphabet fini
A est un générateur minimal de “ A%.

Preuve. D’une part, un langage fini engendre une biadhérence (Cor. 3.2.8 dans
[5]) ; d’autre part, un code maximal fini est complet et trés mince [1] ; on applique
alors le théoreme 4.8 et la proposition 5.1. ]

Remarques. Cependant, il existe des codes maximaux (infinis) qui n’engendrent
pas “ A“ ; c’est par exemple le cas (pour A = {a,b}) du code de Dyck Dy, base du
monoide des mots ayant autant de a que de b, ou encore celui du code rationnel
b+ ab*a, dont aucun n’engendre le mot “bab®.

Mais il existe aussi des codes maximaux infinis qui engendrent ¥ A“. L’existence
de codes infinis non maximaux qui engendrent “ A“ reste une question ouverte.

Exemple 5.1. Pour A = {a,b}, le code rationnel : C = a + b*> + ab(b?)*a +
ab(b®)*ab est un code mazimal qui engendre ¥ A“.

Preuve. Montrons que C est un code. On voit clairement qu'un mot de A%
qui a deux C-factorisations commengant par des mots de C distincts appartient
a ab(b?)*aA*. En comptant le nombre de b, on voit alors qu’il est de la forme
ab(b?)™abP o p est & la fois pair et impair, ce qui est impossible.

Le code C engendre “A“ ; en effet, dans un mot de ¥ A“, seuls les b*"*! pour-
raient poser probléme, et il n’en est rien, car : ab®**t1a.b?.a et ab®*+lab.b*.q
appartiennent & C*. O

De plus, “ A“ a aussi des générateurs minimaux qui ne sont pas des codes.

Exemple 5.2. Pour A= {a,b}, le langage fini Gy = a + aba + bab + b> + b* est
un générateur minimal de ¥ A“ et ce n’est pas un code.

Preuve. Clairement, G1 n’est pas un code. Cependant, il engendre ¥ A“ ; en effet,
dans un mot de ¥ A¥, seuls les b isolés pourraient poser probléme, et il n’en est
rien, car : aba,a.bab.a,aba.bab.a, ... appartiennent & G7. Le langage G est un
générateur minimal de “ A¥ ; en effet,

- a ne peut étre 0té, car “a“ appartient a “A“ ;

- aba ne peut étre 6té, car “aba® appartient a Y AY ;

- bab ne peut étre 6té, car “ababa” appartient a YA ;

- b2 ne peut étre 6té, car “ab?a” appartient a ¥ A¥ ;

- b3 ne peut étre 6té, car “ab3a® appartient & “ A“. O
Ces remarques montrent ’énorme différence existant entre ¥ A et A“. En effet,
dans le cas d’un alphabet fini A4, tout générateur de A“ contient un générateur
minimal, et les générateurs minimaux de A“ sont les codes préfixes maximaux
finis [12].

Les théorémes 3.4 et 4.8 nous donnent quelques compléments intéressants :

Théoréme 5.3. Tout code mince qui engendre “ A¥ est un générateur minimal de
“AY et est un code mazimal.
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Preyve. Tout code qui engendre “ A¥ est complet (Prop. 5.1). Un code mince et
complet est maximal et trés mince [1], et le théoréme 4.8 s’applique. O

Théoréme 5.4. Tout code C qui engendre “ A% et pour lequel il existe un mot
primitif ug de CT tel que “ug® ait une seule C-factorisation est un générateur
minimal de ¥ A%, et est un code maximal.

Preuve. Le théoréme 3.4 s’applique ; il reste & montrer que C est un code maximal.

Pour tout y n’appartenant pas a C, posons B = C U {y} et montrons que B
n’est pas un code. Le mot : “uoyug de “A¥ =“C* a une C-factorisation. Nous
développons maintenant le méme argument que dans la preuve du théoréme 3.4.
Comme C est un code, toute C-factorisation de “uoyug est ultimement périodique.
Le mot ug étant primitif et “wup” n’ayant qu’une seule C-factorisation, il existe p
et g tels que ufyul € C*. Ce mot ugyul de C* a une C-factorisation ol n’apparait
pas le mot y et une B-factorisation: (ug,...,¥,...,up) ol apparait y. Donc B
n’est pas un code. O

6. CONCLUSION

Nous avons étudié deux familles de codes. Pour Card(A) > 1, les exemples
suivants montrent qu’aucune de ces familles n’est incluse dans l'autre.

Exemple 6.1. Le code semi-Dyck & un couple de lettres D est circulaire mais
n’est pas trés mince.

Preuve. Nous avons déja vu que le code Dj est circulaire. Le code D] n’est pas
trés mince ; en effet, si (a,a’) désigne le couple de lettres de D}, tout mot u de D}*
est facteur du mot de D] : aua’. O

Exemple 6.2. Pour le code trés mince A2, il n’existe pas de mot primitif ug de
CT tel que “up® ait une seule C-factorisation.

Preuve. On voit facilement, a l'aide de la proposition 3.2, que le code trés mince
A? n’est pas précirculaire, car le mot bi-infini périodique “(ab)* a deux A2%-
factorisations : ...ab.ab.ab... et ...ba.ba.ba ... Démontrons qu’il ne vérifie pas
non plus les hypothéses du théoréme 3.4. Soit ©u = a;...a, un mot tel que
“y® a une seule AZ2-factorisation. Cela signifie que les A2-factorisations qui

proviennent de (... ,a1a2,a304,...) €t (... ,az2as3, aqas, - .. ) sont identiques. No-
tons “u* sous la forme ...a_1a001...anan+1 ... Il existe p € Z, p impair tel
que a162 = QAp41Qap42, 4304 = Ap430p+4, - -y AkAk+1 = Ap+kAptk+1 POUT tout k.

Donc “u® = “(ay...ap)”. Sile mot u = a...an est primitif, a;...a, est une
puissance de u. Donc la longueur de u est impaire et u n’appartient pas & (42)*.
O

Nous avons aussi :

Proposition 6.1. I existe un code C, bipréfize et mazimal, générateur minimal
de “C“, tel que “C¥ # “ A%, pour lequel tout mot périodique de “C% a plusieurs
C-factorisations, et qui n’est pas trés mince.
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Exemple 6.3. Le code de Dyck D; sur A = {a,b}, base du monoide des mots
ayant autant de a que de b, en est un exemple.

Preyve. Le code D; est bipréfixe. Rappelons qu'’il est aussi maximal (p. 65
dans [1]) : pour tout mot v € D; tel que |v|, > |v|,, le mot vb(I?la=I¥l)y a
plusieurs (D; + v)-factorisations.

Le code D; n’est pas mince, car tout mot v € A* est facteur du mot de Dy :
bh)|a+1,ua|'u|b+l'

Etudions les mots périodiques de “D,¥. Comme D; est un code, tout mot
périodique de “D;“ est de la forme “u® ou u € DY (Th. 5.2 dans [7]). Pour toute
écriture de u sous la forme u = zy ou z,y € A*, considérons v, = |z|p — |z/a.
Posons xz = z'y’ = z2”y" pour 2’ et z” tels que v, soit le minimum et v, soit
le maximum des v,. Considérons les conjugués de v : v’ = y/'z’ et "’ = y"2".
Tous les mots de la D;-factorisation de w’ (resp. u”) commencent par b (resp. a)
et se terminent par a (resp. b). Ces D;i-factorisations donnent donc deux Dj-
factorisations distinctes de “u¥ = “u/* = “u"*,

Clairement, “A¥ # “D;*. Montrons que D; est un générateur minimal de
“D1*. Pour tout mot v € D; on peut considérer le mot “(ab)u(aub)(ab)* de
“D4%, dont toutes les Di-factorisations utilisent « . En effet, comme D; est
préfixe, le mot “(ab)u(aub)(ab)” n’a que les deux D;-factorisations suivantes :
...ab.ab.u. (D;-factorisation de aub).ab.ab... et ...ba.ba. (D;-factorisation de
bua).u.ba.ba... On en déduit que Dy est un générateur minimal de ¥ D%. O

Les théoremes démontrés, 'exemple précédent et ’étude des codes générateurs
de “ A“ nous suggerent la conjecture suivante :

Conjecture 1. Tout code C est générateur minimal de “C¥.
Si cette conjecture est vraie, la suivante le sera aussi :
Conjecture 2. Tout code générateur de ¥ A est un code mazimal.

Preuve. Soit C' un code qui engendre “A“ et B un code contenant C. On a
“BY = “A¥Y = “C%. D’apres la précédente conjecture, B est un générateur
minimal de “ B¥ et donc C = B. '

Par conséquent, C' est un code maximal. O
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