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CODES GÉNÉRATEURS MINIMAUX DE LANGAGES
DE MOTS BI-INFINIS

JEANNE DEVOLDER1

Abstract. In this paper we give two families of codes which are mi-
nimal generators of biinfmite langüages: the family of very thin codes
(which contains the rational codes) and another family containing the
circular codes. We propose the conjecture that ail codes are minimal
generators.

Résumé. Dans cet article, nous exhibons deux familles de codes qui
sont générateurs minimaux du langage de mots bi-infinis qu'ils en-
gendrent : la famille des codes très minces (et parmi eux, les codes
rationnels) et une autre famille qui contient les codes circulaires. Nous
avançons la conjecture que tous les codes sont des générateurs mini-
maux.

Classification mathématique. 94A45.

1. INTRODUCTION

Contrairement au cadre de la dynamique symbolique sur un alphabet A, où Ton
étudie essentiellement les fermés de Az invariants par le «shift» (les sous-shifts),
nous nous intéressons ici aux ensembles de la forme "G™, qui, en général, ne
sont pas fermés. Les sous-shifts (5) correspondent en fait à ce que nous appelons
ici les bi-adhérences (cf Sect. 5). Ils sont caractérisés par leurs facteurs finis :
5 = Biadh(F(S))j et les problèmes relatifs aux sous-shifts peuvent souvent être
reformulés en termes de mots finis. Les ensembles de la forme ^G" ne sont pas,
sauf s'ils sont fermés, caractérisés par leurs facteurs finis.

Mots clés : Mots bi-infinis, bk^-générateur, code, code très mince, code rationnel, code circu-
laire, code précirculaire, code synchrone.
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Le problème qui nous occupe est la recherche et l'étude des générateurs d'un
langage de mots bi-infinis L donné, c'est-à-dire des langages G Ç A+ tels que L =
"G". Des résultats ont été montrés pour les langages rationnels de mots bi-infinis
[5]. En particulier, on sait décider si un langage rationnel L a des générateurs et si L
a des générateurs finis ; dans le cas où le langage rationnel L a des générateurs, il a
un nombre fini et calculable de générateurs maximaux ; ces générateurs maximaux
sont rationnels et constructibles, et tout générateur est inclus dans un générateur
maximal.

Si L C w i w a des générateurs, certains d'entre eux sont plus intéressants.
C'est le cas des générateurs rationnels, puisqu'il suffit d'un automate fini pour les
mémoriser. C'est le cas des codes générateurs, en particulier ceux qui permettent
de coder de façon unique les mots bi-infinis (les bi-u; codes [6]). C'est aussi le cas
des générateurs minimaux, puisqu'il n'y en a pas de plus «petits ».

Hélas, comme dans le cas infinitaire, nous savons peu de choses sur les généra-
teurs minimaux. Nous ne savons pas s'il en existe, ni si leur existence est décidable,
ni a fortiori si tout générateur contient un générateur minimal.

Dans le cas infinitaire, étant donné un générateur rationnel, on sait décider s'il
est minimal. On sait aussi que les codes générateurs sont des générateurs mini-
maux. Dans le cas bi-infinitaire, nous ne savons rien de tel. C'est la raison pour
laquelle, dans cet article, nous nous intéressons aux codes vus comme générateurs
de langages de mots bi-infinis.

Dans le cas infinitaire, un code C, vu comme générateur de Cw, est toujours
un générateur minimal. Cela est dû au fait que tout mot infini uu a une C-
factorisation unique si u G C + [9]. Cette propriété (P) n'a pas d'équivalent dans
le cadre bi-infinitaire, et nous ne savons pas si tout code C est générateur minimal
de"C w .

Nous avons déterminé deux familles de codes qui sont des générateurs minimaux.
La première famille est celle des codes C pour lesquels il existe un mot primitif
tzo £ C + tel que wWow ait une seule C-factorisation; cette famille contient celle
des codes précirculaires, lesquels vérifient une propriété analogue à (P). Les codes
circulaires sont des cas particuliers de codes précirculaires.

La deuxième famille est plus inattendue : c'est celle des codes très minces,
famille importante puisqu'elle contient tous les codes minces et maximaux, et tous
les codes rationnels.

Nous appliquons les résultats précédents aux codes générateurs de WAU (pour
un alphabet A quelconque) et donnons quelques résultats complémentaires dans
ce cadre. Nous comparons la famille des générateurs de WAW avec celle des généra-
teurs de Au, et constatons, comme pour d'autres problèmes [2,5,8,10,13], la plus
grande complexité du cas bi-infinitaire. Pour terminer, nous concluons sur deux
conjectures, à savoir que tout code C est générateur minimal de WCW, et que tout
code générateur de w i w est un code maximal.
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2. DÉFINITIONS ET NOTATIONS

Les définitions et notations utilisées ici sont en général celles de la référence [1].
Soit A un alphabet, A* l'ensemble des mots finis sur A, e le mot vide et Â+

le langage A* \ e, A^ l'ensemble des mots infinis (à droite) sur A. Les mots
bi-infinis [2,13] sur A sont les classes d'équivalence pour la relation de décalage
sur Az :

(Un)nEZ ~ (vn)neZ ^=> 3p G Z Vn G Z Un = Vn+p.

On peut considérer les mots bi-infinis comme les orbites des éléments de Az dans
le système dynamique (Az, cr), où a est l'opérateur de décalage (le «shift»).

Le mot bi-infini défini par (un)n^z sera noté .. . U-IUQUI . . . L'ensemble des
mots bi-infinis sur A est noté "A^. Un mot bi-infini w est dit périodique
(resp. ultimement périodique) s'il peut s'écrire w = ^v^ (resp. "vuw") où v
(resp. w, v, w) G A+.

Soit C un sous-ensemble de A+. Un mot bi-infini w est dit C-périodique
(resp. C-ultimement périodique) s'il peut s'écrire w = wvw (resp. "vuw") où
v (resp. u,v,w) G C+ .

Un mot u G A+ est dit primitif si z = un seulement pour n = 1.
Soit B Ç 4+, on définit : B* = {vx... vn \ n > 0 Vi G B pour l < i < n } , B w

= {Î;OVIV2 .. * | Vi G I? pour i > 0}, w i ^ = {... u_iUoViV2 • - - I Vi G B, % e Z}.
Les définitions classiques relatives aux langages de mots finis (codes, généra-

teurs, bases, ...) ont été pour la plupart étendues à des langages de mots infinis,
et à des langages de mots bi-infinis [2-6,8,12,13] ... Nous ne définirons ici que les
notions utiles dans la suite.

Un générateur de "B^ est un langage G de mots finis tel que WGW = WBW.
Un générateur G de "B^ est dit minimal s'il ne contient pas strictement d'autres
générateurs de^B^.

Une J5-factorisation d'un mot v G B* est une suite finie de mots de B :
(vij..., vn) telle que v = v± ...vn. Une B- factorisation d'un mot v G ̂ B^ est
une classe d'équivalence, pour la relation de décalage ~, définie cette fois sur Bz,
d'une suite (vi)iez de mots de B, vérifiant v = .. . t;_i^0^if2 •. -

Un langage C Ç A+ est un code si tout mot de C + a une seule C-factorisation.
Etant donné un code C et u G C, le code C \ {u} est noté Cu.

La longueur d'un mot u est notée |w|. Le nombre de lettres a d'un mot u est
noté \u\a. Un mot u G A* est dit facteur d'un mot v G A* (ou d'un mot v infini
ou bi-infini) s'il existe des mots x et y tels que v = xuy. L'ensemble des facteurs
des mots d'un langage L est noté F(L).

Nous nous intéresserons ici plus particulièrement à certaines familles de codes.
Les codes minces sont les codes C tels que A* n'est pas inclus dans F(C). Les
codes très minces sont les codes C tels que C* n'est pas inclus dans F(C).
Les codes complets sont les codes C tels que A* est inclus dans F(C*).
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3. CODES PRÉCIRCULAIRES

Un langage C Ç A+ est un code précirculaire [7] si

V n ,p > 1 Vito,. • • ,Un-ii ^o, •• • )Vp_i G C V t,s G A* tels que uo =

(u0 . -. nn_i = sv i . . . vp_ii = > n = pet3hViui = v^h) mod

Les codes suivants sont précirculaires :
• les biu;-codes, c'est-à-dire les codes C tels que tout mot de WCW a une unique

C-factorisation (définition p. 368 et preuve p. 372 dans [6]).
• les codes circulaires : un langage C est un code circulaire si

V n,p > 1 Vuo,.-*,Un-Uvo,...,vp-i € C

\ft G A* \fs G A+ tels que v0 = ts
(uQ...un-i = sv\...Vp-\t => n = p, t = e et \/i m = Vi)

(définition p. 322 dans [1] et preuve immédiate).
Citons quelques codes circulaires intéressants :

• les codes à délai de synchronisation borné : un code C est un code à
délai de synchronisation borné si

3m > 0 V/, ƒ' e A* Vv,vf G Çm (fvv'f G C* => fv,v'f' G C*)

(définition et preuve dans [11] ou dans [8]) ;
• les codes semi-Dyck D'n à n couples de lettres. Rappelons que Df

n est la
base de l'ensemble des mots bien parenthèses pour la famille des couples de
lettres considérée.

Proposition 3.1. Les codes semi-Dyck Df
n à n couples de lettres sont circu-

laires.

Preuve. Considérons d'abord le cas de D[. Appelons (a,a') le couple de lettres
définissant D[. Considérons la fonction v définie par : v{x) = \x\a — \x\a'. Cette
fonction vérifie :

\/x£D[* v{x) =0 ;
\/x Vy v(xy) = u(x) + u(y) ;
Vx Vy tels que xy G D[ on a v{x) > 0 ;
Vx Vy tels que xy G D[ on a i/(x) > 0 si x ^ e et x 0 D[.

Considérons n,p > 1 it0,.. • ,un-UvOy..., vp_i G 'Z>i i G A* s e A+ tels que
t;o = ts et wo . . . wn_i = st?i... vp~it . On a alors i/(s) 4- u(t) = 0, 1̂ (5) > 0 et
v{t) > 0, donc i/(s) — v(i) = 0 et finalement £ = e et s = VQ. On conclut en
remarquant que D[ est un code (préfixe).

Dans le cas de Df
n, on définit les fonctions v\% analogues à v, associées aux

couples l de lettres définissant Df
n. Ces fonctions ont les mêmes propriétés que 1/,

sauf la dernière qui est à remplacer par : Vx \/y tels que xy G D[ on a : J2i vi{%)~
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= 0 =>- x — e ou x G D[. Il suffit de modifier très légèrement la démonstration
faite pour D[ pour l'adapter à Df

n. D

La proposition suivante, démontrée dans [7] (Th. 5.5) va nous permettre d'obtenir
une première famille de codes qui sont des générateurs minimaux.

Proposition 3.2. [7] Un langage C inclus dans A+ est un code précirculaire si
et seulement si tout mot bi-infini périodique a au plus une C -factorisation.

Théorème 3.3. Tout code précirculaire C est un générateur minimal de UC^.

Preuve. Pour tout u de C, le mot périodique WÎIW a une C-factorisation unique :
w(u)w, donc n'appartient pas à ' " C et Cu n'engendre pas WCW. D

On peut généraliser ce théorème de la façon suivante :

Théorème 3.4. Tout code C pour lequel il existe un mot primitif u0 de C + tel
que wiiow ait une seule C-factorisation est un générateur minimal de WCW.

Preuve. Soit u E C. On va montrer que ^C^ ^ WCW. Supposons le contraire.
Le mot : UUOUUQ de ^C^ a alors une C^-factorisation. Puisque Cu est un code,
cette C^-factorisation est Cu-ultimement périodique [7]. Donc ^UOUUQ = ^vxw^
où v, a?, w G C*. On peut choisir x tel que x — S/UQUUQ1P OÙ n,m € TV, s' est
un suffixe de UQ et p un préfixe de no, tous deux différents de UQ. Montrons que
s' — p = e. Soit 5 tel que ps = u$. On a : SUQ — (sp)™ — ww. Puisque UQ est
primitif, sp Test aussi et donc il existe k tel que w = (sp)k. Donc ^WQ^ = ^(^p)^ =
"w" où tu G C*. Il s'ensuit que wwo

w a deux C-factorisations : celle n'utilisant
que des uo, et celle utilisant la C^-factorisation de w. Puisque UQ est primitif,
ces C-factorisations sont distinctes, sauf si p = e. Donc p = e ; de même, on
montre que sf — e. On a donc x = UQUUQ1 ; ce mot x de Cu* a donc aussi une
C-factorisation utilisant le mot w, ce qui est absurde puisque C est un code. Donc
"Cu

u ^"C".
Dans le cas où u ~ UQ la démonstration précédente est encore valable (mais

peut être simplifiée). Donc ^Cu
u ^"C" pour tout u de C et C est un générateur

minimal de WCW. D

4. CODES TRÈS MINCES

Un code C est très mince si C* n'est pas inclus dans F(C) [1].
Avant de démontrer le théorème principal de cette section (Th. 4.8), nous allons

donner quelques exemples de codes très minces, et d'abord une propriété de ces
codes.

4.1. EXEMPLES DE CODES TRÈS MINCES

Proposition 4.1. Un code C est très mince si et seulement si il existe u € C tel
queC* <
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Preuve. Supposons que C ne soit pas très mince ; pour tous v G C+ et u G C, on
a vu G F(C) donc vu G F(CU) et finalement v G F(CU) ; donc, s'il existe u G C,
C* 2 F(CU), le code C est très mince. La réciproque est évidente. D

Corollaire 4.2. Les codes C tels qu'il existe u G C, C* % F(C£) sont des codes
très minces.

Dans ce dernier cas, il est clair que Cu n'engendre pas WCW (car "Cu = WCU
W

entraîne C* Ç F(C*) ) ; mais rien ne laisse présager le résultat du théorème 4.8,
à savoir que les autres éléments de C sont aussi indispensables que u.

Proposition 4.3. (p. 227 dans [1]) Les codes minces et maximaux (ou minces et
complets) sont très minces.

Dans ce cas, le théorème 4.8 peut se démontrer de façon simple [8].

Proposition 4.4. (p. 224 dans [1]) Les codes reconnaissables, en particulier les
codes rationnels sont très minces.

Pour le prochain exemple, nous avons besoin d'une définition. On dit que (x, y)
est une paire synchronisante pour un code C si x et y appartiennent à C* et
vérifient :

V u, v G A* (uxyv G C* = > ux, yv G C*)

(définition p. 240 dans [1]).
Clairement, tout code à délai de synchronisation borné possède des paires syn-

chronisantes. Mais la réciproque est fausse :

Exemple 4.1. Le code C — a-\-b + ab*d possède une paire synchronisante : (a, a),
mais, pour tout m, le couple (brn,brn) n'en est pas une puisque le mot abrnbrnd
appartient à C.

Proposition 4.5. Les codes ayant une paire synchronisante sont très minces.

Preuve. Montrons d'abord qu'on peut supposer que la paire synchronisante (x,y)
est constituée d'éléments de C+ .

Si x = e et y G C + , le couple (y, y) est une paire synchronisante ; en effet, si
uyyv G C*, alors u et yyv appartiennent à C* (puisque (e,î/) est une paire syn-
chronisante), et aussi y et yv (pour la même raison) ; donc uy et yv appartiennent
à C*. Le raisonnement est analogue pour y — e et x G C+ .

Si x = y =• e, on voit clairement que tout mot de C ne peut avoir qu'une lettre ;
et alors, tout couple de mots de C est une paire synchronisante.

Considérons un code C ayant une paire synchronisante (x,y) constituée
d'éléments de C + . Pour montrer que C est très mince, il suffit de prouver que xy,
qui appartient à C+ , n'est pas dans F(C). Supposons le contraire, alors il existe u
et v tels que uxyv G C ; mais alors ux et yv appartiennent à C* et sont différents
de e, ce qui contredit le fait que C est un code. D
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Remarque. Dans [1], on définit p. 239 un code synchrone comme un code très
mince de degré 1 ; ce qui veut dire qu'un code C très mince est synchrone s'il existe
un mot de C* n'appartenant pas à F(C) et dont toutes les C-interprétations sont
adjacentes. La proposition 6.2 dans [1] dit que, pour les codes très minces, il y
a équivalence entre être synchrone et avoir une paire synchronisante ; finalement,
d'après ce que nous venons de voir, nous avons :

Proposition 4.6. Les notions de code synchrone et de code ayant une paire syn-
chronisante coïncident.

Dans le cas d'un code ayant une paire synchronisante, le théorème 4.8 peut
aussi se démontrer de façon simple [8].

4.2. CODES TRÈS MINCES VUS COMME GÉNÉRATEURS

Revenons maintenant au problème qui motive cette section. La proposition
suivante est essentielle pour démontrer le résultat principal. Elle nous assure qu'un
code très mince B est maximal parmi les codes C vérifiant F(C*)'Ç. F(B*).

Proposition 4.7. Soient B et C deux codes tels que B C C' et F(B*) = F(C*).
Si B ou C est très mince alors B = C.

Preuve. Si B n'est pas très mince, B* est inclus dans F(B). On a alors : C* Ç
F(C*) = F(B*) Ç F(B) Ç F(C), et donc C n'est pas très mince. Par conséquent,
si C est très mince, B l'est aussi.

Si le code B est complet et très mince, il est maximal et donc B = C.
Supposons maintenant que le code B soit très mince mais ne soit pas complet.

La suite de la démonstration s'appuie sur l'étude des monoïdes de relations non
ambiguës qui peuvent être construits à partir des codes ([1], Chap. IV : Automata).
À partir d'un automate (non nécessairement fini) émondé non ambigu recon-
naissant B, on peut construire un automate émondé, non ambigu, de la forme
(Q, 1, l ,ü) reconnaissant i?*, et considérer le morphisme de représentation (p as-
socié : pour a G A, (p(a) est la matrice m de {0,1}QX® telle que mp^q = 1 si et
seulement si q e R(p, a). Le stabilisateur Stab(q) d'un état q est l'image par (p de
l'ensemble des mots finis qui admettent une lecture de q à q. Puisque B est un
code très mince non complet, M = <p(A*) est un monoïde transitif, non ambigu, de
rang minimal r(M) fini, contenant la matrice nulle ([1], pp. 189 et 224). Il existe
dans Stab(l) un idempotent e de rang r(M) et e = tp(x) où x G B*. Si B ^ C,
il existe y G C\B. Le mot xyx appartient à F(C*) = F(B*) donc ip(xyx) n'est
pas nul. ip(xyx) — e<p(y)e est dans le groupe des unités de eMe. Ce groupe est
fini ([1], p. 221), donc il existe n > 0 tel que (e(p(y)e)n = e. Donc (p((xyx)n) = e.
Comme e appartient à Stab(l) le mot (xyx)n est dans B*. Comme ce mot a une
C-factorisation utilisant y, BU {y}, et, a fortiori, C ne sont pas des codes. D

Remarquons que la proposition précédente devient fausse quand on remplace
l'hypothèse : «B ou C très mince »par l'hypothèse : «B ou C mince».
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Exemple 4.2. Considérons C = Df
2 = aD'^a' -f bDf\bf le code semi-Dyck sur

deux couples de lettres (a, a') et (&,&'), et le code B = aD'^o!. Les codes B et C
sont minces et vérifient : B Ç C ; B ^C et F(B*) = F(C*).

Preuve. D'une part, on a : C* Ç F(E) donc F(£*) = F(C*). D'autre part, on
vérifie facilement que B et C sont minces mais pas très minces : tout u de C* est
facteur du mot de B : aua'', mais le mot abf n'est facteur d'aucun mot de C. D

Théorème 4.8. Tout code C très mince est un générateur minimal de "C^.

Preuve. Soit C un code très mince. Pour tout u G C, le code Cu ne peut vérifier
F(CU*) = F(C*) puisque Cu <Z C, Cu ^ C (proposition 4.7). Donc il existe un
mot v de F(C*) n'appartenant pas à F(CU*). On peut prolonger v en un mot de
"C" . Ce dernier mot ne se factorise pas sur Cu, donc Cu n'engendre pas WCW. Le
code C est donc un générateur minimal de ^Cw. D

En corollaire du théorème précédent nous obtenons le résultat important sui-
vant :

Théorème 4.9. Tout code C rationnel est un générateur minimal de ^C".

5. CAS PARTICULIER DES CODES GÉNÉRATEURS DE WAW

Avant d'énoncer la proposition suivante qui va nous inciter à étudier la maxi-
malité des codes générateurs de w i w , nous rappelons quelques définitions et pro-
priétés. Un langage G Ç A* est dit complet si .A* Ç F (G*) (ou, ce qui est équi-
valent, A* = F(G*)). On appelle biadhérence de G, pour G Ç A*, l'ensemble
Biadh(G) = {w e "A" \ F(w) C F (G)} [10]. On dit qu'un langage L Ç "A"
est une biadhérence s'il existe G Ç A* tel que L — Biadh(G). On démontre
que L Ç WAW est une biadhérence si et seulement si L = Biadh(F(L)) (Cor. 3.2.3
dans [5]). Il s'ensuit, pour le langage WGW engendré par G Ç A+, que "G" est une
biadhérence si et seulement si WGW = Biadh(F(G*)).

Proposition 5.1. Tout langage générateur de WÂW est un langage complet. Tout
langage complet qui engendre une biadhérence engendre UAU.

Preuve. Clairement, si "G" = WAW, on a : A* Ç F(G*), donc G est complet.
Si G est un langage qui engendre une biadhérence, on a : WGW = Biadh(F(G*))
d'après le rappel ci-dessus. Si G est de plus complet, on a : "G" = Biadh(F(G*))
= Biadh{A*) =WAUJ. D

Si l'alphabet A est fini, il existe des codes maximaux finis, l'alphabet A lui-
même, par exemple. Si l'alphabet A est infini, il n'existe pas de codes maximaux
finis. En effet, l'ensemble des lettres figurant dans les mots d'un code fini C
(F«alphabet» du code) est fini. L'ensemble CU {a}, où a est une lettre de A
n'appartenant pas à l'alphabet de C, est encore un code. Donc le code C n'est pas
maximal.
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Théorème 5.2 (Cas où A est fini). Tout code maximal fini sur un alphabet fini
A est un générateur minimal de^-AM.

Preuve. D'une part, un langage fini engendre une biadhérence (Cor. 3.2.8 dans
[5]) ; d'autre part, un code maximal fini est complet et très mince [1] ; on applique
alors le théorème 4.8 et la proposition 5.1. •

Remarques. Cependant, il existe des codes maximaux (infinis) qui n'engendrent
pas WAU, ; c'est par exemple le cas (pour A = {a, b}) du code de Dyck Di, base du
monoïde des mots ayant autant de a que de 6, ou encore celui du code rationnel
b + ab*a, dont aucun n'engendre le mot ̂ bab1^.

Mais il existe aussi des codes maximaux infinis qui engendrent WAW. L'existence
de codes infinis non maximaux qui engendrent UAU reste une question ouverte.

Exemple 5.1. Pour A = {a,b}, le code rationnel : C = a + b2 + ab(b2)*a +
ab(b2)*ab est un code maximal qui engendre WAW.

Preuve. Montrons que C est un code. On voit clairement qu'un mot de A+

qui a deux C-factorisations commençant par des mots de C distincts appartient
à ab(b2)*aA*. En comptant le nombre de 6, on voit alors qu'il est de la forme
ab{b2)nabp où p est à la fois pair et impair, ce qui est impossible.

Le code C engendre w A" ; en effet, dans un mot de WAW, seuls les 62n+1 pour-
raient poser problème, et il n'en est rien, car : ab2n+1a.b2p.a et ab2n+1ab.b2<p.a
appartiennent à C*. •

De plus, "A™ a aussi des générateurs minimaux qui ne sont pas des codes.

Exemple 5.2. Pour A = {a, b}, le langage fini G\=a-\- aba + bab + b2 + b3 est
un générateur minimal de u A^ et ce n'est pas un code.

Preuve. Clairement, d n'est pas un code. Cependant, il engendre w'Au ; en effet,
dans un mot de WAW, seuls les b isolés pourraient poser problème, et il n'en est
rien, car : aba, a.bab.a, aba.bab.a,... appartiennent à GJ. Le langage G\ est un
générateur minimal de ^A^ ; en effet,

- a ne peut être ôté, car waw appartient à WAW ;
- aba ne peut être ôté, car ^aba^ appartient à WAW ;
- bab ne peut être ôté, car uababa^ appartient à WAW ;
- b2 ne peut être ôté, car uab2aw appartient à "A" ;
- 63 ne peut être ôté, car ^ab^a^ appartient à w Au. D

Ces remarques montrent l'énorme différence existant entre UAW et A^. En effet,
dans le cas d'un alphabet fini A, tout générateur de A" contient un générateur
minimal, et les générateurs minimaux de A^ sont les codes préfixes maximaux
finis [12].

Les théorèmes 3.4 et 4.8 nous donnent quelques compléments intéressants :

Théorème 5.3. Tout code mince qui engendre "A" est un générateur minimal de
^A", et est un code maximal
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Preuve. Tout code qui engendre "A^ est complet (Prop. 5.1). Un code mince et
complet est maximal et très mince [1], et le théorème 4.8 s'applique. D

Théorème 5.4. Tout code C qui engendre UAU et pour lequel il existe un mot
primitif UQ de C + tel que WUQ^ ait une seule C-factorisation est un générateur
minimal de "A^, et est un code maximal.

Preuve. Le théorème 3.4 s'applique ; il reste à montrer que C est un code maximal.
Pour tout y n'appartenant pas à C, posons B = C U {y} et montrons que B

n'est pas un code. Le mot : ^uoyuQ de WAW = WCW a une C-factorisation. Nous
développons maintenant le même argument que dans la preuve du théorème 3.4.
Comme C est un code, toute C-factorisation de ̂ uoyuc est ultimement périodique.
Le mot uo étant primitif et wwo

w n'ayant qu'une seule C-factorisation, il existe p
et q tels que u^yu^ £ C*. Ce mot u^yu^ de C* a une C-factorisation où n'apparaît
pas le mot y et une ü?-factorisation: (UQ, . . . , ?/,... ,ito) o u apparaît y. Donc B
n'est pas un code. D

6. CONCLUSION

Nous avons étudié deux familles de codes. Pour Card(A) > 1, les exemples
suivants montrent qu'aucune de ces familles n'est incluse dans l'autre.

Exemple 6.1. Le code semi-Dyck à un couple de lettres D[ est circulaire mais
n'est pas très mince.

Preuve. Nous avons déjà vu que le code D[ est circulaire. Le code D[ n'est pas
très mince ; en effet, si (a, a') désigne le couple de lettres de D[, tout mot u de D[*
est facteur du mot de D[ : aua!. •

Exemple 6.2. Pour le code très mince A2, il n'existe pas de mot primitif u0 de
C + tel que wwo

w otà une seule C-factorisation.

Preuve. On voit facilement, à l'aide de la proposition 3.2, que le code très mince
A2 n'est pas précirculaire, car le mot bi-infini périodique "(ab)" a deux A2-
factorisations : . . . ab.ab.ab... et . . . ba.ba.ba... Démontrons qu'il ne vérifie pas
non plus les hypothèses du théorème 3.4. Soit u = ai...an un mot tel que
"u™ a une seule A2-factorisation. Cela signifie que les A2-factorisations qui
proviennent de (.. . , 0,10,2, 03^4, . . . ) et (.. . , a^az^ 04^5, • • • ) sont identiques. No-
tons ^ ^ sous la forme . . . a^\a§a\ . . . a n a n + i . . . Il existe p G Z, p impair tel
que aitt2 = a p + i a p + 2 ; 0-3^4 = &p+3%>+4î • • • , cifcûfe+i = ftp+fc&p+fc+i pour tout k.
Donc wuw = w (ai . . . ap)w . Si le mot u — a\... an est primitif, ai . . . ap est une
puissance de u. Donc la longueur de u est impaire et u n'appartient pas à (A2)+.

D

Nous avons aussi :

Proposition 6.1. // existe un code C ; bipréfixe et maximal, générateur minimal
de^C", tel que "C" ^WAW

; pour lequel tout mot périodique de^C" a plusieurs
C -factorisations, et qui n'est pas très mince.
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Exemple 6.3. Le code de Dyck D\ sur A = {a,b}, base du monoïde des mots
ayant autant de a que de b} en est un exemple.

Preuve. Le code Di est bipréfîxe. Rappelons qu'il est aussi maximal (p. 65
dans [1]) : pour tout mot v $ Di tel que \v\a > \v\bi le mot vb^v^-\v\b)y a
plusieurs (Di + v)-factorisations.

Le code D\ n'est pas mince, car tout mot v G A* est facteur du mot de D\ :

Étudions les mots périodiques de UD\W. Comme Di est un code, tout mot
périodique de "Df est de la forme wuw où u G Df (Th. 5.2 dans [7]). Pour toute
écriture de u sous la forme u = xy où x,y € A*, considérons vx = \x\b — |a?|a.
Posons x = xfyf = xffyft pour xf et x" tels que vx> soit le minimum et vx» soit
le maximum des vx. Considérons les conjugués de w : v! = yfxf et uft = yffxff.
Tous les mots de la £>i-factorisation de uf (resp. u") commencent par b (resp. a)
et se terminent par a (resp. b). Ces Di-factorisations donnent donc deux Di-
factorisations distinctes de wuw = Wu/Lû = uuf/u).

Clairement, w i w ^ w l ) i w . Montrons que Di est un générateur minimal de
"Di". Pour tout mot it G Di on peut considérer le mot ^{ab)u{aub){ab)UJ de
wZ?iw, dont toutes les Di -factorisations utilisent u . En effet, comme Di est
préfixe, le mot u {ab)u{aub){ab)UJ n'a que les deux Di -factorisations suivantes :
...ab.ab.u. (£>i-factorisation de aub).ab.ab... et ...ba.ba. {Dx -factorisation de
bua).u.ba.ba... On en déduit que D\ est un générateur minimal de ^ D ^ . D

Les théorèmes démontrés, l'exemple précédent et l'étude des codes générateurs
de CJ A^ nous suggèrent la conjecture suivante :

Conjecture 1. Tout code C est générateur minimal de WCW.

Si cette conjecture est vraie, la suivante le sera aussi :

Conjecture 2. Tout code générateur de UAU est un code maximal

Preuve. Soit C un code qui engendre WAW et £ un code contenant C On a
uBu> = wAu> = Q,CU, D'après la précédente conjecture, B est un générateur
minimal de WBW et donc C = B.

Par conséquent, C est un code maximal. D
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