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COLORATION DE GRAPHES : FONDEMENTS ET
APPLICATIONS

DOMINIQUE DE WERRA'! ET DANIEL KOBLER?

Abstract. The classical colouring models are well known thanks in
large part to their applications to scheduling type problems; we describe
the basic concepts of colourings together with a number of variations
and generalisations arising from scheduling problems such as the cre-
ation of school schedules. Some exact and heuristic algorithms will be
presented, and we will sketch solution methods based on tabu search
to find approximate solutions to large problems. Finally we will also
mention the use of colourings for creating schedules in sports leagues
and for computer file transfer problems. This paper is an extended
version of [37].

Résumé. Les modeles classiques de coloration doivent leur notoriété
en grande partie a leurs applications a des problemes de type emploi
du temps; nous présentons les concepts de base des colorations ainsi
qu’une série de variations et de généralisations motivées par divers
problemes d’ordonnancement dont les élaborations d’horaires scolaires.
Quelques algorithmes exacts et heuristiques seront présentés et nous
esquisserons des méthodes basées sur la recherche Tabou pour trouver
des solutions approchées pour des problemes de grande taille. Enfin
nous mentionnons ’application des colorations a la confection de ca-
lendriers de ligues de sport et a des problemes de transferts de fichiers
informatiques. Ce texte est une version étendue de [37].
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1. COLORATIONS ET EMPLOI DU TEMPS

Imaginons que nous ayons une collection X = {z1,...,2,} de tiches de méme
durée a faire exécuter en respectant une série F de contraintes qui spécifie que cer-
taines paires [z;, x;] de taches ne peuvent étre simultanément en cours d’exécution.

Si nous admettons que chaque tache est indivisible et dure exactement un jour,
nous pouvons nous demander s’il est possible d’exécuter toutes les taches dans un
intervalle I donné de k jours en respectant les contraintes, ou encore quel est le
plus petit intervalle de temps nécessaire a ’exécution de toutes les taches.

Ce sont la précisément des questions qui se formulent en termes de coloration :
associons a chaque tache z; de la collection X un sommet x; d’un graphe simple
G et a chaque paire z;,2; de taches liées par une contrainte de non-simultanéité
(on parle de contrainte de disjonction) nous faisons correspondre une aréte [z;, ;]
de ce graphe qui sera noté G = (X, E). Si 'ensemble des jours de lintervalle T
est constitué des jours 1,2,...,k, alors la premiére question revient a demander
8l est possible d’attribuer & chaque tache x; un jour d’exécution c(4) choisi dans
Pensemble {1,2,...,k} de maniére que pour toute paire de taches associée a une
aréte [x;,2;] de E on ait ¢(i) > ¢(j) ou c(j) > c(i). En d’autres termes c(i) #
¢(j). Cest 1a précisément une coloration (des sommets) du graphe G. Ainsi, une
coloration d’un graphe simple G = (X, E) est une affectation & chaque sommet z;
de X d’une couleur ¢() de telle maniére que pour toute aréte [z;, ;] de E on ait
(i) # c(j).

On parle de k-coloration d’un graphe si 'ensemble I des couleurs utilisables est
de cardinalité k. Quant a la seconde question, & savoir quel est le plus petit inter-
valle I de jours qui permette d’exécuter toutes les taches, elle revient a chercher le
plus petit k = |I| pour lequel le graphe G admet une k-coloration; c’est le nombre
chromatique x(G) du graphe G.

Par habitude, on parle de coloration d’un graphe, alors que trés souvent — et
c’est le cas dans l’exemple ci-dessus — on utilise des entiers (non négatifs) c(i) au
lieu de couleurs; on devrait donc parler de "numérotation”. Le fait d’utiliser un
ensemble I = {1,...,k} d’entiers au lieu de couleurs nous permet d’entrevoir les
liens qui existent entre les colorations et les orientations d’un graphe. L’ensemble
I est en effet ordonné et ’on peut formuler :

Propriété 1. Un graphe G = (X, E) admet une k-coloration si et seulement si on
peut orienter chaque aréte de G de maniére a obtenir un graphe orienté H sans
circuits et sans chemin rencontrant plus de k sommets.

Justification. Si G a une k-coloration utilisant les couleurs 1,2, ..., k, alors pour
toute aréte [z;, z;] nous choisissons 'orientation x; — x; si ¢(i) < ¢(j) ou x; «—
xj si c(i) > ¢(j). Le graphe H obtenu a bien la forme voulue. Inversement, si un
graphe H a une telle orientation, nous associons a chaque sommet x; une valeur
(1) égale au nombre de sommets rencontrés sur le plus long chemin se terminant
en z; ; on vérifie facilement que les ¢(i) définis sont une k-coloration du graphe G
obtenu en supprimant les orientations dans H. O
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d a a) le graphe G avec une 3-coloration
utilisant les couleurs (0,0 A); G
a b sommets.

b) le graphe G(3) avec un ensemble
stable S (sommets en gras) de 5
sommets.

G! G2 G?

La coloration de G s’obtient & partir de S = {a1, ¢1,b2,d2,e3} en donnant & a et
c la couleur 1, & b et d la couleur 2 et & e la couleur 3.

FIGURE 1. Réduction de la coloration & un probleme d’ensemble stable.

Il est intéressant de remarquer que la question de ’existence d’une k-coloration
d’un graphe simple G = (X, F) peut se ramener a la question de l'existence d’un
ensemble stable de |X| sommets dans un graphe auxiliaire G(k). Cette remarque
sera exploitée plus loin lorsque nous aurons a traiter des problemes de coloration
en présence de couleurs interdites pour certains sommets.

Supposons donc que nous ayons & déterminer si le graphe G = (X, F) admet
une k-coloration (k fixé). Nous associons & G un graphe auxiliaire G(k) obtenu en
introduisant & copies G, ..., G¥ du graphe G : & chaque sommet a de G correspond
un sommet a; de G* et on relie a;, b; par une aréte [a;, b;] si [a, b] est une aréte de
G. Enfin, pour tout sommet a de G, on relie les sommets correspondants aq, ..., ag
de maniére a former une clique. La construction est illustrée dans la Figure 1.

Il y a correspondance biunivoque entre les k-colorations de G et les ensembles
stables de G(k) avec | X | sommets. En effet, soit S un tel ensemble stable de G(k),
on en déduit une k-coloration par la regle suivante : si a; € S, alors a a la couleur
i dans la coloration. De méme a partir d’'une k-coloration de G on construit un
ensemble stable de |X| sommets dans G : si le sommet a a la couleur 4, alors
a; € S. Dans la figure 2, on utilise la construction pour examiner si un graphe a
une k-coloration.

Cette transformation du probleme de k-coloration en un probleme d’ensemble
stable est encore utile pour résoudre la question suivante qui a des applications
dans certains problemes d’ordonnancement : quel est le nombre maximum de som-
mets d’un graphe G donné que ’on peut colorer en utilisant un nombre fixé k de
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a) le graphe G avec une 4-coloration utilisant les couleurs (e.e, A, m); G a 11
sommets.

b) le graphe G(2) associé au graphe G ci-dessus.

On peut colorer G en 2 couleurs si et seulement si G (2) admet un ensemble stable
de 11 sommets. Puisque dans chaque sous-graphe induit G1, G2 de G (2) on ne peut

choisir que 5 sommets pour former un ensemble stable, dans G (2) tout ensemble
stable a au plus 10 sommets; G n'a ainsi pas de 2-coloration.

FIGURE 2. Une tentative de colorer G avec k = 2 couleurs.

couleurs? Ce probléeme se résout en cherchant un ensemble stable de taille maxi-
mum dans G (k) ; en termes d’emploi du temps, ceci revient a se demander quel est
le nombre maximum de taches de la collection donnée que 1’on parvient & exécuter
dans un intervalle de k jours.

Alors que pour le traitement direct en termes de coloration, on ne connait
généralement pas d’algorithme combinatoire, la formulation en termes d’ensemble
stable permet de recourir & des algorithmes (exacts ou heuristiques) de construc-
tion d’un ensemble stable de cardinalité maximum.

2. QUELQUES RESULTATS DE COMPLEXITE

Le probleme de la détermination du nombre chromatique est difficile. Plus
précisément, déterminer si un graphe donné a une k-coloration pour un k& > 2
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fixé est NP-complet [15]. De plus, il est également NP-complet de savoir s’il existe
une (2 — €)x(G)-coloration d’un graphe G pour tout € > 0 [14].

Si A(G) est le nombre de couleurs utilisées par un algorithme polynomial A
pour colorer un graphe G = (X, E), il n’est pas possible d’avoir systématiquement

<=

A(G) <7 - x(G)

pour € > 0 [2]. Par contre, un algorithme polynomial A’ bien choisi permet d’avoir

A(G) < ¢ p. JoBlogn)?

Sen Tognp X@) <

' logn X(@)

ou ¢ est une constante [19].

Il existe des classes de graphes pour lesquels le nombre chromatique peut mieux
étre approché, voire trouvé de maniere exacte, en temps polynomial (comme les
graphes parfaits par exemple, que nous verrons plus loin dans cet article). Dans le
cas particulier out G est un graphe planaire (c’est-a-dire un graphe que 'on peut
représenter dans le plan sans qu'’il n’ait de croisement d’arétes), on peut montrer
que x(G) <5 [3]. En fait, il est méme possible de montrer que x(G) < 4, mais les
démonstrations connues sont bien plus ardues.

Afin de déterminer le nombre chromatique d’un graphe, un algorithme exact
peut étre appliqué si la taille du graphe n’est pas trop grande. Sinon, on se contente
d’estimer le nombre chromatique, par exemple en utilisant un algorithme heuris-
tique qui ne donnera qu’une borne supérieure mais qui est bien plus rapide qu’un
algorithme exact.

3. LES ALGORITHMES SEQUENTIELS DE COLORATION

Si w(G) est la taille maximale d’une clique (c’est-a-dire un ensemble de sommets
qui sont tous reliés deux a deux) de G, il est facile de se convaincre que x(G) >
w(G). Malheureusement, w(G) peut étre une borne inférieure de mauvaise qualité;
en effet, il est possible de construire des graphes G ne contenant pas de clique de
taille 3 (donc w(G) < 2) et ayant une valeur de x(G) arbitrairement grande.
D’autres bornes inférieures peuvent étre trouvées dans [3], comme par exemple

2

x(G) >

n? —2m

pour un graphe G' a n sommets et m arétes.

Un autre moyen d’estimer x(G) consiste a trouver des bornes supérieures. Pour
cela, il suffit de trouver des colorations. Nous présentons ici quelques méthodes de
coloration simples, basées sur 'algorithme séquentiel de coloration suivant :
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la,d], [a,d] et [b, ]

n’existent pas

FIGURE 3. Le graphe Pjy.

Algorithme séquentiel de coloration;
begin
déterminer un ordre O = (z1,%2,...,%,) des sommets de G ;
for i:=1 to n do
donner a z; la plus petite couleur possible;
—— <c’est-a-dire la plus petite couleur qui
—— n’est pas utilisée par z; adjacent a
—— pour tout j <1
end for;
end algorithme.

Cette méthode tres générale est un algorithme séquentiel basé sur l’ordre O. L’ordre
utilisé a bien évidemment une influence sur le nombre de couleurs utilisées, mais
I’on a :

Propriété 2. Pour tout graphe G, il existe un ordre O des sommets pour lequel
Ualgorithme séquentiel basé sur l'ordre O fournit une coloration en x(G) couleurs.

Justification. Pour se convaincre qu'un tel ordre existe, considérons une k-
coloration de G avec k = x(G). 1l suffit ensuite de créer un ordre dans lequel
les sommets de couleur 1 précedent ceux de couleur 2, eux-mémes précédant ceux
de couleur 3, et ainsi de suite. O

La difficulté du probleme de coloration réside dans le fait qu'un tel ordre peut
étre difficile & trouver. Dans le cas particulier des graphes sans Py (c’est-a-dire ne
contenant pas la structure de la Fig. 3), n’importe quel ordre des sommets permet
a I’algorithme séquentiel d’obtenir une coloration avec le nombre minimal de cou-
leurs.

Nous représentons par A(G) le degré maximum de G, c’est-a-dire le nombre
maximum d’arétes adjacentes a un méme sommet de G. De par le fonctionnement
de l'algorithme séquentiel (le sommet & colorer regoit la plus petite couleur dispo-
nible), nous sommes assurés que le nombre total de couleurs utilisées ne dépasse
pas A(G) + 1, quel que soit Pordre O = (21,2, ...,2,). Ainsi x(G) < A(G) +1
pour tout graphe G. En suivant le méme raisonnement, nous pouvons étre plus
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précis : si G; est le sous-graphe de G induit par z1,...,z; et dg(x) le nombre de
voisins de x dans H, nous avons :

Propriété 3. x(G) <1+ max da, (x;).

Dans le but d’obtenir la meilleure borne possible, on peut vouloir chercher un
ordre O = (x1, 22, ...,xy) tel que max dg, (x;) soit aussi petit que possible. Mais
<i<n

les valeurs dg,(x;) ne sont pas connues & l’avance. C’est pourquoi I'on préfere la
borne
X(G) <1+ max min(i — 1,dg(z;))

1<i<n
qui découle de la propriété précédente car dg,(x;) < min(i — 1,dg(x;)). Cette
borne est minimisée en utilisant un ordre O = (z1,x2,...,z,) tel que dg(x1) >
da(xz2) > ... > da(zy) [30].

Différentes autres méthodes pour choisir O ont été proposées dans la littérature.
Les meilleures sont dynamiques, c’est-a-dire qu’elles ne fixent pas cet ordre
complétement deés le début. L'une des plus efficaces est RLF (pour “Recursive
Largest First”), proposée dans [24], qui fonctionne de la maniere suivante. Le pre-
mier sommet z; est un sommet de degré maximal, et regoit la couleur 1. Supposons
ensuite que ¢ sommets (z1, ..., ;) ont regu la couleur 1. Soit alors Ny (respective-
ment N7) I'ensemble des sommets non colorés adjacents & aucun (respectivement
au moins un) sommet coloré; le sommet x;11 est choisi parmi les sommets 2 de Ny
maximisant dy, (z). Cela est répété jusqu’a ce que Ny soit vide. Le processus est
ensuite itéré avec la couleur 2 sur le graphe généré par les sommets non colorés,
et ainsi de suite jusqu’a ce que tous les sommets aient re¢u une couleur.

Les algorithmes séquentiels ont ’avantage de la rapidité (quelques secondes de
calcul sur un ordinateur pour des graphes de plusieurs centaines, voire milliers, de
sommets), mais utilisent en général plus de couleurs que nécessaire. A I'opposé,
les algorithmes exacts permettent de déterminer x(G), mais nécessitent des temps
de calculs tres grands (si 'on se limite & une journée de calcul sur un ordinateur,
il n’est actuellement guere possible de considérer des graphes aléatoires de plus de
85 sommets).

4. UN ALGORITHME EXACT DE COLORATION

Le seul moyen connu pour déterminer le nombre chromatique d’un graphe G est
de faire une énumération (implicite) de toutes les colorations de G. On commence
en général par considérer une borne supérieure g de x(G) ; celle-ci peut étre obtenue
a laide d’un algorithme séquentiel ou, mieux, en appliquant la méthode Tabou
décrite plus loin.

Nous colorons ensuite G avec l'algorithme séquentiel basé sur un ordre
Z1,...,%yn; i la couleur ¢ n’a pas été utilisée, nous avons obtenu une coloration
en q; < q couleurs. Nous remplacons alors ¢ par g; et remontons dans ’algorithme
séquentiel (en décolorant les sommets) jusqu’au sommet z, tel que x,41 ait été
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le premier sommet a avoir regu la couleur ¢;. Nous recolorons z,. avec la plus pe-
tite couleur possible qui soit plus grande que sa couleur courante, et continuons
I’algorithme séquentiel avec x,41,...,2,. Si & un moment donné la couleur ¢ doit
étre affectée & un sommet z; (ce que nous voulons éviter, puisque l'on aimerait
utiliser moins de ¢ couleurs), nous remontons dans I’algorithme séquentiel jusqu’a
xs—1 et faisons comme précédemment (c’est-a-dire recolorer z;_1 avec la plus pe-
tite couleur possible qui soit plus grande que sa couleur courante et continuer).
L’algorithme se termine lorsque 'on est remonté jusqu’a x1, et x(G) est égal a la
valeur courante de q.

Cette méthode peut étre améliorée en certains points, pour donner l'algorithme
appelé EPCOT [11] décrit ci-dessous. Ici les premiers sommets x1,...,z, sont
choisis de maniére & former une clique, et 'ordre des sommets restants est modifé
dynamiquement sur la base du degré de saturation des sommets (pour un sommet
x et une coloration partielle, le degré de saturation est le nombre de couleurs
adjacentes a x). Une troisieme adaptation tient compte de I'observation suivante :
si c est la plus grande couleur utilisée parmi les sommets z1,...,xy, il est inutile
d’essayer les couleurs plus grandes que ¢+ 1 pour zp4+1 (on peut toujours échanger
deux couleurs dans une coloration).

L’algorithme EPCOT a comme entrée un graphe G = (X, E) et fournit son
nombre chromatique x(G). Les variables utilisées sont le nombre de sommets co-
lorés m, le sommet courant s, la cardinalité g de la clique initiale, et les quatre
vecteurs degres (qui contient le degré de chaque sommet), color (la coloration
(partielle) courante), dsat (qui contient le degré de saturation des sommets induit
par la coloration courante) et ordre (ou ordre[j] est le sommet qui a été coloré
en j-eme position). L’algorithme est le suivant :

Algorithme EPCOT ;
begin

initialiser degres[z] pour tout z €V ;
poser color[z] := 0 et dsat[z] := 0 pour tout z €V ;
q := borne supérieure de x(G);
—— obtenue p.ex. par un algorithme séquentiel

déterminer une clique K maximale au sens de 1l’inclusion ;
soit K ={ki,...,kq};
for ¢1:=1 to g do

color([k;] := 1; ordreli]l := k;;
end for;
mettre a jour dsat ;
if g # |X| then

m :=g+1;

chercher_prochain_s := vrai;

while m > g do

if chercher_prochain_s then
trouver un sommet non coloré s maximisant le
degré de saturation (en cas d’égalité, choisir
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un sommet de plus grand degré (s’il y en a
plusieurs, choisir au hasard)) ;
ordre[m] := s; chercher_prochain_s := faux;
end if;
soit ¢s la plus petite couleur possible pour s mais
plus grande que colorl[s] ;
if (cs < @) and (cs < max . color[ordre[i]] +1) then

i=1,...,m—
color[s] := cs; mettre & jour dsat;
if m = |X| then
—— une meilleure coloration a été obtenue

q := max colorl[s] ;
seX
m := 1;
while color[ordre[m]] < q dom := m+1;

—— on cherche le premier sommet de couleur g
for any i > m (i <|X|) do color[ordre[:]] := 0;
—— on remonte jusqu’a ce sommet en décolorant

mettre & jour dsat; m := m—1; s := ordre[m] ;
else
m := m+1; chercher_prochain s := vrai;
end if
else
color[s] :(=0; m := m+1; s := ordre[m] ;
—— on remonte d’un sommet
end if ;
end while ;
end if ;
X(G) = q;

end algorithme.

Par “une clique maximale au sens de I'inclusion”, on entend une clique K telle qu’il
n’existe pas de clique plus grande K’ contenant entierement K. Une telle clique est
facile a trouver puisqu’il suffit de partir d’une clique quelconque, et de rajouter un
sommet adjacent a tous les sommets de la clique courante tant qu’un tel sommet
existe. L’utilisation d’une méthode plus sophistiquée peut permettre de trouver
des cliques plus grandes, et de ce fait de réduire un peu le temps d’exécution
d’EPCOT.

5. COLORATIONS PAR LA METHODE TABOU

A cause du temps de calcul, il n’est pas possible d’utiliser un algorithme exact
pour déterminer le nombre chromatique d’un graphe de taille raisonnable ; il faut se
contenter d’en trouver une borne supérieure. Si les algorithmes séquentiels basés
sur des ordres ont 'avantage de la vitesse, ils fournissent en général une borne
supérieure tres large pour les graphes ayant plus de quelques centaines de sommets.
C’est pourquoi des algorithmes heuristiques plus efficaces ont été proposés. Celui
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que nous décrivons ici est I’adaptation de la méthode Tabou (décrite plus en détails
dans [16]) au probleme de la détermination d’une k-coloration.

Dans cet algorithme, une solution est simplement une partition s = (X1, ..., Xy)
de 'ensemble des sommets X du graphe G = (X, E) a colorer. Une telle partition
est une k-coloration si et seulement si aucune aréte n’a ses deux extrémités dans
un méme sous-ensemble X;. C’est pourquoi nous définissons la fonction-objectif f
suivante :

f(s) = nombre d’arétes [z, y] telles que x et y sont dans un méme

sous-ensemble de la partition s

et cherchons a la minimiser. Nous avons obtenu une k-coloration des que nous
avons trouvé une solution s avec f(s) = 0.

Afin d’expliquer le fonctionnement de ’algorithme, nous définissons encore le
voisinage N (s) d’une solution s comme étant ’ensemble des solutions s’ que 1'on
peut obtenir a partir de s en déplacant un sommet x d’un certain sous-ensemble
X; (ot z est adjacent & au moins un sommet de X;) vers un autre sous-ensemble
X;.

La méthode Tabou part d’une certaine solution initiale, obtenue aléatoirement
par exemple. A chaque fois que 1’on est en une solution s, nous générons aléatoi-
rement un sous-ensemble M de N(s) ou |M| est un parametre de l’algorithme.
La prochaine solution courante est la meilleure solution dans M. Comme cette
procédure peut cycler, une liste tabou T doit étre introduite. Le passage d’une
solution s vers une solution s’ dans N(s) consistant en le déplacement d’un som-
met  d’'un ensemble X; vers un ensemble X, nous introduisons dans 7" la paire
(x,17), dans le but d’interdire (temporairement) le retour de x dans le i-eme sous-
ensemble. Lors de la génération de M, nous ne choisissons donc que des solutions
s' = (X1,...,X}) de N(s) pour lesquelles x ¢ X/ pour toute paire (z,i) dans T
La taille maximale de la liste tabou étant souvent fixée & une certaine valeur, le
plus vieil élément de T est supprimé lorsque 7" devient trop grand.

Cet algorithme ayant la possibilité de détériorer la solution courante, il est
nécessaire de stocker la meilleure solution rencontrée dans une mémoire s* afin
de ne pas la perdre. Cette solution permet aussi, lors de la génération de M,
d’autoriser une solution s’ avec x € X/, malgré la présence de la paire (x,) dans
T, sous la condition que f(s") < f(s*) (pas de risque de cyclage dans ce cas).

Le principal critere d’arrét de la méthode Tabou est la découverte d’une solution
s avec f(s) =0, c’est-a-dire d’une k-coloration. On peut alors diminuer la valeur
de k d’une unité et appliquer & nouveau la méthode Tabou, afin de tenter d’obtenir
une meilleure borne supérieure sur le nombre chromatique. Mais ce critere d’arrét
ne permet pas d’assurer que l’algorithme s’arréte; en particulier si k < x(G), il
n’est pas suffisant. Il faut donc introduire un ou plusieurs autres criteres d’arrét
pour interrompre la recherche. Les plus fréquents sont :

e un nombre fixé d’itérations a été effectué;

e il n’y a plus eu d’amélioration de s* depuis un nombre fixé d’itérations;
e le temps de calcul a atteint une limite fixée.
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Nous obtenons ainsi la méthode Tabou pour le probléeme de la k-coloration décrit
ci-dessous. Notons qu’afin d’accélérer un peu l'aglorithme, la génération de M peut
étre interrompue des que 8" avec f(s') < f(s) a été trouvé.
Algorithme Tabou;
begin
choisir une solution initiale s;
s* i=s5; T=0;
while aucun critére d’arrét n’est satisfait do
générer M avec |M| solutions s’ = (X{,...,X}) € N(s)
telles que = ¢ X| pour toute paire (z,7) dans T
ou f(s) < f(s") 3
—— dés qu’un s avec f(s') < f(s) est trouvé,
—— arréter la gémnération
s := meilleure solution dans M ;
mettre a jour T';
if f(s) < f(s*) then s* := s;
end while;
end algorithme.

Il est important, pour la rapidité de 'algorithme, de noter que la valeur f(s’) d’une
solution voisine de s doit étre calculée sur la base de la valeur f(s) connue. En
effet, considérons que le passage de s = (X1,..., X) & s’ consiste & déplacer un
sommet = du i-éme au j-éme sous-ensemble. Alors

f(s") = f(s) = INa(x) N Xi| + [Na(2) N X;.

Il n’est donc méme pas nécessaire, a ce stade, de générer s’ ; x, 7 et j sont suffisants.
On peut se contenter de stocker ces trois valeurs et de les mettre a jour a chaque
fois qu'une meilleure solution voisine est trouvée au cours de la génération de M.

Cet algorithme permet obtenir, en quelques minutes de temps de calcul, de
meilleurs bornes supérieures que les algorithmes séquentiels. Des expériences
numériques sont décrites dans [13]. Pour des graphes aléatoires de 500 sommets
et plus (densité 0,5), il est nécessaire de d’abord réduire le graphe initial & un
graphe résiduel de 100 a 200 sommets avant d’appliquer 1'algorithme présenté ci-
dessus. Cette réduction se fait en trouvant de maniere répétée un grand ensemble
stable (avec un algorithme Tabou adapté), et en 'enlevant ensuite du graphe (cela
correspond & affecter une couleur de maniere définitive & cet ensemble stable) [13].

Un autre avantage de ’algorithme Tabou provient du fait qu’il est relativement
aisé de 'adapter a divers problemes de coloration de graphes, tels que ceux que
nous verrons dans la suite de cet article.

6. QUELQUES MOTS SUR LES GRAPHES PARFAITS

Alors que les problémes de coloration sont généralement difficiles pour des
graphes quelconques, la classe des graphes parfaits a la particularité de comprendre
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a) un graphe qui n'est pas un b) un graphe de comparabilité (avec
graphe de comparabilité. une orientation transitive de ses
arétes).

Fi1cURE 4. Un graphe de comparabilité et un graphe qui ne l’est pas.

des graphes pour lesquels le nombre chromatique peut étre calculé en temps po-
lynomial [18]. Dans les cas les plus généraux de graphes parfaits, les algorithmes
polynomiaux connus sont des algorithmes généraux de programmation linéaire;
nous nous limiterons ici a considérer des classes de graphes pour lesquels sont
connus des algorithmes de type combinatoire.

Un graphe simple G = (X, E) est parfait si pour tout sous-graphe induit H de
G on a x(H) = w(H) c’est-a-dire que le nombre chromatique de H est égal a la
cardinalité maximum w(H) d’une clique de H.

Puisque le graphe complémentaire G de G (c.-a-d. le graphe obtenu & partir de
G en éliminant toutes les arétes de G et en rajoutant toutes celles qui manquaient
dans G) est parfait si et seulement si G est parfait (voir [3]), nous en déduisons
qu'un graphe G est parfait s'il vérifie a(H) = (H) pour tout sous-graphe induit
H de G (c’est-a-dire que le nombre de stabilité a(H) de H est égal au nombre
minimum (H) de cliques de H recouvrant I’ensemble des sommets de H).

Nous renvoyons le lecteur intéressé aux ouvrages traitant plus spécifiquement
les graphes parfaits [3,5,17,18] et nous nous limitons ici a décrire quelques sous-
classes de graphes parfaits en mettant en évidence leurs propriétés algorithmiques
et chromatiques.

Les graphes de comparabilité sont les graphes simples G = (X, E) tels que
I’on peut donner une orientation a chaque aréte de maniere a obtenir le graphe
orienté associé a une relation transitive et antisymétrique. Un exemple de graphe
de comparabilité et d’un graphe qui ne ’est pas est donné dans la figure 4.

A titre d’exemple les graphes bipartis G = (X, Y, E) sont des graphes de com-
parabilité : on le voit en orientant toute aréte [z,y| avec x € X,y € Y de x vers
Y.

De manieére générale, les graphes de comparabilité sont donc des graphes G =
(X, E) dans lesquels on peut trouver une orientation ne contenant pas de circuit
et pas la configuration (a,b), (b,c) représentée a la figure 5, avec a < b < c et
[a,c] ¢ E.

Pour ces graphes I’algorithme de coloration est particulierement simple une
fois que l'orientation est définie : s’agissant d’un graphe sans circuits, on peut
classer ses sommets x dans 'ordre de leur rang r(z) non décroissant (le rang r(z)
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o o Ty [a, c] n’existe pas dans G

F1cURE 5. Configuration interdite dans une orientation transitive.

@ [a, b] n’existe pas dans G

a b c

FI1GURE 6. Configuration interdite dans l'orientation associée a
un graphe triangulé.

d’un sommet = est le nombre maximum de sommets rencontrés sur un chemin
aboutissant au sommet z).

On peut ensuite colorer les sommets avec un algorithme séquentiel usuel, en
donnant la plus petite couleur possible & chaque sommet (en fait, chaque sommet
x va recevoir la couleur r(z)). Il est facile de vérifier que x(G) = w(G) puisque le
nombre de couleurs utilisées dans cette coloration est égal au nombre de sommets
rencontrés sur un plus long chemin et que ce chemin induit une clique dans le
graphe par la transitivité de l’orientation. Pour reconnaitre si un graphe G est
de comparabilité, on dispose d’algorithmes (polynomiaux) d’orientation des arétes
par propagation (en évitant la configuration de la Fig. 5) (voir [17]).

Les graphes triangulés sont tels que tout cycle de longueur supérieure ou égale
a 4 admet une corde (c’est-a-dire une aréte reliant deux sommets non consécutifs
du cycle).

Ces graphes sont caractérisés par la propriété suivante :

Propriété 4. G est triangulé si et seulement si tout sous-graphe induit admet un
sommet simplicial (c’est-a-dire tel que tous ses voisins forment une clique).

En utilisant cette propriété, nous pouvons construire un ordre yi, Y2, ---, Yn des
n sommets d’un graphe G = (X, F) triangulé : soit G(7) le sous-graphe induit de
G engendré par X — {yn, Yn—1, .., ¥i+1}; on a G(n) = G;

pour i =n a 1 faire :
choisir pour y; un sommet x simplicial dans G(7).

Si Pon oriente ensuite toutes les arétes [y;,y;] de y; vers y; si ¢ < j, alors on
obtient une orientation ne contenant pas de circuits et pas non plus la configuration
(a,c), (b,c) de la figure 6 (avec a < b < c et [a,b] ¢ F).

Une coloration du graphe G est obtenue par un algorithme séquentiel (basé
sur ordre y1, ..., y,) ; il est facile de voir que cette coloration utilise un nombre
minimum de couleurs : si un sommet u a regu la plus grande couleur k, c’est qu’il
a au moins un sommet v de couleur ¢ < k qui le précede dans 'ordre (pour tout
i < k) ; puisque la configuration de la figure 6 est interdite, tous les prédécesseurs
de u sont reliés deux & deux par des arétes et ils forment donc une clique (de k
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(a,b), (c,d), (b,d) ou (d,b) avec a < b, c < d et [a,c], [a,d], [b,c] ¢ E

b la,d], [a,d] et [b,c]
n’existent pas

d
F1GURE 7. Configuration interdite dans l'orientation associée a
un graphe parfaitement ordonnable.

sommets si I’on y inclut le sommet u lui-méme). Nous avons ainsi obtenu une colo-
ration ou le nombre k de couleurs utilisées est égale a la taille k d’une clique de G.
Le nombre k de couleurs est ainsi minimum et la taille k de la clique est maximum.

Ces deux classes bien connues de graphes parfaits sont inclues dans la famille
des graphes parfaitement ordonnables [8] : il s’agit des graphes G = (X, E) pour
lesquels on peut trouver un ordre < des sommets (et donc une orientation sans
circuits pour l'ensemble E de ses arétes) de maniére que la configuration de la
figure 7 soit interdite :

En d’autres termes, le graphe orienté ne peut contenir de chaine induite sur 4
sommets a, b, ¢, d (voir Fig. 7) ot a < b et ¢ < d.

L’orientation définie pour les graphes de comparabilité ne contient pas ’obstruc-
tion de la figure 7 (puisque lobstruction de la Fig. 5 est contenue dans I’obstruction
de la Fig. 7); les graphes de comparabilité sont donc des graphes parfaitement or-
donnables. Le graphe de la Fig. 4a) est parfaitement ordonnable, mais n’est pas
un graphe de comparabilité.

De méme, I’orientation définie pour les graphes triangulés ne peut contenir I’obs-
truction de la figure 7 (puisque lobstruction de la Fig. 6 est contenue dans celle
de la Fig. 7), ce qui montre que les graphes triangulés sont parfaitement ordon-
nables. Le graphe consistant en les arétes [a, b], [b, c], [c,d], |a, d] est parfaitement
ordonnable mais n’est pas triangulé.

Pour les graphes parfaitement ordonnables, tout ordre des sommets tel que
I’orientation associée ne comprend pas ’obstruction de la figure 7 peut étre utilisé
dans I'algorithme séquentiel de coloration. On peut montrer que I’on obtient encore
une coloration utilisant k couleurs si k est la taille maximum d’une clique de G [8].

La classe des graphes parfaitement ordonnables est intéressante pour la colo-
ration en raison de la simplicité de 1’algorithme exact de coloration. Il est mal-
heureusement difficile de reconnaitre si un graphe est parfaitement ordonnable;
le probléme est en effet N P-complet [25]. Nous devons ainsi nous limiter a re-
connaitre en temps polynomial des sous-classes des graphes parfaitement ordon-
nables. D’autres sous-classes de graphes parfaits sont intéressantes & mentionner
en raison de leur champ d’application. Parmi ceux-ci les graphes d’intervalle : on
dit qu’un graphe simple G = (X, E) est un graphe d’intervalle s’il existe une fa-
mille X = {1, ..., ,, } d’intervalles sur la droite telle qu’en associant un sommet x;
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de G & chaque intervalle z; de X, on ait [2;, ;] € E si et seulement si les intervalles
correspondants ont une intersection non vide.

Propriété 5. (voir [3]). Un graphe G est un graphe d’intervalles si et seulement
st G est triangulé et son complémentaire G est un graphe de comparabilité.

Ainsi puisqu’un tel graphe est triangulé, on peut construire un ordre des som-
mets y1, ..., Yy, de maniere a pouvoir utiliser I'algorithme séquentiel classique de
coloration. Ici, si I'on note x; = [a;, b;] les intervalles de X, l'ordre s’obtient en
classant les intervalles dans 1'ordre des extrémités (limite droite) b; non croissantes
et on les colore dans cet ordre avec la plus petite couleur possible.

A titre d’example, les graphes d’intervalles peuvent servir a modéliser des
problemes d’occupation de mémoires en programmation. Supposons en effet que
soient connus dans I'exécution d’un programme les intervalles de temps séparant
la premiere et la derniere utilisation de chacune des variables. Sachant que 1’on
pourra stocker dans la méme mémoire (ou le méme registre) des variables dont les
intervalles de vie sont disjoints, minimiser le nombre de mémoires (ou registres)
nécessaires, c’est chercher une coloration optimale (c¢’est-a-dire avec un nombre
minimum de couleurs) dans le graphe d’intervalles associé aux variables; les inter-
valles de couleur 7 seront associés aux variables qui pourront étre stockées dans la
mémoire ¢.

En réalité, ce type de problemes revét une grande importance dans les pro-
grammes comportant des boucles; on doit alors utiliser des graphes d’intervalles
circulaires qui sont associés a des intervalles situés sur un cercle au lieu d’une
droite. Ces graphes ne sont plus parfaits et leur coloration est un probleme qui est
généralement difficile (voir [17]).

Des applications et des développements pour le probleme des boucles dans des
programmes informatiques sont mentionnés dans [34]. Les graphes d’intervalles
circulaires sont aussi un outil permettant d’aménager le fonctionnement des feux
de circulation aux carrefours routiers (voir Chap. 3 dans [27]) : Poptimisation des
phases 7vertes” pour les divers flux de trafic s’effectue en résolvant un (ou des)
probléme(s) de programmation linéaire dont la structure est basée sur la construc-
tion d’un graphe d’intervalles circulaires.

Enfin, une classe tres particuliere de graphes parfaits mérite d’étre mentionnée :
il s’agit des graphes de permutation [17].

Soit P = (p1,pa2, ..., pn) une permutation des entiers 1,2, ...,n; on lui associe un
graphe G(P) en introduisant des sommets 1,2,...,n et en reliant i et j par une
aréte si i < j et si j précede i dans P. Ceci signifie que, si p~!(¢) désigne la place
occupée par £ dans la permutation (p~1(¢) = k si pp = £), alors i et j sont reliés
sii < jetpt(j) < pl(i). La figure 8 donne une permutation P et le graphe
associé G(P).

Un graphe G = (X, E) est appelé graphe de permutation s’il existe une permu-
tation P de 1,2,...,|X| telle que (en rebaptisant 1,2,...,n les sommets) G est le
graphe G(P) associé & P.
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P=416352

G(P)

FIGURE 8. Une permutation P et le graphe associé G(P).

FIGURE 9. Un probleme de gare de triage.

Propriété 6. (voir [26]). Un graphe simple G est de permutation si et seulement
st G et G sont des graphes de comparabilité.

Cette propriété est a la base d’algorithmes de reconnaissance des graphes de
permutation par construction d’orientations transitives; on en trouvera dans [17].

Si P est une permutation, les sous-suites décroissantes de P correspondent
aux cliques de G(P) et les sous-suites croissantes aux ensembles stables de G(P).
Puisque les graphes de permutation sont parfaits, on a alors égalité entre le
nombre chromatique x(G(P)), le nombre minimum de sous-suites croissantes qui
recouvrent ’ensemble {1,2,...,n} et la longueur maximum d’une sous-suite
décroissante.

A titre d’application, rappelons le probleme de la gare de triage (inspiré de [17]).
Dauns la figure 9, des wagons sont alignés sur la voie d’entrée (& droite) de la gare
de triage; ils sont désignés par le numéro i (1 < ¢ < n) de leur destination. Ces
destinations sont localisées a gauche de la gare de triage le long de la voie de sortie,
les numéros croissants de gauche a droite. Lorsqu’un train arrive dans une gare de
destination ¢, on décroche éventuellement le wagon de queue (s’il porte le numéro
i) et le train poursuit son trajet vers la gare i — 1.

Il s’agit donc d’envoyer les n wagons de la voie d’entrée sur les voies de triage
ou l'on va constituer des trains ayant chacun ses wagons numérotés dans l'ordre
croissant. On cherche en général a utiliser le nombre minimum de voies de triage,
c’est-a-dire a constituer le nombre minimum de trains “croissants”.
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voie de sortie n voie d’entrée

F1GURE 10. Le triage des wagons du probleme de la figure 9.

L’algorithme consiste a prendre successivement les n wagons numérotés pi, po,
.., Pn €t & envoyer chaque wagon p; sur la premiére voie admissible (c’est-a-dire
ne contenant pas un dernier wagon portant un numéro ¢ > p;).
L’algorithme pourrait se formuler ainsi :

Algorithme gare de_triage;
begin
k:=0; —— compteur de voies utilisées
for i:=1 to n do
soit j le numéro de la premiére voie admissible;
placer le wagon p; sur la voie j;
—— c’est-a-dire colorer le sommet p;
—— de G(P) avec la couleur j
le dernier wagon de la voie j est p;;
k:=max(k,j); —— mise & jour du compteur de voies
end for;
end algorithme.

La figure 10 donne I'application de cet algorithme a I’exemple de la permutation
P = (416352) de la Fig. 9.

On a donc cherché le nombre minimum de sous-séquences croissantes de P qui
recouvre l'ensemble {1,2,...,n}; c’est une partition de l’ensemble {1,2,,...,n} de
G(P) en ensembles stables. On peut vérifier que 'algorithme ci-dessus donne une
coloration en x(G(P)) couleurs, c’est-a-dire qu’il met en évidence une sous-suite
décroissante de k = x(G(P)) nombres : on la construit facilement en partant du
dernier sommet coloré avec la couleur k.

On peut aussi vérifier que si 'on n’utilise pas a chaque étape la premieére voie
admissible, alors on risque d’utiliser trop de voies : si 'on plagait par exemple le
wagon 6 sur la voie 2 au lieu de la voie 1, on aurait besoin de 4 voies au lieu de 3!

7. ORDONNANCEMENT CHROMATIQUE ET COLORATIONS

Formulé en termes de colorations de graphe, le probleme d’ordonnancement
donné au début de cet article fait partie du domaine de 1’ordonnancement chro-
matique (en anglais : chromatic scheduling). Il s’agit 14 de ’ensemble des problemes
d’ordonnancement ou d’emploi du temps qui sont susceptibles d’étre modélisés (et
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résolus) a I’aide des concepts de coloration et de leurs extensions. Si ’ordonnance-
ment chromatique se limitait en effet aux seuls problemes solubles par des concepts
classiques de coloration, le domaine serait par trop limité et bien des problemes
d’ordonnancement en seraient exclus.

C’est la raison pour laquelle nous allons présenter ici quelques extensions et
variations des concepts de coloration qui ont été introduits précisément dans 1’ob-
jectif d’appréhender un champ plus large de problémes d’emploi du temps.

Considérons un probleme d’ordonnancement caractérisé par un ensemble X de
téaches x1, ..., ©,, indivisibles et de méme durée (soit un jour); a ceci s’ajoutent des
contraintes de précédence sur ’exécution des taches, c’est-a-dire un ensemble U
de couples ordonnés (z;,x;) de taches signifiant que pour chaque couple (z;, ;)
la tache x; doit précéder la tache x; (c’est-a-dire que x; doit étre attribuée & un
jour c(%) tel que (i) < ¢(j) si c(j) est le jour ou z; est exécutée). Puis, comme
précédemment, nous avons une collection E de paires [z;, z;] non ordonnées indi-
quant que les taches x; et x; ne peuvent étre exécutées simultanément (contraintes
de disjonction).

Il s’agit alors de déterminer une affectation des taches a des jours en respectant
les contraintes définies par les ensembles U et E. L’existence d’un ordonnance-
ment en k jours ou la recherche d’un ordonnancement de durée minimum sont des
questions que 'on peut se poser.

A ce probleme d’ordonnancement, nous associons un graphe mizte, c’est-a-
dire comportant & la fois des arétes (non orientées) et des arcs (orientés par
définition) : chaque tache x; correspond & un sommet de G; chaque contrainte
(x;,2;) de précédence est associée & un arc (x;,x;) et, comme précédemment,
chaque contrainte de disjonction est représentée par une aréte [z;,z;]. Un tel
graphe sera noté Gy = (X, U, E).

Nous pouvons alors définir une k-coloration d’un graphe mixte Gy = (X, U, E)
comme une affectation & chaque sommet ¢ d’une couleur ¢(¢) choisie dans ’ensemble
(ordonné) {1, ..., k} de maniere que pour chaque arc (z;, ;) de U, on ait ¢(j) > c(4)
et pour chaque aréte [z;,z;] de E, on ait c¢(i) # c(j). On parle de méme de
coloration (si la valeur de k n’est pas précisée).

Notons que la notion de k-coloration d’un graphe mixte généralise de fagon
naturelle la notion de k-coloration d’un graphe simple.

Il faut souligner que, contrairement au cas classique, il peut n’exister de k-
coloration pour aucune valeur de k. Nous avons en effet la condition suivante :

Propriété 7. Un graphe Gy = (X, U, E) admet une coloration si et seulement si
le graphe partiel orienté G = (X,U) ne contient aucun circuit.

La justification repose sur le fait qu’on peut toujours orienter les arétes de E
de manieére a obtenir avec les arcs de U un graphe orienté ne comportant aucun
circuit.

Remarquons encore qu’une contrainte de disjonction (représentée par une aréte
[xi, x;]) peut s’interpréter en disant que I’on doit avoir soit ¢(i) < ¢(j) (arc (z;, x;)
dans le graphe) soit ¢(j) < ¢(¢) (arc (x;,z;) dans le graphe). Ceci implique ¢(j) #

c(4)-
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Nous noterons x s (Gar) et appellerons nombre chromatique mizte (d’'un graphe
mixte Gys) le plus petit &k tel que Gy = (X, U, E) a une k-coloration.

Il est clair que xap(Gar) est toujours supérieur ou égal au nombre maximum de
sommets que 1'on rencontre sur un chemin (formé par définition d’arcs (orientés))
dans G = (X,U); en notant £(U) ce nombre, nous avons xp(Gy = (X, U, E)) >
LU).

Diverses bornes de xar(Gar) sont données dans [21]. On montre notamment
que pour un graphe Gy = (X, U, E) biparti, on a {(U) < xm(Gam) < L(U) + 1.
Alors que pour un arbre mixte Ty = (X,U, E), il est possible de trouver en
temps polynomial si x(Tas) = ¢(U), en revanche pour un graphe mixte biparti, le
probleme est NP-complet (ceci est une conséquence de résultats donnés dans [7]).

Quelques expériences avec un algorithme heuristique sont relatées dans [21];
mais il y a encore des directions nombreuses a explorer dans le but d’élaborer des
algorithmes efficaces pour des problemes de grande taille.

8. COLORATIONS PAR INTERVALLES

Jusqu’ici les problemes d’ordonnancement qui pouvaient étre modélisés au
moyen des concepts de coloration avec leurs extensions se limitaient a envisager
des ensembles de taches de méme durée d’exécution. Si cette restriction est ac-
ceptable en particulier dans le cadre de problémes d’horaires scolaires (ou chaque
téache représente une legon d’une heure), il faut bien admettre que dans la plupart
des applications les taches z; que 'on manipule ont des durées d; qui peuvent
étre différentes les unes des autres mais que 1’on supposera étre des nombres en-
tiers (de jours ou d’heures par exemple). Nous continuerons & supposer ici que les
taches sont indivisibles, c’est-a-dire qu'une tache doit toujours étre exécutée sans
interruptions.

Nous considérerons & ce stade des graphes mixtes Gy = (X, U, E) ol a chaque
sommet x; est associé un entier positif d; qui représente la durée de la tache xz;
correspondant & ce sommet. Un tel graphe sera ainsi noté G%, = (X, U, E, D) ou
D est Daffectation d’entiers d; aux sommets.

Les contraintes de précédence de U impliquent ainsi que si 'on a un arc (x;, ;)
la tache z; (débutant le jour c(i) et se terminant & la fin du jour ¢(i) + d; — 1) soit
alors achevée avant le jour c(j) ou débute la téche x;, c’est-a-dire que 'on doit
avoir

c(j) = c(i) + d;.
Quant aux contraintes de disjonction, elles imposent pour chaque aréte [z;, z;] de
FE que l'on ait 'une des deux possibilités

(i) +di < c(j) on c(j) +d; < cli).

Une k-coloration par intervalles d'un graphe mixte G, = (X, U,E7D) est une
affectation & chaque sommet x; de d; entiers consécutifs c[\(z c()+1, ... c(t)+d;—1

de maniere que :
a) ¢(j) > c(i) + d; pour tout arc (z;,x;) de U;
b) ¢(i) +d;i <c(f) ou c(j) +dj < c(i) pour toute aréte [z;,x;] de E.
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Le nombre chromatique par intervalle x5, (GY;) de GL; est le plus petit entier k
tel que GAD/[ a une k-coloration par intervalles. Etant une extension du probléeme
classique de coloration, il est clair que ce probleme est en général difficile.

Dans le but de donner des bornes de x¥, sous une forme relativement simple,
nous supposerons maintenant que nous n’avons pas de contraintes de précédence
(U = 0). Nous noterons Ng(x;) 'ensemble des voisins du sommet x; dans le graphe
G. Et dg(x;) sera le degré du sommet z; dans le graphe G (c’est-a-dire le nombre
d’arétes adjacentes a x;).

Propriété 8. (voir [36]). Pour tout graphe GY; de sommets x1, ..., 2y,

D D . .
X (Gap) < [pax di + Z d;
T ijNGAD/I(xi)

Avec des techniques qui généralisent tres directement les méthodes utilisées pour
les colorations classiques des graphes, nous pouvons obtenir une seconde forme.

Propriété 9. (voir [30]).

D@GPy<1 i D)4+ 1)(d; — 1 ;
X5 (GE) < + ma, min, (du (@) +1)(di — 1) + e;( )dy
z;€ENg (z;

Ici H C G signifie que H est un sous-graphe induit de G¥, et x; € H signifie
que z; est un sommet du graphe H.

Un algorithme séquentiel de coloration peut étre défini pour colorer un graphe
mixte au sens ci-dessus de facon a ce que le nombre de couleurs utilisées ne dépasse
pas la valeur donnée dans la propriété 9. Il va consister a construire, en commencant
par la derniére position, un ordre y1, ..., y, des n sommets 1, ..., T, de G]B[.

Algorithme ;
begin
H=GY; i=1;
while H contient encore des sommets do
choisir un sommet z, tel que

(du(zp) + V(-1 + > d

z;ENg(zp)

est minimum ;
placer z, & la derniére position encore libre;
—— POSer Yn—i+1 := Tp
éliminer x, de H ; —— c-a-d poser H:=H -z,
1 =1+1;
end while;
end algorithme.
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Si 'on colore ensuite les sommets dans l'ordre yi,ys, ..., 4, en utilisant chaque
fois les plus petites couleurs consécutives possibles, alors on peut vérifier que ’on
obtient une coloration par intervalles satisfaisant la borne de la propriété 9.

Il convient enfin de noter que si le probléme d’ordonnancement formulé au début
de ce paragraphe ne comporte au contraire que des contraintes de précédence (et
aucune contrainte de disjonction), alors il entre exactement dans le cadre des
problemes classiques d’ordonnancement ot les méthodes de chemin critique per-
mettent de trouver (en cherchant un chemin de longueur maximum dans un graphe
approprié) un ordonnancement de durée minimum en temps polynomial.

9. T-COLORATIONS

Alors que les applications des méthodes de coloration & des problemes d’em-
ploi du temps sont les plus connues et les plus anciennes, on recourt depuis moins
longtemps a ces mémes techniques dans le domaine des télécommunications et en
particulier pour des questions d’affectation de fréquences a des émetteurs. Nous
nous proposons de généraliser encore les notions de coloration étudiées jusqu’ici
afin d’étre & méme de formuler avec des concepts appropriés des problemes d’affec-
tation de fréquences tels qu’ils surviennent dans des situations ou il s’agit d’éviter
des interférences parasites.

Dans le probleme de la coloration par intervalle, nous pouvons reprendre les
deux types de contraintes (de précédence et de disjonction) en cherchant a les
reformuler :

a) contrainte de précédence représentée par un arc (z;,z;). Ceci implique
e(§) > e(i) + d; ou encore c(j) — (i) > d;.
A larc (x4, ;) nous pouvons associer un ensemble T';; de valeurs autorisées
pour la différence c(j) — ¢(4). Ici, nous aurions donc T;; = {d;,d; +1, ..., }.
Il est d’usage de considérer plutét le complément T;; de Tij et I'on aurait
donc T;; = {...,d; — 2,d; — 1} avec l'exigence c(j) — c(i) ¢ Tij;

b) contrainte de disjonction représentée par une aréte [x;, z;]. Par définition,

nous devons avoir

— soit ¢(j) > ¢(i) + d; cest-a-dire ¢(j) — c(i) > d;;

— soit ¢(i) > c(j) + d; cest-a-dire ¢(j) — c(i) < d,.
En d’autres termes, la valeur de ¢(j) — ¢(7) ne doit pas étre comprise entre
—dj-i-letdi—l.
Contrairement & ce qui a été pratiqué précédemment, nous pouvons asso-
cier un arc orienté (x;,x;) orienté arbitrairement de x; & x; (et non plus
une aréte [z;, z;] non orientée par définition) & une contrainte de disjonc-
tion portant sur la paire de taches x;,xz; et définir T;; = {—d; + 1, —d; +
2,..,0,...,d; — 2,d; — 1}; on devra avoir ¢(j) — c(i) ¢ T;; comme dans le
cas de la contrainte de précédence.
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Si nous avions choisi 'orientation opposée, c’est-a-dire (x;,x;) nous au-
rions da définir Tj; = {—d; +1,...,0,...,d; — 1}; notons que Tj; # T}; si
d; # d;.

Ainsi, nous obtenons une formulation semblable pour les deux types de contraintes
(dans un cas 'ensemble T;; est fini, dans lautre, cet ensemble ne l'est pas!). L’en-
semble des valeurs possibles pour ¢(j) — ¢(7) est un intervalle pour les contraintes
de précédence et c’est une collection de 2 intervalles disjoints pour les contraintes
de disjonction.

Nous pouvons ainsi définir la notion de T-coloration pour un graphe G qui
sera maintenant un graphe orienté GP = (X,U, ), D, T) ol @ est I'ensemble vide
qui traduit ’absence d’arétes dans le graphe et ou T représente la donnée pour
chaque arc (z;, ;) de U d’un ensemble T;; de valeurs interdites pour ¢(j) — c(4).

Une T'-coloration (en k couleurs) d'un graphe orienté G = (X, U, (), D, T) est
une affectation de d; entiers consécutifs ¢(i), c(i) + 1, ..., c(i) + d; — 1 (choisis dans
{1, ..., k}) a chaque sommet z; telle que pour tout arc (z;, ;) on ait ¢(j)—c(i) ¢ Tj;.

Nous pouvons par analogie avec ce qui a été fait plus haut, définir x2(GP),
le nombre T-chromatique de GP, comme le plus petit & pour lequel il existe une
T-coloration de GP en k couleurs. Avant de donner des bornes supérieures sur
X2 (GP), nous voulons simplement revenir au cas des colorations de sommets les
plus classiques. Pour les retrouver, nous devons poser d; = 1 pour chaque sommet
z; (un sommet regoit en effet une couleur) et T;; = {0} pour tout arc (z;,z;) de
GP, cest-a-dire que c(j) — (i) ¢ {0} ou encore c(j) # c(i) pour tout arc (z;, ;).

Nous pouvons, a ce stade, considérer qu'un probleme classique de coloration
tel que formulé au début de cet article peut en fait étre associé a un graphe
GP = G = (X, U) orienté avec pour chaque arc (z;, z;) un ensemble T;; = {0} (en
choisissant au lieu de 'arc (z;, z;) l'arc opposé (z;,;), on aurait aussi T;; = {0},
ce qui montre que lorientation est arbitraire pour les colorations classiques).

Dans les problemes d’affectation de fréquences, les ensembles T;; de valeurs
interdites pour ¢(j)—c(i) sont symétriques par rapport & 0 (—r € T;; si et seulement
si T € T;;). On a donc |e(j) — ¢(i)| € T;; ce qui permet & nouveau de considérer le
probleme comme posé dans un graphe non orienté.

Il faut remarquer a nouveau que des T-colorations n’existent pas toujours dans
des graphes orientés G : considérons par exemple les arcs (z;, x;) représentant des
contraintes de précédence (T;; est alors un ensemble de la forme {...,d; —2,d;—1});
il est alors nécessaire que le graphe partiel orienté engendré par les arcs associés
a des contraintes de précédence ne comporte aucun circuit. Il est relativement
facile de se persuader que cette condition est aussi suffisante pour qu’il existe une
T-coloration.

Afin de pouvoir donner une borne supérieure du nombre T-chromatique, intro-
duisons pour chaque arc (¢, j) le nombre g;; = |T;;| — d; + 1 et faisons 'hypothese
que chaque Tj; est un ensemble d’entiers consécutifs (comprenant la valeur 0);
lorsque nous parlons d'un arc (z;, z;), nous sommes conscients que son orientation
est arbitraire et qu’elle pourrait étre inversée en remplacant de plus 73; par T};.
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Lorsque nous considérerons I'ensemble N (x;) des sommets z; adjacents & un
sommet z; dans un sous-graphe induit H de G, nous pourrons donc supposer que
tous les arcs entre x; et x; sont orientés de z; vers I'autre sommet, soit x;. En
suivant [35], nous avons alors la borne suivante pour le nombre T-chromatique.

Propriété 10. (voir [35]). Pour un graphe GP = (X,U,0,D,T) avec des en-
sembles T;; qui sont des ensembles d’entiers consécutifs comprenant la valeur 0,

D D .
xr(G7) <1+ max min 4 (du(2i) + 1)(d:i = 1)+ ;( )gij
z;jeENg(Ti

Il est intéressant de remarquer que, méme si cette borne parait exiger que ’on
considere tous les sous-graphes induits H de G, elle peut étre calculée en temps
polynomial [35] et qu’un algorithme séquentiel de coloration peut étre utilisé pour
obtenir une T-coloration satisfaisant la propriété 10.

Définissons la fonction f(z, H) ol z est un sommet du graphe H par :

fH)= Y goy +(du(z)+1)(d: - 1).

YENH (2)

Nous allons définir un classement yi,ys,...,yn des |X| = n sommets z1,..., 2z,
de GP (en commencgant par la fin). Notons G(i) le sous-graphe induit de GP =
(X,U,0, D,T) engendré par 'ensemble X — {y;11,...,yn}; on a G(n) = GP;

pour i =n a 1 faire :
soit y; un sommet de G(i) tel que f(y;, G(3)) = rencl;r(l) f(z,G(1)).
z K3
En colorant ensuite les sommets dans l'ordre y1,...,y, (en utilisant chaque fois
la plus petite premiére couleur possible), on obtient une T-coloration vérifiant la
propriété 10.

Des expériences numériques avec divers algorithmes séquentiels sont décrites
dans [35]; ces méthodes sont des adaptations directes d’algorithmes connus pour
les colorations classiques des graphes.

Dans les applications a des affectations de fréquence, il s’agit généralement
d’attribuer & chaque site émetteur xz; (représenté par un sommet x; du graphe
associé) une fréquence d’émission de maniere & éviter des interférences avec des
émetteurs voisins (représentés par des sommets z; adjacents au sommet x;). Ces
interférences se produisent si les fréquences ¢(i) et ¢(j) attribuées respectivement
aux émetteurs voisins x; et x; satisfont une relation

C(j) — C(Z) S Tij.

T;; est donc un ensemble de valeurs interdites pour la différence des fréquences des
émetteurs voisins z; et z; (comme mentionné plus haut, on a en général T;; = T};
et le probleme peut étre considéré comme non orienté).
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Dans ces types d’application on a |T;;| < oco; Pobjectif peut étre soit de mi-
nimiser le nombre de fréquences différentes utilisées dans le réseau modélisé par
le graphe GP, soit la différence entre la plus grande et la plus petite fréquence
utilisée (largeur de bande). Les algorithmes mentionnés ci-dessus sont adaptés au
premier objectif. Des méthodes adéquates pourraient étre élaborées pour tenter de
minimiser la largeur de la bande.

10. COLORATIONS RESTREINTES

Les contraintes disjonctives et les contraintes de précédence apparaissant dans
les problemes d’ordonnancement chromatique peuvent étre considérées comme
similaires dans le sens ou ce sont des contraintes locales, concernant des sous-
ensembles spécifiques de sommets (en 'occurrence des paires de sommets). Dans
les problemes de confection d’horaires apparaissent souvent d’autres contraintes
locales, chacune d’elles ne concernant qu’un sommet. Ces contraintes restreignent
les couleurs qui peuvent étre affectées a chaque sommet.

Nous considérons ici un graphe sans contraintes de précédence G = (X, E) ou a
chaque sommet z est associé un ensemble p(z) C {1,..., k} de couleurs admissibles
pour ce sommet (ol k est le nombre de couleurs a disposition). Un tel graphe sera
noté G¥ = (X, E, ¢). Le probleme de k-coloration restreinte consiste & déterminer
s’il exsite une k-coloration ¢ de G telle que chaque sommet x regoive une couleur
admissible ¢(x) € ¢(x). On parle simplement de coloration restreinte si le nombre
de couleurs k n’est pas spécifié (dans la littérature anglophone, on parle plutot
de “list coloring”). Ce probléme peut facilement étre étendu aux graphes mixtes,
mais cette extension ne sera pas abordée ici.

Dans les problemes d’horaires scolaires, ce type de contraintes permet par
exemple de tenir compte de 'indisponibilité d’enseignants a certaines heures. Si un
maitre n’est pas disponible pendant ’heure i, cela peut étre modélisé en suppri-
mant la couleur ¢ de ’ensemble des couleurs admissibles pour les cours de ce maitre.
Pour les problemes d’ordonnancement de taches, nous pouvons de cette maniere
prendre en compte l'interdiction d’exécuter certaines taches un jour donné.

Comme nous pouvons supposer que k est borné polynomialement par le nombre
de sommets n (les sommets = pour lesquels |o(x)| > n peuvent étre supprimés du
graphe sans influer sur l'existence de la k-coloration cherchée), le probleme de la
k-coloration restreinte a une complexité au moins aussi grande que le probleme
de la k-coloration. En fait, ce probleme est méme NP-complet pour les graphes
bipartis planaires avec k = 3.

Il existe également un lien entre le probleme de la k-coloration restreinte et un
probleme d’orientation des arétes, mais il est moins fort que celui de la propriété 1.

Propriété 11. (voir [28]). Si l'on peut orienter chaque aréte d’un graphe G¥ de
maniére a obtenir un graphe orienté sans circuits de longueur impaire et avec, pour
tout sommet x, au plus |p(x)| — 1 arcs quittant x, alors G¥ admet une coloration
restreinte.
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Avec une condition supplémentaire, ce résultat peut étre étendu en autorisant
la présence de circuits de longueur impaire, mais I'existence d’une telle orientation
reste simplement une condition suffisante (et non nécessaire) [1].

Une autre condition suffisante est donnée par ce qu’on appelle les conditions de
Hall :

Propriété 12. (voir [33]). Soit un graphe G¥ = (X, E, ). Pour tout A C X et
toute partition de X en cliques K1, ..., K,,

U o(x)| >|Ai] (i=1,...,p)

TEA;

est une condition nécessaire a lexistence d’une coloration restreinte (ou A; =
ANK;).

Ces conditions sont suffisantes dans le cas ou le graphe est une collection de
cliques disjointes, et I'on peut se restreindre a la partition en cliques qui consiste
a prendre les composantes connexes du graphe. Le probleme peut alors étre résolu
par des techniques de flots dans un réseau (méthode de résolution polynomiale).

Si la taille des ensembles de couleurs admissibles est suffisamment grande, ’exis-
tance d’une coloration restreinte est assurée. En effet, si chaque sommet a plus de
couleurs autorisées que de voisins, il sera toujours possible de le colorer. Ainsi, si
lp(x)] > A(G) + 1 pour tout sommet z, il existe nécessairement une k-coloration
restreinte de G.

Le plus petit entier ¢ telle qu’il existe une coloration restreinte de G pour toute
affectation de couleurs admissibles ¢ respectant |o(x)| > t est représenté par
x¢(G), et peut-étre appelé le nombre liste-chromatique de G. Nous venons de voir
que x¢(G) < A(G) + 1, et il est facile de se convaincre que x(G) < x¢(G). Dans
le cas des graphes planaires, il a été démontré que x,(G) < 5, et x¢(G) < 3 si en
plus ils sont bipartis.

Comme esquissé dans la premiere section, le probleme de la k-coloration res-
treinte d'un graphe G¥ = (X, E, ¢) peut se ramener & la question de 'existence
d'un ensemble stable de |X| sommets dans un graphe auxiliaire G¥(k). Ce der-
nier est construit comme le graphe é(k‘) présenté dans la premiere section, a la
différence pres que ’on supprime la copie a; d’'un sommet a lorsque i n’est pas une
couleur admissible pour a (c’est-a-~dire i ¢ p(a)). De cette manieére, on est assuré
que la i-eme copie du sommet a ne pourra jamais étre dans un stable de a"(k‘),
et donc qu’on ne lui assignera pas la couleur +.

Il est ainsi possible, grace a cette transformation, d’utiliser les méthodes de
résolution existant pour le probleme de stable maximum pour aborder le probleme
de la k-coloration restreinte. On peut aussi proposer une adaptation de la méthode
Tabou & ce probleme. Alors que pour le probleme de coloration usuel un mouve-
ment consiste a choisir un sommet x ayant un voisin de la méme couleur et a
modifier sa couleur, il suffit ici de restreindre le choix de la nouvelle couleur aux
couleurs autorisées p(z). Une autre adaptation consisterait a autoriser les par-
titions dans lesquelles un sommet a une couleur qui lui est interdite, mais en
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pénalisant cet état de fait. Pour cela, on peut ajouter une constante donnée & la
valeur de la fonction-objectif pour chaque sommet ayant une couleur interdite.

Ces adaptations n’ont pas été testées dans la littérature, en partie a cause du
fait qu’il est aussi possible de transformer un probléeme de k-coloration restreinte
sur un graphe G¥ = (X, E, ) en un probléme de k-coloration usuel sur un graphe
G'= (X UX',EUE') obtenu de la maniére suivante. En partant du graphe G =
(X, E), une clique X’ = {2/, ...,z } de taille k est rajoutée. Chaque sommet x de
G est ensuite relié & tous les sommets z; représentant des couleurs ¢ interdites pour
x (c’est-a-dire n’appartenant pas a ’ensemble ¢(x)). Il y a une correspondance
biunivoque entre les k-colorations restreintes de G¥ et les k-colorations de G’. En
effet, une k-coloration restreinte de G¥ peut étre étendue a une k-coloration de G’
simplement en colorant le sommet 2} avec la couleur i. Réciproquement, dans le
cas d’une k-coloration de G’, nous pouvons supposer que le sommet x} a regu la
couleur ¢ (quitte & renuméroter les couleurs) ; 'aréte [x, ;] permet alors d’assurer
que le sommet x n’a pas recu la couleur interdite i. Cette transformation augmente
un peu la taille du graphe a colorer, mais permet ensuite d’appliquer tels quels les
algorithmes développés pour le probleme de coloration usuel.

10.1. CAS PARTICULIER : LES EXTENSIONS DE PRECOLORATIONS

Dans le probleme de I’extension de précoloration, un sous-ensemble de sommets
P C X du graphe G = (X, E) est précoloré avec

op: P—{1,...,k}

ou k est un nombre de couleurs. La question est de déterminer si G admet une
k-coloration étendant pp, c’est-a-dire s’il est possible d’affecter une couleur dans
{1,...,k} aux sommets de X\P en tenant compte des couleurs qu’ont déja les
sommets dans P. Dans le cas particulier o P = (), nous retrouvons le probléme
de la k-coloration.

L’étude de ce probleme a été motivée notamment par ’observation que, sur les
graphes d’intervalles, il permet de modéliser un probléme de gestion d’avions [6].
Ce dernier consiste a affecter des vols & un certain nombre d’avions en fonction
d’un horaire, avec la condition que le programme de révision (fixé pour chaque
avion) ne soit pas modifié.

Le probleme de coloration restreinte (ou liste-coloration) a été introduit plus
tard (et pour d’autres raisons), mais est une généralisation du probleme de 1'ex-
tension de précoloration. En effet, il suffit de reformuler ce dernier en associant a
chaque sommet une liste de couleurs admissibles :

(x) siz€eP
wlz) = { {{197013 " k}} siz e X\P.

Comme le probleme de la coloration restreinte, le probleme de 1'extension de co-
loration est NP-complet pour les graphes bipartis planaires avec k = 3. Si 'on
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représente par P; I’ensemble des sommets précolorés avec la couleur 4, nous pou-
vous supposer, sans perte de généralité, que |P1| > |Ps| > ... > | Px|. Le probleme
est polynomial pour les graphes parfaits si P; = 0 et |P2| < 1, ainsi que pour
les graphes d’intervalles lorsque |P;| = 1. D’autres résultats sur les extensions de
coloration et la coloration restreinte peuvent étre trouvés dans [28].

11. COLORATIONS AVEC CONTRAINTES DE CARDINALITE

Parfois les contraintes locales, qui ne concernent que quelques sommets (deux
ou un dans les problémes présentés ci-dessus), ne suffisent pas & modéliser d’autres
formes de contraintes au demeurant trés naturelles. Il peut étre nécessaire d’intro-
duire des contraintes de nature globale qui concernent le graphe dans son ensemble.
Un tel exemple est donné par les contraintes de cardinalité, qui limitent le nombre
de sommets de chaque couleur. Nous considérons un graphe G = (X, E) & colorer
avec un nombre k de couleurs, avec la condition supplémentaire qu’il est interdit
d’avoir plus de h; sommets de la couleur 7 ou les h; sont des bornes données. Le
probleme de la k-coloration avec contraintes de cardinalité consiste a déterminer si
une telle k-coloration existe. A nouveau, le probleme pourrait facilement s’étendre
aux graphes mixtes.

Ce type de contraintes est par exemple utilisé dans la modélisation de problémes
d’ordonnancement pour tenir compte de la disponibilité de certaines ressources,
telles que le personnel ou les machines. En effet, puisque dans ce type de problemes
une couleur correspond a un jour, la contrainte de cardinalité h; peut étre fixée au
nombre de machines a disposition au cours du jour 7. De cette maniere il est pos-
sible d’assurer que chaque tache aura une machine a sa disposition. Similairement,
dans les problemes d’horaires scolaires ces contraintes permettent de prendre en
compte le nombre de salles & disposition a chaque heure.

En posant h; égal au nombre de sommets du graphe considéré, on se rend compte
que le probleme de la k-coloration est un cas particulier de ce probleme. Ce dernier
est donc difficile. En fait, il est NP-complet pour les graphes d’intervalles (méme
si tous les h; valent 4) et les graphes bipartis. Les seules classes connues pour
lesquelles le probleme se résout en temps polynomial sont les cliques disjointes
et les complémentaires des graphes sans triangle. Des conditions nécessaires sont
données par :

Propriété 13. (voir [33]). Soit un graphe G = (X, E) avec des contraintes de
cardinalité h;, i = 1,...,k. Pour tout A C X, tout C* C {1,...,k} et toute
partition de X en cliques K1,. .., K,,

kalk—|C* )+ > hi > |A]

ieC*

est une condition nécessaire a l'existence d’une k-coloration avec contraintes de
cardinalité (ot ka est le nombre de cliques K intersectant A).



56 D. DE WERRA ET D. KOBLER

[b,¢], [b,d] et [c,d]

n’existent pas

FiGURE 11. La griffe.

Comme dans le cas de la propriété 12, ces conditions sont suffisantes pour les
graphes qui sont des cliques disjointes.

Un cas particulier du probleme de k-coloration avec contraintes de cardinalité
qui est mieux étudié dans la littérature est celui ou toutes les bornes h; sont égales a
une certaine valeur h. On définit alors le nombre chromatique borné x,(G) comme
étant le plus petit entier k pour lequel il existe une k-coloration de G avec au plus
h sommets de chaque couleur.

Il est facile de voir que x(G) = x(G) lorsque h > «(G). En effet, dans toute
k-coloration de G, chaque ensemble de sommets ayant une méme couleur forme un
stable, qui est nécessairement de taille au plus o(G) (par définition de ce dernier).
De méme, nous avons clairement que x1(G) est égal au nombre n de sommets dans
G. Une derniere valeur que ’on peut obtenir en temps polynomial quel que soit G
est x2(G). En effet, si E’ est un couplage maximum dans le graphe complémentaire
G (un couplage est un ensemble d’arétes non adjacentes deux & deux), nous avons
Xx2(G) = n — |E'|. Or, il se trouve qu'un couplage maximum peut étre trouvé en
temps polynomial [23].

Pour les autres valeurs de h, il est possible de borner la valeur de x5 (G) par

max ([7] (@) < xa(@) <ht {”‘Tx“ﬂ

oll n est le nombre de sommets dans G [20]. La borne [#] provient directement
du fait que ’on cherche a recouvrir n sommets avec des ensembles de taille au plus
h. Dans le cas des graphes sans griffe (c’est-a-~dire ne contenant pas la structure
de la Fig. 11), la borne inférieure est méme égale a x,(G).

La borne supérieure dépend du nombre chromatique x(G) qui est en général
lui-méme difficile & déterminer. C’est pourquoi il peut étre utile d’avoir une autre
borne supérieure, plus simple & calculer. Si 'on met de c¢oté les cliques (pour
lesquelles xp,(G) = A(G) 4+ 1) et les cycles impairs lorsque h > an (pour lesquels
Xn(G) = 3), nous avons

w(@ =a@ +| .

Pour les graphes bipartis, il méme possible de donner une borne supérieure qui
differe au plus de 1 de la borne inférieure. En effet, considérons un graphe biparti
ayant comme ensemble de sommets X = X; U X5 et des arétes uniquement entre
X1 et Xy. L’absence d’arétes reliant deux sommets de X; nous permet de colorer
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X . . . X
X1 avec au plus P hll—‘ couleurs. Le méme raisonnement s’applique a X5, et donc

] <e < [ B+ |2 < [+
Mais comme déja mentionné, le probleme de la détermination de la bonne valeur
est NP-complet. Dans le cas particulier des arbres, le probleme devient polynomial.
Comme pour les autres problemes, la fagon la plus naturelle de résoudre une
instance de ce probleme consiste a utiliser une adaptation des méthodes connues
pour le probleme de k-coloration. Dans le cas de la méthode Tabou, on peut garder

la méme notion de solution (une partition de I’ensemble de sommets en k sous-
ensembles) et ajouter a la fonction-objectif une valeur proportionnelle &

nombre de sommets de couleur i — h;

pour toute couleur ¢ violant sa contrainte de cardinalité. Dans ce cas, un mou-
vement consisterait a modifier la couleur soit d’un sommet ayant un voisin de la
méme couleur, soit d'un sommet ayant une couleur utilisée trop fréquemment (par
rapport & la contrainte de cardinalité).

11.1. CAS PARTICULIER : LES COLORATIONS RESTREINTES AVEC CONTRAINTES
DE CARDINALITE

Nous avons vu dans les sections précédentes que les contraintes de cardinalité
ainsi que les ensembles de couleurs admissibles pour les sommets apparaissent de
maniere naturelle dans les problemes d’horaires scolaires par exemple. Dans le cas
ou le graphe G considéré est une simple chaine, le probléeme de coloration restreinte
avec contraintes de cardinalité correspond également a la situation suivante.

Des travaux, au nombre de n et chacun ayant une durée d’exécution d’une
période, sont placés sur une ligne a intervalles réguliers. Un ensemble (v) de
périodes auxquelles v peut étre exécuté est donné pour chaque travail v. Ces tra-
vaux sont traités par des robots dont h; sont & disposition au cours de la période
i. A cause de la place nécessaire a ces robots, deux travaux qui sont situés a des
places adjacentes sur la ligne (correspondant a deux sommets adjacents dans G)
ne peuvent pas étre exécutés en méme temps. Déterminer s’il existe un horaire
admissible de k périodes pour réaliser ces travaux est équivalent au probleme de
I’existence d’une k-coloration restreinte de G¥ avec contraintes de cardinalités h;.

Malheureusement, ce probleme est NP-complet, méme si chaque travail a au plus
deux périodes au cours desquelles il peut étre exécuté. La seule classe de graphes
pour laquelle un algorithme polynomial est connu est celle des cliques disjointes.
Dans ce cas, un algorithme de flots permet de résoudre le probleme [33].

Les propriétés 12 et 13 présentées dans les paragraphes précédents sont en fait
des cas particuliers de la propriété suivante :

Propriété 14. (voir [33]). Soit un graphe G¥ = (X, E,p) avec des contraintes
de cardinalité h;, i = 1,...,k. Pour tout A C X, tout C* C {1,...,k} et toute
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partition de X en cliques K1, ..., K,

p
Z + Z hi > |A]
im1

i€C*

U p@)| N ({L,....k} - C7)
TEA;

est une condition nécessaire a [existence d’une k-coloration restreinte avec
contraintes de cardinalité (ou A; = ANK;).

Ces conditions sont suffisantes lorsque G = (X, E) est une collection de cliques
disjointes, et ces graphes sont les seuls pour lesquelles ces conditions sont suffisantes
quel que soit le choix de ¢ et des h;.

12. D’AUTRES EXTENSIONS

En dépit de la complexité des formules donnant des bornes du nombre T-
chromatique, les modeles de graphes décrits jusqu’ici ne sont pas encore suscep-
tibles d’appréhender la totalité des types de contraintes que 1’on rencontre dans
les problemes réels.

Dans les modeles décrits plus haut (excepté dans le cas des contraintes de
cardinalité), nous nous sommes limités a envisager des contraintes portant sur des
taches isolées ou des paires de taches ; qu’il s’agisse de précédence ou de disjonction,
deux taches intervenaient en effet dans la formulation de la contrainte. Quant aux
contraintes de couleurs interdites, elles étaient liées & une tache.

Nous pouvons cependant concevoir une description plus générale des contrain-
tes de disjonction, qui se formuleraient en donnant un ensemble R de téches et
un entier r avec l'exigence que parmi les taches de R il y en a au plus r qui
peuvent étre simultanément en cours d’exécution. (Dans le cas des contraintes de
disjonction, nous avions |R| = 2 et r = 1 pour chaque contrainte). Ce type de
contraintes apparait notamment lorsqu’une ressource (qualifiée de “renouvelable”
par les spécialistes de 'ordonnancement car elle est utilisée par des taches comme
le serait une machine et non consommeée définitivement, comme le serait un car-
burant) est disponible en quantité r; les taches de R utilisent chacune une unité
de cette ressource pendant leur exécution.

Le modele que 'on associe a un tel probleme est alors un hypergraphe (construit
comme précédemment sur des sommets associés aux taches) dont les ensembles
R (|R] > 2) associés aux contraintes sont les arétes.

Ces modeles sont plus complexes que ceux basés sur les graphes et, sauf dans des
cas tres particuliers, ne donnent pas lieu a des algorithmes exacts qui sont poly-
nomiaux (voir [4]). Des méthodes heuristiques sont & développer pour ces cas plus
généraux; la dérivation de bornes sur le nombre chromatique de ces hypergraphes
peut dans certains cas s’appuyer sur les techniques utilisées pour les graphes en
les généralisant.
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13. LES COLORATIONS D’ARETES

Dans des cas tres spécifiques, nous pouvons formuler un probleme d’emploi du
temps en termes de coloration d’arétes. Etant donné un multigraphe G = (X, E)
(celui-ci peut avoir des arétes multiples, mais pas de boucles), une k-coloration
des arétes de G est une affectation a chaque aréte e d’une couleur c(e) choisie
dans l'ensemble {1, ...,k} de maniére que deux arétes adjacentes soient toujours
de couleurs différentes. Le plus petit nombre k de couleurs tel que G a une k-
coloration d’arétes est 1'indice chromatique de G, noté parfois x'(G). Clairement,
nous avons A(G) < x/(G); Vizing [29] a démontré que pour les graphes simples
nous avons aussi X' (G) < A(G) + 1. Déterminer si x'(G) = A(G) est un probléme
NP-complet.

Le modele de coloration d’arétes est généralement utilisé dans les cas les plus
simples de probleme d’horaire scolaire ou I’on a un ensemble M de maitres et de
maitresses m;, un ensemble C' de classes (groupes d’éleves) ¢; et une collection E
de legons (durant chacune une heure) caractérisées par le maitre (ou la maitresse)
m; qui la donne et la classe ¢; qui la suit; pour associer un graphe au probleme
de la construction d’un horaire en k heures, nous introduisons un sommet pour
chaque m;, un sommet pour chaque c; et chaque legon impliquant m; et c; est
représentée par une aréte [m;, ¢;]; le graphe G = (M, C, E) obtenu est biparti. Il
est connu que x'(G) = A(G) pour les multigraphes bipartis (voir [3]). On vérifie
aisément qu’il y a correspondance entre les horaires en k heures et les k-colorations
d’arétes de G, puisque chaque maitre (ou maitresse) ne peut donner deux legons
simultanément et que chaque classe ne peut suivre plus d’une lecon a la fois. On
trouvera dans [32] des extensions et variations de ce modéle.

Les modeles de coloration d’arétes sont en fait des cas particuliers des colo-
rations (de sommets) définies précédemment. Il suffit d’observer que l'on peut
toujours transformer le probleme de la coloration des arétes d’'un multigraphe G
avec k couleurs en un probléeme de k-coloration des sommets d’un graphe simple
L(G) associé a G (et appelé graphe auz arétes de G). L(G) est obtenu en introdui-
sant un sommet € pour chaque aréte e de G et en reliant dans L(G) les sommets €
et f &'ils correspondent & des arétes e, f adjacentes de G. On constate alors qu’il
y a correspondance entre les k-colorations d’arétes de G et les k-colorations (de
sommets) de L(G). La figure 12 donne un exemple de probléme d’horaires avec la
transformation décrite ci-dessus. Par contre, on ne peut pas généralement trans-
former un probléme de k-coloration (de sommets) en un probléme de k-coloration
d’arétes.

Dans le cas des multigraphes bipartis, les colorations d’arétes sont obtenues
par des méthodes polynomiales classiques (voir [32]), mais pour des multigraphes
quelconques, le probleme de la k-coloration d’arétes est NP-complet.

Si le probleme de k-coloration des arétes d’un multigraphe G peut toujours se
ramener a un probleme de k-coloration des sommets d’un graphe associé L(G),
il existe cependant des variations du modele de coloration des arétes survenant
dans les problemes d’ordonnancement qui ne peuvent pas se ramener de maniere
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a) le multigraphe G biparti associé b) le graphe aux arétes L(G) du
a un probléeme d’horaire scolaire multigraphe G de a).
(2 maitresses, 2 classes, 5 lecons).

FIGURE 12. Transformation d’un probléme de coloration d’arétes
en un probléme de coloration (de sommets).

naturelle & un modele de coloration des sommets. Nous allons faire un survol de
quelques-unes de ces variations.

13.1. APPLICATIONS SPORTIVES

Les problemes de coloration d’arétes se présentent aussi dans le cadre de la
construction de calendriers de ligues de sport. Plus précisément, il s’agit alors de
colorer les arétes d’un graphe et en plus de leur donner une orientation adéquate ;
on parle alors de trouver une coloration orientée d’un graphe.

Considérons donc une ligue de 2n équipes 1,2,...,2n. Au cours d’un tournoi,
chaque équipe doit rencontrer une fois exactement chacune des autres équipes.
La construction d’un calendrier minimisant le nombre de journées de jeu est un
probléme de coloration d’arétes d’un graphe complet Ko, (graphe & 2n sommets
représentant les équipes avec les 2n - (2n — 1) arétes représentant les matches
a jouer) : on doit donc colorer les arétes de Ky, avec un nombre minimum de
couleurs ; chaque couleur représente une journée et 1’on sait que x'(Kay,) = 2n— 1.
11 faut donc 2n—1 journées pour que tous les matches prévus aient lieu (& raison de
n matches par journée). La construction d’une telle coloration (Fy, Fy, ..., Foy_1)
ou F; représente les matches a jouer le jour ¢ (couplage des n arétes de couleur 4
de Ks,,) peut se faire tres simplement en posant :

Fi={2n, i U{fi+ki—k : k=1,2,...,n—1}

ou les nombres ¢ + k et i — k sont choisis modulo 2n — 1 entre 1 et 2n — 1
(voir [3, Ch. 9]). Graphiquement, on place les équipes 1,2, ...,2n—1 sur un cercle,
I’équipe 2n étant au centre du cercle; on construit Fy = {[2n, 1], [2,2n—1],[3, 2n—
2],...,[n,n+ 1]} ; les classes successives F, F3, ... s’obtiennent sur le dessin en
faisant tourner la configuration d’arétes de Fy (voir Fig. 13 pour 2n = 6).

En pratique, un match entre ’équipe ¢ et I’équipe j est joué soit sur le terrain
de i soit sur le terrain de j. Dans le premier cas, c’est un jeu “a la maison” (désigné
par H pour “home”) pour i et “a extérieur” (désigné par A pour “away”) pour j.
On souhaite en général que pour chacune des 2n équipes, 'alternance des matches
H et A soit aussi réguliere que possible. I n’est évidemment pas possible d’avoir
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F Ey etc.

FiGurE 13. Construction du calendrier d’un tournoi a 2n = 6 équipes.

. = =
jour 1|61 25 34
. — =
jour 2 | 62 31 45
. — =
jour 3 |63 42 51
. — = =
jour 4 | 64 53 12
. —
jour 5| 65 14 23

FiGURE 14. Calendrier pour 2n = 6 équipes.

une alternance parfaite (pour une ligue de plus de 2 équipes!) ; on cherche donc a
minimiser le nombre de fois ol une équipe a deux matches A consécutifs (ou deux
matches H consécutifs) ; on peut montrer qu’on a toujours au moins 2n — 2 telles
ruptures d’alternance (voir [31]).

La construction d’un calendrier peut étre représentée par la coloration des arétes
déja mentionnée a laquelle on rajoute une orientation des arétes pour indiquer ou
les matches entre i et j sont joués : une aréte [i, j] sera orientée de i vers j si le
match est joué sur le terrain de j ([¢, 7] devient l'arc (4,7)) et de j vers ¢ dans
le cas contraire. On peut vérifier que la construction ci-dessous donne bien une
coloration orientée de Ka,, (avec les ensembles F; définis précédemment) avec un
nombre minimum de ruptures d’alternances [31] :

(1) pour tout %, 'aréte [2n,i] devient 1’arc (¢, 2n) pour ¢ impair ou arc (2n, 7)
pour ¢ pair;
(2) pour tout i, Varéte [i + k,i — k] devient l'arc (i + k,7 — k) pour k impair
ou larc (i — k, i+ k) pour k pair.
Pour le cas de 2n = 6, le calendrier est donné a la figure 14.

Ce modele de base doit encore étre adapté aux situations diverses qui se
présentent, notamment lorsque 'on doit tenir compte de contraintes de dispo-
nibilité des terrains de sport. De plus, il arrive aussi qu'une équipe soit amenée a
jouer successivement des matches & I'extérieur afin de réduire la distance & parcou-
rir pendant la saison. Des méthodes plus générales doivent alors étre utilisées pour
traiter le probleme de la construction des horaires, mais celles-ci restent basés sur
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les colorations d’arétes (voir [12] par exemple) qui fournissent un outil fondamental
de formulation.

13.2. LES f-COLORATIONS D’ARETES

D’autres modeles de coloration des arétes d’'un multigraphe surviennent dans
le domaine technologique. Considérons en effet le probleme de transfert de fichiers
dans un réseau d’ordinateurs. Soient un ensemble X d’ordinateurs, chacun capable
de communiquer directement avec chaque autre, et un ensemble E de grands fi-
chiers devant étre transférés entre divers ordinateurs. Chaque ordinateur v € X
dispose de f(v) ports identiques lui permettant de gérer jusqu’a f(v) transferts a
tout instant. Nous supposons ici que chaque fichier est transféré directement de
son origine a sa destination, qu'une fois un transfert a commencé il s’effectue sans
interruption, et que tous les transferts nécessitent le méme temps. Le but est de
trouver un ordonnancement des transferts de maniere & minimiser le temps total
requis pour effectuer tous les transferts.

Ce probleme peut étre modélisé & 1’aide d’un multigraphe G = (X, E, f) dont
les sommets représentent les ordinateurs et ou chaque fichier est représenté par une
aréte liant les deux ordinateurs concernés par le fichier. Trouver un ordonnance-
ment minimisant le temps total revient alors & trouver une affectation d’un nombre
minimal X} (G') de couleurs aux arétes de G/ de maniere que, pour chaque som-
met v et chaque couleur 4, on ait |C;(v)| < f(v), out C;(v) est 'ensemble des arétes
de couleur 7 incidentes a v. Ce probleme est connu sous le nom de f-coloration des
arétes.

Puisque le cas particulier ot f(v) = 1 pour tout ordinateur v revient a
déterminer l'indice chromatique de G, le probleme de f-coloration des arétes
est difficile en général. Mais dans la situation ou chaque ordinateur n’a que des
fichiers & envoyer ou que des fichiers & recevoir (i.e. le multigraphe G/ associé est
biparti), le probléme peut étre résolu en temps polynomial [9].

Pour un graphe G/ = (X, E, f), soient d(v) le degré de v dans G7 et

/(6" = e | 753 ]

Nous avons alors clairement Ay (GY) < X'f(Gf ). En considérant le probleme de
I'indice chromatique sur un graphe secondaire construit a partir de G¥, on peut
montrer que x'; (GT) < A¢(G') + 1 lorsque G est un graphe simple [38]. Pour les
multigraphes bipartis et pour les graphes simples planaires tels que Ay (G1) > 8,
ona Ap(GF) = X’f(Gf).

De nombreuses variations et généralisations du probleme de transferts de fi-
chiers, incluant par exemple des temps de transferts dépendant de la taille des
fichiers ou considérant ’absence d’un contréleur central construisant I’ordonnan-
cement, sont étudiés dans [9].
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13.3. LES [g, f]-COLORATIONS D’ARETES

Dans le probleme de transferts de fichiers, la fonction f nous permet de limiter
le nombre de fichiers qu'un ordinateur peut recevoir et envoyer a tout instant. Si
I’on désire équilibrer le processus de transfert, on peut exiger qu’a chaque instant
au moins g(v) ports de l'ordinateur v soient utilisés pour un transfert. Ce nouveau
probléme peut étre modélisé a 1’aide du probléme de [g, f]-coloration d’arétes (en
k couleurs) sur un multigraphe G9/ = (X, E, g, f). Celui-ci consiste & affecter
une couleur (parmi les k disponibles) & chaque aréte de G9/ de maniere que
g(v) < |Ci(v)] < f(v) pour tout sommet v € X et toute couleur i. Le probleme
de [g, f]-coloration d’arétes est aussi connu sous le nom de probleme de [g, f]-
factorisation.

Pour toute [g, f]-coloration des arétes d’un multigraphe G9f en k couleurs, nous

avons
i d(v)
min — -
vEX:g(v)>0 g(v)
De maniére équivalente, un multigraphe G9/ n’a pas de [g, f]-coloration des arétes
en k couleurs s’il existe un sommet v tel que

g(v) > {@J ou f(v) < [@—‘

Certaines conditions permettent d’assurer lexistence d’une g, f]-coloration des
arétes en k couleurs d’un graphe.

Propriété 15. (voir [22]). Soit un graphe simple G9f = (X, E, g, f) tel que les
sommets v pour lesquels g(v) = f(v) sont deuz & deux non-adjacents et tel que
k-glw)+1<dw)<k-f(w)—1 pour les autres sommets w (avec k > 2). Alors
G9 a une [g, f]-coloration des arétes en k couleurs.

Ap(G) <k <

Une coloration en k couleurs des arétes d’'un graphe G est dite équitable si I’on
a||C;(v)] — |Cj(v)|] <1 pour chaque sommet v de G et 1 <7 < j < k. Dans le cas

particulier ot
o) = | 52| et o) = |22

pour tout sommet v, une [g, f]-coloration de G97 est une coloration équitable et
la propriété précédente devient :

Corollaire 1. (voir [22]). Soit un graphe simple G = (X, E) tel que les som-
mets v pour lesquels k divise d(v) sont deuz a deux non-adjacents. Alors G a une
coloration équitable des arétes en k couleurs.

Notons que, méme si un graphe n’a pas de coloration équitable des arétes en
k couleurs, il a malgré tout une coloration “quasiment équitable” des arétes en k
couleurs, o ||Cp(v)| — |Cq(v)|| = 2 pour au plus une paire de couleurs {p,q} et
[|C;(v)] — |Cj(v)|| <1 pour toutes les autres paires de couleurs {¢, 7} # {p, ¢} [22].

Des algorithmes (séquentiels et paralleles) polynomiaux pour le probleme de
[g, f]-coloration d’arétes sur diverses classes de graphes sont proposés dans [38].
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14. PERSPECTIVES D’AVENIR

Les problemes réels se formulant en termes de coloration de graphes impliquent
souvent des graphes de grande taille. Certains travaux semblent montrer que de
nombreux graphes provenants de problémes réels sont 1-parfaits (un graphe G
est I-parfait si x(G) = w(G)), ce qui meéne a des algorithmes de coloration de
sommets extrémement efficaces permettant de trouver une coloration optimale en
quelques secondes pour des graphes avec plusieurs milliers de sommets [10]. Mais
pour des graphes aléatoires, ou pour s’attaquer a diverses variations du probleme
de coloration, il est nécessaire de trouver des algorithmes plus efficaces que ceux
existants pour ces grands graphes. En effet, la méthode Tabou nécessite un temps
de calcul prohibitif pour ceux-ci. Dans ces cas, les algorithmes évolutifs peuvent
se révéler utiles. Ces algorithmes connaissent un grand succes en optimisation
combinatoire ces dernieéres années, mais leurs performances sont tres variables.
Les algorithmes évolutifs les plus connus sont les algorithmes génétiques, dont
nous décrivons le principe général.

Contrairement a la méthode Tabou dans laquelle il n’y a quune solution cou-
rante qui est modifiée au fil des itérations, les algorithmes génétiques gerent un
ensemble (appelé population) de solutions (appelées individus). A chaque itération
(“génération”), des paires d’individus sont sélectionnées (en préférant des solutions
de bonne qualité par rapport & la fonction-objectif), et les deux individus d’une
paire sont utilisés pour créer un ou plusieurs nouveaux individus. Ces derniers
subissent en général encore une modification aléatoire ('analogue d’une mutation)
ou, mieux, sont améliorés a ’aide d’un algorithme itératif, du type Tabou par
exemple. La nouvelle population courante est composée d’individus choisis parmi
la population précédente et ces nouveaux individus.

Pour le probléeme de coloration usuel, un individu est une partition de I’ensemble
des sommets et la fonction-objectif reste celle utilisée dans l'algorithme Tabou.
On cherche donc & nouveau une partition s telle que f(s) = 0. Sur la base de
deux partitions s; = (X{,...,X}) et so = (X7,...,X?), une nouvelle partition
s = (X1,...,X},) peut étre créée de la maniere suivante. Considérons un sommet
v se trouvant dans 1’ensemble )(} de la partition s; et dans I’ensemble )(? de
la partition so : dans s, v sera placé dans l'ensemble X/ ou Xj'- en fonction du
nombre de voisins qu'il a dans X} et XJZ. Plus de détails sont donnés dans [13],
ou est proposé 'algorithme évolutif suivant :

Algorithme évolutif;
begin
choisir une population initiale P;
s* := meilleur individu de P ;
7 :=0 —— compteur du nombre d’itérations;
while aucun critére d’arrét n’est satisfait do
i =1+ 1;
sélectionner quatre individus s; & s4 dans P ;



COLORATION DE GRAPHES : FONDEMENTS ET APPLICATIONS 65

créer s| sur la base de s; et so;
créer s, sur la base de s3 et s4;

appliquer 1’algorithme Tabou & s} et s} ;
ajouter s| et s, a P;

enlever les deux plus mauvais individus de P ;
if f(meilleur individu dans P) < f(s*) then

s* := meilleur individu de P ;

end if ;
end while;
end algorithme.

Si cet algorithme n’est pas concurrentiel par rapport & une méthode Tabou, il est
cependant utile pour les graphes aléatoires de 500 sommets et plus (densité 0, 5).
En effet, cet algorithme est plus robuste que la méthode Tabou sur les graphes
résiduels mentionnés dans la section 5 (voir [13]).

Par contre, de meilleures manieres de créer un individu sur la base de deux
autres individus (voire plus) pourraient permettre d’avoir des algorithmes plus
efficaces. La recherche d’un tel opérateur, ainsi que le développement de bons
algorithmes heuristiques pour diverses généralisations et variations du probleme
de coloration, constituent un axe important de la recherche dans le domaine de la
coloration de graphes.
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