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On étudie les propriétés numériques de trois classes de réseaux

construits à l’aide de la forme trace dans des corps de nom-

bres cyclotomiques. Des algorithmes adaptés ont permis de

calculer leur minimum, le nombre de vecteurs minimaux, et

de déterminer s’ils sont parfaits ou eutactiques. Les réseaux

considérés sont des réseaux unimodulaires pairs de minimum 4

construits par Eva Bayer en dimension 24 (Leech), 32 et 48, puis

certains réseaux liés au réseau de Leech, et enfin les réseaux

de Craig qui sont construits sur les puissances successives de

l’idéal au-dessus de p dans le p-ième corps cyclotomique.

We study the numerical properties of three types of lattices

constructed by means of the trace form in cyclotomic num-

ber fields. We calculate their minimum and minimal vectors,

and determine whether or not they are perfect or eutactic. The

lattices considered are: certain even unimodular lattices, con-

structed by Eva Bayer, of minimum 4 and dimension 24 (Leech

lattice), 32 and 48 ; certain lattices related to the Leech lattice;

and Craig’s lattices, constructed using the successive powers of

the ideal above p in the p-th cyclotomic field.

1. INTRODUCTIONSoit K = Q(�m) un corps cyclotomique. Soit Iun id�eal fractionnaire de K et a un �el�ement deF = K \ R totalement positif (c'est-�a-dire donttous les conjugu�es sont positifs). Alors le couple(I;TraceK=Q(ax�x)); (1.1)o�u x 7! �x d�esigne la conjugaison complexe, est unr�eseau euclidien lorsqu'on le plonge dans R
QK.Le but de cet article est d'�etudier les propri�et�esnum�eriques de certains r�eseaux obtenus par ce pro-c�ed�e. Nous nous sommes int�eress�es en particulier �ala valeur de leur minimum, au nombre de leurs vec-teurs minimaux et �a leur propri�et�e de perfection etd'eutaxie ; pour ces calculs, nous avons utilis�e lesalgorithmes fondamentaux d�ecrits plus loin.
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Dans le paragraphe 2, on met en �uvre les r�esul-tats de Eva Bayer [Bayer-Fluckiger 1984], qui per-mettent de construire des r�eseaux unimodulaires,pairs, ind�ecomposables et de minimum au moins4 dans des corps cyclotomiques. On obtient ainsiune matrice de Gram agr�eable pour le r�eseau deLeech, un r�eseau en dimension 32 et deux r�eseauxen dimension 48 qui ont pour minimum 4 et sontparfaits.Dans le paragraphe 3, on utilise la matrice pr�e-c�edemment trouv�ee pour le r�eseau de Leech pour�etudier les propri�et�es de certains r�eseaux qui luisont li�es : ses sous-r�eseaux d'indice 2, le \r�eseau deLeech court" et le \r�eseau de Leech impair".Le paragraphe 4 est consacr�e aux r�eseaux deCraig ; ce sont des r�eseaux entiers, de discriminantp2k+1, et d�e�nis dans Q(�p) sur les puissances suc-cessives de l'id�eal au-dessus de p.
Définitions et notationsSoit R un r�eseau d'un espace euclidien E de di-mension n, dont le produit scalaire est not�e x:y.Le r�eseau dual de R est R� = fx 2 E j x:R � Zg.Par exemple, si R est de la forme (1.1), alorsR� = a�1 �I�1D�1K ;o�u DK est la di��erente de K. On dit que R estentier si R � R�, et dans ce cas son discriminantest [R� : R]. On dit que R est unimodulaire si R =R�. La norme de x est N(x) = x:x ; on dit queR est pair si N(x) est un entier pair pour tout xappartenant �a R.Le minimum de R estMinR = MinfN(x) j x 2 Rg ;les vecteurs minimaux de R sont les vecteurs de Rdont la norme r�ealise MinR. On note S(R) l'en-semble des vecteurs minimaux de R et s(R) lamoiti�e du cardinal de S(R).A tout x appartenant �a S(R), on associe la pro-jection orthogonale sur la droite Rx, not�ee px ;c'est un �el�ement de l'espace EndsE des endomor-phismes sym�etriques de E. On dit que le r�eseauR est parfait si la famille fpx j x 2 S(R)g engen-dre EndsE, et que R est eutactique s'il existe dansEndsE une relation de la formeId = Xx2S(R)�xpx;

avec �x > 0 pour tout x 2 S(R) [Berg�e et Martinet1989].Soit B une base de E, et soit X le vecteur descoordonn�ees de x dans cette base. La matrice de laprojection px dans les bases (B;B�) est XXt, o�uXt d�esigne le vecteur transpos�e de X. On retrouvealors les d�e�nitions usuelles de la perfection et del'eutaxie : le r�eseau est parfait si l'ensemble desXXt lorsque x parcourt S(R) est de rang N =12n(n+ 1), et est eutactique s'il existe une relationde la forme A�1 =Px2S(R) �XXXt.L'int�erêt de ces notions vient d'un th�eor�eme deVorono�� [1908] qui montre que les r�eseaux parfaitset eutactiques sont les r�eseaux extrêmes, c'est-�a-dire ceux qui r�ealisent un maximum local de lafonction de densit�e.
Algorithmes utilisésSoit R un r�eseau de E, et A = (ai;j)1�i;j�n sa ma-trice de Gram dans une base B.
Recherche des vecteurs minimaux. A partir d'une d�e-composition en carr�es de la forme quadratiqueq(x) = X1�i;j�n aijxixj;un algorithme de \backtracking" [Pohst et Zassen-haus 1989, x 3.3] permet de trouver les vecteurs deZn tels que q(x) � C.
Test de la perfection. On cherche le rang du syst�emedes XXt en même temps que l'on trouve les vec-teurs minimaux x de R. Lorsque la dimension estgrande (n > 24), on fait les calculs modulo un nom-bre premier p (en g�en�eral p = 3 su�t). En e�et, sile rang est maximal sur Z=pZ, il est maximal sur Z.
Test de l’eutaxie. Il est di�cile en g�en�eral de testerl'eutaxie. Cependant, si le groupe d'automorphis-mes est su�samment transitif sur l'ensemble S(R)des vecteurs minimaux, les coe�cients d'eutaxiedistincts sont en petit nombre (en e�et, si le r�eseauest eutactique, il existe une relation d'eutaxie dontles coe�cients �x sont constants sur les orbites deS(R) sous l'action du groupe d'automorphismes).On a souvent de bonnes raisons de grouper certainsvecteurs de S(R) | par exemple, ceux qui sont or-thogonaux �a un vecteur donn�e | et on forme lessommes des XXt sur ces parties de S(R). Il estfacile alors de trouver une relation de d�ependancelin�eaire si elle existe entre les sommes obtenues etla matrice A�1.
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2. RESEAUX UNIMODULAIRES EN DIMENSION 24, 32
ET 48Dans ce paragraphe, on construit explicitement cer-tains r�eseaux unimodulaires mis en �evidence parEva Bayer dans [Bayer-Fluckiger 1984]. Soit �m lem-i�eme polynôme cyclotomique et ' l'indicateurd'Euler. Bayer d�emontre que, si m n'est pas unepuissance de 2, il existe un r�eseau unimodulaireayant un automorphisme de polynôme caract�eris-tique �m si et seulement si m n'est pas de la formepr ou 2pr et 8 divise '(m) [Bayer-Fluckiger, th�e-or�eme 1.1]. De plus, un tel r�eseau est pair [ibid.,lemme 1.4], ind�ecomposable si m est sans facteurscarr�es, et son minimum est sup�erieur ou �egal �a 4 si'(m) > 8 [ibid., corollaire 2.2]. Ces r�eseaux sont, �aisom�etrie pr�es, de la forme (1.1) ; l'automorphismede polynôme caract�eristique �m est la multiplica-tion par �m.Nous nous sommes int�eress�es �a des cas o�u onpeut prendre pour I = Z[�m] l'anneau des entiersde K. Soit 	 le polynôme minimal de � = �m+ ��msur Q. Alors on a a = u	0(�) ;o�u u est une unit�e de F de même signature que	0(�).Dans chaque cas, on proc�ede de la fa�con sui-vante : on cherche une unit�e u de F v�eri�ant (avecles notations de [Bayer-Fluckiger 1984, x 1])sgnu = sgn	0(�) =Xk g�12k ;et ayant la formeu = Y1�j�m=2(j;m)=1

��jm � ��jm�m � ��1m �sj ;
ce qui conduit �a la r�esolution d'un syst�eme lin�eairemodulo 2, dont on choisit une solution s = (sj).Soit alors�k = TraceQ(�m)=Q� u	0(�)�km�;pour 0 � k � '(m)� 1.Comme on le verra ci-dessous, il est parfois utilede changer l'unit�e u en uw �w, o�u w est une unit�ede K, pour avoir un vecteur � = (�k) avec de pe-tits coe�cients. Un tel changement n'a�ecte pas

la classe d'isom�etrie du r�eseau, car l'applicationx 7! wx est une isom�etrie de(I;TraceQ(�m)=Q(aw �wx�x))sur (I;TraceQ(�m)=Q(ax�x)).
Proposition 2.1. La matrice de Gram du r�eseau�Z[�m];TraceQ(�m)=Q� u	0(�)x�x��dans la base (�km)0�k�'(m)�1 estA = (ai;j); avec ai;j = �ji�jj:Cette matrice de Gram est obtenue par permu-tation circulaire de sa premi�ere ligne, qui est levecteur �.
Résultats numériquesDans chaque cas, nous avons test�e la perfection dur�eseau par r�eduction modulo 3 de la matrice desxxt ; en e�et, �a chaque fois, la r�eduction modulo 3est de rang N = 12n(n+1), tandis que la r�eductionmodulo 2 est de rang N � 1. Cette m�ethode nepermet malheureusement pas d'�etudier l'eutaxie.� m = 35, n = '(m) = 24. Le r�eseau obtenu estisom�etrique au r�eseau de Leech, puisqu'il est pair,de dimension 24 et de minimum au moins �egal �a 4.On peut choisir directement l'unit�eu = (�3 + ��3)(�6 + ��6)(�9 + ��9)(�11 + ��11);qui conduit au vecteur� = (4; 1;�1; 0; 0; 0; 1;�1;�2;�1;�1;�1;1; 1;�1;�1; 1; 2; 2; 1;�1;�1; 1; 1);dont on d�eduit une matrice de Gram du r�eseau deLeech. Cette matrice sera utilis�ee dans le deuxi�emeparagraphe. (La formule pour u qui se trouve dans[Bayer-Fluckiger, p. 529] n'est pas correcte.)� m = 51, n = '(m) = 32. Dans ce cas le calculconduit �as = (0; 1; 0; 0; 0; 0; 1; 0; 1; 0; 1; 0; 1; 1; 1; 0);qui fournit une matrice du r�eseau �a gros coe�-cients. On cherche alors des �el�ements w de K depetite norme. Par l'algorithme LLL [Lenstra et al.1982], on trouve que l'unit�e w = (1 � �)3 est de
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norme 4. On remplace alors l'unit�e u par vw �w. Onobtient �nalement� = (4; 2; 1;�1;�1;�1; 0; 0; 1; 0; 0;�1; 0; 1; 2; 1;0;�2;�2;�2;�1; 0; 1; 1; 0;�1;�1; 0; 1; 1; 0;�1):Ce r�eseau est parfait et poss�ede 73440 paires devecteurs minimaux, conform�ement �a ce que pr�editla th�eorie des fonctions thêta.� m = 65, n = '(m) = 48. Comme pr�ec�edemment,on trouve d'abord l'unit�e correspondant au vecteurs = (0; 1; 1; 1; 0; 1; 0; 1; 0; 0; 1; 1;0; 0; 0; 0; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 0):Une r�eduction par l'algorithme LLL conduit �a l'u-nit�e v = (1� �2)4(1� �22), qui donne le vecteur� = (4; 0;�1; 1; 1;�1;�1; 1; 1; 0;�1; 1; 1;�2;�1; 1; 0;�1; 0; 1; 0;�1;�1; 1; 0;�2; 0; 2;�1;�1; 1; 1;�1;�1; 1; 1;�1;�1; 2; 0;�2; 0; 1;�1;�1; 0; 1; 0):Ce r�eseau est parfait et poss�ede 4680 paires de vec-teurs minimaux.� m = 105, n = '(m) = 48. On trouve d'abordl'unit�e correspondant au vecteurs = (0; 1; 0; 1; 0; 0; 1; 1; 0; 1; 1; 0;0; 1; 0; 0; 1; 1; 1; 1; 0; 0; 0; 0):L'algorithme LLL conduit �a l'unit�ev = �3(�2 � 1)4��36 + 1� �3 �32 � 1�2 � 1 �;qui donne le vecteur� = (4; 0; 1; 1; 1; 2; 0; 2; 0; 1; 2; 0; 1; 0; 2; 0; 0; 1; 0;1; 0; 0; 0; 0; 1;�1; 0; 0; 0; 0;�1; 0;�1; 0; 0;�2; 0;�1; 0;�1;�1; 0;�2; 0;�1;�1;�1;�1):Ce r�eseau est parfait et poss�ede 15120 paires devecteurs minimaux.
3. CERTAINS RESEAUX LIES AU RESEAU DE LEECHLes r�esultats de ce paragraphe sont r�esum�es dansle tableau 1.
Les sous-réseaux d’indice 2 du réseau de LeechSoit R un r�eseau entier. Tout sous-r�eseau de Rd'indice 2 dans R est de la formeRv = fx 2 R j x:v � 0 (mod 2)g;

R�eseau det min s parfait? eutactique?�4 4 4 51176 oui oui�6 4 4 49128 oui oui�8 4 4 49128 oui ouiO23 1 3 2300 oui ouiO24 1 3 2048 non oui
TABLE 1. Propri�et�es des sous-r�eseaux d'indice 2du r�eseau de Leech (�4, �6, �8), du r�eseau deLeech court (O23) et du r�eseau de Leech impair(O24).avec v 2 R� et v =2 2R�. Le r�eseau Rv ainsi d�e�nine d�epend que de la classe de v dans le quotientR�=2R�. De plus, si les classes de deux vecteursdans ce quotient sont dans la même orbite sousl'action du groupe des isom�etries de R, les r�eseauxRv correspondants sont �evidemment isom�etriques.Soit � le r�eseau de Leech. On rappelle le r�esultatsuivant :

Proposition 3.1. Soit C l'ensemble des vecteurs de� de norme inf�erieure ou �egale �a 8.(a) Toute classe non nulle de �=2� contient aumoins une paire f�xg de vecteurs de C. Ellecontient soit exactement une paire f�xg avecx:x = 4 ou x:x = 6, soit exactement vingt-qua-tre paires f�xig1�i�24, avec xi:xi = 8 et xi:xj =0 si i 6= j.(b) L'action du groupe des isom�etries de � d�e�nitsur �=2� quatre orbites: f�0g et f�v j v:v = kg,o�u k = 4; 6; 8.
Démonstration.Le point (a) est d�emontr�e dans [Con-way et Sloane 1988, chap. 12, th�eor�eme 2]. Le point(b) se d�eduit de (a) et du fait que le groupe desisom�etries du r�eseau de Leech est transitif sur sesvecteurs de norme 4, ainsi que sur ceux de norme6 et sur ceux de norme 8 [Conway et Sloane 1988,chap. 10, th�eor�eme 27].
Théorème 3.2. Il y a exactement trois classes d'iso-m�etrie de sous-r�eseaux d'indice 2 de �. Ce sont lesensembles f�v j v:v = kg, pour k = 4; 6; 8.
Démonstration. Soient �4, �6 et �8 des repr�esentantsde ces classes. En vue de la proposition 3.1(b), ilsu�t de montrer que ces trois r�eseaux ne sont pasisom�etriques, ce qui n'est pas �evident a priori. Onmontre d'abord que deux r�eseaux �v et �w ne peu-vent être isom�etriques si les normes de v et w ne
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sont pas congrues modulo 4. Nous aurons besoindes d�e�nitions suivantes :Soit R un r�eseau entier pour la forme bilin�eairesym�etrique b(x; y). Le quotient R�=R est muni dela forme Z-bilin�eaire sym�etrique �b : R�=R�R�=R!Q=Z d�e�nie par�b(�x; �y) = b(x; y) (mod Z):Elle est non-d�eg�en�er�ee, c'est-�a-dire qu'elle induitun isomorphisme entre R�=R et le groupeHomZ(R�=R;Q=Z):La classe d'�equivalence du couple (R�=R;�b) (mo-dulo les isomorphismes de groupe conservant lesformes associ�ees) est un invariant de la classe d'iso-m�etrie du r�eseau R. La proposition suivante calculecet invariant dans le cas o�u R est un sous-r�eseaud'indice 2 d'un r�eseau unimodulaire.
Proposition 3.3. Soit R un r�eseau unimodulaire, etsoient v et w deux vecteurs de R n'appartenant pas�a 2R. Alors (R�v=Rv;�b) � (R�w=Rw;�b) si et seule-ment si b(v; v) � b(w;w) (mod 4).
Démonstration. Le dual du r�eseau Rv est R�v = R +Z 12v. Le quotient R�v=Rv est un groupe d'ordre 4,cyclique si v:v � 1 (mod 2), et bicyclique si v:v � 0(mod 2).Supposons que v:v � 1 (mod 2). Alors la formeinduite est d�etermin�ee par la valeur de �b(x; x) surun g�en�erateur x du quotient, et elle est ind�epen-dante du choix de ce g�en�erateur. En prenant x =12�v, on a �b( 12�v; 12�v) = 14b(v; v) (mod Z). Le couple(R�v=Rv;�b) ne d�epend donc, �a �equivalence pr�es, quede la valeur de v:v (mod 4).Supposons que v:v � 0 (mod 2). Alors le quo-tient R�v=Rv est un espace vectoriel de dimension2 sur le corps F2. La forme �b est �a valeurs dans12Z=Z ; on consid�ere plutôt la forme 2�b, �a valeursdans Z=2Z. Le couple (R�v=Rv; 2�b) est un plan vec-toriel muni d'une F2-forme bilin�eaire sym�etriquenon d�eg�en�er�ee. Soit w un vecteur de R tel quew:v � 1 (mod 2) ; l'existence de w est assur�ee caron a suppos�e que v n'appartient pas �a 2R. Alors( 12�v; �w) est une base de R�v=Rv sur F2. La matricede 2�b dans cette base est� 12v:v 11 0� :

Suivant la congruence de v:v modulo 4, on trouveles deux possibilit�es � 01 10� et � 11 10�, qui ne sont pas�equivalentes sur F2.Revenons maintenant aux sous-r�eseaux du r�eseaude Leech. La proposition pr�ec�edente montre que ni�4 et �6, ni �6 et �8 ne peuvent être isom�etriques.Le calcul montre que �4 et �8 n'ont pas le mêmenombre de vecteurs minimaux (de norme 4). En ef-fet, on trouve que s(�4) = 51176 et s(�8) = 49128.Ils ne sont donc pas isom�etriques, ce que prouve leth�eor�eme. (En revanche, s(�6) = s(�8).)Pour construire une matrice de Gram pour cha-cun de ces r�eseaux, nous avons proc�ed�e de la fa�consuivante : soit A une matrice de Gram du r�eseaude Leech (nous avons utilis�e la matrice d�ecrite auparagraphe 2), que nous supposons relative �a unebase (ei)1�i�24. Alors la matrice A�1 est la ma-trice de Gram de la base duale (e�i )1�i�24, d�e�niepar les conditions ei:e�j = �i;j pour tout i; j. Unebase du r�eseau �e�i est form�ee des vecteurs ej pourj 6= i, et de 2ei. Il su�t donc de doubler la i-�emeligne et la i-�eme colonne de A pour obtenir une ma-trice de Gram de �e�i . Nous avons pris e�2 pour �4(e�2:e�2 = 4), e�1 pour �6 (e�1:e�1 = 14 � 6 (mod 4)),et e�12 pour �8 (e�12:e�12 = 8).Pour k = 4; 6; 8, on note Ak la matrice de Gramdu r�eseau �k obtenue dans cette base.Les r�eseaux �4 et �6 sont eutactiques, avec deuxcoe�cients d'eutaxie :A�14 = 19315 Xx2S(�4)x:v=0 xxt + 14600 Xx2S(�4)x:v=�2 xxt;A�16 = 2432049300 Xx2S(�6)x:v=0 xxt + 2752049300 Xx2S(�6)x:v=�2 xxt:Le r�eseau �8 est eutactique, avec un seul coe�cientd'eutaxie : A�18 = 18188 Xx2S(�8)xxt:
Le réseau de Leech court et le réseau de Leech impairLe r�eseau de Leech court est l'unique r�eseau uni-modulaire de dimension 23 et de minimum 3 ; il estnot�e O23 [Conway et Sloane 1988, chap. 6, app.]. Si� est le r�eseau de Leech et v un vecteur minimalde �, alors O23 est la projection orthogonale de �vsur l'orthogonal de v. Le groupe des isom�etries du
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r�eseau de Leech �etant transitif sur l'ensemble de sesvecteurs minimaux, le choix de v est indi��erent.Le r�eseau O23 est parfait et eutactique, avec unseul coe�cient d'eutaxie, �egal �a 1300 .Le r�eseau de Leech impair est l'unique r�eseauunimodulaire de dimension 24 et de minimum 3 ; ilest not�e O24. C'est un voisin du r�eseau de Leech ausens de Kneser [Conway et Sloane 1988, chap. 17],c'est-�a-dire qu'il existe un vecteur v de � tel queO24 = �v +Z 12v. On peut choisir pour v la sommede trois vecteurs minimaux orthogonaux de �, v =v1+v2+v3, �a condition qu'il n'existe pas w 2 S(�)tel que vi:w = �2 pour tout i = 1; 2; 3. En e�et,dans le cas contraire, le minimum de �v +Z 12v est1 ; ce r�eseau est alors la somme orthogonale d'unvecteur de norme 1 et d'un r�eseau isom�etrique �aO23.Pour construire O24, le choix v = e1 + e4 + e�2convient ; on peut �egalement montrer que, avec lesnotations qui pr�ec�edent, le r�eseau �8+Z( 12e�12+e12)est isom�etrique �a O24.Le r�eseau O24 n'est pas parfait, mais il est eu-tactique, avec un seul coe�cient d'eutaxie, �egal �a1256 .
4. LES RESEAUX DE CRAIGCraig d�e�nit des r�eseaux not�es A(k)n pour k � 1et n � 1 [Conway et Sloane 1988, chap. 8, x 6],qui, lorsque n = p � 1 avec p un nombre premier,ont l'interpr�etation cyclotomique suivante. Soit Pl'id�eal de Q(�p) au-dessus de p. AlorsA(k)p�1 = (Pk; 1p TraceQ(�p)=Q(x�x)):La proposition suivante r�esume les propri�et�es desr�eseaux A(k)p�1 :
Proposition 4.1. (a) Pour k � 1, A(k)p�1 est un r�eseauentier, pair, de dimension p� 1 et de discrimi-nant p2k�1.(b) A(1)p�1 est isom�etrique au r�eseau de racines Ap�1.(c) A(2)p�1 est isom�etrique au r�eseau Pp�1 de Barnes[Barnes 1959].(d) A(k)p�1 est semblable �a A(k+(p�1)=2)p�1 , pour tout k �1.(e) (A(k)p�1)� est semblable �a A(�k+(p+1)=2)p�1 , pour toutk � 1.(f) Min(A(k)p�1) � 2k, avec �egalit�e si k divise p� 1,ou si k � 3 (mod 4) et k = 14(p+ 1).

Démonstration. Soit D = Pp�2 la di��erente de l'ex-tension Q(�p)=Q. Alors le r�eseau dual de A(k)p�1 estpP�kD�1 = P1�k, ce qui d�emontre (a). Soit � un�el�ement de Q(�p) v�eri�ant �2 = �p. Alors la mul-tiplication par � est une similitude qui envoie A(k)p�1sur A(k+(p�1)=2)p�1 et (A(k)p�1)� sur A(�k+(p+1)=2)p�1 .La minoration du minimum du r�eseau A(k)p�1 par2k est d�emontr�ee dans [Conway et Sloane 1988,chap. 8, x 6]. Cette valeur n'est pas toujours at-teinte, comme le montre le tableau 2, en particulierlorsque k est assez proche de 12(p � 1). Toutefois,si k divise p� 1, on peut donner explicitement desvecteurs de A(k)p�1 dont la norme est 2k : en e�et, un�el�ement de A(k)p�1 de norme 2k est de la formeX1�i�k �aip � X1�i�k �bip ;o�u �p est une racine primitive p-i�eme de l'unit�e etles ai et les bi sont des valeurs deux �a deux dis-tinctes de f0; 1; : : : ; p� 1g v�eri�ant la relationX1�i�k aji � X1�i�k bji (mod p)
pour tout 1 � j � k � 1 (voir la d�emonstration duth�eor�eme 7 dans [Conway et Sloane 1988, chap. 8,x 6]). Or, si k divise p � 1, il existe k valeurs dis-tinctes ai dans l'ensemble f1; : : : ; p � 1g v�eri�antaki � 1 (mod p). On peut prendre bi = xai, o�ux n'appartient pas �a l'ensemble des ai. Alors les�equations pr�ec�edentes sont bien v�eri��ees, puisquetoutes les sommes sont �egales �a 0 (mod p).Si p � 3 (mod 4) et k = 14(p+1), alors N. Elkiesa donn�e une interpr�etation de ce r�eseau commer�eseau de Mordell{Weil, qui met en �evidence desvecteurs de norme 12(p+ 1) [Gross 1990].La proposition 4.1(d) montre que l'on peut se res-treindre aux entiers k tels que 1 � k � 12(p�1). Letableau 2 r�esume les propri�et�es des r�eseaux A(k)p�1,obtenues grâce aux algorithmes de recherche desvecteurs minimaux et de perfection. Les lignes aveck = 2 ou k = 3 correspondent aux r�eseaux deracines Ap�1 et aux r�eseaux Pp�1 de Barnes, res-pectivement, dont la perfection est bien connue.L'eutaxie de ces r�eseaux est automatique, grâce aufait que le groupe de leurs isom�etries d�e�nit unerepr�esentation irr�eductible de l'espace vectoriel r�eelassoci�e ; en e�et, il contient le produit semi-directd'un groupe d'ordre p, celui des racines p-i�emes
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n k min s parfait?5 1 2 10 oui5 2 4 5 non7 1 2 21 oui7 2 4 21 oui7 3 6 7 non11 1 2 55 oui11 2 4 110 oui11 3 6 55 oui11 4 10 66 oui11 5 10 11 non13 1 2 78 oui13 2 4 195 oui13 3 6 156 oui13 4 8 39 non13 5 12 13 non13 6 12 13 non17 1 2 136 oui17 2 4 476 oui17 3 6 544 oui17 4 8 238 oui17 5 12 408 non17 6 16 153 non17 7 16 17 non17 8 16 17 non19 1 2 171 oui19 2 4 684 oui19 3 6 969 oui19 4 8 684 oui19 5 10 171 oui19 6 12 57 non19 7 18 19 non19 8 18 19 non19 9 18 19 non23 1 2 253 oui23 2 4 1265 oui23 3 6 2277 oui23 4 8 2024 oui23 5 10 506 oui23 6 12 253 oui23 7 18 506 oui23 8 22 276 oui23 9 22 23 non23 10 22 23 non23 11 22 23 non
TABLE 2. Propri�et�es des r�eseaux de Craig A(k)p�1.Tous les r�eseaux sont eutactiques (voir texte).

de l'unit�e, par un groupe cyclique d'ordre p � 1,le groupe de Galois de l'extension Q(�p)=Q). (Cer�esultat apparâ�t dans [Brauer et Coxeter 1940],avec l'hypoth�ese restrictive d'irr�eductibilit�e sur C,et est d�emontr�e dans la proposition 3.7 de [Berg�eet Martinet 1992].)
Conjecture 4.2. Pour k � 14(p + 1), le r�eseau A(k)p�1est un r�eseau parfait de minimum 2k.On peut \tordre" les r�eseaux de Craig A(k)p�1 =(Pk; 1p TraceQ(�p)=Q(x�x)) de la fa�con suivante : soitA un id�eal fractionnaire de Q(�p) et � un �el�ementde Q(�p) \ R totalement positif, tels que �A�A =Z[�p]. On peut consid�erer le r�eseau(PkA; 1p TraceQ(�p)=Q(�x�x));qui est encore de rang p� 1, pair, de discriminantp2k�1. D'apr�es [Quebbemann 1981], il est isom�e-trique �a A(k)p�1 si et seulement si l'id�eal A est prin-cipal et engendr�e par un �el�ement a de Q(�p) telque �a�a = "�", o�u " est une unit�e de Q(�p). Cesr�eseaux v�eri�ent toujours les propri�et�es (d) et (e)de la proposition 4.1.La plus petite valeur de p pour laquelle on ob-tient de nouveaux r�eseaux est p = 23. DansQ(�23),2Z[�23] = q�q. L'id�eal q est non principal et en-gendr�e par 2 et 12(�1 + p�23). Pour obtenir unebase de ce r�eseau, nous avons utilis�e un algorithmede calcul de la forme normale d'Hermite des ma-trices. Le tableau 3 montre les r�esultats.n k min s parfait?23 1 4 17963 oui23 2 4 759 oui23 3 6 2024 oui23 4 8 1771 oui23 5 10 506 oui23 6 12 506 oui23 7 18 506 oui23 8 24 506 oui23 9 30 253 oui23 10 36 253 oui23 11 44 23 non

TABLE 3. R�esum�e des propri�et�es des r�eseaux deCraig tordus.Ces r�eseaux apparaissent dans [Feit 1974, x 14].Ce sont en fait des sous-r�eseaux du r�eseau de Leech,d'apr�es [Conway et Sloane 1988, chap. 8, x 7.5].



190 Experimental Mathematics, Vol. 1 (1992), No. 3

REFERENCES[Barnes 1959] E. S. Barnes, \The construction ofperfect and extreme forms", Acta Arith. 5 (1959),57{79 et 205{222.[Bayer-Fluckiger 1984] Eva Bayer-Fluckiger, \De�niteunimodular lattices having an automorphism ofgiven characteristic polynomial", Comment. Math.Helvetici 59 (1984), 509{538.[Berg�e et Martinet 1989] A.-M. Berg�e et J. Martinet,\Sur un probl�eme de dualit�e li�e aux sph�eres eng�eom�etrie des nombres", J. Number Theory 32(1989), 14{42.[Berg�e et Martinet 1992] A.-M. Berg�e et J. Mar-tinet, \R�eseaux extrêmes pour un groupe d'automor-phismes", Ast�erisque 198{200 (1992), 41{66.[Brauer et Coxeter 1940] R. Brauer et H. S. M. Coxeter,\A generalization of theorems of Sch�onhardt andMehmke on polytopes", Trans. Roy. Soc. Canada(Sect. 3) 34 (1940), 29{34.
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