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A b s t r a c t— W e  p r o p o s e  a n  i n t e g r a t e d  m e c h a n i s m  f o r  d i s c a r d i n g  

d e r o g a t o r y  f e a t u r e s  a n d  e x t r a c t i o n  o f  f u z z y  r u l e s  b a s e d  o n  a n  

i n t e r v a l  t y p e - 2  n e u r a l  f u z z y  s y s t e m  –  i n  f a c t ,  i t  i s  a  m o r e  g e n e r a l  

s c h e m e  t h a t  c a n  d i s c a r d  b a d  f e a t u r e s ,  i r r e l e v a n t  a n t e c e d e n t  

c l a u s e s ,  a n d  i r r e l e v a n t  r u l e s .  H i g h - d i m e n s i o n a l  i n p u t  a n d  l a r g e  

n u m b e r  o f  r u l e s ,  e n h a n c e  t h e  c o m p u t a t i o n a l  c o m p l e x i t y  o f  n e u r a l  

f u z z y  s y s t e m s  ( N F S s )  a n d  r e d u c e  t h e i r  i n t e r p r e t a b i l i t y .  S o  a  

m e c h a n i s m  f o r  s i m u l t a n e o u s  e x t r a c t i o n  o f  f u z z y  r u l e s  a n d  

r e d u c i n g  t h e  i m p a c t  o f  ( o r  e l i m i n a t i n g )  t h e  i n f e r i o r  f e a t u r e s  i s  

n e c e s s a r y .  T h e  p r o p o s e d  I T 2 N F S - S I F E  u s e s  t y p e - 2  f u z z y  s e t s  t o  

m o d e l  u n c e r t a i n t i e s  a s s o c i a t e d  w i t h  i n f o r m a t i o n  a n d  d a t a  i n  

d e s i g n i n g  t h e  k n o w l e d g e  b a s e .  T h e  c o n s e q u e n t  p a r t  o f  t h e  I T 2 N F S -

S I F E  i s  o f  T a k a g i - S u g e n o - K a n g  ( T S K )  t y p e  w i t h  i n t e r v a l  w e i g h t s .  

T h e  I T 2 N F S - S I F E  p o s s e s s e s  s e l f - e v o l v i n g  p r o p e r t y  t h a t  c a n  

a u t o m a t i c a l l y  g e n e r a t e  f u z z y  r u l e s  a s  a n d  w h e n  r e q u i r e d  a n d  

d i s c a r d  p o o r  f e a t u r e s  a n d  a n t e c e d e n t  c l a u s e s  b a s e d  o n  t h e  c o n c e p t  

o f  a  m e m b e r s h i p  m o d u l a t o r .  T h e  a n t e c e d e n t  a n d  m o d u l a t o r  

w e i g h t s  a r e  l e a r n e d  u s i n g  a  g r a d i e n t  d e s c e n t  a l g o r i t h m .  T h e  

c o n s e q u e n t  p a r t  w e i g h t s  a r e  t u r n e d  v i a  t h e  r u l e - o r d e r e d  K a l m a n  

f i l t e r  a l g o r i t h m  t o  e n h a n c e  l e a r n i n g  e f f e c t i v e n e s s .  S i m u l a t i o n  

r e s u l t s  e x h i b i t  t h a t  I T 2 N F S - S I F E  n o t  o n l y  s i m p l i f i e s  t h e  s y s t e m  

a r c h i t e c t u r e  b y  e l i m i n a t i n g  d e r o g a t o r y / i r r e l e v a n t  a n t e c e d e n t  

c l a u s e s ,  r u l e s  a n d  f e a t u r e s  b u t  a l s o  c a n  m a i n t a i n  e x c e l l e n t  

p e r f o r m a n c e .   

 

I n d e x  T e r m s — t y p e - 2  f u z z y  n e u r a l  n e t w o r k s ,  o n - l i n e  t y p e - 2  f u z z y  

c l u s t e r i n g ,  f u z z y  i d e n t i f i c a t i o n ,  f e a t u r e  s e l e c t i o n .  

 

I .  I N T R O D U C T I O N  

E C E N T L Y ,  a  c o n s i d e r a b l e  n u m b e r  o f  t y p e - 2  f u z z y  l o g i c  

s y s t e m s  ( T 2 F L S )  t o  c o n t e n d  u n c e r t a i n t i e s  a s s o c i a t e d  w i t h  

f u z z y  r u l e  b a s e s  a r e  p r o p o s e d  i n  [ 1 ] – [ 1 0 ] .  W h e n  t h e  

c i r c u m s t a n c e s  a r e  u n c e r t a i n  ( d a t a  a r e  c o r r u p t e d  b y  n o i s e )  t o  

d e t e r m i n e  e x a c t  m e m b e r s h i p  g r a d e s ,  T 2 F L S  i s  a  v e r y  i m p o r t a n t  

t o o l  t o  e f f e c t i v e l y  a d d r e s s  t h i s  p r o b l e m .  L i k e  a  t y p e - 1  F L S ,  a  

t y p e 2  F L S  t o o  i n v o l v e s  f u z z i f i e r ,  r u l e  b a s e ,  f u z z y  i n f e r e n c e  

e n g i n e ,  a n d  o u t p u t  p r o c e s s o r .  F o r  a c q u i r i n g  a  t y p e - 1  f u z z y  

o u t p u t  a n d  c r i s p  v a l u e s ,  i n  c a s e  o f  T 2 F L S ,  t h e  o u t p u t  p r o c e s s o r  

i n v o l v e s  a  t y p e - r e d u c e r  a n d  a  d e f u z z i f i e r .  A s  a  r e s u l t ,  m a n y  

r e s e a r c h e r s  h a v e  r e p o r t e d  [ 1 1 ] – [ 1 5 ]  t o  c o n s t r u c t  p r e m i s e  p a r t s  

o f  f u z z y  r u l e  c l a u s e  u s i n g  t y p e - 2  f u z z y  s e t s .  H o w e v e r ,  f o r  a  

g e n e r a l  t y p e - 2  f u z z y  s y s t e m ,  i t  i s  d i f f i c u l t  t o  u s e  t y p e - r e d u c t i o n ,  

w h i c h  i s  c o m p u t a t i o n a l l y  i n t e n s i v e .  C o n s e q u e n t l y ,  T y p e - 2  

f u z z y  s y s t e m s  g e n e r a l l y  u s e  i n t e r v a l  t y p e - 2  f u z z y  s e t s .  M a n y  

m e t h o d s  h a v e  b e e n  p r o p o s e d  t o  d e s i g n  o f  i n t e r v a l  t y p e - 2  n e u r a l  

f u z z y  s y s t e m s  [ 1 1 ] ,  [ 1 2 ] ,  [ 1 6 ] – [ 3 0 ]  ( I T 2 N F S )  h a v i n g  t h e  

c a p a b i l i t y  o f  f u z z y  r e a s o n i n g  t o  h a n d l e  u n c e r t a i n  s i t u a t i o n  a n d  

l e a r n i n g  a b i l i t i e s  l i k e  t h a t  o f  n e u r a l  n e t w o r k s .  T h e  I T 2 N F S s  

h a v e  b e e n  s u c c e s s f u l l y  a p p l i e d  i n  m a n y  a p p l i c a t i o n s  i n c l u d i n g  

c o n t r o l  [ 1 9 ] ,  [ 2 9 ] ,  i d e n t i f i c a t i o n  [ 1 1 ] ,  [ 1 6 ] – [ 1 8 ] ,  b i o -

e n g i n e e r i n g  [ 3 1 ] ,  t e m p e r a t u r e  p r e d i c t i o n  [ 6 2 ] ,  [ 6 3 ]  a n d  t i m e  

s e r i e s  f o r e c a s t i n g  [ 2 0 ] ,  [ 2 2 ] .  I n  [ 1 7 ] ,  t h e  s e l f - e v o l v i n g  i n t e r v a l  

t y p e - 2  N F S  i s  p r o p o s e d  f o r  a d d r e s s i n g  n o n l i n e a r  t i m e - v a r y i n g  

p l a n t s ,  w h e r e  i t  u s e s  h y b r i d  l e a r n i n g  a l g o r i t h m s  -  a  g r a d i e n t  

d e s c e n t  s c h e m e  t o  t u n e  t h e  p r e m i s e  p a r t  p a r a m e t e r s  a n d  t h e  

r u l e - o r d e r e d  K a l m a n  f i l t e r  t o  t u n e  t h e  c o n s e q u e n t  p a r t  

p a r a m e t e r s .  I n  [ 2 9 ] ,  t h e  a u t h o r s  p r o p o s e  a  t y p e - 2  f u z z y  n e u r a l  

s t r u c t u r e  ( T 2  F N S )  f o r  i d e n t i f i c a t i o n  a n d  c o n t r o l  o f  t i m e -

v a r y i n g  p l a n t s ,  w h e r e  t h e  c o n s t r u c t e d  s t r u c t u r e  i s  b a s e d  o n  t y p e -

2  T a k a g i - S u g e n o - K a n g  ( T S K )  f u z z y  r u l e s ,  w h o s e  a n t e c e d e n t  

p a r t s  a r e  d e r i v e d  b y  i n t e r v a l  t y p e - 2  f u z z y  s e t s  a n d  t h e  

c o n s e q u e n t  p a r t s  u s e  c r i s p  l i n e a r  f u n c t i o n s .         

T h e  t a s k s  o f  i d e n t i f i c a t i o n  o f  t h e  F N N  a s  w e l l  a s  r e a l i z a t i o n  

o f  g o o d  p e r f o r m a n c e  b y  t h e  i d e n t i f i e d  s y s t e m  a r e  o f t e n  

s i g n i f i c a n t l y  d e p e n d e n t  o n  t h e  i n p u t  v a r i a b l e s .  I f  t h e  i n p u t  i s  i n  

h i g h  d i m e n s i o n ,  t h e  i d e n t i f i c a t i o n  o f  u s e f u l  f u z z y  s y s t e m s  

b e c o m e s  v e r y  d i f f i c u l t .  M o r e o v e r ,  i n  h i g h  d i m e n s i o n ,  i t  l o s e s  

i t s  i n t e r p r e t a b i l i t y  b y  h u m a n  b e i n g s ,  w h e r e  i n t e r p r e t a b i l i t y  i s  

o n e  o f  t h e  m a i n  a t t r a c t i o n s  o f  a  f u z z y  s y s t e m .  I t  i s  a l s o  k n o w n  

t h a t  m o r e  i n p u t s  n o t  n e c e s s a r i l y  f a v o r  t h e  s y s t e m  i d e n t i f i c a t i o n  

t a s k  i f  t h e r e  a r e  u s e l e s s  f e a t u r e s  a s  w e l l  a s  r e d u n d a n t  f e a t u r e s .  

F o r  a  f u z z y  n e u r a l  n e t w o r k ,  a  f e w  r e d u n d a n t  f e a t u r e s  m a y  r e s u l t  

i n  a  h i g h e r  c o m p u t a t i o n a l  c o s t  a n d  l e a d  t o  m o r e  d i f f i c u l t y  i n  

i d e n t i f y i n g  t h e  s y s t e m .  T h e r e f o r e ,  f o r  h i g h - d i m e n s i o n a l  i n p u t s ,  

u s e  o f  t h e  u s e f u l  f e a t u r e s  a s  d o n e  i n  [ 3 2 ] – [ 3 7 ]  i s  a l w a y s  

d e s i r a b l e  a n d  i t  c o u l d  r e d u c e  t h e  c o m p u t a t i o n a l  c o m p l e x i t y .  I n  

[ 3 3 ] ,  t h e  a u t h o r s  h a v e  u s e d  a  m e a s u r e  o f  f u z z y  e n t r o p y  a s  t h e  

c r i t e r i o n  t o  s e l e c t  u s e f u l  f e a t u r e s  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  t h e  

b a c k w a r d  e l i m i n a t i o n  m e t h o d .  O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  f e a t u r e  

s e l e c t i o n  u s i n g  m u t u a l  i n f o r m a t i o n  f o r  f u z z y  r a n d o m  v a r i a b l e s  

i s  p r e s e n t e d  i n  [ 3 6 ] .  A c c o r d i n g  t o  t h e  a u t h o r s  o f  [ 3 6 ] ,  u s e  o f  

f e a t u r e s  s e l e c t e d  b y  m u t u a l  i n f o r m a t i o n  f o r  f u z z y  r u l e  b a s e d  

s y s t e m  m a y  b e  d e s i r a b l e  b e c a u s e  i n  a  f u z z y  r u l e  b a s e  w e  u s e  

f u z z i f i e d  v a r i a b l e s .  H e n c e  t h e y  d e f i n e d  a n d  u s e d  m u t u a l  

i n f o r m a t i o n  b e t w e e n  t w o  f u z z i f i e d  r a n d o m  v a r i a b l e s .  I n  [ 3 5 ] ,  

a u t h o r s  p r o p o s e d  a  m e t h o d  t h a t  q u a n t i f i e s  t h e  d i s c r i m i n a t i v e  

p o w e r  o f  i n p u t  f e a t u r e s  o n  a  f u z z y  m o d e l  a n d  t h i s  i s  u s e d  f o r  

f e a t u r e  r e l a t i o n  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  d e s i g n i n g  f u z z y  m o d e l s .  F o r  

f e a t u r e  s e l e c t i o n  a n d  f u z z y  r u l e  e x t r a c t i o n ,  s e v e r a l  s t u d i e s  [ 3 1 ] ,  

[ 3 4 ] ,  [ 3 8 ] – [ 4 1 ]  h a v e  u s e d  n e u r a l  n e t w o r k - b a s e d  m e t h o d s .  I n ,  

A n  I n t e r v a l  T y p e - 2  N e u r a l  F u z z y  S y s t e m  f o r  o n l i n e  

s y s t e m  i d e n t i f i c a t i o n  a n d  F e a t u r e  E l i m i n a t i o n  ( I T 2 N F S -

S I F E )  

Y a n g - Y i n  L i n ,  N i k h i l  R .  P a l ,  F e l l o w ,  I E E E  a n d  C h i n - T e n g  L i n ,  F e l l o w ,  I E E E  

R  
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[ 3 1 ] ,  [ 3 8 ] ,  [ 3 9 ]  t h e  a u t h o r s  p r o p o s e d  u s e  o f  f e a t u r e  m o d u l a t o r s  

w h i c h  a r e  t u n e d  t h r o u g h  t h e  p r o c e s s  o f  l e a r n i n g  t o  s e l e c t  u s e f u l  

f e a t u r e s  i n  a n  i n t e g r a t e d  m a n n e r  s i m u l t a n e o u s l y  w i t h  d e s i g n i n g  

o f  t h e  d e c i s i o n  m a k i n g  s y s t e m .  T h e  m o d u l a t o r  f u n c t i o n s  

a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  a n t e c e d e n t  c l a u s e s  p l a y  s i g n i f i c a n t l y  r o l e s  

i n  s e l e c t i o n  o f  g o o d  f e a t u r e s  ( r e m o v i n g  t h e  b a d  f e a t u r e s  a n d  

a s s o c i a t e d  a n t e c e d e n t  c l a u s e s ) .  A n  i n t e g r a t e d  m e c h a n i s m  t o  

s e l e c t  u s e f u l  f e a t u r e  i s  a l s o  p r o p o s e d  i n  [ 4 2 ]  w h i c h  d e s i g n s  t h e  

r u l e  b a s e  f o r  f u n c t i o n  a p p r o x i m a t i o n  t y p e  p r o b l e m  i n  t h e  

T a k a g i - S u g e n o  f r a m e w o r k .  S o m e  o f  t h e s e  s t u d i e s  [ 3 1 ] ,  [ 3 8 ] ,  

[ 3 9 ] ,  [ 4 3 ] ,  [ 4 4 ]  u s i n g  l a y e r e d  a r c h i t e c t u r e s  h a v e  p r o p o s e d  

i n t e g r a t e d  m e c h a n i s m s  f o r  f e a t u r e  s e l e c t i o n  a n d  r u l e  e x t r a c t i o n ,  

w h i c h  c a n  e x p l o i t  s u b t l e  n o n l i n e a r  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  f e a t u r e s  

a n d  t h a t  b e t w e e n  f e a t u r e s  a n d  t h e  f u z z y  r u l e  b a s e  t o  i d e n t i f y  

u s e f u l  f e a t u r e s  a n d  h e n c e  r u l e s .    

A l l  o f  a f o r e m e n t i o n e d  m o d e l s  a n d  m e t h o d s  a r e  f o r  t y p e - 1  

f u z z y  s y s t e m s .  T o  t h e  b e s t  o f  o u r  k n o w l e d g e ,  t h e r e  i s  n o  t y p e - 2  

f u z z y  r u l e  b a s e d  s y s t e m  o r  n e u r o - f u z z y  s y s t e m  f o r  

s i m u l t a n e o u s  f e a t u r e  s e l e c t i o n  a n d  s y s t e m  i d e n t i f i c a t i o n .  T h e s e  

m e t h o d s  e i t h e r  r e j e c t  a  f e a t u r e  o r  a c c e p t  i t .  T h e s e  m e t h o d s  

c a n n o t  d e a l  w i t h  s i t u a t i o n s  w h e n  a  p a r t i c u l a r  f e a t u r e  i s  u s e f u l  

f o r  s o m e  r u l e s  b u t  n o t  f o r  a l l .  T h i s  i s  w h a t  w e  d e v e l o p  h e r e .  W e  

d e v e l o p  a  f e a t u r e  m o d u l a t o r  b a s e d  o n  a  s e l f - e v o l v i n g  i n t e r v a l  

t y p e - 2  N F S  w i t h  s i m u l t a n e o u s  f e a t u r e  s e l e c t i o n  a n d  r u l e  

e x t r a c t i o n  s c h e m e s .  T h e  p r o p o s e d  m e t h o d  h a s  s e v e r a l  

d i s t i n g u i s h e d  c h a r a c t e r i s t i c s  a s  f o l l o w s :  ( i )  t h e  s e l f - e v o l v i n g  

p r o p e r t y  i n  t h e  I T 2 N F S - S I F E  c a n  a u t o m a t i c a l l y  e v o l v e  t h e  

r e q u i r e d  n e t w o r k  s t r u c t u r e  a n d  p a r a m e t e r s  b a s e d  o n  t h e  t r a i n i n g  

d a t a ;  ( i i )  t h e  p r o p o s e d  I T 2 N F S - S I F E  e n a b l e s  u s  t o  e l i m i n a t e  

d e r o g a t o r y  o r  h a r m f u l  f e a t u r e s  t o  e c o n o m i z e  c o m p u t a t i o n a l  

c o s t .  I n  o t h e r  w o r d s ,  o u r  p r o p o s e d  n e t w o r k  c a n  r e j e c t  t r u l y  b a d  

f e a t u r e s  a n d  s i m p l i f y  f u z z y  r u l e s ) ;  ( i i i )  i t  c a n  i d e n t i f y  p a r t i a l l y  

u s e f u l  f e a t u r e s  t h a t  a r e  i m p o r t a n t  f o r  s o m e  r u l e s  b u t  n o t  f o r  a l l ;  

( i v )  f o r  t h e  c o n s e q u e n t  u p d a t e d  p a r a m e t e r s ,  t h e  I T 2 N F S - S I F E  

u s e s  t h e  r u l e - o r d e r e d  K a l m a n  f i l t e r  a l g o r i t h m  t o  e n h a n c e  

n e t w o r k ’ s  p e r f o r m a n c e ;  a n d  ( v )  t h e  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  

I T 2 N F S - S I F E  i s  f a s t e r ,  a n d  i t  a c h i e v e s  a  l o w e r  R M S E  t h a n  

o t h e r  m o d e l s ,  a s  s h o w n  i n  S e c t i o n  V .   

T h e  c o n c e p t  o f  m o d u l a t o r  b a s e d  f e a t u r e  s e l e c t i o n  f o r  T y p e - 1  

s y s t e m s  i s  w e l l  d e v e l o p e d .  B u t  t h e r e  a r e  a  f e w  d i s t i n c t  

d i f f e r e n c e s .  A l l  t y p e - 1  a p p r o a c h e s  e i t h e r  s e l e c t  a  f e a t u r e  o r  

d i s c a r d  a  f e a t u r e .  T h e r e f o r e ,  e v e r y  r u l e  u s e s  t h e  s a m e  s e t  o f  

l i n g u i s t i c  ( i n p u t )  v a r i a b l e s .  T h e  p r o p o s e d  s y s t e m ,  i s  a  f u r t h e r  

g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  c o n c e p t .  H e r e  w e  h a v e  a  s e p a r a t e  

m o d u l a t o r  f o r  e v e r y  a t o m i c  a n t e c e d e n t  c l a u s e .  T h e r e f o r e ,  

d e p e n d i n g  o n  t h e  r u l e ,  t h e  n u m b e r  o f  i n p u t  v a r i a b l e s  i n v o l v e d  

c o u l d  b e  d i f f e r e n t .  T h e  T y p e - 1  a p p r o a c h e s  c a n  o n l y  e l i m i n a t e  

p o o r  f e a t u r e s ,  b u t  t h e  p r e s e n t  a p p r o a c h  c a n  a l s o  e l i m i n a t e  

u s e l e s s  r u l e s .  M o r e o v e r ,  t h i s  i s  t h e  f i r s t  a t t e m p t  t o  u s e  s u c h  a  

c o n c e p t  f o r  T y p e - 2  s y s t e m s .  M a n y  s t u d i e s  [ 3 5 ,  3 6 ,  4 0 ]  u s e d  t w o  

p h a s e s  t o  b u i l d  a  w h o l e  f r a m e w o r k  i n  t e r m s  o f  f e a t u r e  s e l e c t i o n  

t o  f i n d  u s e f u l  a t t r i b u t e s  a n d  t h e n  d e s i g n i n g  n e u r a l  f u z z y  

n e t w o r k s  a s  c l a s s i f i e r s .  T h e  o t h e r  s t u d i e s  [ 5 0 ,  5 8 ]  u s e d  t h e  o n -

l i n e  s e l f - o r g a n i z i n g  F N N  w i t h  g r o w i n g  a n d  p r u n i n g  s t r a t e g y  t o  

e n a b l e  t h e  n e t w o r k  t o  o p t i m i z e  t h e  s i z e  o f  t h e  F N N .  I n  t h i s  

p a p e r ,  w e  p r e s e n t  a  s e l f - e v o l v i n g  a p p r o a c h  t h a t  e m b e d s  a  

p r u n i n g  s t r a t e g y  i n t o  t h e  f u z z y  r u l e  g e n e r a t i o n  p r o c e s s  f o r  

f u n c t i o n  a p p r o x i m a t i o n .  U n l i k e  t h e  m e n t i o n e d  m e t h o d s ,  o u r  

p r o p o s e d  m e t h o d  e m p l o y s  a  s i m p l e  f u n c t i o n  a s  a n  a t t e n u a t i n g  

g a t e  t o  p r o b e  w h i c h  f e a t u r e s  m a y  a f f e c t  t h e  s y s t e m ’ s  

p e r f o r m a n c e  a d v e r s e l y  t o  d i s c a r d  t h e m .   T h e  m e t h o d  n o t  o n l y  

s p e e d s  u p  t h e  s t r u c t u r e  l e a r n i n g  p r o c e s s  b u t  a l s o  r e m o v e s  l e s s -

u s e f u l  a n d  i n v a l i d  w e i g h t s  a n d  r u l e s  t o  a c h i e v e  a  p a r s i m o n i o u s  

f u z z y  n e u r a l  n e t w o r k  w h i c h  c a n  o b t a i n  c o m p a r a b l e  

p e r f o r m a n c e  a n d  a c c u r a c y .  I n  S e c t i o n  I I ,  w e  d e s c r i b e d  t h e  p r o s  

a n d  c o n s  o f  v a r i o u s  a p p r o a c h e s .  

T h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  p a p e r  i s  o r g a n i z e d  a s  f o l l o w s :  S e c t i o n  

I I  i l l u s t r a t e s  b r i e f  s u r v e y  o f  s o m e  e x i s t i n g  m e t h o d s ;  S e c t i o n  I I I  

i n t r o d u c e s  t h e  I T 2 N F S - S I F E  s t r u c t u r e ;  S e c t i o n  I V  p r e s e n t s  t h e  

s t r u c t u r e  a n d  p a r a m e t e r  l e a r n i n g  i n  t h e  I T 2 N F S - S I F E ;  S e c t i o n  

V  o u t l i n e s  t h e  s i m u l a t i o n  r e s u l t s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  d i f f e r e n t  

c a s e s ;  a n d  l a s t l y ,  S e c t i o n  V I  o f f e r s  a  c o n c l u s i o n .   

 

I I .  B R I E F  S U R V E Y  O F  S O M E  E X I S T I N G  M E T H O D S  

I n  r e a l  w o r l d  p r o b l e m s ,  t h e  o b t a i n e d  i n f o r m a t i o n  i s  o f t e n  

u n c e r t a i n  a n d  i m p r e c i s e  a n d  h e n c e  i t  i s  d i f f i c u l t  t o  a n a l y z e  u s i n g  

t y p e - 1  F L S .  T h e  T 2 F L S  w a s  d e v e l o p e d  t o  d e a l  w i t h  s u c h  

p r o b l e m s .  P r a c t i c a l  a p p l i c a t i o n s  o f  t y p e - 2  f u z z y  l o g i c  s y s t e m s  

h a v e  d r a w n  m u c h  a t t e n t i o n  i n  a  w i d e  v a r i e t y  f i e l d s  s u c h  a s  

c o n t r o l ,  b i o - m e d i c a l  a p p l i c a t i o n ,  t e m p e r a t u r e  p r e d i c t i o n  a n d  

s i g n a l  p r o c e s s i n g  [ 1 1 ,  1 6 － 1 9 ,  2 9 ,  3 1 ,  6 2 ,  6 3 ] .  S i n c e  a  g e n e r a l  

t y p e - 2  f u z z y  n e u r a l  n e t w o r k  ( F N N )  i s  c o m p u t a t i o n a l l y  
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i n t e n s i v e ,  t h e  I T 2 F L S ,  w h i c h  u s e s  i n t e r v a l  t y p e - 2  f u z z y  s e t s  i n  

t h e  p r e m i s e  p a r t  o f  f u z z y  r u l e s ,  a r e  d e v e l o p e d  t o  s i m p l i f y  t h e  

c o m p u t a t i o n a l  c o m p l e x i t y  o f  g e n e r a l  t y p e - 2  f u z z y  s y s t e m s .  

A f t e r w a r d s ,  c o n s i d e r a b l e  r e s e a r c h  h a s  b e e n  d e v o t e d  t o  d e v e l o p  

c o m b i n a t i o n s  o f  T 2 F L S  a n d  N N  ( n a m e d  T 2 N F S )  [ 1 1 ] ,  [ 1 6 ] –

[ 1 9 ] ,  [ 2 7 ] ,  [ 2 9 ] .  I n  [ 2 1 ] ,  [ 2 3 ]  a n d  t h e  d y n a m i c  o p t i m a l  t r a i n i n g  

f o r  t h e  t w o - l a y e r  c o n s e q u e n t  p a r t  o f  i n t e r v a l  T 2 F N N  w i t h  f i x e d  

f u z z y  r u l e s .  T o  y i e l d  a  b e t t e r  p e r f o r m a n c e ,  g e n e t i c  a l g o r i t h m s  

( G A s )  a r e  u s e d  t o  s e a r c h  f o r  t h e  g l o b a l  o p t i m a l  s o l u t i o n s  o f  t h e  

r e l e v a n t  w e i g h t s  i n  t e r m s  o f  t h e  p r e m i s e  a n d  c o n s e q u e n t  f u z z y  

c l a u s e s .  I n  s o m e  l i t e r a t u r e s  [ 4 5 ] – [ 4 9 ] ,  G A s  a r e  u s e d  t o  e v o l v e  

t h e  n u m b e r  o f  r u l e s  r e q u i r e d .  H o w e v e r ,  a  l a r g e r  n u m b e r  o f  r u l e s  

r e s u l t  i n  a  l o n g  c o m p l e x  c h r o m o s o m e  a n d  d e m a n d  h i g h  

e x e c u t i o n  t i m e .   

I n  [ 2 9 ] ,  t h e  s t r u c t u r e  o f  a  t y p e - 2  T S K  f u z z y  n e u r a l  s y s t e m  

w a s  p r e s e n t e d ,  a n d  i t s  s t r u c t u r e  i d e n t i f i c a t i o n  w a s  d o n e  u s i n g  a  

t y p e - 2  t y p e -  f u z z y  c - m e a n s  ( F C M )  a l g o r i t h m ,  w h i c h  i s  a n  

e x t e n d e d  v e r s i o n  o f  t h e  t y p e - 1  F C M .  T h e  u s e  o f  a n  F C M  t y p e  

c l u s t e r i n g  a l g o r i t h m  d e m a n d s  t h a t  d a t a  m u s t  b e  c o l l e c t e d  i n  

a d v a n c e ,  a n d  t h u s ,  i t  i s  n o t  s u i t a b l e  f o r  a d d r e s s i n g  d y n a m i c  

s y s t e m  m o d e l i n g .  T h e r e  a r e  m a n y  s t u d i e s  [ 1 6 ] ,  [ 1 7 ] ,  [ 2 7 ] ,  [ 4 4 ] ,  

[ 5 0 ] – [ 5 2 ]  w h e r e  r e s e a r c h e r s  h a v e  a d v o c a t e d  o n - l i n e  s t r u c t u r e  

i d e n t i f i c a t i o n  a n d  p a r a m e t e r  l e a r n i n g  a p p r o a c h e s  i n  o r d e r  t o  

e f f e c t i v e l y  d e a l  w i t h  t h e  p r o b l e m s  o f  t i m e - v a r y i n g  s y s t e m .  O n e  

o f  w e l l - k n o w n  o n - l i n e  l e a r n i n g  n e t w o r k s  i s  a  s e l f - e v o l v i n g  

i n t e r v a l  t y p e - 2  f u z z y  n e u r a l  n e t w o r k  ( S E I T 2 F N N )  [ 1 7 ]  w i t h  

c o n c u r r e n t  s t r u c t u r e  a n d  p a r a m e t e r  l e a r n i n g .  A p a r t  f r o m  t h e  

n a t u r a l  b e n e f i t s  o f  u s i n g  t y p e - 2  F L S ,  o t h e r  a d v a n t a g e s  o f  

S E I T 2 F N N  c o m e  f r o m  t w o  s o u r c e s  :  t h e  r u l e  a d a p t a t i o n  

m e c h a n i s m  t h a t  g e n e r a t e s  r u l e s  o n l i n e  a s  t h e  s y s t e m  r e c e i v e s  

t h e  t r a i n i n g  d a t a  a n d  t h e  r u l e - o r d e r e d  K a l m a n  f i l t e r  a l g o r i t h m  

t h a t  e n h a n c e s  n e t w o r k ’ s  p e r f o r m a n c e .  C o n s e q u e n t l y ,  

c o n s i d e r a b l e  r e s e a r c h  e f f o r t  h a s  b e e n  f o c u s e d  o n  d e v e l o p i n g  a  

s e l f - o r g a n i z i n g  p r o t o c o l  t h a t  i s  s u p e r i o r  f o r  r e a l - l i f e  a p p l i c a t i o n .  

A l t h o u g h  t h e  a f o r e m e n t i o n e d  T 2 F N N s  p o s s e s s e s  a  

d i s t i n g u i s h e d  c h a r a c t e r i s t i c  t h a t  c o u l d  a d d r e s s  u n c e r t a i n t i e s  

a s s o c i a t e d  w i t h  d a t a  a n d  i n f o r m a t i o n  i n  t h e  k n o w l e d g e  b a s e  o f  

t h e  p r o c e s s  v e r y  w e l l ,  i t  s t i l l  h a s  n o  m e c h a n i s m  t h a t  c a n  

a u t o m a t i c a l l y  d i s c a r d  d e r o g a t o r y  f e a t u r e s  a s  t h e  l e a r n i n g  

p r o c e e d s .    

F e a t u r e s  c o u l d  b e  c l a s s i f i e d  f o u r  g r o u p s  [ 5 3 ] :  1 )  e s s e n t i a l  

f e a t u r e s ,  w h i c h  a r e  n e c e s s a r y  r e g a r d l e s s  o f  t h e  m o d e l i n g  t o o l s  

u s e d ;  2 )  d e r o g a t o r y  f e a t u r e s ,  w h i c h  m u s t  b e  d r o p p e d ;  3 )  

i n d i f f e r e n t  f e a t u r e s ,  w h i c h  a r e  u s e l e s s  a n d  n e i t h e r  h e l p  n o r  

c a u s e  p r o b l e m s  e x c e p t  p o s s i b l y  i n c r e a s i n g  c o s t ;  a n d  4 )  

r e d u n d a n t  f e a t u r e s ,  w h i c h  a r e  u s e f u l  b u t  a l l  o f  t h e m  a r e  n o t  

n e e d e d  b e c a u s e  o f  d e p e n d e n c y .  F e a t u r e  s e l e c t i o n  i s  i m p o r t a n t  

n o t  o n l y  t o  r e d u c e  t h e  c o s t  o f  d e s i g n  a n d  d e c i s i o n  m a k i n g  b u t  

a l s o  t o  m a k e  t h e  l e a r n i n g  e f f i c i e n t  a n d  e a s y .  I n  [ 5 4 ] – [ 5 6 ] ,  t h e  

a u t h o r s ,  w h o  m a d e  i m p o r t a n t  c o n t r i b u t i o n s  i n  f e a t u r e  s e l e c t i o n ,  

d e a l t  w i t h  a  c o m b i n a t o r i a l  o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m  w i t h  t w o  

c o n f l i c t i n g  o b j e c t i v e s :  m i n i m i z a t i o n  o f  t h e  n u m b e r  o f  r u l e s  a n d  

m a x i m i z a t i o n  o f  t h e  a c c u r a c y .  I n  [ 3 6 ] ,  t h e  a u t h o r s  p r e s e n t e d  a  

n o v e l  f e a t u r e  s e l e c t i o n  s c h e m e  u s i n g  m u t u a l  i n f o r m a t i o n  f o r  

f u z z y  r a n d o m  v a r i a b l e s  t h a t  c o u l d  p r e v e n t  p o o r  f e a t u r e s  t o  

i m p a c t  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  s y s t e m .  H o w e v e r ,  t h e s e  m e t h o d s  

p e r f o r m  f e a t u r e  s e l e c t i o n  i n  a n  o f f l i n e  m a n n e r  f o r  t h e  

c l a s s i f i c a t i o n  t a s k .  T o  t a c k l e  t h i s  p r o b l e m ,  s e v e r a l  m e t h o d s  o f  

i n t e g r a t e d  f e a t u r e  s e l e c t i o n  a n d  r u l e  e x t r a c t i o n  a r e  p r o p o s e d  

u s i n g  l a y e r e d  n e t w o r k s  [ 3 1 ] ,  [ 3 8 ] ,  [ 4 2 ] ,  [ 5 0 ] ,  [ 5 7 ] ,  [ 5 8 ] .  T h e  

d e m e r i t s  o f  s o m e  o f  t h e  p r o p o s e d  n e t w o r k s  [ 3 1 ] ,  [ 3 8 ] ,  [ 4 2 ]  

i n c l u d e  c o n f l i c t i n g  r u l e s  t h a t  n e e d  t o  b e  e l i m i n a t e d  b y  p o s t -  

p r o c e s s i n g .  I n  [ 5 7 ] ,  t h e  a u t h o r s  p r e s e n t e d  a n  i n t e g r a t e d  

m e c h a n i s m  t h a t  c a n  a c c o u n t  f o r  p o s s i b l e  s u b t l e  n o n l i n e a r  

i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  f e a t u r e s  f o r  s i m u l t a n e o u s  e x t r a c t i o n  o f  

f u z z y  r u l e s  a n d  s e l e c t i o n  o f  u s e f u l  f e a t u r e s .  H o w e v e r ,  t h a t  

a p p r o a c h  o n l y  d i s c a r d s  h a r m f u l  f e a t u r e s  b u t  c a n n o t  s i m p l i f y  t h e  

n e t w o r k ’ s  s i z e .  I n  [ 5 0 ]  a  n o v e l  g r o w i n g  a n d  p r u n i n g  m e c h a n i s m  

i s  p r o p o s e d ,  w h i c h  o p t i m i z e s  t h e  s t r u c t u r e  o f  a  f u z z y  n e u r a l  

n e t w o r k .  T h e  s t r u c t u r e  i d e n t i f i c a t i o n  r e l i e s  o n  s e n s i t i v i t y  

a n a l y s i s .  T h e s e  m o d e l s  d o  n o t  c o n s i d e r  i s s u e s  l i k e  f e a t u r e  

s e l e c t i o n  t o  r e d u c e  i n p u t  d i m e n s i o n  a n d  r u l e  a d a p t a t i o n .  

R e d u c i n g  t h e  n u m b e r s  o f  u s e l e s s  f u z z y  r u l e s  a n d / o r  

i n s i g n i f i c a n t / p o o r  f e a t u r e s ,  w h i c h  e n h a n c e s  t h e  i n t e r p r e t a b i l i t y  

o f  t h e  s y s t e m ,  u s u a l l y  h a s  a  p o s i t i v e  i m p a c t  o n  t h e  p e r f o r m a n c e  

o f  s y s t e m .  H e r e ,  t h e  o b j e c t i v e s  o f  t h i s  s t u d y  a r e  t o  s e l e c t  u s e f u l  

m e m b e r s h i p  f u n c t i o n s  ( a n t e c e d e n t  c l a u s e s )  a n d  f e a t u r e s  a n d  t o  

e l i m i n a t e  d e r o g a t o r y  f e a t u r e s  a n d  n o t - u s e f u l  m e m b e r s h i p  

f u n c t i o n s   t h r o u g h  a  m o d u l a t i o n  o p e r a t i o n  t h a t  c o u l d  e a s i l y  

i d e n t i f y  g o o d / b a d  f e a t u r e s  d u r i n g  t h e  l e a n i n g  p r o c e s s ,  a n d  t h e n  

u s e  t h e  s i g n i f i c a n t  f e a t u r e s  t o  a c h i e v e  b e t t e r  s y s t e m  

p e r f o r m a n c e .   

I I I .  I T 2 N F S - S I F E  S T R U C T U R E  

H e r e  w e  i n t r o d u c e  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  m u l t i p l e - i n p u t - s i n g l e -

o u t p u t  I T 2 N F S - S I F E .  T h e  a n t e c e d e n t  p a r t  o f  t h e  I T 2 N F S - S I F E  

u s e s  i n t e r v a l  t y p e - 2  f u z z y  s e t s  w i t h  u n c e r t a i n  m e a n s  a n d  f i x e d  

s t a n d a r d  d e r i v a t i o n  ( S T D ) .  T h e  c o n s e q u e n t  p a r t  o f  t h e  I T 2 N F S -

S I F E  i s  o f  T a k a g i - S u g e n o - K a n g  ( T S K )  t y p e  w i t h  i n t e r v a l  

w e i g h t s .  F i g .  1  s h o w s  t h e  p r o p o s e d  f i v e - l a y e r e d  I T 2 N F S - S I F E  

s t r u c t u r e .  T h e  d e t a i l s  o f  e a c h  l a y e r  a r e  d i s c u s s e d  n e x t .  

L a y e r  1  ( I n p u t  L a y e r ) :  E a c h  n o d e  i n  t h i s  l a y e r  r e p r e s e n t s  a  

c r i s p  i n p u t  v a r i a b l e .  T h e  i n p u t  v a r i a b l e s  𝑥 = ( 𝑥 1 , ⋯ , 𝑥 𝑛 )  a r e  

f e d  i n t o  t h i s  l a y e r .  S i n c e  t h i s  i s  a  f a n - o u t  l a y e r ,  t h e r e  i s  n o  

w e i g h t  t o  b e  a d j u s t e d  i n  t h i s  l a y e r .  

L a y e r  2  ( M o d u l a t e d  M e m b e r s h i p  F u n c t i o n  L a y e r ) :  E a c h  

n o d e  i n  t h i s  l a y e r  p e r f o r m s  t h e  f u z z i f i c a t i o n  t a s k  a n d  i t  a l s o  

m o d u l a t e s  m e m b e r s h i p s  d e p e n d i n g  o n  t h e  u t i l i t y  o f  t h e  

a s s o c i a t e d  f e a t u r e  t o  s o l v e  t h e  p r o b l e m .  F i r s t ,  w e  u s e  a  G a u s s i a n  

p r i m a r y  M F  w i t h  a  f i x e d  S T D  a n d  u n c e r t a i n  m e a n  t h a t  a c q u i r e s  

v a l u e s  i n  [ 𝑚 1 , 𝑚 2 ]  ( s e e  F i g .  2 ) .  T h u s  g i v e n  a  c r i s p  v a l u e  o f  t h e  

i n p u t  v a r i a b l e ,  t h e  o u t p u t  o f  t h e  G a u s s i a n  m e m b e r s h i p  f u n c t i o n ,  

𝐴̃𝑗
𝑖
,  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  a s  a n  i n t e r v a l  [ 𝜇 𝑗

𝑖
, 𝜇

𝑗

𝑖

]   

𝜇
𝐴

𝑗

𝑖 = e x p ⁡{ −
1

2

(
𝑥 𝑗 − 𝑚

𝑗

𝑖

𝜎
𝑗

𝑖
)

2

} ≡ 𝑁 ( 𝑚 𝑗

𝑖
, 𝜎 𝑗

𝑖
; 𝑥 𝑗 )           ( 1 )  

H e r e  𝐴 𝑗

𝑖
 i s  t h e  i t h  i n t e r v a l  t y p e - 2  f u z z y  s e t  o n  t h e  i n p u t  v a r i a b l e  

𝑥 𝑗 , 𝑗 = 1 , ⋯ , 𝑛 .  T h e  f o o t p r i n t  o f  u n c e r t a i n t y  ( F O U )  o f  t h i s  M F  

i s  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  b o u n d e d  a r e a  d e f i n e d  i n  t e r m s  o f  a  l o w e r  

M F ,  𝜇 𝑗

𝑖
,  a n d  a n  u p p e r  M F ,  𝜇

𝑗

𝑖

,   w h e r e  

𝜇
𝐴

𝑗

𝑖 ( 𝑥 𝑗
) = {

𝑁 ( 𝑚 𝑗 1

𝑖
, 𝜎 𝑗

𝑖
; 𝑥 𝑗

) , ⁡ ⁡ ⁡ 𝑥 𝑗 < 𝑚 𝑗 1

𝑖

1 , ⁡ ⁡ ⁡ ⁡ ⁡ ⁡ ⁡ ⁡ ⁡ ⁡ ⁡ ⁡ 𝑚 𝑗 1

𝑖
≤ 𝑥 𝑗 ≤ ⁡ 𝑚 𝑗 2

𝑖

𝑁 ( 𝑚 𝑗 2

𝑖
, 𝜎 𝑗

𝑖
; 𝑥 𝑗

) , ⁡ ⁡ ⁡ 𝑥 𝑗 > 𝑚 𝑗 2

𝑖

                    ( 2 )  

a n d  
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𝜇
𝐴

𝑗

𝑖 ( 𝑥 𝑗
) = {

𝑁 ( 𝑚 𝑗 2

𝑖
, 𝜎 𝑗

𝑖
; 𝑥 𝑗

) , ⁡ ⁡ ⁡ 𝑥 𝑗 ≤

𝑚
𝑗 1

𝑖
+ 𝑚

𝑗 2

𝑖

2

𝑁 ( 𝑚 𝑗 1

𝑖
, 𝜎 𝑗

𝑖
; 𝑥 𝑗

) , 𝑥 𝑗 >

𝑚
𝑗 1

𝑖
+ 𝑚

𝑗 2

𝑖

2
⁡

                   ( 3 )  

F o r  f e a t u r e  s e l e c t i o n ,  o u r  p u r p o s e  i s  t o  m o d u l a t e  t h e  M F  

a s s o c i a t e d  w i t h  f e a t u r e s  i n  t h i s  l a y e r .  T o  r e a l i z e  t h i s ,  w e  

c o m b i n e  a  m o d u l a t o r  f u n c t i o n  a n d  t h e  G a u s s i a n  m e m b e r s h i p  

f u n c t i o n  i n  a  j u d i c i o u s  m a n n e r .  F o r  a  h a r m f u l  f e a t u r e ,  t h e  

i n t e r v a l  t y p e - 2  m e m b e r s h i p  s h o u l d  b e  c h a n g e d  i n  s u c h  a  

m a n n e r  t h a t  i t  d o e s  n o t  i n f l u e n c e  t h e  f i r i n g  i n t e r v a l  t h a t  w i l l  b e  

c o m p u t e d  i n  t h e  n e x t  l a y e r .  H o w e v e r ,  t h e r e  c o u l d  b e  f e a t u r e s  

w h i c h  a r e  u s e f u l  f o r  s o m e  r u l e s  a n d  n o t  f o r  s o m e  o t h e r  r u l e s .  

T o  a c c o u n t  f o r  t h i s ,  u n l i k e  p r e v i o u s  m e t h o d s  h e r e  w e  h a v e  

s e p a r a t e  m o d u l a t o r s  f o r  e a c h  m e m b e r s h i p  f u n c t i o n  ( l i n g u i s t i c  

v a l u e ,  i n  o t h e r  w o r d s  w i t h  e a c h  a n t e c e d e n t  c l a u s e ) .  W e  s h a l l  

e x p l a i n  h o w  t o  u s e  t h e  m o d u l a t o r  i n  t h i s  l a y e r  a f t e r  w e  l o o k  a t  

h o w  w e  c o m p u t e  t h e  f i r i n g  s t r e n g t h  i n  t h e  n e x t  l a y e r .  

L a y e r  3  ( F i r i n g  S t r e n g t h  L a y e r ) :  E a c h  n o d e  i n  t h i s  l a y e r  

r e p r e s e n t s  t h e  a n t e c e d e n t  p a r t  o f  a  f u z z y  r u l e  a n d  i t  c o m p u t e s  

t h e  f i r i n g  s t r e n g t h .  T o  a c q u i r e  t h e  s p a t i a l  f i r i n g  s t r e n g t h  𝐹
𝑖

,  

e a c h  n o d e  p e r f o r m s  a  f u z z y  m e e t  o p e r a t i o n  o n  i n p u t s  t h a t  i t  

r e c e i v e  f r o m  l a y e r  2  u s i n g  a n  a l g e b r a i c  p r o d u c t  o p e r a t i o n .  I n  

t h i s  l a y e r ,  t h e r e  a r e  M  n o d e s ,  e a c h  o f  w h i c h  r e p r e s e n t s  o n e  r u l e .  

T h e  f i r i n g  s t r e n g t h  i s  a n  i n t e r v a l  t y p e - 1 f u z z y  s e t ,  i n v o l v i n g  

u p p e r  a n d  l o w e r  f i r i n g  s t r e n g t h ,  a n d  i s  c o m p u t e d  a s  f o l l o w s  [ 3 ] :   

𝐹
𝑖
= [ 𝑓

𝑖
, 𝑓

𝑖

] , 𝑖 = 1 , ⋯ , 𝑀         ( 4 )  

1

n
i i

j

j

f 


 ,  

1

n
i i

j

j

f 


         ( 5 )  

w h e r e  M  i s  t h e  t o t a l  n u m b e r  o f  r u l e s .  I n  ( 5 ) ,  


 i s  t h e  

m o d u l a t e d  m e m b e r s h i p  v a l u e .  

N o w  l e t  u s  g e t  b a c k  t o  t h e  m o d u l a t o r  f u n c t i o n s  t h a t  a r e  t o  b e  

u s e d  i n  t h e  p r e v i o u s  l a y e r .  I f  a  f e a t u r e  i s  n o t  u s e f u l  f o r  a  r u l e ,  

t h e n  w e  d o  n o t  w a n t  t h a t  f e a t u r e  t o  i n f l u e n c e  t h e  f i r i n g  s t r e n g t h  

i n  ( 5 )  o f  t h e  a s s o c i a t e d  r u l e .  T h i s  c a n  b e  r e a l i z e d  i f  f o r  e v e r y  

v a l u e  o f  t h a t  f e a t u r e ,  b o t h  t h e  l o w e r  m e m b e r s h i p  a n d  t h e  u p p e r  

m e m b e r s h i p  v a l u e s  o f  t h e  a s s o c i a t e d  f u z z y  s e t  b e c o m e  1 .  I f  a  

f e a t u r e  i s  b a d ,  t h e n  w e  d o  n o t  w a n t  i t  t o  i n f l u e n c e  t h e  f i r i n g  

i n t e r v a l  o f  a n y  r u l e  a n d  h e n c e  n o n e  o f  t h e  t y p e - 2  f u z z y  s e t s  

d e f i n e d  o n  t h a t  h a r m f u l  f e a t u r e s  s h o u l d  a f f e c t  f i r i n g  i n t e r v a l  o f  

a n y  r u l e .  H e n c e ,  f o r  e v e r y  v a l u e  o f  t h e  b a d  f e a t u r e ,  b o t h  t h e  

l o w e r  m e m b e r s h i p  a n d  t h e  u p p e r  m e m b e r s h i p  v a l u e s  s h o u l d  

b e c o m e  1  f o r  a l l  f u z z y  s e t s  d e f i n e d  o n  t h a t  b a d  f e a t u r e s .  

F o l l o w i n g  t h e  i d e a  u s e d  f o r  T y p e - 1  s y s t e m ,  w e  u s e  t h e  

m o d u l a t o r  f u n c t i o n   

𝑀 ( 𝜆 ) = 𝑒 𝑥 𝑝 ⁡( − ( λ )
2
)                             ( 6 )  

w h e r e  λ  i s  a  m o d u l a t o r  p a r a m e t e r  t h a t  i s  a  s c a l a r  v a r i a b l e  –  t h e r e  

w i l l  b e  e x a c t l y  o n e  m o d u l a t o r  p a r a m e t e r  f o r  e v e r y  i n p u t  

v a r i a b l e .  T h e r e f o r e ,  t h e  m o d u l a t e d  i n t e r v a l  M F  f o r  t h e  j - t h  

f e a t u r e  o f  t h e  i - t h  r u l e  c a n  b e  c o m p u t e d  a s  

( ) ( ) ( )
( ) [( ) , ( ) ]j j j

iM M Mii i

jj j j

  
                  ( 7 )  

w h e r e  
2( ) exp( ( ) )

( ) ( )j jMi ii

j j j

 
  


             ( 8 )  

( )
( ) j

i Mi

jj


  =

2exp( ( ) )
( ) j

i

j





           ( 9 )  

I f  m o d u l a t o r  p a r a m e t e r  𝜆 𝑗  i s  c l o s e  t o  0 ,  t h e n  
i

j

i

j  


.  O n  t h e  

o t h e r  h a n d ,  i f  m a g n i t u d e  o f  λ  i s  v e r y  h i g h ,  t h e n  t h e  m o d u l a t e d  

m e m b e r s h i p  v a l u e  i s  n e a r l y  1  ( 1i

j


) .  D u r i n g  t h e  l e a r n i n g      

p r o c e s s ,  w e  s h a l l  s e t  a p p r o p r i a t e  v a l u e s  t o  t h e  m o d u l a t o r  

p a r a m e t e r s .  O u r  g o a l  i s  t o  m a k e  t h e  m o d u l a t o r  h i g h  i f  a  f e a t u r e  

i s  n o t  u s e f u l  f o r  a  r u l e  a n d  m a k e  i t  n e a r l y  z e r o  ( 0 )  w h e n  i t  i s  

u s e f u l  f o r  t h e  r u l e .  T h i s  i s  v e r y  g e n e r a l  s e t  u p .  I f  o u r  i n t e n t i o n  

i s  t o  s e l e c t  u s e f u l  f e a t u r e s ,  t h e n  w e  a s s o c i a t e  o n l y  o n e  

m o d u l a t o r  w i t h  e a c h  f e a t u r e  a s  e x p l a i n e d .  I n  t h i s  c a s e ,  e i t h e r  a  

f e a t u r e  i s  r e j e c t e d  o r  u s e d  b y  a l l  r u l e s .  T h i s  i s  a l s o  d o n e  i n  [ 4 2 ]  

f o r  T y p e - 1  s y s t e m s .  I n  t h i s  p a p e r  w e  m o v e  o n e  s t e p  a h e a d .  I n  

g e n e r a l ,  t h e r e  c o u l d  b e  a  d e r o g a t o r y  f e a t u r e ,  w h i c h  m u s t  b e  

d i s c a r d e d ,  b u t  t h e r e  c o u l d  a l s o  b e  a  f e a t u r e  w h i c h  i s  u s e f u l  f o r  

s o m e  r u l e s  b u t  n o t  r e q u i r e d  f o r  s o m e  o t h e r  r u l e s .  T h i s  l e a d s  t o  

t h e  p r o b l e m  o f  s e l e c t i o n  o f  a n t e c e d e n t  c l a u s e  ( l i n g u i s t i c  v a l u e ) .  

U s i n g  t h e  c o n c e p t  o f  m o d u l a t o r  w e  s h a l l  l e a r n  w h i c h  a n t e c e d e n t  

c l a u s e  i s  i m p o r t a n t  a n d  w h i c h  i s  n o t .  I f  a l l  a n t e c e d e n t  c l a u s e s  o f  

a  r u l e  a r e  n o t  i m p o r t a n t ,  t h e n  t h a t  r u l e  c a n  b e  d i s c a r d e d .  I f  s o m e  

a n t e c e d e n t  c l a u s e s  a r e  n o t  i m p o r t a n t ,  t h e n  o n l y  t h e  r u l e  a n d  

h e n c e  t h e  s t r u c t u r e  i s  s i m p l i f i e d  b y  r e m o v i n g  t h o s e  a n t e c e d e n t  

 

 

F i g .  3 .  F l o w c h a r t  o f  t h e  s t r u c t u r e  a n d  p a r a m e t e r  l e a r n i n g  o f  t h e  I T 2 N F S - S I F E   
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c l a u s e s .  I f  a l l  a n t e c e d e n t  c l a u s e s  d e f i n e d  o n  a  l i n g u i s t i c  v a r i a b l e  

i s  n o t  i m p o r t a n t ,  t h e n  t h a t  v a r i a b l e  ( f e a t u r e )  c a n  b e  d i s c a r d e d .   

L a y e r  4  ( C o n s e q u e n t  L a y e r ) :  E a c h  n o d e  i n  t h i s  l a y e r  

r e p r e s e n t s  a  T S K - t y p e  c o n s e q u e n t  t h a t  i s  a  l i n e a r  c o m b i n a t i o n  

o f  c u r r e n t  i n p u t  v a r i a b l e s ,  w h e r e  t h e  w e i g h t s  o f  a  l i n e a r  

c o m b i n a t i o n  a r e  i n t e r v a l s .  E a c h  n o d e  i n  t h i s  l a y e r  r e c e i v e s  

i n p u t s  f r o m  l a y e r  3  a s  w e l l  a s  t h e  i n p u t  d a t a  i n  l a y e r  1 .  E a c h  r u l e  

n o d e  i n  L a y e r  3  h a s  i t s  o w n  c o r r e s p o n d i n g  c o n s e q u e n t  n o d e  i n  

L a y e r  4 .  T h e  o u t p u t  i s  a n  i n t e r v a l  t y p e - 1  s e t  a n d  c a n  b e  d e n o t e d  

a s  [ 𝑤 𝑙

𝑖
, 𝑤 𝑟

𝑖
] ,  w h e r e  i n d i c e s  l  a n d  r  d e n o t e  l e f t  a n d  r i g h t  l i m i t s ,  

r e s p e c t i v e l y .  T h e r e f o r e ,  t h e  n o d e  o u t p u t  i s  e x p r e s s e d  b y  

[ 𝑤 𝑙

𝑖
, 𝑤 𝑟

𝑖 ] = [ 𝑐 0

𝑖
− 𝑠 0

𝑖
, 𝑐 0

𝑖
− 𝑠 0

𝑖
] + ∑ [ 𝑐 𝑗

𝑖
− 𝑠 𝑗

𝑖
, 𝑐 𝑗

𝑖
+ 𝑠 𝑗

𝑖
]

𝑛

𝑗 = 1 𝜌 𝑗

𝑖
   ( 1 0 )  

w h e r e  𝜌 𝑗

𝑖
= 𝑥 𝑗 𝑒

− ( 𝜆
𝑗

𝑖
)
2

,  a n d  𝜌 1

1
, 𝜌 2

1
, ⋯ , 𝜌 𝑁

𝑀
a r e  t h e  m o d u l a t e d  

i n p u t  v a l u e s .  T h i s  m o d u l a t i o n  i s  n e e d e d  b e c a u s e  w e  d o  n o t  w a n t  

a  p o o r  f e a t u r e  ( i . e . ,  i f  i t  i s  r e j e c t e d  b y  a  r u l e ) ,  t o  i n f l u e n c e  t h e  

c o m p u t e d  c o n s e q u e n t  v a l u e s .  T h u s ,  

 𝑤 𝑙

𝑖
= ∑ 𝑐 𝑗

𝑖
𝜌 𝑗

𝑖
− ∑ 𝑠 𝑗

𝑖
| 𝜌 𝑗

𝑖
|

𝑛

𝑗 = 0

𝑛

𝑗 = 0        ( 1 1 )  

a n d   

                     𝑤 𝑟

𝑖
= ∑ 𝑐 𝑗

𝑖
𝜌 𝑗

𝑖
+ ∑ 𝑠 𝑗

𝑖 | 𝜌 𝑗

𝑖 |𝑛

𝑗 = 0

𝑛

𝑗 = 0                         ( 1 2 )  

        

w h e r e   𝜌 0

𝑖
≡ 1 , 𝑖 = 1 , ⋯ , 𝑀 .  

L a y e r  5  ( O u t p u t  P r o c e s s i n g  L a y e r ) :  E a c h  n o d e  i n  t h i s  l a y e r  

r e c e i v e s  i n p u t  f r o m  t h e  c o r r e s p o n d i n g  n o d e  o f  l a y e r  4  a s  w e l l  

a s  t h a t  f r o m  l a y e r  3  b e c a u s e  t o  c o m p u t e  t h e  o u t p u t  b o t h  t h e  

f i r i n g  i n t e r v a l  a s  w e l l  a s  t h e  c o n s e q u e n t  v a l u e s  a r e  n e e d e d .  T h e  

o u t p u t  f r o m  a  n o d e  i n  t h i s  l a y e r  i s  a n  i n t e r v a l  t y p e - 1  s e t  [ 𝑦 𝑙 , 𝑦 𝑟 ] ,  

w h e r e  s u b s c r i p t s  l  a n d  r  d e n o t e  l e f t  a n d  r i g h t  e n d  p o i n t s ,  

r e s p e c t i v e l y .  W e  u s e  t h e  K - M  i t e r a t i v e  p r o c e d u r e  [ 8 ]  t o  f i n d  L  

a n d  R  e n d  p o i n t s ,  a n d  t h e n  c o m p u t e  t h e  t y p e - r e d u c e d  o u t p u t s  

𝑦 𝑙  a n d  𝑦 𝑟 .  O n e  i m p o r t a n t  n o r m  o f  u s i n g  t h i s  p r o c e d u r e  i s  t h a t  

t h e  c o n s e q u e n t  p a r a m e t e r s  m u s t  b e  r e - o r d e r e d  i n  a s c e n d i n g  

o r d e r ,  s u c h  t h a t  t h e  o r i g i n a l  c o n s e q u e n t  p a r a m e t e r s  𝑤 𝑙 =

( 𝑤 𝑙

1
, ⋯ , 𝑤 𝑙

𝑀
)  a n d  𝑤 𝑟 = ( 𝑤 𝑟

1
, ⋯ , 𝑤 𝑟

𝑀
)  a r e  c h a n g e d  i n t o  t h e  r u l e -

r e o r d e r e d  c o n s e q u e n t  p a r a m e t e r s  𝑣 𝑙 = ( 𝑣 𝑙

1
, ⋯ , 𝑣 𝑙

𝑀
) a n d 𝑣 𝑟 =

( 𝑣 𝑟

1
, ⋯ , 𝑣 𝑟

𝑀
) ,  w h e r e  𝑣 𝑙

1
≤ 𝑣 𝑙

2
≤ ⋯ ≤ 𝑣 𝑙

𝑀

 
a n d  𝑣 𝑟

1
≤ 𝑣 𝑟

2
≤ ⋯ ≤

𝑣 𝑟

𝑀
.  T h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  𝑤 𝑙 , 𝑤 𝑟 , 𝑣 𝑙 ⁡ a n d ⁡ 𝑣 𝑟  c a n  b e  

e x p r e s s e d  a s  f o l l o w s  

𝑣 𝑙 = 𝑄 𝑙 𝑤 𝑙  a n d  𝑣 𝑟 = 𝑄 𝑟 𝑤 𝑟        ( 1 3 )  

w h e r e  𝑄 𝑙  a n d  𝑄 𝑟  a r e  𝑀 × 𝑀  a p p r o p r i a t e  p e r m u t a t i o n  m a t r i c e s  

t o  r e o r d e r  t h e  v a l u e s .  T h e s e  t w o  p e r m u t a t i o n  m a t r i c e s  u s e  

e l e m e n t a r y  v e c t o r s  ( i . e . ,  v e c t o r s ,  a l l  o f  w h o s e  e l e m e n t s  a r e  z e r o  

e x c e p t  o n e  e l e m e n t ,  w h i c h  i s  e q u a l  t o  o n e )  a s  c o l u m n s ,  a n d  

t h e s e  v e c t o r s  a r e  a r r a n g e d  ( p e r m u t e d )  s o  a s  t o  m o v e  e l e m e n t s  

i n  𝑤 𝑙  a n d  𝑤 𝑟  t o  n e w  l o c a t i o n s  i n  a s c e n d i n g  o r d e r  i n  t h e  

t r a n s f o r m e d  v e c t o r s  𝑣 𝑙  a n d 𝑣 𝑟 ,  r e s p e c t i v e l y .  A c c o r d i n g l y  t h e  

f i r i n g  s t r e n g t h s  𝑓
𝑖

s  m u s t  a l s o  b e  t r a n s f o r m e d  t o  t h e  r u l e -

r e o r d e r e d  f i r i n g  s t r e n g t h  𝑔
𝑖
.   T h e n ,  t h e  o u t p u t s  𝑦 𝑙  a n d  𝑦 𝑟  c a n  b e  

c o m p u t e d  b y  

y 𝑙 =

∑ 𝑔
𝑖
𝑣

𝑙

𝑖𝐿

𝑖 = 1
+ ∑ 𝑔

𝑖
𝑣

𝑙

𝑖𝑀

𝑖 = 𝐿 + 1

∑ 𝑔
𝑖𝐿

𝑖 = 1
+ ∑ 𝑔 𝑖𝑀

𝑖 = 𝐿 + 1

               ( 1 4 )  

a n d  

𝑦 𝑟 =

∑ 𝑔
𝑖
𝑣

𝑟

𝑖𝑅

𝑖 = 1
+ ∑ 𝑔

𝑖
𝑣

𝑟

𝑖𝑀

𝑖 = 𝑅 + 1

∑ 𝑔 𝑖𝑅

𝑖 = 1
+ ∑ 𝑔

𝑖𝑀

𝑖 = 𝑅 + 1

 .              ( 1 5 )  

 

L a y e r  6  ( O u t p u t  l a y e r ) :  E a c h  n o d e  i n  t h i s  l a y e r  c o r r e s p o n d s  

t o  o n e  o u t p u t  v a r i a b l e .  B e c a u s e  t h e  o u t p u t  o f  l a y e r  5  i s  a n  

i n t e r v a l  s e t  [ 𝑦 𝑙 , 𝑦 𝑟 ] ,  n o d e s  i n  l a y e r  6  c o m p u t e  t h e  d e f u z z i f i e d  

v a l u e  o f  t h e  o u t p u t  l i n g u i s t i c  v a r i a b l e  y  b y  c o m p u t i n g  t h e  

a v e r a g e  o f   𝑦 𝑙 ⁡ a n d   𝑦 𝑟 ⁡ a s  

y =
𝑦

𝑙
+ 𝑦

𝑟

2
                             ( 1 6 )  

 

I V .  I T 2 N F S - S I F E  L E A R N I N G  

I n  t h i s  s e c t i o n ,  t h e  t w o - p h a s e  l e a r n i n g  s c h e m e  i s  d i s c u s s e d .  

F i g u r e  3  i l l u s t r a t e s  t h e  e n t i r e  l e a r n i n g  p r o c e d u r e  o f  I T 2 N F S -

S I F E .  T h e  f i r s t  p h a s e  i s  o n  s t r u c t u r e  l e a r n i n g  t h a t  d i s c u s s e s  h o w  

t o  c o n s t r u c t  t h e  I T 2 N F S - S I F E ’ s  r u l e s .  T h e  l e a r n i n g  s t a r t s  w i t h  

n o  r u l e s  i n  t h e  I T 2 N F S - S I F E  a n d  a l l  f u z z y  r u l e s  a r e  e v o l v e d  b y  

a n  o n - l i n e  s t r u c t u r e  l e a r n i n g  s c h e m e .  T h e  s e c o n d  p h a s e  i s  t h e  

p a r a m e t e r  l e a r n i n g  p h a s e  t h a t  d e s c r i b e s  h o w  w e  u s e  a  g r a d i e n t  

A l g o r i t h m  :  L e a r n i n g  A l g o r i t h m  I T 2 N F S - S I F E  

I F  X⃑⃑⃑  i s  t h e  f i r s t  i n c o m i n g  d a t a  T H E N  d o  

{ S t r u c t u r e  L e a r n i n g  P h a s e :  

G e n e r a t e  a  n e w  r u l e  a n d  s e t  i n i t i a l  v a l u e s  o f  r e l e v a n t  

p a r a m e t e r s  a s  f o l l o w s .   

[ 𝑚 𝑗 1

1
, 𝑚 𝑗 2

1 ] = [ 𝑥 𝑗 − ∆ , 𝑥 𝑗 + ∆ ] , 𝜎
1

= 0 .3 ⁡ 𝑎 𝑛 𝑑 ⁡ 𝜆 𝑗

1
= 1 . 6 ;  

𝑐 𝑗

1
= 0 .0 5 ⁡ 𝑎 𝑛 𝑑 ⁡ 𝑠 𝑗

1
= 0 . 0 0 5 ; ⁡ 𝑐 0

1
= 𝑦 𝑑 ⁡ 𝑎 𝑛 𝑑 ⁡ 𝑠 0

1
=

𝑦
𝑑

1 0
; ⁡   

C o m p u t e  e r r o r  f u n c t i o n  u s i n g  E q .  ( 2 2 )   

P a r a m e t e r  L e a r n i n g  P h a s e :  

U s e  t h e  r u l e - o r d e r e d  K a l m a n  f i l t e r  a l g o r i t h m  ( E q .  3 4 )  t o  

t u n e  t h e  c o n s e q u e n t  p a r a m e t e r s .  

A n d  t h e n  u s e  g r a d i e n t  d e s c e n t  a l g o r i t h m  ( E q s .  3 8 - 4 1 )  t o  

u p d a t e  t h e  o t h e r  f r e e  p a r a m e t e r s .  

}  

E L S E  f o r  e a c h  n e w l y  i n c o m i n g  d a t a  X⃑⃑⃑   d o  

{ S t r u c t u r e  L e a r n i n g  P h a s e :  

C o m p u t e  E q .  ( 1 9 )  

I F  ( )I

c thf t f   

   { M ( t + 1 ) = M ( t ) + 1  

   G e n e r a t e  a  n e w  r u l e  a n d  s e t  i n i t i a l  v a l u e s  o f  r e l e v a n t   

    p a r a m e t e r s  a s  f o l l o w s :  

⁡ ⁡ ⁡ ⁡ ⁡[ 𝑚
𝑗 1

𝑀 ( 𝑡 ) + 1

, 𝑚
𝑗 2

𝑀 ( 𝑡 ) + 1
] = [ 𝑥 𝑗 − ∆ , 𝑥 𝑗 + ∆ ] ,  

⁡ ⁡ ⁡ ⁡ ⁡ ⁡ 𝜎
𝑀 ( 𝑡 ) + 1

= 0 . 3 ⁡ 𝑎 𝑛 𝑑 ⁡ 𝜆
𝑗

𝑀 ( 𝑡 ) + 1

= 1 . 6 ;  

⁡ ⁡ ⁡ ⁡ ⁡𝑐
𝑗

𝑀 ( 𝑡 ) + 1

= 0 . 0 5 ⁡ 𝑎 𝑛 𝑑 ⁡ 𝑠
𝑗

𝑀 ( 𝑡 ) + 1

= 0 .0 0 5 ; ⁡  

⁡ ⁡ ⁡ ⁡ ⁡𝑐
0

𝑀 ( 𝑡 ) + 1

= 𝑦 𝑑 ⁡ 𝑎 𝑛 𝑑 ⁡ 𝑠
0

𝑀 ( 𝑡 ) + 1

=

𝑦 𝑑

1 0
;  

P a r a m e t e r  L e a r n i n g  P h a s e :  

   U s e  t h e  r u l e - o r d e r e d  K a l m a n  f i l t e r  a l g o r i t h m  ( E q .  3 4 )  t o   

    t u n e  t h e  c o n s e q u e n t  p a r a m e t e r s .  

   A n d  t h e n  u s e  g r a d i e n t  d e s c e n t  a l g o r i t h m  ( E q s .  3 8 - 4 1 )  t o    

   u p d a t e  t h e  o t h e r  f r e e  p a r a m e t e r s .  

}  

E L S E   

{ C o m p u t e  e r r o r  f u n c t i o n  u s i n g  E q .  ( 2 2 )  

P a r a m e t e r  L e a r n i n g  P h a s e :  

   U p d a t e  a l l  o f  r e l e v a n t  p a r a m e t e r s   

   U s e  t h e  r u l e - o r d e r e d  K a l m a n  f i l t e r  a l g o r i t h m  ( E q .  3 4 )  t o   

   t u n e  t h e  c o n s e q u e n t  p a r a m e t e r s .  

   A n d  t h e n  u s e  a  g r a d i e n t  d e s c e n t  a l g o r i t h m  ( E q s .  3 8 - 4 1 )   

   t o  u p d a t e  t h e  o t h e r  f r e e  p a r a m e t e r s  

}  

}  
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6  

d e s c e n t  a l g o r i t h m  a n d  t h e  r u l e - o r d e r e d  K a l m a n  f i l t e r  a l g o r i t h m  

t o  l e a r n  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  s y s t e m .   

A .  S t r u c t u r e  L e a r n i n g  

I n  s t r u c t u r e  l e a r n i n g  t h e  s y s t e m  d e t e r m i n e s  w h e t h e r  a  n e w  

r u l e  s h o u l d  b e  e x t r a c t e d  a n d  a d d e d  f r o m  t h e  t r a i n i n g  d a t a  o r  n o t .  

T h i s  i d e a  i s  e x t e n d e d  f r o m  o u r  p r e v i o u s  s t u d y  o n  t y p e - 1  f u z z y  

r u l e  g e n e r a t i o n  [ 5 1 ] .  T h e  f i r s t  i n c o m i n g  d a t a  p o i n t  x  i s  u s e d  t o  

g e n e r a t e  t h e  f i r s t  f u z z y  r u l e  w i t h  m e a n  a n d  w i d t h  o f  t h e  f u z z y  

m e m b e r s h i p  f u n c t i o n s  a s  

1 1

1 2 fixed[ , ] [ , ] and =

                                    1, , ,          

j j j jm m x x x x

j n

   


    ( 1 7 )      

w h e r e ⁡ Δ x  i s  a  c o n s t a n t  t o  d e t e r m i n e  t h e  i n i t i a l  t y p e - 2  f u z z y  s e t  

i n t e r v a l  r a n g e  a n d  𝜎 𝑓 𝑖 𝑥 𝑒 𝑑  i s  a  p r e d e f i n e d  v a l u e  ( w e  u s e  𝜎 𝑓 𝑖 𝑥 𝑒 𝑑 =

0 . 3  i n  t h i s  p a p e r ) .  T h e  Δ x
 
i n d i c a t e s  t h e  w i d t h  o f  u n c e r t a i n  m e a n  

r e g i o n .  I f  Δ x  i s  m a d e  t o o  s m a l l ,  t h e n  t h e  t y p e - 2  f u z z y  s e t  

a p p r o x i m a t e l y  b e c o m e s  a  t y p e - 1  f u z z y  s e t .  O n  t h e  c o n t r a r y ,  i f  

Δ x  i s  t o o  l a r g e ,  t h e n  a  t y p e - 2  f u z z y  s e t  w i l l  c o v e r  m o s t  o f  t h e  

i n p u t  d o m a i n .  S u b s e q u e n t l y ,  a t  t i m e  t ,  w h e n  a  n e w  i n p u t  c o m e s ,  

w e  c o m p u t e  t h e  f i r i n g  s t r e n g t h s  ( f i r i n g  i n t e r v a l s )  o f  t h a t  i n p u t  

f o r  a l l  M ( t )  r u l e s  a n d  t h e n  c o m p u t e  t h e  m e a n  v a l u e  o f  f i r i n g  

s t r e n g t h  𝑓𝑐
𝑖 ( 𝑡 )  f o r  e a c h  r u l e  i  a s :   

𝑓𝑐
𝑖 ( 𝑡 ) =

𝑓
𝑖
( 𝑡 ) + 𝑓 𝑖 ( 𝑡 )

2
                                ( 1 8 )  

𝑓𝑐 h e l p s  u s  t o  d e t e r m i n e  w h e t h e r  a  n e w  r u l e  s h o u l d  b e  

g e n e r a t e d  a c c o r d i n g  t o  a  p r e d e f i n e d  t h r e s h o l d   𝑓𝑡 ℎ .  

T h u s ,  f o r  s u b s e q u e n t  i n c o m i n g  d a t a ,  w e  f i n d   

𝐼 = 𝑎 𝑟 𝑔 𝑚 𝑎 𝑥
1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑀 ( 𝑡 )

𝑓𝑐
𝑡
( 𝑡 ) ,          ( 1 9 )  

w h e r e  M ( t )  i s  t h e  n u m b e r  o f  e x i s t i n g  r u l e s  a t  t i m e  t .  I f  𝑓𝑐
𝐼
( 𝑡 ) ≤

𝑓𝑡 ℎ ,  t h e n  a  n e w  f u z z y  r u l e  i s  g e n e r a t e d  a n d  M ( t + 1 ) = M ( t ) + 1 .  T h e  

i d e a  b e h i n d  t h i s  i s  t h a t  i f  t h e  c u r r e n t  d a t a  p o i n t  d o e s  n o t  m a t c h  

w e l l  t h e  e x i s t i n g  r u l e s ,  t h e n  a  n e w  f u z z y  r u l e  i s  e v o l v e d .  T h e  

u n c e r t a i n  m e a n s  o f  t y p e - 2  f u z z y  s e t s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h i s  r u l e  

a r e  d e f i n e d  e x a c t l y  i n  t h e  s a m e  m a n n e r  a s  d o n e  f o r  t h e  f i r s t  r u l e ;  

i . e . ,  t h e  u n c e r t a i n  m e a n s  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  t y p e - 2  f u z z y  s e t s  

a r e  d e f i n e d  a s  

[ 𝑚
𝑗 1

𝑀 ( 𝑡 ) + 1
, 𝑚

𝑗 2

𝑀 ( 𝑡 ) + 1
] = [ 𝑥 𝑗

( 𝑡 ) − Δ 𝑥 , 𝑥 𝑗
( 𝑡 ) + Δ 𝑥 ] , 𝑗 = 1 , ⋯ , 𝑛     

  ( 2 0 )  

B u t  t h e  w i d t h  o f  t h e  n e w  r u l e  i s  d e f i n e d  a s  f o l l o w s :  

𝜎
𝑗

𝑀 ( 𝑡 ) + 1
= 𝛽 | 𝑥 𝑗 − (

𝑚
𝑗 1

𝐼
+ 𝑚

𝑗 2

𝐼

2
) |                ( 2 1 )  

w h e r e  β > 0  d e t e r m i n e s  t h e  o v e r l a p  d e g r e e  b e t w e e n  t w o  f u z z y  

s e t s .  E q u a t i o n  ( 2 1 )  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  i n i t i a l  w i d t h  i s  e q u a l  t o  t h e  

E u c l i d e a n  d i s t a n c e  b e t w e e n  c u r r e n t  i n p u t  d a t a x a n d  t h e  c e n t e r  

o f  t h e  b e s t  m a t c h i n g  r u l e  f o r  t h i s  d a t a  p o i n t  t i m e s  a n  

o v e r l a p p i n g  p a r a m e t e r .  H e r e ,  𝛽 ⁡i s  s e t  t o  0 . 5  i n  t h i s  p a p e r  a n d  i t  

i n d i c a t e s  t h a t  t h e  w i d t h  o f  n e w  t y p e - 2  f u z z y  s e t  i s  h a l f  o f  t h e  

E u c l i d e a n  d i s t a n c e  f r o m  t h e  b e s t  m a t c h i n g  c e n t e r ,  a n d  a  s u i t a b l e  

o v e r l a p  b e t w e e n  a d j a c e n t  r u l e s  i s  r e a l i z e d .  S i m i l a r  p r o t o c o l s  

w e r e  a l s o  f o l l o w e d  i n  [ 1 6 ] ,  [ 1 8 ] ,  [ 2 7 ] .    

I n  a d d i t i o n  t o  a s s i g n i n g  t h e  i n i t i a l  a n t e c e d e n t  p a r a m e t e r s ,  t h e  

i n i t i a l  c o n s e q u e n t  p a r a m e t e r s  s h o u l d  a l s o  b e  a s s i g n e d  w h e n  a  

n e w  r u l e  i s  g e n e r a t e d .  T h e  i n i t i a l  c o n s e q u e n t  p a r a m e t e r s  𝑐 0

𝑖
,  𝑖 =

1 , ⋯ , 𝑀 ,  a r e  s e t  t o  t h e  d e s i r e d  o u t p u t  𝑦 𝑑  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  

c u r r e n t  i n p u t  x⃑⃑ .  O t h e r  i n i t i a l  p a r a m e t e r s  𝑐 𝑗
𝑖

,  𝑗 = 1 , ⋯ , 𝑁 ,  a r e  s e t  

t o  s m a l l  v a l u e s ,  e . g .  0 . 0 5 .  A  p a r a m e t e r  s  i s  u s e d  t o  d e f i n e  t h e  

o u t p u t  i n t e r v a l  r a n g e .  I f  t h e  i n t e r v a l  r a n g e  i s  t o o  s m a l l ,  t h e  

o u t p u t  i s  s i m i l a r  t o  s i n g l e t o n .  O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  t h e  i n t e r v a l  

r a n g e  i s  t o o  l a r g e ,  t h e n  i t  w o u l d  c o v e r  t h e  w h o l e  o u t p u t  d o m a i n .  

I n  t h i s  s t u d y  w e  u s e  p a r a m e t e r s  𝑠 𝑗

𝑖
= 0 . 0 0 5 ,  𝑗 = 1 , ⋯ , 𝑛  f o r  a l l  

v a r i a b l e s .  

B .   P a r a m e t e r  L e a r n i n g  

T h e  p a r a m e t e r  l e a r n i n g  i s  a l s o  d o n e  d u r i n g  t h e  l e a r n i n g  o f  t h e  

s t r u c t u r e .  A l l  f r e e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  I T 2 N F S - S I F E  a r e  a d j u s t e d  

w i t h  e a c h  i n c o m i n g  t r a i n i n g  d a t a  r e g a r d l e s s  o f  w h e t h e r  a  r u l e  i s  

n e w l y  g e n e r a t e d  o r  a l r e a d y  e x i s t i n g .  T h e  a n t e c e d e n t  

p a r a m e t e r s ,  i n v o l v i n g  𝑚 1 ,  𝑚 2 ,  a n d  λ ,  i n  t h e  I T 2 N F S - S I F E  a r e  

a d j u s t e d  w i t h  e a c h  i n c o m i n g  i n p u t  b y  g r a d i e n t  d e s c e n t  

a l g o r i t h m  t h a t  i s  s u i t a b l e  f o r  s u p e r v i s e d  m e t h o d .  T h e  

c o n s e q u e n t  p a r t  p a r a m e t e r s  a r e  t u n e d  t h r o u g h  a  r u l e - o r d e r e d  

K a l m a n  f i l t e r  a l g o r i t h m  t o  i m p r o v e  t h e  n e t w o r k  a c c u r a c y .  H e r e  

w e  c o n s i d e r  t h e  s i n g l e  o u t p u t  c a s e  j u s t  f o r  c l a r i t y .  T h e  t r a i n i n g  

a l g o r i t h m  m i n i m i z e s  t h e  e r r o r  f u n c t i o n  

21
[ ( 1) ( 1)]

2
dE y t y t     ,       ( 2 2 )  

w h e r e  𝑦 ( 𝑡 + 1 ) r e p r e s e n t s  t h e  a c t u a l  n e t w o r k  o u t p u t  a n d  

𝑦 𝑑 ( 𝑡 + 1 )  r e p r e s e n t s  t h e  d e s i r e d  o u t p u t .  N o t e  t h a t  ( 2 2 )  

r e p r e s e n t s  t h e  i n s t a n t a n e o u s  s q u a r e  e r r o r  a n d  w i t h  e a c h  

i n c o m i n g  d a t a  p o i n t ,  o n l y  o n e  s t e p  o f  u p d a t e  o f  a l l  p a r a m e t e r s  

i s  d o n e  u s i n g  g r a d i e n t  d e s c e n t  ( t h e  l e a r n i n g  r u l e s  w i l l  b e  

d e r i v e d  l a t e r ) .  A s  r e p o r t e d  i n  [ 1 7 ] ,  a  r u l e - o r d e r e d  K a l m a n  f i l t e r  

a l g o r i t h m  i s  a p p l i e d  f o r  t h e  l e a r n i n g  o f  t h e  c o n s e q u e n t  

p a r a m e t e r s .  N e x t ,  w e  d e s c r i b e  t h e  r u l e - o r d e r e d  K a l m a n  f i l t e r  

a l g o r i t h m  e x p l i c i t l y .  B a s e d  o n  K - M  i t e r a t i v e  p r o c e d u r e  f o r  

c o m p u t i n g  𝑦 𝑙  a n d  𝑦 𝑟  i n  ( 1 4 )  a n d  ( 1 5 ) ,  t h e  c o n s e q u e n t  v a l u e s  𝑤 𝑙  

a n d  𝑤 𝑟  s h o u l d  b e  r e - a r r a n g e d  i n  a s c e n d i n g  o r d e r .  A s  t h e  

c o n s e q u e n t  v a l u e s  𝑤 𝑙  a n d  𝑤 𝑟  c h a n g e ,  t h e i r  o r d e r s  a n d  

c o r r e s p o n d i n g  r u l e  o r d e r s  s h o u l d  a l s o  c h a n g e  a c c o r d i n g l y .  

E q u a t i o n  ( 1 3 )  i n d i c a t e s  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  o r i g i n a l  

a n d  a r r a n g e d  v a l u e s .  A s  i n  [ 1 ] ,  E q n s .  ( 1 4 )  a n d  ( 1 5 )  c a n  b e  r e -

e x p r e s s e d  a s  t h e  f o l l o w i n g  r u l e - o r d e r e d  f o r m .  

1 1 2 2

1 1

( ) ( )

T T T T T T

l l l l l l

l L M

l i l i

i i L

f Q E E Q w f Q E E Q w
y

Q f Q f
  




 

      ( 2 3 )  

a n d  

3 3 4 4

1 1

( ) ( )

T T T T T

r r r r r

r R M

r i r i

i i R

f Q E E Q w f QE E Q w
y

Q f Q f
  




 

     ( 2 4 )  

w h e r e   

1 1 2,( , , ,0, ,0) L M

LE e e e     ,       ( 2 5 )  

( )

2 1 2,(0, ,0, , , ) M L M

M LE     

  ,      ( 2 6 )  

3 1 2,( , , ,0, ,0) R M

RE e e e    ,       ( 2 7 )  

( )

2 1 2,(0, ,0, , , ) M R M

M RE     

   ,     ( 2 8 )  

a n d  ie  a n d  i  a r e  u n i t  v e c t o r s .  T h e  r u l e - o r d e r e d  K a l m a n  f i l t e r  

a l g o r i t h m  t u n e s  t h e  c o n s e q u e n t  p a r a m e t e r s  i n  t h e  I T 2 N F S -

S I F E .  T h e r e f o r e ,  E q s .  ( 2 3 )  a n d  ( 2 4 )  c a n  b e  r e - e x p r e s s e d  a s  

𝑦 𝑙 = 𝜙 𝑙

𝑇
𝑤 𝑙  ,  



 T N N L S  

 

7  

w h e r e  𝜙 𝑙 =

𝑓
𝑇

𝑄
𝑟

𝑇
𝐸
1

𝑇
𝐸 1 𝑄 𝑙 + 𝑓

𝑇
𝑄

𝑙

𝑇
𝐸
2

𝑇
𝐸 2 𝑄 𝑙

∑ ( 𝑄 𝑟 𝑓 ) 𝑖
𝐿

𝑖 = 1
+ ∑ ( 𝑄 𝑙 𝑓 ) 𝑖

𝑀

𝑖 = 𝐿 + 1

∈ ℜ
𝑀 × 1

                       ( 2 9 )  

𝑦 𝑟 = 𝜙 𝑟

𝑇
𝑤 𝑟  ,  

w h e r e  𝜙 𝑟 =

𝑓
𝑇
𝑄

𝑟

𝑇
𝐸
3

𝑇
𝐸 3 𝑄 𝑟 + 𝑓

𝑇

𝑄
𝑟

𝑇
𝐸
4

𝑇
𝐸 4 𝑄 𝑟

∑ ( 𝑄 𝑟 𝑓 ) 𝑖
𝑅

𝑖 = 1
+ ∑ ( 𝑄 𝑟 𝑓 ) 𝑖

𝑀

𝑖 = 𝑅 + 1

∈ ℜ
𝑀 × 1

                      ( 3 0 )  

T h u s ,  t h e  o u t p u t  y  i n  ( 1 6 )  c a n  b e  r e - e x p r e s s e d  a s  

1 1 1 1

0 0

0 0

1 1

1 1 1 1

0 0

0 0

1
( ) [  ]

2 2

            

  =[  ]

             

lT T T Tl r
l l r r l r

r

n n

j j j j

j j

n n
M M M M

j j j j

j j

l lM r rM n n

j j j j

j j

n n
M M M M

j j j j

j j

wy y
y w w

w

c s

c s

c s

c s

   

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 
     

 

 





 









 


 

 

 

 

 
















   

       ( 3 1 )  

w h e r e  𝜙
𝑙
= 0 . 5 𝜙 𝑙  a n d  𝜙

𝑟
= 0 .5 𝜙 𝑟 .  D u r i n g  t h e  o n - l i n e  

s t r u c t u r e  l e a r n i n g ,  t h e  d i m e n s i o n  o f  𝑤 𝑙  a n d  𝑤 𝑟  i n c r e a s e s  w i t h  

t i m e ,  a n d  t h e  p o s i t i o n s  o f  𝑐 𝑗

𝑖
 a n d  𝑠 𝑗

𝑖
 c h a n g e  a c c o r d i n g l y  w i t h i n  

t h e  s a m e  v e c t o r .  F o r  k e e p i n g  t h e  p o s i t i o n  o f  𝑐 𝑗
𝑖
 a n d  𝑠 𝑗

𝑖
 u n a l t e r e d  

i n  t h e  v e c t o r ,  t h e  r u l e - o r d e r e d  K a l m a n  f i l t e r i n g  a l g o r i t h m  

r e a r r a n g e s  e l e m e n t s  i n  r u l e  o r d e r  i n  ( 3 1 ) .  L e t  
2 ( 1)M n

TSKw   

d e n o t e  a l l  o f  c o n s e q u e n t  p a r a m e t e r s .  T h a t  i s   

1 1 1 1

0 0 0 0[   ]M M M M T

TSK n n n nw c c s s c c s s    ( 3 2 )  

w h e r e  t h e  c o n s e q u e n t  p a r a m e t e r s  a r e  p l a c e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  

r u l e  o r d e r .  E q u a t i o n  ( 3 1 )  c a n  t h e n  b e  e x p r e s s e d  a s  

1 1 1 1

1 0 1 1 0 1

0 0

  [   

        ]

T

TSK TSK

c c n s s n

M M M M

cM cM n sM sM n TSK

y w

w



       

       



  

 

       ( 3 3 )  

w h e r e  cj lj rj     a n d  sj rj lj    ,  1, ,j M .  T h e  

c o n s e q u e n t  p a r a m e t e r  v e c t o r  TSKw  i s  u p d a t e d  b y  e x e c u t i n g  t h e  

f o l l o w i n g  r u l e - o r d e r e d  K a l m a n  f i l t e r i n g  a l g o r i t h m  

( 1) ( ) ( 1) ( 1)( ( 1) ( 1) ( ))

( ) ( 1) ( 1) ( )1
( 1) [ ( ) ]

( 1) ( ) ( 1)

T

TSK TSK TSK d TSK TSK

T

TSK TSK

T

TSK TSK

w t w t S t t y t t w t

S t t t S t
S t S t

t S t t

 

 

   

       

 
  

  

 

  ( 3 4 )  

w h e r e    i s  a  f o r g e t t i n g  f a c t o r  ( 0 < κ ≤ 1 ) .  I n  t h i s  s t u d y ,  w e  

h a v e  u s e d   1 .  T h e  d i m e n s i o n s  o f  v e c t o r s  TSKw a n d  TSK ,  

a n d  m a t r i x  S  i n c r e a s e s  w h e n  a  n e w  r u l e  i s  e v o l v e d .  W h e n  a  

n e w  r u l e  i s  g e n e r a t e d  a t  t i m e  t + 1 ,  t h e  d i m e n s i o n  o f  TSK , TSKw

,  a n d  ( )S t  c a n  b e  e x p a n d e d  a n d  e x p r e s s e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  

f o r m u l a s .   

( 1) 0 ( 1)

2( 1)( 1)

( 1) 0 ( 1)

( 1) [ ( ) 

                     ]

T T

TSK TSK c M c M n

M n

s M s M n

t t x x

x x

   

 

 

 

 

 

 
  

    ( 3 5 )  

𝑤 𝑇 𝑆 𝐾
( 𝑡 ) = [ 𝑤 𝑇 𝑆 𝐾

( 𝑡 ) ⁡ 𝑐 0

𝑀 + 1
⋯ 𝑐 𝑛

𝑀 + 1
⁡ 𝑠 0

𝑀 + 1
⋯ 𝑠 𝑛

𝑀 + 1 ]                      

∈ ℜ
2 ( 𝑀 + 1 ) ( 𝑛 + 1 )

           ( 3 6 )  

 a n d  

𝑆 ( 𝑡 ) = 𝑏 𝑙 𝑜 𝑐 𝑘 ⁡ 𝑑 𝑖 𝑎 𝑔 [ 𝑆 ( 𝑡 ) ⁡ 𝐶 𝐼 ] ∈ 𝑅
2 ( 𝑀 + 1 ) ( 𝑛 + 1 ) × 2 ( 𝑀 + 1 ) ( 𝑛 + 1 )

 

          ( 3 7 )  

w h e r e  𝐶 ⁡i s  a  l a r g e  p o s i t i v e  c o n s t a n t  a n d  I  i s  a n  i d e n t i t y  m a t r i x .  

N o t e  t h a t  t h e  d i m e n s i o n  o f  i n i t i a l  S  i s  a  1 x 1 .  F o r  c o n v e r g e n c e  

a n a l y s i s  o f  t h e  K a l m a n  f i l t e r  w i t h  v a r y i n g  i n p u t  d i m e n s i o n s ,  t h e  

p r o p o s e d  n e t w o r k  u s e s  r e s e t t i n g  o f  t h e  m a t r i x  S  t o  C I  a f t e r  t e n  

i t e r a t i o n s  o f  l e a r n i n g .  T h i s  r e s e t t i n g  o p e r a t i o n  k e e p s  S  b o u n d e d  

a n d  h e l p s  a v o i d  a  d i v e r g e n c e  p r o b l e m .  

I n  p r e v i o u s  s t u d i e s  [ 1 ] ,  [ 8 ] ,  [ 1 7 ] ,  a  g r a d i e n t  d e s c e n t  a l g o r i t h m  

i s  u s e d  f o r  t h e  p a r a m e t e r  l e a r n i n g ,  a n d  l e t  𝑚 𝑗 1

𝑖
,  𝑚 𝑗 2

𝑖
,  𝜎 𝑗

𝑖
,  a n d  𝜆 𝑗

𝑖
 

r e p r e s e n t  t h e  a n t e c e d e n t  a n d  m o d u l a t o r  p a r a m e t e r s ,  t h e n  t h e  

l e a r n i n g  r u l e s  a r e  :   

1 1

1

( 1) ( )
( )

i i

j j i

j

E
m t m t

m t



  


       ( 3 8 )  

2 2

2

( 1) ( )
( )

i i

j j i

j

E
m t m t

m t



  


            ( 3 9 )  

( 1) ( )
( )

i i

j j i

j

E
t t

t
  




  


       ( 4 0 )  

( 1) ( ) '
( )

i i

j j i

j

E
t t

t
  




  


           ( 4 1 )  

w h e r e    a n d    a r e  l e a r n i n g  c o e f f i c i e n t s  f o r  t h e  a n t e c e d e n t  

p a r a m e t e r s  a n d  t h e  m o d u l a t o r s  r e s p e c t i v e l y .   N o w  w e  c a n  

c o m p u t e  t h e  l e a r n i n g  r u l e s  a s  f o l l o w s :    

1
       ( ) ( ) ( )

2

l r

i i i

j l j r j

i iii
jjl lr r

d i i i i i i i i

j j j j

y yE E y y

y y y

fy yy yf
y y

f f f f

  



   

     
         

    
    

         

 

  ( 4 2 )  

a n d  w h e r e  

i i

l l l l

i T T

l l

y a y c

f f c f d

 


 
,  

i i

r r r r

i T T

r r

y b y d

f f c f d

 


 
     ( 4 3 )  

i i

l l l l

i T T

l l

y b y d

f f c f d

 


 
,  

i i

r r lr

i T T

r r

a y cy

f f c f d




 
     ( 4 4 )  

2( )
2 ln

i
j

ii
j i i i

j ji i

j j

f
f e


 

 


     

 
      ( 4 5 )  

2( )
2 ln

i
j

i i

j i i i

j ji i

j j

f
f e


 

 

 
     

 
      ( 4 6 )  

w h e r e   

1

1 1

T T M

l l l la Q E E Q w   ,  
1

2 2

T T M

l l l lb Q E E Q w    ( 4 7 )  

1T M

l l lc Q p   ,  
1T M

l l ld Q g       ( 4 8 )  
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1

3 3

T T M

r r r ra Q E E Q w   ,  
4 4

T T

r r r rb Q E E Q w    ( 4 9 )  

1T M

r r rc Q p   ,  
1T M

r r rd Q g         ( 5 0 )  

 

S i m i l a r l y ,  i f  𝑤 𝑗

𝑖
 r e p r e s e n t s  𝑚 𝑗 1

𝑖
,  𝑚 𝑗 2

𝑖
,  a n d   𝜎 𝑗

𝑖
,  t h e  d e r i v a t i o n  o f  

p r e m i s e  p a r t s  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s   

1
       ( ) ( ) ( )

2

l r

i i i

j l j r j

i i ii ii
j jj jl lr r

d i i i i i i i i i i

j j j j j j

y yE E y y

w y y w y w

fy yy yf
y y

f f w f f w

  

   

     
         

      
    

           

 

( 5 1 )  

I f  𝑤 𝑗

𝑖
= 𝑚 𝑗 1

𝑖
,  t h e n  w e  h a v e  

2( ) 1

12

1 1

,  
( )

0,                                       otherwise

i
j

i

j ji i i i ii i i
j j j j ji

ji i i i i

j j j j j

x m
f e x mf f f

w m m


  


 

 
        

   
     



    

( 5 2 )  

2( ) 1 1 2

2

1 1

,  
( ) 2

0,                                        otherwise  

i
j

i i i

j j j ji i i i i i i

j j j ji

ji i i i i

j j j j j

x m m m
f f f f e x

w m m


  


 

  
        

   
     



 

  ( 5 3 )  

C o n s e q u e n t l y ,  i f  𝑤 𝑗

𝑖
= 𝑚 𝑗 2

𝑖
,  t h e n  w e  h a v e  

2( ) 2

12

2 2

,  
( )

0,                                       otherwise

i
j

i

j ji i i i ii i i
j j j j ji

ji i i i i

j j j j j

x m
f e x mf f f

w m m


  


 

 
        

   
     



   

  ( 5 4 )  

2( ) 2 1 2

2

2 2

,  
( ) 2

0,                                        otherwise  

i
j

i i i

j j j ji i i i i i i

j j j ji

ji i i i i

j j j j j

x m m m
f f f f e x

w m m


  


 

  
        

   
     



 

 ( 5 5 )  

F i n a l l y ,  i f  𝑤 𝑗

𝑖
= 𝜎 𝑗

𝑖
,  t h e n  w e  h a v e  

2

2

2

( ) 1

13

2

( ) 2

23

( )
,  

( )

( )
,  

( )

0,                                       otherwise

i
j

i
j

i

j ji i i

j j ji

j

i i ii i i
j j j ji i i

j j ji i i i i i

j j j j j j

x m
f e x m

x mf f f
f e x m

w








 


    





 
   




     
      

     




 

   ( 5 6 )  

2

2

2

( ) 2 1 2

3

2

( ) 1 1 2

3

( )
,  

( ) 2

( )
,  

( ) 2

i
j

i
j

i i i

j j j ji i

j jii i i i i
jj j

i i i i i i i i
j j j j j j j j ji i

j ji

j

x m m m
f e x

f f f

w x m m m
f e x






 

   








  
   

     
   

      
   



   ( 5 7 )  

F o r  e a c h  p i e c e  o f  i n c o m i n g  d a t a  o n l y  o n e  e p o c h  o f  t h e  

g r a d i e n t  d e s c e n t  a l g o r i t h m  a n d  t h e  r u l e - o r d e r e d  K a l m a n  f i l t e r  

a l g o r i t h m  i s  p e r f o r m e d  i r r e s p e c t i v e  o f  w h e t h e r  i t  i s  a n  o l d  

s a m p l e  f r o m  r e p e a t e d  o f f l i n e  l e a r n i n g  o r  a  n e w  s a m p l e  f r o m  

o n l i n e  l e a r n i n g .  T o  b e g i n  t h e  l e a r n i n g  p r o c e s s ,  w e  n e e d  t o  

i n i t i a l i z e  t h e  m o d u l a t o r  p a r a m e t e r s ,   s .  F o r  a n  e f f e c t i v e  

l e a r n i n g ,  w e  i n i t i a l i z e  t h e    v a l u e s  i n  s u c h  a  m a n n e r  t h a t  a t  t h e  

b e g i n n i n g  a l l  f e a t u r e s  a s  w e l l  a s  a l l  a n t e c e d e n t  c l a u u s e s  a r e  

u n i m p o r t a n t ,  i . e . ,  a l l  m o d u l a t e d  m e m b e r s h i p  v a l u e s  a r e  c l o s e  t o  

1 .  S o  w e  s e t  t h e  i n i t i a l    v a l u e s  t o  1 . 6 .  T h e n  w i t h  i t e r a t i o n ,  t h e  

m o d u l a t o r s  f o r  u s e f u l  a n t e c e d e n t  c l a u s e s  a r e  a d a p t e d  ( r e d u c e d )  

f a s t e r  a s  t h o s e  c a n  r e d u c e  t h e  e r r o r ,  w h i l e  f o r  b a d  f e a t u r e s / n o t -

u s e f u l  a n t e c e d e n t  c l a u s e s  t h e  v a l u e s  o f    w i l l  i n c r e a s e  a n d  t h e  

m o d u l a t e d  m e m b e r s h i p  w i l l  a p p r o a c h  1 .  T h e  e n t i r e  l e a r n i n g  

p r o c e s s  i s  s u m m a r i z e d  a s  a n  a l g o r i t h m  n a m e d  “ L e a r n i n g  

A l g o r i t h m  I T 2 N F S - S I F E ” .  T h i s  A l g o r i t h m  s p e c i f i e s  h o w  a  r u l e  

a n d  i t s  m e m b e r s h i p  f u n c t i o n s  a r e  i n i t i a l i z e d .  

V .  S I M U L A T I O N S  

I n  t h i s  s e c t i o n ,  w e  d e s c r i b e  f o u r  e x a m p l e s :  S y s t e m  

i d e n t i f i c a t i o n  ( E x a m p l e  1 ) ,  H a n g  d a t a  ( E x a m p l e  2 ) ,  C h e m  d a t a  

( E x a m p l e  3 )  a n d  A u t o  M P G 6  ( E x a m p l e  4 ) ,  t o  a s s e s s  t h e  

p e r f o r m a n c e  o f  t h e  I T 2 N F S - S I F E .  T a b l e  I  s h o w s  t h e  s u m m a r y  

o f  t h e  d a t a s e t  u s e d .  O u r  s i m u l a t i o n  s t u d i e s  d e m o n s t r a t e  t h a t  t h e  

I T 2 N F S - S I F E  i s  a b l e  t o  e f f e c t i v e l y  p r u n e  r e d u n d a n t  f e a t u r e s  

a n d  s i m p l i f y  s t r u c t u r e  s i m u l t a n e o u s l y  w i t h  o n l i n e  l e a r n i n g  o f  

t h e  s y s t e m .  

A .  E x a m p l e  1  ( S y s t e m  I d e n t i f i c a t i o n )  

T h i s  e x a m p l e  u s e s  t h e  I T 2 N F S - S I F E  t o  d e m o n s t r a t e  t h a t  t h e  

u s e  o f  m o d u l a t o r  f u n c t i o n  i s  a b l e  t o  r e m o v e  r e d u n d a n t  i n p u t s  

a n d  s i m p l i f y  t h e  n e t w o r k  a r c h i t e c t u r e .  T h e  p l a n t  h a s  b e e n  

p r e s e n t e d  i n  [ 1 7 ] ,  [ 5 1 ] ,  a n d  i s  d e s c r i b e d  b y  t h e  d i f f e r e n c e  

e q u a t i o n  

3

2

( )
( 1) ( )

1 ( )

d
d

d

y t
y t u t

y t
  


       ( 5 8 )  

w h e r e  t h e  t r a i n i n g  s i g n a l  i s  g e n e r a t e d  w i t h  𝑢 ( 𝑡 ) = 𝑠 𝑖 𝑛 ⁡( 2 𝜋 𝑡 /

1 0 0 ) ,  𝑡 = 1 , ⋯ , 2 0 0 .  T h e  i n p u t s  i n  t h e  I T 2 N F S - S I F E  a r e  u ( t )  

a n d  y 𝑑 ( t )  a n d  t h e  d e s i r e d  o u t p u t  i s  𝑦 𝑑 ( 𝑡 + 1 ) .  H e r e  f o r  

o b s e r v i n g  t h e  m e r i t  o f  I T 2 N F S - S I F E ,  w e  a r t i f i c i a l l y  g e n e r a t e  

t w o  i r r e l e v a n t  i n p u t  v a r i a b l e s .  T h e s e  d e r o g a t o r y  i n p u t s  a r e  

s c a l e d  i n  t h e  r a n g e  [ 0 ,  1 ] .  A s  a  p e r f o r m a n c e  c r i t e r i o n ,  w e  u s e  

t h e  r o o t  m e a n  s q u a r e  e r r o r  ( R M S E )      

200

1

1
[ ( 1) ( 1)]

200
d

t

RMSE y t y t


         ( 5 9 )  

w h e r e ⁡ y ( t + 1 )  r e p r e s e n t s  I T 2 N F S - S I F E  o u t p u t .  T h e  s t r u c t u r e  

t h r e s h o l d  a n d  l e a r n i n g  r a t e  a r e  s e t  t o  0 . 0 2  a n d  0 . 0 7 ,  r e s p e c t i v e l y .  

T h e  l e a r n i n g  r a t e  f o r  m o d u l a t o r  p a r a m e t e r s  i s  s e t  t o
42 10 .  

T r a i n i n g  i s  p e r f o r m e d  f o r  2 0 0  e p o c h s  e a c h  w i t h  2 0 0  s t e p s  a n d  

t h r e e  f u z z y  r u l e s  a r e  g e n e r a t e d .  A f t e r  t r a i n i n g ,  t h e  R M S E  

o b t a i n e d  i s  0 . 0 1 8 .  F i g u r e  4  s h o w s  t h a t  t h e  c o n v e r g e n c e  c u r v e  o f  

t r a i n i n g  p r o c e s s  i s  q u i t e  f a s t .  F i g .  5  s h o w s  a  v e r y  g o o d  m a t c h  

b e t w e e n  t h e  a c t u a l  o u t p u t  a n d  t h e  n e t w o r k  o u t p u t .  F o r  t h i s  

e x a m p l e  w e  a l s o  c o m p a r e  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  I T 2 N F S - S I F E  

w i t h  t w o  w e l l - k n o w n  m o d e l s  a s  s h o w n  i n  T a b l e  I I .  T a b l e  I I  

e x h i b i t s  t h e  n e t w o r k  p e r f o r m a n c e ,  i n c l u d i n g  t h e  n u m b e r  o f  

r u l e s ,  t e s t  R M S E  a n d  c o m p a r e s  t h e m  w i t h  i t s  c o m p e t i t o r s  

p r e s e n t e d  i n  [ 1 7 ] ,  [ 5 1 ] .  T a b l e  I I  r e v e a l s  t h a t  I T 2 N F S - S I F E  

T A B L E   I  

S U M M A R Y  O F  T H E  D A T A  S E T S  U S E D  

D a t a   N o .  o f  S a m p l e s  N o .  o f  F e a t u r e s  N o .  o f  d e r o g a t o r y  

F e a t u r e s  

S I N C   2 0 0  4  2  

H A N G  5 0  4  2  

C H E M  7 0  5  2  

A u t o - M P G  3 9 2  7  2  
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o u t p e r f o r m s  t h e  o t h e r  c o m p e t i t o r s .  T o  c o m p a r e  w i t h  a  f e e d -

f o r w a r d  t y p e - 1  F N N ,  w e  u s e  a  s e l f - o r g a n i z i n g  n e u r a l  f u z z y  

i n f e r e n c e  n e t w o r k  ( S O N F I N )  [ 5 1 ] ,  w h i c h  i s  a  p o w e r f u l  n e t w o r k  

w i t h  b o t h  s t r u c t u r e  a n d  p a r a m e t e r  l e a r n i n g  a b i l i t i e s .  T h e  

c o n s e q u e n t  p a r t  o f  t h e  S O N F I N  i s  o f  M a m d a n i  t y p e .  A l l  f r e e  

p a r a m e t e r s  i n  S O N F I N  a r e  l e a r n e d  u s i n g  a  g r a d i e n t  d e s c e n t  

a l g o r i t h m .  W e  a l s o  c o m p a r e  w i t h  a n o t h e r  a  f e e d  f o r w a r d  t y p e -

2  F N N ,  w h i c h  i s  t h e  s e l f - e v o l v i n g  i n t e r v a l  t y p e - 2  f u z z y  n e u r a l  

n e t w o r k  ( S E I T 2 F N N )  [ 1 7 ] .  T h i s  n e t w o r k  t o o  p o s s e s s e s  

s i m u l t a n e o u s  s t r u c t u r e  a n d  p a r a m e t e r  l e a r n i n g  a b i l i t i e s .  T h e  

c o n s e q u e n t  p a r t  i n  t h e  I T 2 N F S - S I F E  i s  o f  T a k a g i – S u g e n o –

K a n g  ( T S K )  t y p e .  P a r a m e t e r  l e a r n i n g  p h i l o s o p h y  o f  

S E I T 2 F N N  i s  t h e  s a m e  a s  t h a t  o f  I T 2 N F S - S I F E .  T h e s e  t w o  

w e l l - k n o w n  m o d e l s  a r e  a p p l i e d  t o  i n v e s t i g a t e  w h e t h e r  t w o  

i n v a l i d  i n p u t s  w i l l  s i g n i f i c a n t l y  a f f e c t  t h e  f i n a l  o u t p u t .  T h e  t e s t  

r o o t  m e a n  s q u a r e  e r r o r  ( R M S E )  o f  S O N F I N  i s  o b t a i n e d  a s  

0 . 0 1 9 8  w h e n  i n p u t s  d o  n o t  i n v o l v e  t w o  i n v a l i d  v a r i a b l e s .  T h e  

t e s t  R M S E  o f  t h e  S E I T 2 F N N  i s  o b t a i n e d  a s  0 . 0 1 6 6  w i t h  t h r e e  

f u z z y  r u l e s .  F r o m  t h e s e  r e s u l t s ,  w e  s e e  t h a t  S E I T 2 F N N  

o u t p e r f o r m s  S O N F I N .  T a b l e  I I  s h o w s  t h a t  t h e  R M S E  o f  

S O N F I N  a n d  S E I T 2 F N N  r e s p e c t i v e l y  i n c r e a s e s  t o  0 . 0 8 8  a n d  

0 . 0 7 1 .  T h u s ,  t h e  t w o  i r r e l e v a n t  i n p u t s  s i g n i f i c a n t l y  a f f e c t  t h e  

i d e n t i f i e d  s y s t e m s  a n d  t h e i r  o u t p u t s  a n d  a d d  t o  c o m p u t a t i o n a l  

c o m p l e x i t y .  B u t  o u r  p r o p o s e d  n e t w o r k  c o u l d  e f f e c t i v e l y  r e d u c e  

t h e  i m p a c t  o f  t h e  t w o  d e r o g a t o r y  i n p u t s  w i t h o u t  d e g r a d i n g  t h e  

n e t w o r k  p e r f o r m a n c e .  

H e r e ,  w e  c a n  s e e  a n  i n t e r e s t i n g  p h e n o m e n o n  i n  T a b l e  I I I  -  t h e  

m o d u l a t o r  p a r a m e t e r  f o r  a l l  a n t e c e d e n t  c l a u s e s  d e f i n e d  o n  t h e  

i r r e l e v a n t  i n p u t s  ( x 3  a n d  x 4 )  h a v e  i n c r e a s e d  f r o m  t h e i r  o r i g i n a l  

v a l u e  o f  1 . 6  a n d  t h e y  h a v e  b e c o m e  b i g g e r  t h a n  t h e  m o d u l a t o r  

v a l u e s  f o r  a l l  a n t e c e d e n t  c l a u s e s  d e f i n e d  o n  t h e  o r i g i n a l  i n p u t s  

( x 1  a n d  x 2 ) .  T h i s  s u g g e s t s  t h a t  w e  c a n  d i s c a r d  b o t h  x 3  a n d  x 4  a n d  

s i m p l i f y  t h e  n e t w o r k  s t r u c t u r e .  S i n c e  t h e r e  i s  n o  r u l e  f o r  w h i c h  

a l l  m o d u l a t o r  p a r a m e t e r s  a r e  h i g h ,  w e  c a n n o t  d e l e t e  a n y  r u l e .      

B .  E x a m p l e  2  ( H a n g  D a t a )  

N o w  w e  c o n s i d e r  t h e  H a n g  d a t a  [ 3 2 ] ,  [ 4 2 ]  t h a t  i s  a  s y n t h e t i c  

d a t a  s e t  t o  d e m o n s t r a t e  t h e  d i s t i n g u i s h e d  c h a r a c t e r i s t i c  o f  

I T 2 N F S - S I F E .  T h i s  d a t a  s e t  i s  g e n e r a t e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  

e q u a t i o n  

1 1.5 2

1 2 1 2   (1 )  ,        1 , 5.y x x x x              ( 6 0 )  

w h e r e  x 1  a n d  x 2  a r e  i n p u t  v a r i a b l e s  f o r  t h e  I T 2 N F S - S I F E  i n p u t  

l a y e r  a n d  y  r e p r e s e n t s  a  s i n g l e  o u t p u t .  T o  o b t a i n  t h e  t r a i n i n g  

d a t a ,  E q u a t i o n  ( 6 0 )  h a s  g e n e r a t e d  5 0  I - O  d a t a  p o i n t s  r a n d o m l y  

f r o m  1 ≤ 𝑥 1 , 𝑥 2 ≤ 5 .  T o  s h o w  t h e  c a p a b i l i t y  o f  o u r  s y s t e m ,  w e  

h a v e  a u g m e n t e d  t h i s  d a t a  s e t  b y  a d d i n g  t w o  u s e l e s s  v a r i a b l e s  x 3  

a n d  x 4  w i t h  r a n d o m  v a l u e s  i n  [ 1 ,  5 ] .  F i g .  6  d e p i c t s  a  p i c t o r i a l  

r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  H a n g  d a t a .  T h e  s t r u c t u r e  t h r e s h o l d  a n d  

l e a r n i n g  r a t e  a r e  s e t  a s  0 . 1  a n d  0 . 0 7 ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e  l e a r n i n g  

r a t e  f o r  m o d u l a t o r  f u n c t i o n  i s  s e t  t o  7 × 1 0
− 4

.   

A f t e r  2 0 0  e p o c h s  o f  t r a i n i n g ,  t h r e e  r u l e s  a r e  g e n e r a t e d .  L i k e  

t h e  p r e v i o u s  e x a m p l e ,  w e  c o m p a r e  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  I T 2 N F S -

S I F E  w i t h  t h a t  o f  S O N F I N  a n d  S E I T 2 F N N .  A s  u s e d  b y  

I T 2 N F S - S I F E  t h e s e  t w o  m o d e l s ,  S O N F I N  a n d  S E I T 2 F N N ,  

e m p l o y  t h e  i d e n t i c a l  d a t a  s e t  o b t a i n e d  f r o m  [ 3 2 ] .  T h e  R M S E  o n  

t h e  t e s t  d a t a  f o r  t h e  S O N F I N  a n d  S E I T 2 F N N  a r e  r e s p e c t i v e l y  

0 . 2 2 6  a n d  0 . 2 0 7 ,  w h e n  t h e y  u s e  o n l y  t h e  t w o  u s e f u l  ( o r i g i n a l )  

f e a t u r e s  x 1  a n d  x 2 .  W h e n  t h e  i r r e l e v a n t  f e a t u r e s  a r e  u s e d  b y  t h e s e  

t w o  s y s t e m s ,  t h e  t e s t  R M S E  i n c r e a s e s  t o  0 . 3 8 5  a n d  0 . 3 1 3  a s  

s h o w n  i n  T a b l e  V .  B u t  u s i n g  a l l  f o u r  f e a t u r e s ,  t h e  t e s t  R M S E  o f  

o u r  s y s t e m  i s  o n l y  0 . 2 2 8 .  W e  n o t e  t h a t  t h e  r e s u l t s  i n  T a b l e  V  

a r e  o b t a i n e d  u s i n g  a  f i v e - f o l d  c r o s s - v a l i d a t i o n  f r a m e w o r k  a s  w e  

h a v e  f i x e d  d a t a  s e t  w i t h o u t  a n y  t r a i n i n g - t e s t  p a r t i t i o n .  T h u s  

f r o m  T a b l e  V  w e  f i n d  t h a t  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  S O N F I N  a n d  

S E I T 2 F N N  i s  s e v e r e l y  a f f e c t e d  b y  t h e  p r e s e n c e s  o f  d e r o g a t o r y  

f e a t u r e s ,  b u t  o u r  s y s t e m  i s  n o t .  T h e  m o d u l a t o r  v a l u e s  i n  T a b l e  

V I  i n d i c a t e  t h a t  x 3 ,  x 4  a r e  b a d  f e a t u r e s  a n d  s h o u l d  b e  d i s c a r d e d  

 

F i g .  4 .  R M S E  v a l u e s  o b t a i n e d  d u r i n g  t r a i n i n g  p r o c e s s  ( E x a m p l e  1 )  

 

 

F i g .  5 .  C o m p a r i s o n  o f  t h e  o u t p u t s  o f  I T 2 N F S - S I F E  w i t h  t h e  a c t u a l  v a l u e s  

u s i n g  a l l  f o u r  i n p u t  v a r i a b l e s  ( E x a m p l e  1 )  
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ideal output

MSIT2FNN

T A B L E  I I  

P E F F O R M A N C E  C O M P A R I S O N  O F  I T 2 N F S - S I F E  A N D  O T H E R  

M O D L E S  I N  E X A M P L E  1  

M o d e l s  S O N F I N  [ 5 1 ]  S E I T 2 F N N  [ 1 7 ]  I T 2 N F S - S I F E  

I t e r a t i o n s  2 0 0  2 0 0  2 0 0  

N o .  o f  R u l e s  6  3  3  

T e s t  R M S E  0 .0 8 8  0 .0 7 1  0 .0 2 1  

 

T A B L E  I I I  

M O D U L A T O R  V A L U E S  A S S O C I A T E D  W I T H  I N P U T S  A N D  

R U L E S  F O R  E X A M P L E  1  F O R  A  T Y P I C A L  R U N  

λ  R u l e  1  R u l e  2  R u l e  3  

x 1  1 .0 6 4  0 .7 2 3  0 .9 7 6  

x 2  1 .1 0 4  1 .0 4 2  0 .9 8 1  

x 3  1 .7 3 4  1 .6 4 3  1 .6 7 2  

x 4  1 .6 5 8  1 .7 8 8  1 .7 7 6  

 

T A B L E  I V  

M O D U L A T O R  V A L U E S  A S S O C I A T E D  W I T H  I N P U T S  A N D  

R U L E S  F O R  E X A M P L E  1  W H E N  7  R U L E S  A R E  U S E D  

λ  
R u l e  

1  

R u l e  

2  

R u l e  

3  

R u l e  

4  

R u l e  

5  

R u l e  

6  

R u l e  

7  

x 1  1 .0 6 6  1 .0 2 4  1 .0 4 5  1 .0 3 7  1 .0 6 3  0 .8 7 3  0 .9 3 4  

x 2  1 .0 0 6  0 .9 1 9  1 .1 5 5  1 .0 5 7  1 .0 9 7  1 .0 0 5  0 .9 3 3  

x 3  1 .6 2 5  1 .6 1 5  1 .6 1 2  1 .5 8 0  1 .6 2 7  1 .6 6 3  1 .5 9 1  

x 4  1 .6 3 8  1 .6 3 9  1 .6 2 2  1 .5 6 4  1 .6 7 8  1 .6 0 3  1 .5 9 9  

T r a i n  

R M S E  

0 .0 0 5 7  

T e s t  

R M S E  

0 .0 0 6 2  

 



 T N N L S  

 

1 0  

a n d  R u l e 3  i s  a l s o  n o t  i m p o r t a n t  a s  i t  d o e s  n o t  a f f e c t  t h e  s y s t e m  

o u t p u t  a n d  h e n c e  c a n  b e  d i s c a r d e d  w i t h o u t  a n y  l o s s .  N o t e  t h a t ,  

t h e  e a r l i e r  a t t e m p t s  t h a t  u s e  m o d u l a t o r s  f o r  T y p e - 1  f u z z y  

s y s t e m s  d o  n o t  h a v e  t h e  c a p a b i l i t y  o f  r e m o v i n g  a  r u l e .    

 

C .  E x a m p l e  3  ( C h e m  D a t a )  

T h i s  e x a m p l e  u s e s  t h e  I T 2 N F S - S I F E  t o  a d d r e s s  a  r e a l - w o r ld  

p r o b l e m  r e l a t i n g  t o  o p e r a t o r ’ s  c o n t r o l  o f  a  c h e m i c a l  p l a n t  f o r  

p r o d u c i n g  a  p o l y m e r  b y  p o l y m e r i z a t i o n  o f  s o m e  m o n o m e r s  

[ 3 2 ] .  T h e r e  a r e  f i v e  i n p u t s  a n d  o n e  o u t p u t .  T h e  i n p u t  v a r i a b l e s  

a r e :  m o n o m e r  c o n c e n t r a t i o n  ( u 1 ) ,  c h a n g e  o f  m o n o m e r  

c o n c e n t r a t i o n  ( u 2 ) ,  m o n o m e r  f l o w  r a t e  ( u 3 ) ,  a n d  t w o  l o c a l  

t e m p e r a t u r e s  i n s i d e  t h e  p l a n t  ( u 4  a n d  u 5 ) .  T h e  o u t p u t  y  

r e p r e s e n t s  t h e  s e t  p o i n t  f o r  m o n o m e r  f l o w  r a t e .  T h i s  d a t a  s e t  

c o n t a i n s  7 0  s a m p l e s .  I n  [ 3 2 ] ,  t h e  a u t h o r s  i n d i c a t e  t h a t  u 4  a n d  u 5  

d o  n o t  i n f l u e n c e  t h e  s y s t e m  o u t p u t .  V a r i o u s  o t h e r  a u t h o r s  [ 3 2 ] ,  

[ 4 2 ]  a l s o  c o n f i r m e d  t h e  s a m e  o b s e r v a t i o n .  H e n c e  f o r  t h i s  d a t a  

s e t  w e  d o  n o t  a d d  a n y  e x t r a  f e a t u r e  a n d  u s e  t h e  f i v e  f e a t u r e s  t o  

a n a l y z e  t h e  i n f l u e n c e  o f  i r r e l e v a n t  f e a t u r e s  o n  o u r  n e t w o r k .  T h e  

s t r u c t u r e  t h r e s h o l d  a n d  l e a r n i n g  r a t e  f o r  m o d u l a t o r s  f o r  t h i s  d a t a  

s e t  a r e  s e t  t o  0 . 4  a n d  
43 10 ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e r e  a r e  4  f u z z y  

r u l e s  g e n e r a t e d  a f t e r  1 0 0  e p o c h s  o f  t r a i n i n g .  F i g .  7  d e p i c t s  t h e  

o u t p u t s  o f  t h e  C h e m  d a t a  a n d  t h o s e  o f  t h e  I T 2 N F S - S I F E .  T h e  

R M S E  o n  t h i s  d a t a  s e t  f o r  S O N F I N  a n d  S E I T 2 F N N ,  w i t h o u t  

i n v o l v i n g  t w o  l o c a l  t e m p e r a t u r e s ,  a r e  r e s p e c t i v e l y  1 4 8 . 6 4  a n d  

8 4 . 3 7 .  A s  d e p i c t e d  i n  T a b l e  V I I  t h e s e  R M S E s  e n h a n c e s  t o  

1 9 3 . 7 4  a n d  1 2 6 . 2 5  f o r  S O N F I N  a n d  S E I T 2 F N N ,  r e s p e c t i v e l y  

w h e n  a l l  f i v e  f e a t u r e s  a r e  u s e d .  T a b l e  V I I  d e p i c t s  t h a t  w h e n  a l l  

f i v e  f e a t u r e s  a r e  u s e d ,  t h e n  t h e  R M S E s  f o r  S O N F I N  a n d  

S E I T 2 F N N  a r e  m o r e  t h a n  5 . 3  a n d  3 . 4  t i m e s  r e s p e c t i v e l y  a s  t h a t  

o f  I T 2 N F S - S I F E .  T h e  t e r m i n a l  m o d u l a t o r  v a l u e s  i n  T a b l e  V I I I  

a l s o  s u g g e s t s  t h a t  t h e  t w o  t e m p e r a t u r e s ,  u 4  a n d  u 5 ,  a r e  n o t  

i m p o r t a n t  a s  t h e  a b s o l u t e  v a l u e s  o f  t h e i r  m o d u l a t o r s  f o r  a l l  r u l e s  

a r e  h i g h .  

 

D .  E x a m p l e  4  ( A u t o - M P G 6 )  

T h i s  i s  a  r e a l  d a t a s e t  t h a t  i n v o l v e s  t h e  p r e d i c t i o n  o f  

a u t o m o b i l e  c i t y - c y c l e  f u e l  c o n s u m p t i o n  i n  m i l e s  p e r  g a l l o n  

( M P G ) .  T h e  d a t a  s e t  c o n t a i n s  3 9 2  s a m p l e s  a n d  c a n  b e  

d o w n l o a d e d  f r o m  U n i v e r s i t y  o f  C a l i f o r n i a - I r v i n e  ( U C I )  

( h t t p : / / a r c h i v e . i c s . u c i . e d u / m l / ) .  A s  d o n e  i n  [ 5 9 ] ,  [ 6 0 ] ,  t h e  d a t a  

s e t  d i v i d e d  t w o  s u b s e t s  w i t h  3 2 0  s a m p l e s  f o r  t r a i n i n g  a n d  

r e m a i n i n g  7 2  s a m p l e s  f o r  t e s t .  T h e r e  a r e  s e v e n  i n p u t  v a r i a b l e s ,  

i n v o l v i n g  c y l i n d e r s  ( x 1 ) ,  d i s p l a c e m e n t  ( x 2 ) ,  h o r s e p o w e r  ( x 3 ) ,  

w e i g h t  ( x 4 ) ,  a c c e l e r a t i o n  ( x 5 ) ,  m o d e l  y e a r  ( x 6 )  a n d  o r i g i n  ( x 7 ) ,  

a n d  o n e  o u t p u t  v a r i a b l e ,  m p g  ( y ) .  I t  i s  e v i d e n t  f r o m  t h e  

d e s c r i p t i o n  o f  t h e  i n p u t  f e a t u r e s  t h a t  x 6  a n d  x 7  a r e  n o t  r e l e v a n t  

f e a t u r e s  a n d  t h a t  i s  w h y  o t h e r  s t u d i e s  s u c h  a s  i n  [ 6 1 ] ,  t h e s e  t w o  

f e a t u r e s  a r e  i g n o r e d .  B u t  w e  s h a l l  u s e  a l l  s e v e n  f e a t u r e s  t o  

i n v e s t i g a t e  w h e t h e r  o u r  s y s t e m  c a n  e l i m i n a t e  t h e s e  t o  i r r e l e v a n t  

f e a t u r e s  o r  n o t .  T h e  s t r u c t u r e  t h r e s h o l d  a n d  l e a r n i n g  r a t e  f o r  

m o d u l a t o r s  a r e  u s e d  a s  0 . 0 0 5  a n d  6 × 1 0
− 5

,  r e s p e c t i v e l y .  I n  a l l  

o t h e r  e x a m p l e s ,  t h e  l e a r n i n g  r a t e s  f o r  t h e  p r e m i s e  a n d  

c o n s e q u e n t  p a r a m e t e r s  a r e  t a k e n  a s  0 . 0 7  b u t  f o r  t h i s  e x a m p l e ,  

w e  a r e  r e q u i r e d  t o  u s e  a  l o w e r  v a l u e  o f  t h e  l e a r n i n g  c o e f f i c i e n t  

f o r  a  s m o o t h  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  t r a i n i n g .  A f t e r  1 0 0  e p o c h s  o f  

t r a i n i n g ,  t h e r e  a r e  t h r e e  f u z z y  r u l e s  g e n e r a t e d .  W h e n  t h e  s y s t e m  

u s e s  t h e  f i v e  f e a t u r e s ,  ( 𝑥 1 , ⋯ , 𝑥 5 ) ,  t h e  R M S E s  o b t a i n e d  f o r  

S O N F I N  a n d  S E I T 2 F N N  a r e  2 . 9 8  a n d  2 . 8 1 ,  r e s p e c t i v e l y .  I n  

[ 6 1 ] ,  t h e  a u t h o r s  a l s o  u s e  f i v e  s i g n i f i c a n t  f e a t u r e s  ( 𝑥 1 , ⋯ , 𝑥 5 )  t o  

p r e d i c t  a u t o m o b i l e  c i t y - c y c l e  f u e l  c o n s u m p t i o n .    

A s  c a n  b e  s e e n  i n  T a b l e  I X ,  b o t h  f o r  S O N F I N  a n d  

S E I T 2 F N N  u s e  o f  t h e  t w o  i r r e l e v a n t  f e a t u r e s  l e a d s  t o  a  

 

F i g .  6  A  p i c t o r i a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  H A N G  ( E x a m p l e  2 )  

 

T A B L E  V  

P E F F O R M A N C E  C O M P A R I S O N  O F  I T 2 N F S - S I F E  A N D  O T H E R  

M O D L E S  F O R  H A N G  D A T A  I N  E X A M P L E  2  

M o d e l s  S O N F I N  [ 5 1 ]  S E I T 2 F N N  [ 1 7 ]  I T 2 N F S - S I F E  

I t e r a t i o n s  1 0 0  1 0 0  1 0 0  

N o .  o f  R u l e s  5  3 .2  3 .2  

T e s t  R M S E  0 .3 8 5  0 .3 1 3  0 .2 2 8  

 

T A B L E  V I  

C O E I F F I E I E N T  O F  M O D U L A T O R  F U N C T I O N  A S S O C I A T E  

W I T H  I N P U T S  A N D  R U L E S  f o r  E X A M P L E  2  

λ  R u l e  1  R u l e  2  R u l e  3  

x 1  1 .3 3 3  - 0 .4 0 7  - 4 .0 0 0  

x 2  - 0 .0 2 7  0 .8 2 5  - 4 .0 0 0  

x 3  2 .4 1 7  2 .8 1 2  4 .0 0 0  

x 4  4 .0 0 0  4 .0 0 0  4 .0 0 0  

 

 

F i g .  7 .  P l o t  o f  t h e  e s t i m a t e d  r e s u l t s  a n d  t h e  a c t u a l  o b s e r v e d  v a l u e s  f o r  t h e  

C h e m  d a t a  ( E x a m p l e  3 )  

 

T A B L E  V I I  

P E R F O R M A N C E  C O M P A R I S O N  O F  I T 2 N F S - S I F E  A N D  O T H E R  

M O D L E S  I N  E X A M P L E  3  

M o d e l s  S O N F I N  [ 5 1 ]  S E I T 2 F N N [ 1 7 ]  I T 2 N F S - S I F E  

I t e r a t i o n  1 0 0  1 0 0  1 0 0  

N o .  o f  R u l e s  6  4  4  

T e s t  R M S E  1 9 3 .7 4  1 2 6 .2 5  3 6 .7 6  

 

T A B L E  V I I I  

C O E I F F I E I E N T  O F  M O D U L A T O R  F U N C T I O N  A S S O C I A T E  W I T H  

I N P U T S  A N D  F U Z Z Y  R U L E S  F O R  E X A M P L E  3  

λ  R u l e  1  R u l e  2  R u l e  3  R u l e  4  

u 1  0 .6 0 0  0 .5 4 3  1 .1 5 6  0 .6 0 1  

u 2  0 .5 3 3  - 0 .2 9 6  1 .1 2 0  0 .6 0 2  

u 3  - 0 .0 6 2  0 .4 4 3  0 .3 8 5  0 .6 0 2  

u 4  - 1 .9 0 2  1 .9 8 8  2 .9 0 5  2 .2 0 2  

u 5  1 .7 3 2  1 .6 8 4  3 .3 0 6  2 .2 0 1  

 

http://archive.ics.uci.edu/ml/


 T N N L S  

 

1 1  

d e g r a d a t i o n  i n  p e r f o r m a n c e .  A s  r e v e a l e d  b y  T a b l e  I X  t h e  t e s t  

R M S E  o f  I T 2 N F S - S I F E  c a n  o b t a i n  l o w e r  t h a n  i t s  c o m p e t i t o r s .  

T a b l e  X  s h o w s  t h a t  t h e  i n p u t  v a r i a b l e s  x 6  a n d  x 7  a r e  n o t  

i m p o r t a n t  a s  t h e i r  m o d u l a t o r  v a l u e s  a r e  h i g h  f o r  a l l  r u l e s .   T a b l e  

X  s h o w s  t h a t  t h e  m o d u l a t i o n  p a r a m e t e r s  o f  x 6  a n d  x 7  a r e  b i g g e r  

t h a n  t h o s e  o f  o t h e r  i n p u t  v a r i a b l e s ,  a n d  t h e r e f o r e ,  i n p u t  

v a r i a b l e s  x 6  a n d  x 7  c a n  b e  d i s c a r d e d  t o  e n h a n c e  p e r f o r m a n c e  

f u r t h e r .  

 

V I .  C O N C L U S I O N  

I n  t h i s  p a p e r ,  w e  p r o p o s e  n e w  i n t e r v a l  t y p e - 2  n e u r a l  f u z z y  

s y s t e m  c a l l e d  I T 2 N F S - S I F E  t h a t  c a n  r e d u c e  t h e  e f f e c t  o f  b a d  o r  

d e r o g a t o r y  f e a t u r e s  ( i n  f a c t  c a n  r e m o v e  b a d  f e a t u r e s ) ,  i t  c a n  a l s o  

s i m p l y  n e t w o r k  s t r u c t u r e  b y  r e m o v i n g  a n t e c e d e n t  c l a u s e s  t h a t  

a r e  n o t  i m p o r t a n t  f o r  a  r u l e .  U n l i k e  m o s t  s e l f - o r g a n i z i n g  f u z z y  

n e u r a l  n e t w o r k s ,  i t  h a s  t h e  f l e x i b i l i t y  o f  l e a r n i n g  d i f f e r e n t  r u l e s  

i n v o l v i n g  d i f f e r e n t  s e t s  o f  v a r i a b l e s ,  i f  t h a t  m a k e s  t h e  s y s t e m  

i d e n t i f i c a t i o n  e a s i e r .  T o  o u r  k n o w l e d g e ,  t h i s  i s  t h e  f i r s t  T y p e - 2  

f u z z y  n e u r a l  s y s t e m  t h a t  c a n  s e l e c t s  f e a t u r e s  a n d  a d a p t s  i t s  

s t r u c t u r e  a n d  l e a r n  p a r a m e t e r s  s i m u l t a n e o u s l y .  I t  u s e s  t h e  

c o n c e p t  o f  m e m b e r s h i p  m o d u l a t o r s  t h a t  e l i m i n a t e  t h e  i m p a c t  o f  

a  t y p e - 2  f u z z y  m e m b e r s h i p  f u n c t i o n  o n  t h e  o u t p u t  i f  t h a t  

m e m b e r s h i p  f u n c t i o n  ( h e n c e  t h e  a s s o c i a t e d  a n t e c e d e n t  c l a u s e )  

i s  n o t  u s e f u l .   T h e  s e l f - e v o l v i n g  a b i l i t y  i n  o u r  n e t w o r k  e n a b l e s  

i t  t o  e f f i c i e n t l y  i d e n t i f y  t h e  r e q u i r e d  s t r u c t u r e  o f  t h e  n e t w o r k  

a n d  d o e s  n o t  n e e d  t o  s e t  a n y  i n i t i a l  I T 2 N F S - S I F E  s t r u c t u r e  i n  

a d v a n c e .  F o r  t h e  p a r a m e t e r  l e a r n i n g  i n  t h e  I T 2 N F S - S I F E ,  t h e  

a n t e c e d e n t  p a r t  a n d  m o d u l a t i o n  p a r a m e t e r s  a r e  t r a i n e d  u s i n g  t h e  

e r r o r  b a c k - p r o p a g a t i o n  l e a r n i n g ,  a n d  t h e  r u l e - o r d e r e d  K a l m a n  

f i l t e r  a l g o r i t h m  h e l p s  i m p r o v e  n e t w o r k  a c c u r a c y  b y  t u n i n g  t h e  

c o n s e q u e n t  p a r t  p a r a m e t e r s .  T o  d e m o n s t r a t e  t h e  e f f e c t i v e n e s s  

o f  I T 2 N F S - S I F E  w e  h a v e  t e s t e d  i t  o n  f o u r  c o m m o n l y  u s e d  d a t a  

s e t s  a n d  c o m p a r e d  i t s  p e r f o r m a n c e  w i t h  t h a t  o f  t w o  c o m p e t i t i v e  

a l g o r i t h m s .  F o r  a l l  f o u r  c a s e ,  n o t  o n l y  s y s t e m  w a s  a b l e  t o  y i e l d  

b e t t e r  p e r f o r m a n c e  i n  t e r m s  o f  R M S E ,  b u t  a l s o  c o u l d  s i m p l y  t h e  

s y s t e m  d r a s t i c a l l y .  I T 2 N F S - S I F E  w a s  a b l e  i d e n t i f y  t h e  

i r r e l e v a n t  f e a t u r e s  a s  w e l l  a s  i r r e l e v a n t  r u l e s  a n d  i r r e l e v a n t  

c l a u s e s .  
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