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Ïðèâîäèòñÿ ìåòîä è ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ôîðì îáúåìà íà òîðè÷åñêèõ ìíîãîîá-

ðàçèÿõ è ñâÿçàííûõ ñ íèìè ôîðì, ñëóæàùèõ ÿäðàìè èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ïî âûïóêëîìó

öåëî÷èñëåííîìó ìíîãîãðàííèêó. Àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Maple.

Ïîëó÷åííûå ôîðìû îáúåìà ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ôîðìû îáúåìà ìåòðèêè Ôóáèíè-Øòóäè íà êîì-

ïëåêñíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíûõ

ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â ïîëèêðóãîâûõ îáëàñòÿõ ìíîãîìåðíîãî êîìïëåêñíîãî

ïðîñòðàíñòâà.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé îáúåêòû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, èìåþ-
ùèå äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ (â çàâèñèìîñòè îò íàëà-
ãàåìûõ îãðàíè÷åíèé) êîìáèíàòîðíóþ ñòðóêòóðó.
Îíè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ àêòó-
àëüíûõ çàäà÷ ìíîãîìåðíîãî êîìïëåêñíîãî àíà-
ëèçà, â ÷àñòíîñòè äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíûõ
ïðåäñòàâëåíèé â îáëàñòÿõ ìíîãîìåðíîãî êîì-
ïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà è âû÷åòîâ. Ñïåöèàëüíûå
ôóíêöèè íà òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ íàõîäÿò
ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêå è â òåîðèè îñîáåííîñòåé [12, 13]. Ìåòîäû
ïîñòðîåíèÿ òàêèõ äîâîëüíî ñëîæíûõ îáúåêòîâ,
òåì íå ìåíåå, ïîëíîñòüþ îñíîâàíû íà êîìáèíà-
òîðíîé ñòðóêòóðå òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé (ñì.
[1, 3, 4]) è ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ñ ïîìîùüþ
÷åòêî ïðåäïèñàííûõ àëãîðèòìîâ (ñì., íàïðèìåð,
[6, 8, 15]). Âû÷èñëåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äî-
ñòèæåíèÿ ðåçóëüòàòà, ÿâëÿþòñÿ, çà èñêëþ÷åíèåì
ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ, òðóäîåìêèìè è ãðîìîçä-
êèìè, ÷òî äåëàåò àêòóàëüíîé çàäà÷ó ñîçäàíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà è åãî ïðîãðàììíîé
ðåàëèçàöèè. Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà â îäíîé èç
ñèñòåì êîìïüþòåðíîé àëãåáðû ïîçâîëÿåò ïðîèç-

âîäèòü âû÷èñëåíèÿ ñ âûðàæåíèÿìè, ñîäåðæàùè-
ìè ïàðàìåòðû è, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àòü ïàðà-
ìåòðè÷åñêèå êëàññû èñêîìûõ îáúåêòîâ.

Ïðîåêòèâíûå ñèìïëèöèàëüíûå òîðè÷åñêèå
ìíîãîîáðàçèÿ, ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå,
êîäèðóþòñÿ âûïóêëûìè öåëî÷èñëåííûìè ìíî-
ãîãðàííèêàìè � ìíîãîãðàííèêàìè Íüþòîíà.
Òàêîé n-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê ìîæåò áûòü çà-
äàí ñïèñêîì êîîðäèíàò ñâîèõ âåðøèí è ñïèñêîì
íàáîðîâ âåðøèí, çàäàþùèõ åãî (n − 1)-ìåðíûå
ãðàíè (ãèïåðãðàíè).

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðèâîäèì àëãîðèòì ïî-
ñòðîåíèÿ ôîðìû îáúåìû íà òîðè÷åñêîì ìíîãîîá-
ðàçèè è ñîîòâåòñòâóþùåãî åé ÿäðà èíòåãðàëüíî-
ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà, îïèñàííîãî
â [15] è ðåàëèçîâàííîãî â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé
àëãåáðû Maple.

Îñíîâíîé àëãîðèòì ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â
âèäå ñëåäóþùèõ ñîñòàâëÿþùèõ, ïðèâåäåííûõ â
ðàáîòå â âèäå îòäåëüíûõ àëãîðèòìîâ: ïîñòðîåíèå
âååðà òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïî ìíîãîãðàí-
íèêó Íüþòîíà; ïîñòðîåíèå òîðè÷åñêîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ ïî åãî âååðó; ïîñòðîåíèå ôîðìû îáúåìà è
ñîîòâåòñòâóþùåé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû �
ÿäðà èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïî õàðàêòå-
ðèñòèêàì òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.
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2. ÈÇÂÅÑÒÍÛÅ ÔÀÊÒÛ

Èçâåñòíî, ÷òî ÿäðî èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ Áîõíåðà-Ìàðòèíåëëè â Cn+1 òåñíî ñâÿçàíî ñ
ôîðìîé Ôóáèíè-Øòóäè äëÿ ïðîåêòèâíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà Pn = CPn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ηBM (z) =
1

2πi

dλ

λ
∧ ωFS([ξ]) (2.1)

(ñì., íàïðèìåð, [5, ñ. 400]; [10, ñ. 162]). Çäåñü ηBM
� ôîðìà Áîõíåðà-Ìàðòèíåëëè

ηBM (z) =
n!

(2πi)n+1

n+1∑
k=1

(−1)k−1 z̄k
|z|2n+2

dz̄[k] ∧ dz,

dz = dz1 ∧ . . . ∧ dzn+1, dz̄[k] ïîëó÷àåòñÿ èç
dz̄ âû÷åðêèâàíèåì äèôôåðåíöèàëà dz̄k. Ôîð-
ìà ωFS([ξ]) � ôîðìà îáúåìà ìåòðèêè Ôóáèíè-
Øòóäè â Pn (ñì. [14, ñ. 21])

ωFS([ξ]) =
n!

(2πi)n
E(ξ) ∧ E(ξ)

|ξ|2(n+1)
, (2.2)

ãäå

E(ξ) =
n+1∑
k=1

(−1)k−1ξkdξ[k]

ãäå E(ξ) =
n+1∑
k=1

(−1)k−1ξkdξ[k] � ôîðìà Ýéëåðà,

ξ = (ξ1, . . . , ξn+1) � îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû òî÷-
êè [ξ] ∈ Pn. Ïðè ýòîì ξ, z ∈ Cn+1 è λ ∈ C ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì z = λξ.
Ôîðìà Áîõíåðà-Ìàðòèíåëëè åñòü �ýòàëîííàÿ�

ôîðìà ñòåïåíè 2n + 1 â ìíîæåñòâå Cn+1 \ {0},
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì íàä Pn ñî ñëî-
åì � îäíîìåðíûì òîðîì C∗ = C \ {0}. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, Pn = [Cn+1 r {0}]/G, ãäå G =
{(λ, . . . , λ) ∈ Cn+1 : λ ∈ C∗} � ãðóïïà ïðåîá-
ðàçîâàíèé, îáðàçîâàííàÿ äèàãîíàëüíûìè ìàòðè-
öàìè. Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó ôîðìîé Áîõíåðà-
Ìàðòèíåëëè è ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì ñó-
ùåñòâóåò ñâÿçü: ÿäðî ïðåäñòàâëåíèÿ (2.1) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ôîðìû îáúåìà íà
áàçîâîì ìíîãîîáðàçèè, óìíîæåííûì íà ÿäðî Êî-
øè â ñëîå.
Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî åñòü ÷àñòíûé ñëó-

÷àé òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Â îáùåì ñëó-
÷àå n-ìåðíîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ
ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîì (ñì. [1])

X =
(
Cd \ Z(Σ)

)
/G.

Çäåñü Z(Σ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå
íåêîòîðûõ êîîðäèíàòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Cd,
à G � ãðóïïà, èçîìîðôíàÿ òîðó (C∗)r, r = d−n.
Ôàêòè÷åñêè, äåéñòâèå ãðóïïû îïðåäåëÿåò îò-
íîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðîå îïðåäåëÿåò
êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè � ýëåìåíòû ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâà. Ìíîæåñòâî Z è ãðóïïà G ìîãóò
áûòü ïîñòðîåíû ïî âååðó Σ ⊂ Rn ñ d îáðàçó-
þùèìè èëè ïî äâîéñòâåííîìó åìó âûïóêëîìó
öåëî÷èñëåííîìó ìíîãîãðàííèêó. Áîëåå ïîäðîáíî
ïîíÿòèÿ âååðà, ìíîæåñòâà Z(Σ) è ãðóïïû G
ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.
Â ðàáîòàõ [6, 8, 7] áûëè ðàññìîòðåíû ðàçëè÷-

íûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ôîðì îáúåìà íà òîðè÷å-
ñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ è ýòàëîííûõ ôîðì â Cd.

3. ÒÎÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈß

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê îïðåäåëå-
íèþ òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, îäíàêî âñå êîí-
ñòðóêöèè îñíîâûâàþòñÿ íà òîì ôàêòå, ÷òî àë-
ãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ çàêîäèðîâàíû êîìáèíàòîðíûì îáúåêòîì �
âååðîì.
Ïóñòü N � ðåøåòêà, èçîìîðôíàÿ Zn. Ïîäìíî-

æåñòâî σ ⊂ N ⊗Z R ' Rn íàçûâàåòñÿ ñòðîãî

âûïóêëûì ðàöèîíàëüíûì ïîëèýäðàëüíûì êîíó-

ñîì, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð ýëåìåíòîâ
v1, . . . , vs ðåøåòêè N , ïîðîæäàþùèé σ, òî åñòü

σ = {a1v1 + · · ·+ asvs : ai ∈ R, ai ≥ 0},

è êîíóñ σ íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ ëèíåéíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ.
Ãðàíü êîíóñà σ � ýòî òàêîå åãî ïîäìíîæå-

ñòâî τ , äëÿ êîòîðîãî íåêîòîðûå èç ai â îïðåäå-
ëåíèè σ ðàâíû íóëþ, òàêîå îòíîøåíèå îáîçíà-
÷àåòñÿ τ < σ. Ðàçìåðíîñòüþ êîíóñà íàçûâàåò-
ñÿ ðàçìåðíîñòü ìèíèìàëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
â Rn, ñîäåðæàùåãî ýòîò êîíóñ. Êîíóñ σ íàçûâàåò-
ñÿ ñèìïëèöèàëüíûì, åñëè åãî ãåíåðàòîðû ìîæíî
âûáðàòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.
Âååð Σ â Rn � ýòî íåïóñòîé êîíå÷íûé íàáîð

ñòðîãî âûïóêëûõ ðàöèîíàëüíûõ ïîëèýäðàëüíûõ
êîíóñîâ â N ⊗Z R, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ãðàíè êîíóñà σ ∈ Σ òàêæå ïðèíàäëåæàò Σ;

2. ïåðåñå÷åíèå äâóõ êîíóñîâ èç Σ ÿâëÿåòñÿ ãðà-
íüþ êàæäîãî èç íèõ.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ No
X 2015



ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÔÎÐÌ ÎÁÚÅÌÀ ÍÀ ÒÎÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈßÕ 3

Ìíîæåñòâî |Σ| =
⋃
σ∈Σ

σ íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì âå-

åðà Σ.
Ðàçìåðíîñòü âååðà ðàâíà ìàêñèìàëüíîé ðàçìåð-
íîñòè åãî êîíóñîâ. Åñëè âñå êîíóñû âååðà ñèì-
ïëèöèàëüíû, òî è âååð íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëü-
íûì. Åñëè íîñèòåëü âååðà â Rn ñîâïàäàåò ñî âñåì
ïðîñòðàíñòâîì, òî âååð íàçûâàåòñÿ ïîëíûì.
Êàæäûå n-ìåðíûé âååð Σ ñîîòâåòñòâóåò íåêî-

òîðîìó n-ìåðíîìó òîðè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ
XΣ. Ïóñòü êîíóñà Σ ïîðîæäåíû d ìèíèìàëüíû-
ìè öåëî÷èñëåííûìè îáðàçóþùèìè (âåêòîðàìè)
v1, . . . , vd ∈ N . Ñîïîñòàâèì êàæäîìó âåêòîðó vi
êîìïëåêñíóþ ïåðåìåííóþ ζi è ðàññìîòðèì äëÿ
n-êîíóñà σ ∈ Σ ìîíîì

ζσ̂ :=
∏

j∈{1,..., d}
vj /∈σ

ζj .

Îáîçíà÷èì Z(Σ) ⊂ Cd íóëåâîå ìíîæåñòâî èäåà-
ëà, ïîðîæäåííîãî ìîíîìàìè ζσ̂ â C[ζ1, ..., ζd], òî
åñòü

Z(Σ) = {ζ ∈ Cd : ζσ̂ = 0

∀ n-ìåðíûõ êîíóñîâ σ ∈ Σ}.

Î÷åâèäíî, ÷òî Z(Σ) ñîñòîèò èç êîîðäèíàòíûõ
ïëîñêîñòåé ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé.
Â òîì ñëó÷àå, åñëè n-ìåðíûé âååð ñèìïëè-

öèàëüíûé è ïîëíûé, ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ
êîíñòðóêöèÿ Z(Σ) [2]. Íàáîð îäíîìåðíûõ îáðà-
çóþùèõ P = {vi1 , . . . , vik} íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâ-
íûì, åñëè îíè âñå âìåñòå íå ïîðîæäàþò íèêàêî-
ãî êîíóñà èç Σ, íî ëþáîé ñîáñòâåííûé ïîäíàáîð
ïîðîæäàåò. Òîãäà ìíîæåñòâî Z(Σ) ñîâïàäàåò ñ
íàáîðîì êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé

Z(Σ) =
⋃
P
{ζi1 = · · · = ζik = 0},

îáúåäèíåíèå çäåñü áåðåòñÿ ïî âñåì ïðèìèòèâíûì
íàáîðàì.
Ãðóïïà G, äåéñòâóþùàÿ íà Cd \Z(Σ), ïî îïðå-

äåëåíèþ ðàâíà

HomZ
(
An−1(XΣ), C∗

)
,

ãäå An−1(XΣ) � ãðóïïà êëàññîâ äèâèçîðîâ ìíî-
ãîîáðàçèÿ XΣ, òî åñòü ôàêòîð ãðóïïû ãëàâíûõ
äèâèçîðîâ XΣ ïî ïîäãðóïïå äèâèçîðîâ ðàöèî-
íàëüíûõ ôóíêöèé. Â îáùåì ñëó÷àå âû÷èñëèòü

ýòó ãðóïïó òðóäíî, îäíàêî äëÿ òîðè÷åñêîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ, àññîöèèðîâàííîãî ñ Σ, ñîãëàñíî [4] è
[3], îíà âû÷èñëÿåòñÿ èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè

0 −−−−→ M
ν−−−−→ Zd −−−−→ An−1(XΣ) −−−−→ 0,

ãäå M ' Zn � ýòî ðåøåòêà, äâîé-
ñòâåííàÿ N , à îòîáðàæåíèå ν çàäàåòñÿ
ν(m) = (〈m, v1〉, . . . , 〈m, vd〉). Ïîýòîìó ãðóïïà
êëàññîâ äèâèçîðîâ ðàâíà

An−1(X) ' Zd
/
ν(M)

è ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû
ðàíãà r = d− n è êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû.
Åñëè õîòÿ áû îäèí n-ìåðíûé êîíóñ â Σ ïðèìè-

òèâíûé, òî åñòü åãî îáðàçóþùèå ïîðîæäàþò âñþ

ðåøåòêó, òî An−1(XΣ) ' Zd
/
ν(M) ' Zr ñîãëàñ-

íî
x −→

(
k1(x), . . . , kr(x)

)
,

ãäå k1(x), . . . , kr(x) � ëèíåéíûå ôîðìû, îïðåäå-
ëÿþùèå n-ìåðíîå ÿäðî ν. Ãðóïïà G òîãäà èçî-
ìîðôíà Cr∗.
Äëÿ îïèñàíèÿ äåéñòâèÿ ãðóïïû ðàññìîòðèì

ðåøåòêó ñîîòíîøåíèé ìåæäó îáðàçóþùèìè êî-
íóñîâ Σ. Äðóãèìè ñëîâàìè, r ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó v1, . . . , vd íàä Z:

a11v1 + · · ·+ a1dvd = 0,

· · ·
ar1v1 + · · ·+ ardvd = 0.

(3.1)

Ëèíåéíûå ôîðìû ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñîâïàäàþò
ñ ôîðìàìè kj , îïðåäåëÿþùèìè ÿäðî ν. Äåéñòâèå
G íà Cd\Z(Σ) çàäàåòñÿ çíà÷åíèÿìè ãîìîìîðôèç-
ìîâ íà êëàññàõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ D1, . . . , Dd

ðåøåòêè Zd â An−1(Σ)

g · ζ =
(
g
(
[D1]

)
ζ1, . . . , g

(
[Dd]

)
ζd

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà G îïðåäåëÿåò íà Cd \
Z(Σ) îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

ξ ∼ ζ ⇔ ∃λ ∈ Cr∗ :

ξ = (λa11
1 . . . λar1r ζ1, . . . , λ

a1d
1 . . . λardr ζd). (3.2)

Ñîãëàñíî [3], åñëè âååð Σ ñèìïëèöèàëüíûé, òî
ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî

XΣ =
(
Cd \ Z(Σ)

)/
G,
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ãäå Z(Σ) è G ïîñòðîåíû âûøå, åñòü àëãåáðàè÷å-
ñêîå ìíîãîîáðàçèå, è ζ � îäíîðîäíûå êîîðäèíà-
òû êëàññîâ [ζ]. Ìû áåðåì ýòî ïðåäñòàâëåíèå çà
îïðåäåëåíèå ñèìïëèöèàëüíîãî òîðè÷åñêîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ.

Àëãîðèòì 1 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äâîéñòâåí-
íîãî âååðà ê ìíîãîãðàííèêó

Input: Ñïèñîê vert_list êîîðäèíàò âåðøèí ìíî-
ãîãðàííèêà; ñïèñîê face_list íàáîðîâ âåð-
øèí, îáðàçóþùèõ (n − 1)-ìåðíûå ãðàíè (ãè-
ïåðãðàíè) ìíîãîãðàííèêà.

Output: Ñïèñîê vec_list âåêòîðîâ � îäíîìåð-
íûõ îáðàçóþùèõ äâîéñòâåííîãî âååðà, ñïè-
ñîê cone_list íàáîðîâ âåêòîðîâ, çàäàþùèõ
êîíóñû ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè äâîé-
ñòâåííîãî âååðà.

1: procedure Polytope_Fan(vert_list,
face_list)

2: m := ÷èñëî ýëåìåíòîâ â vert_list
3: n := äëèíà vert_list[1] . äëèíû
vert_list[i] äîëæíû ñîâïàäàòü äëÿ âñåõ i

4: d := ÷èñëî ýëåìåíòîâ â face_list
5: vec_list := ïóñòîé ñïèñîê
6: t := 0
7: for i = 1 . . . d do
8: nv := âíóòðåííÿÿ íîðìàëü ê ãèïåðãðà-
íè face_list[i]

9: äîáàâèòü ýëåìåíò nv â vec_list
10: end for

11: cone_list := ïóñòîé ñïèñîê
12: for i = 1 . . .m do

13: cone := ïóñòîé ñïèñîê
14: for j = 1 . . . d do

15: if i ∈ face_list[j] then
16: äîáàâèòü ýëåìåíò j â cone
17: end if

18: end for

19: äîáàâèòü ýëåìåíò cone â cone_list
20: end for

21: return {vec_list, cone_list}
22: end procedure

Ìíîæåñòâî Cd \ Z(Σ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ðàññëîåíèå íàä áàçîé XΣ ñî ñëîåì, èçîìîðô-
íûì G ' Cr∗. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü, ïî àíà-
ëîãèè ñ (2.1), ÿäðî ñ îñîáåííîñòÿìè íà Z(Σ), ïðè
óñëîâèè, ÷òî íà XΣ çàäàíà ôîðìà îáúåìà. Äëÿ
ýòîãî âëîæèì XΣ â òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå X

Σ̃

òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî Cd \ Z(Σ) ëåæàëî â íåêî-
òîðîé àôôèííîé êàðòå, à XΣ ëåæàëî íà áåñêî-
íå÷íîñòè îòíîñèòåëüíî íåå. Â ýòîì ñëó÷àå îäíî-
ðîäíûå êîîðäèíàòû XΣ ñîâïàäàþò ñ àôôèííû-
ìè êîîðäèíàòàìè. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ
êîíñòðóêöèè X

Σ̃
, à èìåííî, âååðà Σ̃, áûëà ïðåä-

ëîæåíà â [9].
Äëÿ ïðîåêòèâíûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé

ôîðìà îáúåìà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì. Ïðîåêòèâíîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîá-
ðàçèå äîïóñêàåò çàìêíóòîå âëîæåíèå â ïðîåê-
òèâíîå ïðîñòðàíñòâî [4], à åãî âååð èìååò äâîé-
ñòâåííûé ìíîãîãðàííèê. Áîëåå òîãî, ïîñòðîåíèå
ìíîãîîáðàçèÿ óäîáíåå íà÷èíàòü ñ ìíîãîãðàííè-
êà. Ïóñòü ∆ � n-ìåðíûé ïðîñòîé (â êàæäîé âåð-
øèíå ñõîäèòñÿ n ðåáåð) öåëî÷èñëåííûé ìíîãî-
ãðàííèê â Rn. Åãî äâîéñòâåííûé âååð ñîñòîèò èç
n-ìåðíûõ êîíóñîâ, îïðåäåëåííûõ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: äëÿ êàæäîé âåðøèíû ìû ðàññìàòðèâàåì
êîíóñ â N ⊗ZR, ïîðîæäåííûé âíóòðåííèìè íîð-
ìàëÿìè ê n ãðàíÿì, ñõîäÿùèìñÿ â ýòîé âåðøèíå.
Îáúåäèíåíèå òàêèõ êîíóñîâ ñî âñåìè èõ ãðàíÿìè
� ïîëíûé ñèìïëèöèàëüíûé âååð.

4. ÔÎÐÌÛ ÎÁÚÅÌÀ

Âååð Σ, äâîéñòâåííûé ê ïðîñòîìó öåëî÷èñ-
ëåííîìó ìíîãîãðàííèêó ∆, êîäèðóåò êîìïàêòíîå
ñèìïëèöèàëüíîå ïðîåêòèâíîå òîðè÷åñêîå ìíîãî-
îáðàçèå XΣ. Ôîðìà îáúåìà ìåòðèêè Ôóáèíè-
Øòóäè íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå èíäóöèðó-
åò ôîðìó îáúåìà íà XΣ [15].
Çàíóìåðóåì òî÷êè α0, . . . , αN ìíîãîãðàííèêà

∆ ∩ Zn è ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå âëîæåíèå êîì-
ïëåêñíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà Cn∗ â PN

f : (z1, . . . , zn) 7−→ (
√
cα0z

α0 : . . . :
√
cαN z

αN ),

ñ ïðîèçâîëüíûìè íåîòðèöàòåëüíûìè ïàðàìåòðà-
ìè cαj òàêèìè, ÷òî ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà ïîëè-
íîìà Ëîðàíà

P (x) =
N∑
j=0

cαjx
αj

ñîâïàäàåò ñ ∆ (äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî òîãî, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû ìîíîìîâ, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì ìíîãîãðàííèêà, áûëè
îòëè÷íû îò íóëÿ). Çàìûêàíèå îáðàçà f(Cn∗ ) â PN
åñòü îáðàç XΣ.
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Àëãîðèòì 2 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òîðè÷åñêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ïî âååðó

Input: Ñïèñîê vec_list âåêòîðîâ � îäíîìåðíûõ
îáðàçóþùèõ âååðà; ñïèñîê cone_list íàáîðîâ
âåêòîðîâ, çàäàþùèõ êîíóñû ìàêñèìàëüíîé
ðàçìåðíîñòè âååðà.

Output: ×èñëî d; ñïèñîê ñîîòíîøåíèé, çàäàþ-
ùèõ ìíîæåñòâî Z(Σ); ñïèñîê ìîíîìîâ ïàðà-
ìåòðîâ, çàäàþùèõ äåéñòâèå ãðóïïû G.

1: procedure ToricVariety(vec_list,
cone_list)

2: d := ÷èñëî ýëåìåíòîâ â vec_list
3: n := äëèíà vec_list[1] . äëèíû
vec_list[i] äîëæíû ñîâïàäàòü äëÿ âñåõ i

4: CL := ïóñòîé ñïèñîê
5: for i = 1 . . . äëèíà cone_list do
6: Cl := ïóñòîé ñïèñîê
7: for j = 1 . . . äëèíà cone_list[i] do
8: äîáàâèòü ýëåìåíò v

[
cone_list[i][j]

]
â Cl

9: end for

10: äîáàâèòü ýëåìåíò Cl â CL
11: end for

12: LR := ñïèñîê âñåõ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ
ñîîòíîøåíèé íà âåêòîðû èç vec_list

13: M := ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû
LR

14: r := d− n
15: MG := ïóñòîé ñïèñîê
16: for i = 1 . . . d do
17: g := λa1i

1 . . . λarir , ãäå (a1i, . . . , ari) � i-é
ñòîëáåö M

18: äîáàâèòü ýëåìåíò g â MG

19: end for

20: PC := ñïèñîê âñåõ ïðèìèòèâíûõ íàáîðîâ
âåêòîðîâ èç cone_list

21: Z(Σ) := ïóñòîé ñïèñîê
22: for i = 1 . . . ÷èñëî ýëåìåíòîâ â PC do

23: if {i[1], . . . , i[n]} ∈ PC then

24: äîáàâèòü ñîîòíîøåíèå z[i[1]] =
. . . = z[i[n]] = 0 â Z(Σ)

25: end if

26: end for

27: return {d, Z(Σ),MG}
28: end procedure

Ìåòðèêà Ôóáèíè-Øòóäè PN îïðåäåëÿåò äèô-
ôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó Ôóáèíè-Øòóäè. Â îäíî-
ðîäíûõ êîîðäèíàòàõ ξ ýòà ôîðìà çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì

ωFS =
i

2|ξ|4

(
N∑
k=0

|ξk|2
N∑
k=0

dξk ∧ dξ̄k

−
N∑
k=0

ξ̄kdξk ∧
N∑
k=0

ξkdξ̄k

)

=
i

2
∂∂̄ log |ξ|2 = ddc log |ξ|2;

ãäå d = ∂ + ∂̄, dc =
i

4
(∂̄ − ∂), à |ξ|2 îáîçíà÷àåò

|ξ0|2 + · · ·+ |ξN |2.
Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ωFS èçìåðÿåò

îáúåìû âñåõ êîìïëåêñíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé PN .
Èìåííî, åñëè A ⊂ PN êîìïëåêñíîå àíàëèòè÷å-
ñêîå ïîäìíîæåñòâî ÷èñòîé ðàçìåðíîñòè k, òîãäà
îáúåì A âû÷èñëÿåòñÿ êàê èíòåãðàë

Vol(A) =
1

k!

∫
A
ωkFS .

Îïðåäåëèì (n, n)-ôîðìó ω íà òîðå Cn∗ êàê ïðî-
îáðàç ôîðìû ωnFS îòíîñèòåëüíî f :

ω =
1

n!
f∗(ωnFS) =

1

n!

(
ddc lnP

(
|z1|2, . . . , |zn|2

))n
.

Ôîðìà ω ïîëîæèòåëüíà íà Cn∗ ⊂ XΣ, è, õîòÿ îíà
ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü â íåêîòîðûõ òî÷êàõ
XΣ, ýòî íå ìåíÿåò âåëè÷èíû èíòåãðàëà∫

regXΣ

ω =

∫
Tn

ω.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò èíòåãðàë, âåëè÷è-
íó êîòîðîãî ìû íàçûâàåì îáúåìîì XΣ, ðàâåí
πnVol(∆) (ñì. [15, Prop. 3]). Îäíàêî, äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ñâÿçàííîãî ñ
XΣ, ýòó ôîðìó ñëåäóåò âû÷èñëèòü.

Ôîðìà ddc lnP
(
|z1|2, . . . , |zn|2

)
ðàâíà

i

2

n∑
l,m=1

(∑
cαkα

l
kα

m
k |z|2αk∑

cαk |z|2αk

−
(∑

cαkα
l
k|z|2αk

) (∑
cαkα

m
k |z|2αk

)
(
∑
cαk |z|2αk)2

)
dzl
zl
∧ dz̄m
z̄m

,
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à îïðåäåëèòåëü èç êîýôôèöèåíòîâ ýòîé ôîðìû
� êîýôôèöèåíò ïðè dz1 ∧ dz̄1 ∧ · · · ∧ dzn ∧ dz̄n â
(n, n)-ôîðìå ω. Ýòîò n × n-îïðåäåëèòåëü ðàâåí
ïðîèçâåäåíèþ(

i

2

)n 1

|z1|2 . . . |zn|2
(∑

cαk |z|2αk
)n

è ñëåäóþùåãî (n+ 1)× (n+ 1)-îïðåäåëèòåëÿ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
∑
cαkα

1
k|z|

2αk ...
∑
cαkα

n
k |z|

2αk∑
cαkα

1
k|z|2αk∑

cαk |z|2αk
∑
cαkα

1
kα

1
k|z|

2αk ...
∑
cαkα

1
kα

n
k |z|

2αk

...
...

. . .
...∑

cαkα
n
k |z|2αk∑

cαk |z|2αk
∑
cαkα

n
kα

1
k|z|

2αk ...
∑
cαkα

n
kα

n
k |z|

2αk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî èç êàæ-
äîé ñòðîêè âû÷åñòü ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà ïåð-
âûé ýëåìåíò ýòîé ñòðîêè, à çàòåì ðàçëîæèòü
îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîìó ñòîëáöó.

Âûíåñåì çíàìåíàòåëü ýëåìåíòîâ ïåðâîãî
ñòîëáöà, ìàòðèöà îñòàâøåãîñÿ îïðåäåëèòåëÿ
ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ìàòðèö


√
cα0z

α0 . . .
√
cαN z

αN

α1
0
√
cα0z

α0 . . . α1
N
√
cαN z

αN

...
. . .

...
αn0
√
cα0z

α0 . . . αnN
√
cαN z

αN


×


√
cα0 z̄

α0 . . . αn0
√
cα0 z̄

α0

...
. . .

...√
cαN z̄

αN . . . αnN
√
cαN z̄

αN


ðàçìåðà (n + 1) × (N + 1) è (N + 1) × (n + 1).
Ïî ôîðìóëå Êîøè-Áèíå îïðåäåëèòåëü ïðîèçâå-
äåíèÿ ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé îïðåäåëåííûõ
(n + 1)-ìèíîðîâ ýòèõ ìàòðèö. Òàêèì îáðàçîì,
ôîðìà îáúåìà ω (áåç ó÷åòà êîýôôèöèåíòà (i/2)n)
ðàâíÿåòñÿ

∑ ′
|J |=1+n det2(AJ)cαj0 . . . cαjn |z|

2αj0+···+2αjn

|z1|2 . . . |zn|2P (|z|2)n+1

× dz1 ∧ dz̄1 ∧ · · · ∧ dzn ∧ dz̄n, (4.1)

ãäå J = (j0, . . . , jn), à ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì âîç-
ðàñòàþùèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì èíäåêñîâ0 6
j0 < . . . < jn 6 N , AJ îáîçíà÷àåò ìàòðèöó, ñî-

Àëãîðèòì 3 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ôîðìû îáú-
åìà è ñîîòâåòñòâóþùåãî ÿäðà èíòåãðàëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ

Input: Ñïèñîê vert_list êîîðäèíàò âåðøèí ìíî-
ãîãðàííèêà Íüþòîíà, ñïèñîê vec_list âåêòî-
ðîâ � îäíîìåðíûõ îáðàçóþùèõ äâîéñòâåííî-
ãî âååðà.

Output: Ôîðìà îáúåìà, ÿäðî èíòåãðàëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ.

1: procedure V ol_Ker(vert_list,vec_list)
2: d := ÷èñëî ýëåìåíòîâ â vert_list
3: n := äëèíà vert_list[1] . äëèíû
vert_list[i] äîëæíû ñîâïàäàòü äëÿ âñåõ i

4: L := vert_list .
L =

{
(l11, . . . , l

1
n), . . . , (ld1, . . . , l

d
n)
}

5: P (t1, . . . , tn) := t
l11
1 · . . . · t

l1n
n + . . .+ t

ln1
1 · . . . · t

lnn
n

6: P̃ := P (z1z̄1, . . . , znz̄n)
7: M := Matrix(vec_list) . M = (mij)i,j
� ìàòðèöà ðàçìåðà n×d ñ âåêòîð-ñòîëáöàìè
vec_list[i]

8: A := M ñ âåêòîð-ñòðîêîé (1, . . . , 1) äëèíû
d, äîáàâëåííîé ñâåðõó.

9: J := ñïèñîê âñåõ ìóëüòèèíäåêñîâ
(j0, . . . , jn), òàêèõ ÷òî 0 6 j0 < . . . < jn 6 N

10: S := 0
11: for i = 1 . . . äëèíà J do

12: AJ [i] := ìàòðèöà èç âåêòîð-ñòîëáöîâ
ìàòðèöû A ñ íîìåðàìè J [i] = (ji0, . . . , j

i
n)

13: f := 1
14: for k = 1 . . .n do

15: t := 0
16: for j = 1 . . .n+ 1 do

17: t := t+ lkJ [i][j]
18: end for

19: f := f · (xkyk)t
20: end for

21: S := S +
[
det
(
AJ [i]

)]2 · f ;
22: end for

23: t := z1z̄1 · . . . · znz̄n
24: d := dz1 ∧ dz̄1 ∧ . . . ∧ dzn ∧ dz̄n
25: V ol_form :=

S

t · P̃n+1
· d

26: X̃ :=
{
wm11

1 · · ·wm1d
d , . . . , wmn1

1 · · ·wmndd

}
27: Ỹ :=

{
w̄m11

1 · · · w̄m1d
d , . . . , w̄mn1

1 · · · w̄mndd

}
28: K := V ol_form

(
X̃[1], Ỹ [1], . . . , X̃[n], Ỹ [n]

)
29: Kernel := K ∧ dwn+1

wn+1
∧ . . . ∧ dwd

wd
30: return {V ol_form,Kernel}
31: end procedure
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ñòîÿùóþ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû

A =


1 . . . 1
α1

0 . . . α1
N

...
. . .

...
αn0 . . . αnN

 .

Îäíîâðåìåííî ìû ïîëó÷èëè íîâîå äîêàçàòåëü-
ñòâî èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû äëÿ Vol(∆) [11].
Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåïèñàâ (4.1) â ïîëÿðíûõ êî-
îðäèíàòàõ è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî óãëîâûì êîîð-
äèíàòàì, ìû ïîëó÷èì

Vol(XΣ) = (2π)n

×
∫
Rn+

∑ ′
|J |=1+n det2(AJ)cαj0 . . . cαjn r

2αj0+···+2αjn+I

r2
1 . . . r

2
nP (r2)n+1

× dr1 . . . drn.

Ñäåëàâ çàìåíó tj = r2
j è èñïîëüçóÿ [15, Prop.

3], ìû ïðèäåì ê

Ïðåäëîæåíèå 1.

Vol(∆) =∫
Rn+

∑ ′
|J |=1+n det2(AJ)cαj0 . . . cαjn t

αj0+···+αjn

t1 . . . tnP (t)n+1
×

× dt1 . . . dtn.

Ïîñòðîèì òåïåðü ¾êàíîíè÷åñêóþ¿ äèôôåðåí-
öèàëüíóþ ôîðìó ïî çàäàííîé ôîðìå îáúåìà ω
íàXΣ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàçóþùèå v1, . . . , vn
êîíóñà σ ∈ Σ îáðàçóþò áàçèñ N . ×åðåç dζσ̂/ζσ̂ ìû
îáîçíà÷èì âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå ÿäåð Êîøè ïî
âñåì ζ, êðîìå òåõ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþò îáðàçóþ-
ùèì êîíóñà σ. Òîãäà ôîðìà

η(ζ) = ω([ζ]) ∧ dζσ̂
ζσ̂

, (4.2)

ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â
Cd \Z(Σ) (ñì. [15]). Îòìåòèì, ÷òî ôîðìà ω çäåñü
çàïèñàíà â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ ζ, òîãäà êàê
â ôîðìóëå (4.1) âûøå îíà çàïèñàíà â ëîêàëüíûõ
êîîðäèíàòàõ z òîðà (C∗)n ⊂ XΣ. Ñâÿçü îäíîðîä-
íûõ è ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò äàíà â (3.2) è ñëå-
äóåò èç ñîîòíîøåíèé (3.1) ìåæäó îáðàçóþùèìè
êîíóñîâ â Σ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ η
ñíà÷àëà ñëåäóåò ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ â ω,
à çàòåì óìíîæèòü ðåçóëüòàò íà r-ìåðíîå ÿäðî
Êîøè.

5. ÏÐÈÌÅÐÛ

Íà ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ áûëà ïðîâåäåíà
ïðîâåðêà âûøåîïèñàííûõ àëãîðèòìîâ. Àëãîðèò-
ìû áûëè ðåàëèçîâàíû â ñðåäå Maple 18 64bit.
Ïîëíûé êîä ïðîãðàììû äîñòóïåí ïî àäðåñó
https://www.dropbox.com/s/mzfhbc362smeymv/

volume.mws. Âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü íà
ìàøèíå Intel Core i7-4790 (3.6 GHz) c 32 Gb
RAM ïîä óïðàâëåíèåì Windows 7 Enterprise x64
SP1. Âðåìÿ ñ÷åòà äëÿ ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ
ñîñòàâèëî îò 0.01 äî 0.03 ñåê.
Âõîäíûå äàííûå ïðîãðàììû ñîâïàäàþò ñ âõîä-

íûìè äàííûìè Àëãîðèòìà 1. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå
ìíîãîãðàííèêà, ïðèâåäåííîãî íà ðèñ. 2, ïðîãðàì-
ìà ïîëó÷èò íà âõîä

[[0, 0], [2, 0], [2, 1], [1, 2], [0, 2]],

[[1, 2], [2, 3], [3, 4], [4, 5], [5, 1]]

Çäåñü ïåðâûé ñïèñîê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîîðäè-
íàòû âåðøèí ìíîãîãðàííèêà, óêàçàííûå â ïðîèç-
âîëüíîì ïîðÿäêå. Âòîðîé ñïèñîê ñîñòîèò èç íà-
áîðîâ ïîðÿäêîâûõ íîìåðàõ âåêòîðîâ èç ïåðâî-
ãî ñïèñêà, îáðàçóþùèõ ãèïåðãðàíè. Íàïðèìåð,
[1, 2] îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû [0, 0] è [2, 0]

îáðàçóåò ãèïåðãðàíü (â äàííîì ñëó÷àå � îäíî-
ìåðíóþ ãðàíü èëè ðåáðî) ìíîãîãðàííèêà.

Ïðèìåð 1. Ôîðìà îáúåìà äëÿ CPn è ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ÿäðî â Cn+1 (n = 1, 2, . . . , 10).

Ïóñòü ∆ � ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ â Rn. Åãî
äâîéñòâåííûé âååð Σ ñ (n + 1) îáðàçóþùèìè
êîäèðóåò ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî Pn, îáðàçó-
þùèå ëþáîãî êîíóñà ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíî-
ñòè ïîðîæäàþò âñþ ðåøåòêó. Ôîðìà îáúåìà ω
íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå ñîâïàäàåò ñ ôîð-
ìîé îáúåìà ìåòðèêè Ôóáèíè-Øòóäè (2.2), ïðî-
åêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî Pn âêëàäûâàåòñÿ íà áåñ-
êîíå÷íîñòè â Pn+1, à ôîðìà η � ÿäðî Áîõíåðà-
Ìàðòèíåëëè (2.1) â Cn+1.
Âõîäíûìè äàííûìè àëãîðèòìà â ñëó÷àå n = 3

áóäóò

[[0, 0, 0], [1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1]],

[[1, 2, 3], [1, 2, 4], [1, 3, 4], [2, 3, 4]]

Ïðèìåð 2. Ôîðìà îáúåìà äëÿ P1 × P1.

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñôåð Ðèìàíà ÿâëÿåòñÿ òî-
ðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, ñâÿçàííûì ñ âååðîì,
èçîáðàæåííîì íà Ðèñ. 1 (b). Âîçüìåì ìíîãî÷ëåí
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Ðèñ. 1.: Ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà è äâîéñòâåííûé
âååð äëÿ P1 × P1.

P (x1, x2) = 1+x1 +x2 +ax1x2 ñ ïîëîæèòåëüíûì
êîýôôèöèåíòîì a. Åãî ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà
� ýòî êâàäðàò â R2 (Ðèñ. 1 (a)), äâîéñòâåííûé
âååð èçîáðàæåí íà Ðèñ. 1 (b).
Âõîäíûìè äàííûìè àëãîðèòìà áóäóò

[[0, 0], [1, 0], [1, 1], [0, 1]],

[[1, 2], [2, 3], [3, 4], [4, 1]]

Ñëåäóÿ èçëîæåííîé êîíñòðóêöèè, îïðåäåëèì
äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó íà T2 ⊂ P1 × P1

êàê ïðîîáðàç ω2
FS îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ

f : (z1, z2) 7→ (1 : z1 : z2 :
√
az1z2).

ω =
1

2!
f∗(ω2

FS) =

=

(
i

2

)2 1 + a|z1|2 + a|z2|2 + a|z1|2|z2|2

(1 + |z1|2 + |z2|2 + a|z1|2|z2|2)3
·

· dz1 ∧ dz̄1 ∧ dz2 ∧ dz̄2

Îáúåì P1×P1, îïðåäåëåííûé ýòîé ôîðìîé, ðàâåí
π2. Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ôîðìà íå ñîâïàäà-
åò ñ ïðîèçâåäåíèåì ôîðì îáúåìà íà êàæäîì èç
P1 (îíè ñîâïàäàþò òîëüêî â ñëó÷àå a = 1), õîòÿ
îáúåì ïîëó÷àåòñÿ òîò æå ñàìûé.

Ïðèìåð 3. ßäðî, ñâÿçàííîå ñ ðàçäóòèåì P1×P1

â íà÷àëå êîîðäèíàò.
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Ðèñ. 2.: Ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà è äâîéñòâåííûé
âååð äëÿ ðàçäóòèÿ P1 × P1 â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí P (z) = 1 + z2
1 + z2

2 +
z2

1z2 + z1z
2
2 ñ ìíîãîãðàííèêîì Íüþòîíà, èçîá-

ðàæåííûì íà Ðèñ. 2 (a). Äâîéñòâåííûé âååð Σ
èìååò 5 öåëî÷èñëåííûõ îáðàçóþùèõ, à ñîîòâåò-
ñòâóþùåå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå åñòü ðàçäó-
òèå ïðîèçâåäåíèÿ P1 × P1 â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Âõîäíûå äàííûå àëãîðèòìà ïðèâåäåíû â íà÷à-
ëå ïàðàãðàôà.

Çàíóìåðóåì îáðàçóþùèå, êàê ïîêàçàíî íà
Ðèñ. 2 (b), òîãäà ÿäðî èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ðàâíî

η =
u(ζ, ζ)E(ζ)

v(ζ, ζ)
∧ dζ,

ãäå

u(ζ, ζ) = |ζ1|8|ζ2|4|ζ5|4+4|ζ1|6|ζ2|4|ζ3|2|ζ4|2|ζ5|4+

+ 4|ζ1|6|ζ3|2|ζ4|6|ζ5|8 + |ζ1|4|ζ2|8|ζ3|4+

+4|ζ1|4|ζ2|6|ζ3|4|ζ4|2|ζ5|2+9|ζ1|4|ζ2|4|ζ3|4|ζ4|4|ζ5|4+

+16|ζ1|4|ζ2|2|ζ3|4|ζ4|6|ζ5|6+16|ζ1|2|ζ2|4|ζ3|6|ζ4|6|ζ5|4+

+ 16|ζ1|2|ζ2|2|ζ3|6|ζ4|8|ζ5|6 + 4|ζ2|6|ζ3|8|ζ4|6|ζ5|2,

v(ζ, ζ) =
(
|ζ3|4|ζ4|6|ζ5|4 + |ζ1|4|ζ4|2|ζ5|4+

+ |ζ2|4|ζ3|4|ζ4|2 + |ζ1|4|ζ2|2|ζ5|2 + |ζ1|2|ζ2|4|ζ3|2
)3
,

è

E(ζ) = ζ3ζ4ζ5dζ1dζ2−ζ2ζ3ζ5dζ1dζ4−ζ2ζ3ζ4dζ1dζ5+

ζ1ζ4ζ5dζ2dζ3 + ζ1ζ3ζ5dζ2dζ4 + ζ1ζ2ζ5dζ3dζ4+

ζ1ζ2ζ4dζ3dζ5 + ζ1ζ2ζ3dζ4dζ5.
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Èññëåäîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå, áûëè
âûïîëíåíû ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ 15-
31-20008-ìîë_à_âåä (âñå àâòîðû), 15-01-00277-
à (ïåðâûé àâòîð), 14-01-00283-à (òðåòèé àâòîð),
ãðàíòà Ìèíîáðíàóêè ÐÔ â ðàìêàõ ïðîåêòíîé
÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ 1.1462.2014/K
(ïåðâûé àâòîð) è ãðàíòà Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèé-
ñêîé Ôåäåðàöèè ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè íà-
ó÷íûõ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì âåäóùèõ ó÷åíûõ 14.Y26.31.0006 (âòîðîé
àâòîð).
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