
An O b j e c t - O r i e n t e d  A p p r o a c h  t o  S w i t c h i n g  C i r c u i t  M i n i m i z a t i o n  

J a m e s  P a u l  V i t a  

C i t y  C o l l e g e  o f  New Y o r k  

The d e t e r m i n a t i o n  o f  a m i n i m a l  

f u n c t i o n  t o  r e a l i z e  a s p e c i f i e d  s e t  

o f  o u t p u t s  i s  e b a s i c  p r o b l e m  o f  

s w i t c h i n g  c i r c u i t  d e s i g n .  C i r c u i t  

production costs have evidenced a 

steady decline over the past few 

years due mainly to technological ad- 

vances in the areas of silicon com- 

pilation a n d  V L S I  i m p l e m e n t a t i o n .  I n  

a j u s t  a f e w  y e a r s ,  c o s t  f a c t o r s  h a v e  

t a k e n  a b a c k s e a t  t o  i m p l m e n t a t i o n  

i s s u e s .  N o n e t h e l e s s ,  b a s i c  m i n i m i z a -  

t i o n  t e c h n i q u e s  a t  t h e  d e s i g n  [ e v e [ ,  

a r e  s t i l l  a m a j o r  v e h i c l e  f o r  c o s t  

c o n t a i n m e n t .  

T e c h n i q u e s  f o r  t h e  m i n i m i z a t i o n  

o f  s w i t c h i n g  n e t w o r k s  b y  B o o l e a n  

r e d u c t i o n ,  T a b u l a r  m e t h o d s ,  a n d  K a r -  

n a u g h  M a p s  a r e  w e l t  e s t a b l i s h e d .  

Such  t e c h n i q u e s  c a n  be  e a s i l y  i m p l e -  

m e n t e d  i n  c o n v e n t i o n a l  p r o g r a m m i n g  

l a n g u a g e s .  A l g o r i t h m i c  i m p l e m e n t a -  

t i o n s  o f  s u c h  t e c h n i q u e s ,  h o w e v e r ,  

t e n d  t o  b e  r a t h e r  s p e c i a l i z e d  a n d  

l a c k i n g  i n  g e n e r a l i t y .  I n  t h i s  p a p e r  

we s h a l l  e x a m i n e  an  o b j e c t  o r i e n t e d  

a p p r o a c h  t o  t h e  c i r c u i t  m i n i m i z a t i o n  

p r o b l e m .  I t  w i l t  be d e m o n s t r a t e d  t h a t  

an o b j e c t  r e p r e s e n t a t i o n  o f  a c i r c u i t  

s p e c i f i c a t i o n ,  f o r m s  t h e  b a s i s  f o r  an 

E x p e r t  S y s t e m  w i t h  t h e  c a p a b i l i t y  f o r  

b o t h  s i m u l a t i o n  a n d  d e s i g n .  

The p r o c e d u r e s  d e s c r i b e d  i n  t h i s  

p a p e r  w e r e  d e v e l o p e d  f o r  a P e r s o n a l  

C o m p u t e r  u s i n g  PROLOG-2 ( E x p e r t  S y s -  

t e m s  I n t e r n a t i o n a l ) .  PROLOG w a s  

c h o s e n  f o r  t w o  r e a s o n s .  F i r s t ,  t h e  

g o a t  was t o  d e v e l o p  a s e t  o f  p r o c e -  

d u r e s  which would imp lement  the sym- 

b o l i c  m i n i m i z a t i o n  of  a se t  of c i r -  

c u i t  o b j e c t  r e p r e s e n t a t i o n s .  PROLOG 

p r o v i d e s  i n t r i n s i c  f a c i l i t i e s  f o r  the 

r e p r e s e n t a t i o n  of  o b j e c t s  as u n i t  

c l a u s e s .  F u r t h e r ,  s i nce  PROLOG is  a 

r u [  e -  b a s e d  l a n g u a g e  by n a t u r e ,  

B o o l e a n  m i n i m i z a t i o n  t h e o r e m s  a r e  

e a s i [ y  r e p r e s e n t e d  b y  PROLOG r u l e s .  

H a v i n g  s p e c i f i e d  t h e  t h e o r e m s  a s  

r u l e s ,  t h e  s i m p l i f i c a t i o n  i s  p e r -  

f o r m e d  a u t o m a t i c a l l y  by t h e  PROLOG 

p r o o f  m e c h a n i s m .  

Specifyin 9 Circuit Requirements 

A minimum specification for a 

circuit is a set of outputs under at t 

possible input conditions. Such a 

specification can be represented as a 

l i s t .  A simple c o m b i n a t o r i a l  f u n c -  

t i o n  o f  n i n p u t s  c a n  h a v e  2 n p o s s i b l e  

o u t p u t s .  The  o u t p u t  s p e c i f i c a t i o n  i s  

a c a n o n i c a l  l i s t ,  t h e  o r d e r  o f  t e r m s  

b e i n g  t h e  v a l u e  o f  t h e  m i n t e r m  o r  

m a x t e r m .  As an e x a m p l e  c o n s i d e r  t h e  

f u n c t i o n  f ( A , B )  = A + B. T h e r e  a r e  

f o u r  p o s s i b l e  i n p u t  c o n d i t i o n s  r e p r e -  

s e n t e d  b y  0 0 ,  0 1 ,  1 0 ,  a n d  1 1 .  The 

o u t p u t  l i s t  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e s e  

c o n d i t i o n s  ( a s s u m i n g  a b o o t e a n  v a l u e  

of "I" for true and "0" for false) i s  

as f o l l o w s :  

[ 0 0 , 0 1 , 1 0 , 1 1 ]  

[ 0 ,  1 ,  1 ,  1] 
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T h e  l a t t e r  o f  t h e s e  t w o  l i s t s  i s  t h e  

o u t p u t  s p e c i f i c a t i o n .  E a c h  v a l u e  i s  

the output under the corresponding 

i n p u t  in  the fo rmer  l i s t .  Ano the r  

t y p e  o f  p o s s i b l e  o u t p u t  v a l u e  i s  
" D o n ' t  C a r e " .  This can be r e p r e -  
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s e n t e d  by  an " - "  i n  t h e  c o r r e s p o n d -  

i n g  l i s t  p o s i t i o n ,  as i n  [ 1 , 1 , 1 , - , -  
, 0 , 0 , - ] .  T h e s e  v a l u e s  a r e  a l l o w e d  t o  
be " 1 "  o r  " 0 " .  

C r e a t i n g  M i n t e r m / M a x t e r m  O b j e c t s  

A n a l y s i s  o f  t h e  o u t p u t  f u n c t i o n  
b e g i n s  w i t h  t h e  c r e a t i o n  o f  t h e  

m i n t e r m  and  m a x t e r m  s e t s .  The d u a l  

n a t u r e  o f  t h e  m i n t e r m s  and  m a x t e r m s  

a l l o w s  t h e  same p r o c e d u r e s  t o  be u s e d  
w i t h  e a c h  s e t .  C r e a t i o n  o f  t h e  
m i n t e r m  o b j e c t s  d e p e n d s  u p o n  t h e  e x -  

a m i n a t i o n  o f  t h e  t e r m s  w h i c h  p r o d u c e  

a " 1 "  as  o u t p u t .  F o r  t h e  o u t p u t  

s p e c i f i c a t i o n  [ 0 , 0 , 0 , 1 ]  , t h e  o n l y  

t e r m  w h i c h  p r o d u c e s  a " 1 "  o u t p u t  i s  
t h e  f i n a l  one  i n  t h e  l i s t  w h i c h  c o r -  
r e s p o n d s  t o  t h e  i n p u t  c o n d i t i o n  " 1 1 "  

( A = I , B = I ) .  The f o r m  o f  t h e  m i n t e r m  
a n d  m a x t e r m  o b j e c t s  has  b e e n  c h o s e n  
t o  p a i r  t h e  name o f  t h e  i n p u t  v a r i -  

a b l e  w i t h  i t s  v a l u e .  T h u s ,  t h e  f o l -  
l o w i n g  m i n t e r m  o b j e c t  i s  c r e a t e d :  

m i n _ t e r m ( [ i C A , 1 ) , i ( B , 1 ) ] ) .  

The o b j e c t  has  " m i n t e r m "  as i t s  p r i n -  

c i p a l  f u n c t o r  and  has  as i t s  o n l y  a r -  

g u m e n t  a l i s t  r e p r e s e n t i n g  t h e  name-  

v a l u e  i n p u t  p a i r s .  The " i / 2 "  n o t a t i o n  
i s  a dummy f u n c t o r  w h i c h  a c h i e v e s  t h e  
r e q u i r e d  p a i r i n g .  R e p r e s e n t a t i o n  o f  

t h e  m i n t e r m  ( o r  m a x t e r m s )  as l i s t s  o f  

i n p u t s  a l l o w s  t h e  same p r o c e d u r e s  t o  
be u s e d  w i t h  o u t p u t  s p e c i f i c a t i o n s  
r e q u i r i n g  a a r b i t r a r y  n u m b e r  o f  i n p u t  
v a r i a b l e s .  The o u t p u t  s p e c i f i c a t i o n  

g i v e n  a b o v e  g e n e r a t e s  t h e  f o l l o w i n g  

m a x t e r m  o b j e c t s :  

m a x _ t e r m ( [ i ( A , 0 ) ,  i ( B , 0 ) ] ) .  
m a x _ t e r m ( [ i ( A , 0 ) , i ( B , 1 ) ]  ) .  

m a x _ t e r m (  [ i ( A ,  1 ) ,  i ( B , 0 ) ]  ) .  

The f i r s t  s t e p  i n  t h e  m i n i m i z a -  
t i o n  i s  t h e  d e r i v a t i o n  o f  t h e  u n -  

r e d u c e d  f u n c t i o n  e x p r e s s i o n  f r o m  t h e  
o u t p u t  s p e c i f i c a t i o n .  T h e  o u t p u t  

s p e c i f i c a t i o n  l i s t  i s  e x a m i n e d  e l e -  
m e n t  by  e l e m e n t .  I f  t h e  t e r m  u n d e r  
c o n s i d e r a t i o n  p r o d u c e s  a " 1 "  o u t p u t ,  
t h e n  a m i n t e r m  m u s t  be g e n e r a t e d .  I f  

t h e  o u t p u t  i s  " 0 "  t h e n  a m a x t e r m  m u s t  
be g e n e r a t e d ,  i f  t h e  r e q u i r e d  o u t p u t  

is a "-" ("Don't Care") then both a 

minterm and maxterm can be generated. 

Each minterm or maxterm is created by 

d e c o d i n g  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  t e r m  i n  
t h e  o u t p u t  s p e c i f i c a t i o n  l i s t .  F o r  a 

f u n c t i o n  o f  n i n p u t s ,  n b i t  p o s i t i o n s  
m u s t  be e x a m i n e d  i n  e a c h  o f  t h e  2 n 

t e r m s .  Once  t h e  m i n t e r m  and  m a x t e r m  

e x p r e s s i o n s  a r e  g e n e r a t e d ,  t h e  u n -  
r e d u c e d  e x p r e s s i o n ( s )  c a n  be d e t e r -  

m i n e d  a s  a d i s j u n c t i o n  o f  t h e  
m i n t e r m s  a n d  a c o n j u n c t i o n  o f  t h e  

m a x t e r m s .  The f i r s t  s t e p  i n  t h e  p r o -  

c e d u r e  i s  t o  s o l v e  t h e  g o a l  
" s o l v e / l " .  Consider t h e  f o l l o w i n g  

e x a m p l e ,  u s i n g  t h e  o u t p u t  s p e c i f i c a -  
t i o n  [ 0 , 1 , 1 , 1 , 0 , 0 , 0 , 1 ]  . 

? -  s o l v e ( J 0 , 1 , 1 , 1 , 0 , 0 , 0 , 1 ] ) .  

O u t p u t  i s  a m a x i m a l  f u n c t i o n  o f  ] 
v a r i a b l e s .  

f ( a , b , c )  = a ' b ' c  + a ' b c '  + a ' b c  + abc  
f ( a , b , c )  = ~ - - - ( 1 ,  2 ,  ] ,  7 )  

f ( a , b , c )  = ( a + b + c )  ( a ' + b + c )  

( a ' + b + c ' )  ( a ' + b ' + c )  
f ( a , b , c )  = - i T  ( 0 ,  4 ,  5 ,  6 )  

y e s  
?-  

The f o l l o w i n g  c l a u s e s  a r e  a l s o  a s -  
s e r t e d  i n t o  t h e  PROLOG d a t a b a s e :  

m i n _ t e r m ( [ i ( a , O ) , i ( b , O ) , i ( c , O ) ] ) .  
m i n _ t e r m ( [ i ( a , O ) , i ( b , 1 ) , i ( c , O ) ] ) .  
m i n _ t e r m ( [ i ( a , O ) , i ( b , 1 ) , i t c , 1 ) ] ) .  
min t e r m ( [ i ( a , 1 ) , i ( b , 1 ) , i ( c , 1 ) ] ) .  

m a x _ t e r m ( [ i ( a , 0 ) , i ( b , 0 ) , i ( c , 0 ) ] ) .  
m a x _ t e r m ( [ i ( a , 1 ) , i ( b , 0 ) , i ( c , 0 ) ] ) .  
m a x _ t e r m ( [ i ( a , 1 ) , i ( b , 0 ) , i ( c , 1 ) ] ) .  
m a x _ t e r m ( [ i ( a , 1 ) , i ( b , 1 ) , i ( c , 0 ) ] ) .  

Determining Minimal Expressions 

For a circuit minimization pro- 

cedure t o  be u s e f u l  and  p r a c t i c a l ,  i t  
m u s t  s a t i s f y  t w o  r e q u i r e m e n t s :  com-  
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p l e t e n e s s  a n d  u n i q u e n e s s .  T h e  
r e s u l t s  o f  B o o l e a n  r e d u c t i o n  a r e  de-  

p e n d e n t  upon  t h e  o r d e r  i n  w h i c h  t e r m s  
a r e  c l a s h e d .  Thus ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  
a c h i e v e  d i f f e r e n t  s o l u t i o n s .  In 

f a c t ,  i t  i s  p o s s i b l e  f o r  a p a r t i c u l a r  
o r d e r  t o  make t h e  m i n i m a l  e x p r e s s i o n  

u n d e r i v a b t e .  The c o m p l e t e n e s s  r e -  

q u i r e m e n t  i n s u r e s  t h a t  we d e r i v e  a l l  
p o s s i b l e  r e d u c e d  f o r m s .  The u n i q u e -  
n e s s  r e q u i r e m e n t  i n s u r e s  t h a t  we 
e l i m i n a t e  r e d u n d a n t  f o r m s ,  an i m p o r -  

t a n t  c o n s i d e r a t i o n  f o r  l a r g e  c i r c u i t  

e x p r e s s  i o n s .  
The a d v a n t a g e  o f  an o b j e c t -  

o r i e n t e d  a p p r o a c h  t o  t h e  m i n i m i z a t i o n  
p r o b l e m  i s  t h e  a b i l i t y  t o  s y m b o l i -  

c a l l y  m a n i p u l a t e  c i r c u i t  e x p r e s s i o n s .  

The s y m b o l i c  a p p r o a c h  i s  mos t  c l o s e l y  
r e l a t e d  t o  t h e  t e r m s  i n  w i t h  d e s i g n  

e n g i n e e r s  f o r m u l a t e  m i n i m i z a t i o n  

p r o b l e m s .  F u r t h e r ,  t h e  s y m b o l i c  ap-  

p r o a c h  more  n a t u r a l l y  c a p t u r e s  t h e  

f u n c t i o n a l  r e l a t i o n s h i p s  w i t h i n  t h e  

p r o b l e m .  
The f i r s t  s t e p  in t h e  minimiza- 

tion p r o c e d u r e  i s  t o  s t a t e  t h e  
B o o l e a n  r e d u c t i o n  t h e o r e m s  as PROLOG 

r u l e s .  C i r c u i t  m i n i m i z a t i o n  i s  
a c h i e v e d  by r e p e a t e d l y  a p p l y i n g  t h e  
r u l e s  u n t i l  no f u r t h e r  s i m p l i f i c a t i o n  
i s  p o s s i b l e .  The r e s u l t  i s  a m i n i m a l  
e x p r e s s i o n  w h i c h  i s  l o g i c a l l y  e q u i v -  

a l e n t  to t h e  o r i g i n a l  c i r c u i t .  
PROLOG r u l e s  w e r e  c r e a t e d  f o r  t h e  
B o o l e a n  p r o p e r t i e s  o f  i d e m p o t e n c e ,  

a b s o r p t i o n ,  and c o n s e n s u s .  
L o g i c a l  t y ,  t h e  p r o p e r t y  o f  i d e m -  

p o t e n c e  can be s t a t e d  as f o l l o w s :  

X+X = X l ( a )  
XX = X l ( b )  

E x p r e s s i o n  l ( a )  w o u l d  be r e p r e s e n t e d  
i n  PROLOG a s :  

m i n _ t e r m ( [ i ( X , 1 ) ] ) .  

m i n _ t e r m ( [ i ( X , 1 ) ] ) .  

t h a t  i s ,  two  c l a u s e s  f o r  X c o u l d  be 
c o n t a i n e d  i n  t h e  PROLOG d a t a b a s e .  
The i d e m p o t e n c e  r u l e  t e l  l s  us t h a t  
o n e  o f  t h e s e  m i n t e r m s  c a n  be  

e l i m i n a t e d  o r  " r e t r a c t e d " .  A f t e r  ap-  

p l i c a t i o n  o f  t h i s  r u l e ,  t h e  d a t a b a s e  

w o u l d  c o n s i s t  o n l y  o f :  

m i n _ t e r m (  [ i ( X ,  1 ) ]  ) .  

The a b s o r p t i o n  p r o p e r t y  can be 

d e s c r i b e d  l o g i c a l l y  a s :  

X+XY = X 2 ( a )  

X(X+Y)  = X 2 ( b ) .  

The e q u i v a l e n t  PROLOG i m p l e m e n t a t i o n  

o f  2 ( a )  w o u l d  be t h a t :  

m i n _ t e r m ( [ i ( X , 1 ) ] ) .  
m i n _ t e r m ( [ i ( X , 1 ) , i ( Y , 1 ) ] ) .  

i s  e q u i v a l e n t  t o  

min_term([i(X,1)]). 

The larger minterm is completety sub- 

sumed by a smat ter term, and is 

therefore redundant. Consequently, 

the larger term term can be 

retracted. 

A corollary to the absorption 

property states that: 

XYZ+X'Y = YZ+X'Y 3(a) 

(X+Y+Z)(X'+Y) = (Y+Z)(X'+Y) 3(b). 

In 3(a), the X'Y is "nearly" con- 

tained within the term XYZ. The only 

d i f f e r e n c e  i s  t h e  v a r i a b l e  X w h i c h  i s  

u n c o m p l e m e n t e d  i n  t h e  f i r s t  t e r m  and 

c o m p l e m e n t e d  i n  t h e  s e c o n d  t e r m .  The 
c o r o l l a r y  s t a t e s  t h a t  t h i s  c r o s s -  
s i g n e d  v a r i a b l e  i s  r e d u n d a n t  and can 

be e l i m i n a t e d .  I n  t e r m s  o f  t h e  
PROLOG d a t a b a s e :  

m i n _ t e r m ( [ i ( X , 1 ) , i ( Y , 1 ) , i ( Z , 1 ) ] ) .  
m i n _ t e r m ( [ i ( X , O ) , i ( Y , 1 ) ] ) .  

i s  e q u i v a l e n t  t o  

m i n _ t e r m ( [ i ( Y , 1 ) , i ( Z , 1 ) ] ) .  
m i n _ t e r m ( [ i ( X , O ) , i ( Y , 1 ) ] ) .  

or to 
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m i n _ t e r m C [ i C X , 1 ) , i ( Y , 1 ) , i ( Z , 1 ) ] ) ,  

m i n _ t e r m C [ i ( Y , 1 ) ] ) .  

T h e  c r o s s e d - s i g n  v a r i a b l e  c a n  b e  

e l i m i n a t e d  f r o m  e i t h e r  t e r m  w h e n  t h e  

o t h e r  c o n d i t i o n s  a r e  m e t .  The l a t t e r  

v a r i a t i o n  h o w e v e r ,  a l l o w s  a f u r t h e r  

s i m p l i f i c a t i o n  t o  s i m p l y :  

m i n _ t e r m ( [ i ( Y , 1 ) ] ) .  

b y  an  a d d i t i o n a l  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  

a b s o r p t i o n  p r o p e r t y .  

The  p r o p e r t y  o f  c o n s e n s u s  c a n  be  

d e m o n s t r a t e d  b y :  

XY+X'Z+YZ = XY+X'Z 4(a) 

(X+Y)(X'+Z)(Y+Z)=(X+Y)(X'+Z) 4(b). 

The PROLOG c l a u s e s  f o r  4 ( a ) :  

m i n _ t e r m (  [ i  ( X ,  1 ) ,  i ( Y ,  1 ) ]  ) .  

r a i n _ t e r m ( [ i C X , O ) ,  i ( Z ,  1 ) ]  ) .  

r a i n _ t e r m (  [ i ( Y , 1 ) , i ( Z , 1 ) ]  ) .  

w o u l d  m i n i m i z e  t o :  

m i n _ t e r m ( [ i ( X , 1 ) , i ( Y , 1 ) ] ) .  

m i n _ t e r m ( [ i ( X , O ) , i ( Z , 1 ) ] ) .  

The  a b o v e  e x a m p l e s  h a v e  a l l  be 

c o n d u c t e d  b y  a p p l i c a t i o n s  o f  t h e  m i n -  

i m i z a t i o n  r u l e s  o n  m i  n t  e r m s .  

H o w e v e r ,  an  e x a c t l y  d u a l  p r o c e s s  c a n  

b e  c o n d u c t e d  o n  t h e  m a x t e r m s  w i t h  

i d e n t i c a l  r e s u l t s .  

PROLOG M i n i m i z a t i o n  P r o c e d u r e  

I m p l e m e n t i n g  t h e  m i n i m i z a t i o n  

p r o c e d u r e  i n  PROLOG i s  a s o m e w h a t  

t e d i o u s  p r o c e s s ,  c o n s i s t i n g  o f  f o u r  

s t e p s .  The f i r s t  s t e p  i s  t o  p r o d u c e  

a c o p y  o f  e a c h  m i n t e r m  a n d  m a x t e r m  

a n d  a d d  an  e x t r a  a r g u m e n t ,  n u m b e r i n g  

t h e  t e r m s .  S e c o n d ,  a t  e a c h  i t e r a t i o n  

t w o  t e r m s  m u s t  be  c h o s e n  w h i c h  w i l t  

be e x a m i n e d  f o r  t h e  p r o p e r t y  o f  i d e m -  

p o t e n c e  a n d  a b s o r p t i o n .  When  e x -  

a m i n a t i o n  o f  p a i r s  o f  t e r m s  i s  e x -  

h a u s t e d ,  t r i o s  o f  t e r m s  m u s t  be e x -  

a m i n e d  f o r  t h e  p r o p e r t y  o f  c o n s e n s u s .  

When m i n i m i z a t i o n  i s  c o m p l e t e d  on a n y  

o n e  s t e p ,  t h e  p r o c e s s  m u s t  b e  r e -  

s t a r t e d  f r o m  t h e  b e g i n n i n g  s i n c e  t h e  

new c l a u s e s  w h i c h  a r e  g e n e r a t e d  may 

r e d u c e  o t h e r  t e r m s .  T h i r d ,  a 

= ' m a t c h i n g "  p r o c e s s  m u s t  be p e r f o r m e d  

w h i c h  e x a m i n e s  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  

p a i r  o r  t r i o  o f  t h e  m i n t e r m  o r  m a x -  

t e r m .  No a s s u m p t i o n s  c a n  b e  m a d e  

a b o u t  t h e  o r d e r  o f  v a r i a b l e s  w i t h i n  

t h e  m i n t e r m s  o r  m a x t e r m s  s i n c e  t h e  

m i n i m i z a t i o n  p r o c e d u r e  w i l t  e l i m i n a t e  

s o m e  b u t  r e t a i n  o t h e r  v a r i a b l e s  

( c o m p o n e n t s ) .  F i n a l  t y ,  a f t e r  t h e  

c o m p o n e n t s  o f  t h e  m i n t e r m s  a n d  m a x -  

t e r m s  a r e  " m a t c h e d " ,  t h e  a c t u a l  m i n i -  

m i z a t i o n  r u l e s  may be a p p l i e d ,  a n d  

t h e  c l a u s e s  o f  t h e  d a t a b a s e  u p d a t e d .  

T h i s  p r o c e s s  i s  r e p e a t e d  u n t i l  n o  

f u r t h e r  m i n i m i z a t i o n  i s  p o s s i b l e .  

When t h i s  i s  a c h i e v e d ,  t h e  o n l y  t a s k  

r e m a i n i n g  i s  t o  p r i n t  t h e  r e s u l t s  i n  

a r e a d a b l e  f o r m a t .  

M a n i p u l a t i n g  T e r m s  

As a t r e a d y  n o t e d ,  c o p y i n g  t h e  

m i n t e r m s  a n d  m a x t e r m s  i s  t h e  f i r s t  

s t e p  i n  t h e  m i n i m i z a t i o n  p r o c e d u r e .  

When PROLOG m a t c h e s  o b j e c t s  i n  t h e  

d a t a b a s e  i t  h a s  no  i n s i g h t  i n t o  t h e  

f a c t  t h a t  t w o  t e r m s  a r e  t h e  s a m e  

t e r m .  N a m i n g  t h e  t e r m s  p r e v e n t s  

PROLOG f r o m  i n a p p r o p r i a t e l y  a t t e m p t -  

i n g  t o  a p p l y  t h e  i d e m p o t e n c e  r u l e  t o  

a s i n g l e  c l a u s e .  N a m i n g  t h e  m i n t e r m s  

a n d  m a x t e r m s  b y  n u m b e r  a l s o  a l l o w s  a 

d e g r e e  o f  c o n t r o l  o v e r  t h e  o r d e r  i n  

w h i c h  t e r m s  a r e  c o m p a r e d .  P e r m u t a -  

t i o n s  o f  t h e  c l a u s e  n u m b e r i n g  c a n  be 

f o r m e d .  An i n d i r e c t  m a t c h i n g  c a n  be 

p e r f o r m e d  f r o m  t h e s e  p e r m u t a t i o n s .  A 

" c h o o s e "  f u n c t i o n  ( i m p l e m e n t e d  i n  

PROLOG) i s  u s e d  t o  s e l e c t  p a i r s  a n d  

t r i o s  o f  c l a u s e s  f r o m  t h e  d a t a b a s e .  

N o r m a l l y ,  t h e  PROLOG d a t a b a s e  i s  

s e a r c h e d  f r o m  t o p  t o  b o t t o m  w h e n  

m a t c h i n g  c l a u s e s .  H o w e v e r ,  t h e  

c h o o s e  f u n c t i o n  e f f e c t s  an  a l t e r a t i o n  

i n  t h e  c l a u s e  o r d e r  w i t h o u t  a c t u a l l y  

p h y s i c a l l y  m o v i n g  t h e  c l a u s e s  i n  t h e  

d a t a b a s e .  T h i s  a l l o w s  a c o m p l e t e  s e t  

o f  c l a u s e  c l a s h i n g s  t o  be  e x a m i n e d .  

O n c e  t h e  m i n t e r m s  o r  m a x t e r m s  

a r e  c o p i e d  a n d  n u m b e r e d ,  t h e y  a r e  
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g a t h e r e d  i n t o  a L i s t  wh i ch  i s  p e r -  
muted i n t o  a l l  p o s s i b l e  o r d e r i n g s  o f  
c l a u s e  n u m b e r s .  P a i r s  and t r i o s  a r e  
s e l e c t e d  f o r  c l a s h i n g  by a PROLO6 
c h o o s e  f u n c t i o n .  The p r e d i c a t e  
" m a t c h / 8 "  p e r f o r m s  t h e  s e l e c t i o n  o f  
t h e  c l a u s e s  t o  be c l a s h e d .  The 
c l a u s e s  . g e n _ t e r m / 2 "  a r e  t h e  c o p i e d  
and named v e r s i o n s  o f  t h e  m i n t e r m  or  
m a x t e r m  c l a u s e s  ( d e p e n d i n g  upon wh i ch  
m i n i m i z a t i o n  i s  b e i n g  p e r f o r m e d ) .  
Choose i s  a r e s a t i s f i a b t e  p r e d i c a t e  
w h i c h  s e l e c t s  p e r m u t a t i o n s  o f  n 
c l a u s e s  t a k e n  k a t  a t i m e .  P a i r s  o f  
c l a u s e s  a r e  p a s s e d  to  t h e  " c l a s h / 5 "  
p r e d i c a t e .  T r i o s  o f  c l a u s e s  ( u s e d  i n  
t h e  i m p t e m e n t a t i o n  o f  c o n s e n s u s )  a r e  
h a n d l e d  by s p e c i a l  r u l e s  wh i ch  do no t  

use  t h e  c l a s h i n g  p r o c e d u r e .  The 
PROLOG i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  m a t c h i n g  
p r o c e d u r e  i s  g i v e n  b e l o w .  

m a t c h ( T e r m  l i s t , A , A N , B , B N , X , Y , Z )  : -  
w 

c h o o s e ( T e r m _ L i s t , 2 ,  [ANI [ B N ] ] ) ,  

gen t e r m ( A N , A ) ,  
g e n _ t e r m ( B N , B ) ,  
AN \=  BN, 
c L a s h ( A , B , X , Y , Z ) .  

m a t c h ( T e r m _ t i s t , A , A N , B , g N , C , C N )  "" 
c h o o s e ( T e r m _ L i s t , 3 ,  

[AN I JaN I [CN] ] ] ) ,  
g e n _ t e r m ( A N , A ) ,  
g e n _ t e r m ( B N , g ) ,  
g e n _ t e r m ( C N , C ) ,  
AN \=  BN, 
CN \=  AN, 
CN %= BN. 

C L a s h i n g  Terms. 
C L a s h i n g  t e r m s  i s  a c o m p l i c a t e d  

p r o c e s s ,  i n  wh i ch  no a s s u m p t i o n s  may 
be made a b o u t  t h e  o r d e r i n g  o f  t e rms  
o r  t h e  o r d e r i n g  o f  v a r i a b l e s  w i t h i n  
t e r m s .  The c o m p o n e n t s  o f  t h e  t e rms  
must be c o m p a r e d  p a i r w i s e .  A L t h o u g h  
t h e r e  a r e  p r o b a b l y  s e v e r a l  ways i n  
wh i ch  t o  e f f e c t  t h i s  c o m p a r i s o n ,  t h e  
one s e l e c t e d  works  e f f i c i e n t l y  and 
e x t r a c t s  t h e  i n f o r m a t i o n  n e c e s s a r y  t o  
a p p l y  t h e  m i n i m i z a t i o n  r u l e s .  The 
c l a s h i n g  p r o c e s s  e x a m i n e s  two t e rms  
and  e x t r a c t s  t h r e e  L i s t s  f r o m  t h e  

t e r m s :  a L i s t  o f  m a t c h i n g  com- 
p o n e n t s ,  a L i s t  o f  c o m p o n e n t s  from 

t h e  f i r s t  t e rm  u n r e p r e s e n t e d  i n  t he  
s e c o n d ,  and a L i s t  o f  c o m p o n e n t s  o f  

t h e  s e c o n d  t e r m  u n r e p r e s e n t e d  i n  t he  
f i r s t  t e r m .  The f o l l o w i n g  e x a m p l e  
d e m o n s t r a t e s  how t h e s e  L i s t s  a r e  ex-  
t r a c t e d  f r o m  c l a s h i n g  o f  t h e  m i n t e r m s  

XY and XZ: 

?- c t a s h ( [ i ( X , 1 ) , i ( Y , O ) ] ,  
[ i ( X , 1 ) , i ( Z , 1 ) ] ,  
H a t c h _ L i s t ,  
L i s t A ,  
L i s t B ) .  

E x e c u t i o n  o f  t h e  above  goa t  p r o d u c e s  

t h e  f o l l o w i n g  b i n d i n g s :  

?- c l a s h (  [ i ( X ,  1 ) ,  i ( Y , O ) ]  , 
[ i ( X , 1 ) , i ( Z , 1 ) ]  , 

[ i ( X , 1 ) ] ,  
[ i ( Y , 1 ) ] ,  
[ i ( Z , 1 ) ] ) .  

The c o d e  wh ich  e f f e c t s  t h e s e  b i n d i n g s  

i s  as f o l l o w s :  

c l a s h ( [ ] , [ ] , [ ] , [ ] , [ ] )  : "  ! .  
c t a s h ( [ ] , X , H a t c h _ t i s t , L i s t A , L i s t B )  "-  

a p p e n d ( [ ] , H a t c h _ n e w , H a t c h _ l i s t ) ,  
a p p e n d ( [ ] , N e w A , L i s t A ) ,  
a p p e n d ( X , N e w g , L i s t B ) ,  
c l a s h ( L ] ,  [ ] , H a t c h  new, 

NewA,NewB) .  
c l a s h ( X ,  [ ] , H a t c h _ t i s t , L i s t A , L i s t B )  : "  

a p p e n d ( [ ] , H a t c h _ n e w , M a t c h _ l i s t ) ,  
a p p e n d ( X , N e w A , L i s t A ) ,  
a p p e n d ( [ ] , N e w B , L i s t B ) ,  
c l a s h ( L ] ,  [ ] , H a t c h  new, 

NewA,NewB) .  
c l a s h ( [ H e a d A J R e s t A ] , X , H a t c h _ t i s t ,  

L i s t A , L i s t B )  : -  
m e m b e r ( H e a d A , X ) ,  
d e l e t e ( H e a d A , X , R e s t B ) ,  
a p p e n d ( [ H e a d A ] , H a t c h _ n e w ,  

Ha tch  L i s t ) ,  
a p p e n d ( [ ] , N e w A , L i s t A ) ,  
a p p e n d ( [ ] , N e w B , L i s t B ) ,  
c l a s h ( R e s t A , R e s t B , H a t c h _ n e w ,  

NewA,Newg) .  
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c t a s h ( X , [ H e a d B I R e s t B ] , M a t c h _ l i s t ,  

L i s t A , L i s t B )  : -  

m e m b e r ( H e a d B , X ) ,  

d e l e t e ( H e a d A , X , R e s t A ) ,  

a p p e n d ( [ H e a d A ] , M a t c h _ n e w ,  

M a t c h _ l i s t ) ,  

a p p e n d ( [ ] , N e w A , L i s t A ) ,  

a p p e n d ( [ ] , N e w B , L i s t B ) ,  

c l a s h ( R e s t A , R e s t B , H a t c h _ n e w ,  

N e w A , N e w B ) .  

c t a s h ( [ H e a d A I R e s t A ] ,  [ H e a d B I R e s t B ] ,  

M a t c h  t i s t , L i s t A , L i s t B )  : -  

HeadA  \ =  H e a d B ,  

a p p e n d ( [ H e a d A ] , N e w A , L i s t A ) ,  

a p p e n d ( [ H e a d g ] , N e w B , L i s t B ) ,  

a p p e n d ( [ ] , M a t c h _ n e w , M a t c h _ L i s t ) ,  

c l a s h ( R e s t A , R e s t B , M a t c h _ n e w ,  

N e w A , N e w B ) .  

The  c l a s h  p r o c e d u r e  e x a m i n e s  t h e  

e l e m e n t s  o f  t h e  t w o  L i s t s  a n d  r e c u r -  

s i v e l y  b u i l d s  t h e  m a t c h i n g ,  a n d  n o n -  

m a t c h i n g  L i s t s  b y  d e t e r m i n i n g  t h e  s e t  

m e m b e r s h i p  o f  e a c h  L i s t  e l e m e n t .  The 

" c l a s h e d "  l i s t s  a r e  i n  a f o r m  t h a t  

c a n  be  m i n i m i z e d  b y  PROLOG r u t e s .  

M i n i m i z a t i o n  R u l e s  

The  m i n i m i z a t i o n  i s  p e r f o r m e d  b y  

s i m p l e  PROLOG r u l e s .  F o r  a l l  o f  t h e  

B o o L e a n  t h e o r e m s  e x c e p t  c o n s e n s u s ,  

t h e  r e s u l t s  o f  t h e  " c l a s h / 5 "  p r o c e -  

d u r e  a r e  p a s s e d  t o  t h e  " r e d u c e / 7 "  

p r e d i c a t e .  The  c a l l s  t o  t h e  r e d u c e  

p r e d i c a t e  h a v e  t h e  f o r m :  

r e d u c e ( T e r m A , N u m b e r A , T e r m B , N u m b e r B ,  

M a t c h i n g , R e s t A , R e s t B ) .  

C o n s e n s u s  i s  h a n d l e d  as a e x c e p t i o n  

b y  s p e c i a l  r u l e s .  

T h e  r u l e  w h i c h  i d e n t i f i e s  a n d  

r e d u c e s  t h e  e x p r e s s i o n s  b y  t h e  i d e m -  

p o t e n c e  p r o p e r t y  i s  as  f o l l o w s :  

/ *  E x a c t l y  M a t c h i n g  T e r m s  * /  
/ *  * /  

/ *  AA = A * /  

/ *  ( A + A )  = A * /  
/ *  * /  

r e d u c e ( A , A N , B , B N , X ,  [ ] ,  [ ] )  : -  

A = B ,  

r e t r a c t ( g e n _ t e r m ( A N , A ) ) .  

The a r g u m e n t s  t o  " r e d u c e / 7 "  a r e  t h e  

t w o  c l a u s e s  b e i n g  c o m p a r e d  ( A ,  B ) ,  

t h e  o r d e r i n g  n u m b e r  ( A N ,  B N ) ,  t h e  

l i s t  o f  m a t c h i n g  s u b t e r m s  f r o m  t h e  

t w o  c l a u s e s ,  t h e  n o n m a t c h i n g  s u b t e r m s  

f r o m  t h e  f i r s t  c l a u s e ,  a n d  t h e  n o n -  

m a t c h i n g  s u b t e r m s  f r o m  t h e  s e c o n d  

c l a u s e .  As c a n  be  s e e n  a b o v e ,  t h i s  

d e f i n i t i o n  o f  t h e  r e d u c e  p r e d i c a t e  

r e c o g n i z e s  t h a t  A a n d  B a r e  t h e  same 

c l a u s e .  T h e r e  a r e  n o  n o n m a t c h i n g  

t e r m s  as i n d i c a t e d  b y  t h e  n u l l  l i s t s  

( [ ] ) .  When t h e s e  c o n d i t i o n s  a r e  me t  

o n e  o f  t h e  c l a u s e s  c a n  be  e l i m i n a t e d .  

As c a n  b e  s e e n  a b o v e ,  o n e  o f  t h e  

c l a u s e s  i s  r e t r a c t e d  f r o m  t h e  PROLOG 

d a t a b a s e .  

The a b s o r p t i o n  r u l e  i s  s o m e w h a t  m o r e  

c o m p l i c a t e d  a n d  i s  g i v e n  b y :  

/ *  One T e r m  i s  C o m p l e t e l y  S u b s u m e d  

b y  a L a r g e r  T e r m  
/ *  

/ *  AB+ABC = AB 

/ *  ( A + B ) ( A + B + C )  = ( A + B )  
/ *  

r e d u c e ( A , A N , B , B N , X ,  [ ] , _ )  " -  

r e t r a c t ( g e n _ t e r m ( B N , B ) ) .  

r e d u c e ( A e A N , B , B N , X , _ ,  [ ] )  : -  

r e t r a c t ( g e n _ t e r m ( A N , A ) ) .  

* /  

* /  

* /  

* /  

* /  

I n  t h i s  c a s e ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  

o n l y  o n e  n o n m a t c h i n g  L i s t  i s  n u l l  

( [ ] ) .  T h i s  i n d i c a t e s  t h a t  o n e  o f  t h e  

t e r m s  i s  c o n t a i n e d  w i t h i n  t h e  o t h e r  

b u t  t h e  t w o  d o  n o t  m a t c h  e x a c t l y .  

T h i s  i s  a m o r e  g e n e r a l  c a s e  f o r  t h e  

e x a c t l y  m a t c h i n g  c a s e  a b o v e .  When 

t h e s e  c o n d i t i o n s  a r e  m e t ,  t h e  l a r g e r  

o f  t h e  t w o  t e r m s  m a y  b e  r e t r a c t e d  

f r o m  t h e  PROLOG d a t a b a s e .  T h e r e  a r e  

t w o  i n s t a n c e s  o f  t h i s  p r e d i c a t e  b e -  

c a u s e  t h e  l a r g e r  t e r m  m a y  b e  t h e  

f i r s t  o r  s e c o n d  o f  t h o s e  " c l a s h e d " .  

The  r e d u c t i o n  r u l e  m u s t  be  a b l e  t o  

r e c o g n i z e  b o t h  v a r i a t i o n s  i n  o r d e r  t o  

e f f e c t  a c o m p l e t e  m i n i m i z a t i o n .  

R e c o g n i z i n g  p a r t i a l  t y  m a t c h i n g  

t e r m s  d i f f e r i n g  i n  s i g n  b y  o n e  s u b -  

t e r m  v a r i a b l e  i s  s o m e w h a t  m o r e  c o s -  
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p l i c a t e d .  The  PROLOG r u l e s  w h i c h  a c -  

c o m p l i s h e s  t h i s  r e d u c t i o n  i s  as  f o l -  

l o w s :  

/ *  One S u b t e r m  S u b s u m e d  b y  

L a r g e r  T e r m  E x c e p t  f o r  a 

S i n g l e  V a r i a b l e  w h i c h  

D i f f e r s  i n  S i g n  * /  
/ *  * /  

/ *  ABC+A~B = B C + A I B  * /  

/ *  ( A + B + C ) ( A ' + B )  = ( B + C ) ( A ' + B )  * /  
/ *  * /  

reduce(A,AN,B,BN,X, [ i (N ,O)  I [ ]  ] ,  
L i s tB )  -- 

member(i(N,1),ListB), 
d e l e t e ( i ( N , 1 ) , B , N e w B ) ,  

r e t r a c t ( g e n _ t e r m ( B N , B ) ) ,  

assert (gen_term(BN,NewB)) .  

reduce(A,AN,B,BN,X, [i(N,1) I [] ] ,  
L i s tB )  :- 

member(i(N,O),ListB), 
delete(i(N,O),B,NewB), 
r e t r a c t ( g e n _ t e r m ( B N , B ) ) ,  
assert (gen_term(BN,NewB)) .  

reduce(A,AN,B,BN,X,L is tA,  

[ i ( N , 0 )  I [ ]  ] ) : "  

m e m b e r ( i ( N , 1 ) , L i s t A ) ,  

d e t e t e ( i ( N , 1 ) , A , N e w A ) ,  

r e t r a c t ( g e n _ t e r m ( A N , A ) ) ,  

a s s e r t ( g e n _ t e r m ( A N , N e w A ) ) .  

r e d u c e ( A , A N , B , B N , X , L i s t A ,  

[ i ( N , 1 )  I [ ]  ] )  : "  

m e m b e r ( i ( N , 0 ) , L i s t A ) ,  

d e t e t e ( i ( N , 0 ) , A , N e w A ) ,  

r e t r a c t ( g e n _ t e r m ( A N , A ) ) ,  

a s s e r t ( g e n _ t e r m ( A N , N e w A ) ) .  

H e r e  we a s s u m e  t h a t  t h e  t w o  t e r m s  

w i l l  m a t c h  up  t o  a s i n g l e  s u b t e r m .  A 

c h e c k  i s  made  t o  s e e  i f  t h e  s i n g l e  

s u b t e r m  i s  a c o m p l e m e n t e d  v e r s i o n  o f  

some m e m b e r  o f  w h a t  i s  l e f t  o v e r  i n  

t h e  o t h e r  t e r m .  I f  t h i s  c o n d i t i o n  i s  

m e t ,  t h e  v a r i a b l e  f r o m  b e  d e l e t e d  

f r o m  e i t h e r  t e r m .  By c o n v e n t i o n ,  we 

c h o o s e  t o  e l i m i n a t e  t h e  v a r i a b l e  ' f r o m  

t h e  l a r g e r  t e r m .  F o u r  i n s t a n c e s  o f  

t h e  p r e d i c a t e  a r e  r e q u i r e  b e c a u s e  we 

c a n n o t  m a k e  a n y  a s s u m p t i o n s  a b o u t  t h e  

p o s i t i o n  t h a t  t h e  c r o s s e d - s i g n  v a r i -  

a b l e  w i l t  b e  f o u n d .  I t  c a n  be f o u n d  

i n  e i t h e r  t e r m  a n d  i t s  v a l u e  i n  t h e  

f i r s t  may be "0"  or " I " .  Th is  

c r e a t e s  f o u r  s p e c i f i c  c a s e s .  T h e  

p r e d i c a t e  r e l i e s  o n  a d e s t r u c t i v e  

l i s t  f u n c t i o n  ( i m p l e m e n t e d  i n  PROLOG) 

w h i c h  a l l o w s  t h e  d e l e t i o n  o f  a m e m b e r  

f r o m  a l i s t .  

R e c o g n i z i n g  t h e  p r o p e r t y  o f  c o n -  

c e n s u s  i s  t h e  m o s t  d i f f i c u l t  o f  a l l  

o f  t h e  B o o l e a n  t h e o r e m s  t o  i m p l e m e n t .  

I t  i n v o l v e s  t h e  s i m u l t a n e o u s  c o m -  

p a r i s o n  o f  t h r e e  t e r m s .  As i n  t h e  

o t h e r  c a s e s ,  n o  a s s u m p t i o n  m a y  b e  

made  a b o u t  t h e  p o s i t i o n s  i n  w h i c h  t h e  

m a t c h i n g  s u b t e r m s  w i l t  be f o u n d .  

/ *  One T e r m  i s  a C r o s s  P r o d u c t  o f  

Two O t h e r  T e r m s  * /  

I *  * I  
/ *  AIB+BC+AC = AIB+AC * /  

/ *  (A'+B)(B+C)(A+C) = (A'+ B)(A+C) * /  
/ *  * /  

comp(1,O). 

comp(O,1). 

r e d u c e ( [ i ( L , L V O ) , i ( M , M V ) ] , A N ,  

[ i ( L , L V 1 ) , i ( O , O V ) ] , B N ,  

[ i ( N 1 , M V 1 ) , i ( O 1 , O V 1 ) ] , C N )  - -  

c o m p ( L V 0 , L V 1 ) ,  

p e r m u t a t i o n ( [ i ( M , M V ) , i ( O , O V ) ] ,  

[ i ( M 1 , M V 1 ) , i ( O 1 , O V 1 ) ] ) ,  

r e t r a c t ( g e n _ t e r m ( C N ,  ) ) .  

reduce([i(L,LVO),i(M,MV)],AN, 
[ i ( M I , M V I ) , i ( O I , 0 V I ) ] , B N ,  

[i(L,LVl),i(O,OV)],CN) : -  
comp(LVO,LV1), 
permutation([i(M,MV),i(O,OV)], 

[ i (MI,MVl), i(OI,0Vl)]),  
r e t r a c t ( g e n _ t e r m ( B N , _ ) ) .  

r e d u c e ( [ i ( M 1 , M V l ) , i ( O 1 , O V l ) ] , A N ,  

[i(L,LVO),i(M,MV)],BN, 
[i(L,LVl),i(O,OV)],CN) :- 

comp(LVO,LVl), 

permutation([i(M,MV),i(O,OV)], 
[ i(MI,MVl), i(OI,0VI)]), 

r e t r a c t ( g e n _ t e r m ( A N , _ ) ) .  

A Complete Example 

The r e d u c t i o n  p r o c e d u r e  
descr ibed above are c a r r i e d  out u n t i l  

no f u r t h e r  m i n i m i z a t i o n  can be per- 

formed. The procedures are c a r r i e d  
out on both minterms and maxterms, 

981 



y i e l d i n g  m i n i m a l  a n d  e q u i v a l e n t ,  

t h o u g h  n o t  n e c e s s a r i l y  e q u a l  e x p r e s -  
s i o n s .  The m i n i m i z a t i o n  p r o c e d u r e  i s  
c o n c l u d e d  b y  p r i n t i n g  t h e  r e d u c e d  

s o l u t i o n ( s )  f o u n d  and  t a l l y i n g  up t h e  

n u m b e r  o f  g a t e s  r e q u i r e d  by  e a c h  
s i m p l i f i e d  f o r m .  The f o l l o w i n g  i s  a 

c o m p l e t e  e x a m p l e  o f  t h e  t e c h n i q u e s  
u s i n g  t h e  o u t p u t  s p e c i f i c a t i o n  

[ 0 , 1 , 1 , 1 , 0 , 0 , 0 , 1 ] .  

?-  s o l v e ( [ O , l , l , l , 0 , O , O , 1 ] ) .  

O u t p u t  i s  a m a x i m a l  f u n c t i o n  o f  3 

v a r i a b l e s .  

f ( a , b , c )  = a ' b ' c  + a ' b c '  + a ' b c  + a b c  
f ( a , b , c )  = ~ ( 1 ,  2 ,  5 ,  7 )  

f ( a , b , c )  = ( a  + b + c )  ( a '  + b + c )  
( a '  + b + c ' )  ( a '  + b '  + c )  

f ( a , b , c )  = ~  ( 0 ,  4 ,  5 ,  6 )  

y e s  
?-  m i n i m i z e .  

M i n i m a l  E x p r e s s i o n  D e r i v e d  f r o m  

Minterms 

bc + a'b + a'c 

Gate Summary 

7 T o t a l  G a t e s  (5  A n d ,  2 O r ,  2 N o t )  

M i n i m a l  E x p r e s s i o n  D e r i v e d  f r o m  

M a x t e r m s  

( a '  + c )  ( a '  + b )  ( b  + c )  

G a t e  S u m m a r y  
7 T o t a l  G a t e s  (2  A n d ,  3 O r ,  2 N o t )  

y e s  
?-  

T h e  e x p r e s s i o n  d e r i v e d  f r o m  
m i n t e r m s  i s  k e p t  i n  sum o f  p r o d u c t s  

f o r m ,  w h i t e  t h e  e x p r e s s i o n  d e r i v e d  

f r o m  m a x t e r m s  i s  k e p t  i n  p r o d u c t  o f  
sums f o r m .  E x p a n d i n g  t h e  p r o d u c t  o f  

sums f o r m  d e r i v e d  f r o m  t h e  m a x t e r m s ,  

and  p e r f o r m i n g  a t i t t l e  e x t r a  m i n i -  
m i z a t i o n  s h o w s  t h a t  t h e  t w o  e x p r e s -  

s i o n s  a r e  i n d e e d  e q u i v a l e n t .  T h e r e  
i s  no  o b v i o u s  s i m p l i f i c a t i o n  t h a t  

w i l t  r e d u c e  bc + a ' b  + a ' c .  The e x -  
p r e s s i o n  i s  t h u s  c o n s i d e r e d  m i n i m a l .  

C o m p l e t e n e s s  and  U n i q u e n e s s  

E a r t y  i n  t h i s  p a p e r ,  i t  w a s  

s t a t e d  t h a t  a u s e f u l  m i n i m i z a t i o n  a l -  
g o r i t h m  w o u l d  h a v e  t o  h a v e  t h e  

p r o p e r t i e s  o f  c o m p t e t e n e s s  a n d  
u n i q u e n e s s .  I d e a l l y ,  i t  w o u l d  

d e s i r e d  f o r  t h e  a l g o r i t h m  t o  d e r i v e  a 

s i n g t e  a b s o l u t e l y  m i n i m a l  f o r m .  

H o w e v e r ,  we know f r o m  a p p l i c a t i o n s  o f  

B o o l e a n  r e d u c t i o n  m e t h o d s  t h a t  
s e v e r a l  l o g i c a l l y  e q u i v a l e n t  t h o u g h  

p r e c i s e l y  d i f f e r e n t  f o r m s  a r e  o f t e n  

a t t a i n a b l e .  E v e n  among f o r m s  w h i c h  
r e q u i r e  an e q u a l  n u m b e r  o f  l o g i c a l  
g a t e s ,  a p a r t i c u l a r  f o r m  may be m o r e  

d e s i r a b l e  t h a n  a n o t h e r  b e c a u s e  i t  i s  
c o m p o s e d  o f  a p r e p o n d e r a n c e  o f  a p a r -  

t i c u l a r  t y p e  o f  g a t e  w h i c h  i s  e a s i e r  

t o  f a b r i c a t e ,  l e s s  e x p e n s i v e ,  o r  m o r e  
c o m m o n l y  a v a i l a b l e .  T h u s ,  we w o u l d  
r e a l l y  l i k e  t o  h a v e  t h e  o p p o r t u n i t y  

t o  e x a m i n e  a l l  p o s s i b l e  m i n i m a l  

f o r m s .  
S i n c e  m i n i m i z a t i o n  b y  B o o l e a n  

r e d u c t i o n  r e q u i r e s  c l a s h i n g  o f  t e r m s ,  
d i f f e r e n t  r e s u l t s  a r e  p o s s i b l e  when 
t h e  c l a s h i n g  o r d e r  i s  v a r i e d .  To 

c o m p l y  w i t h  t h e  c o m p l e t e n e s s  r e q u i r e -  
m e n t ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  e m p l o y  a 
p r o c e d u r e  w h i c h  p r o d u c e s  a c o m p l e t e  
s e t  o f  t h e  p o s s i b l e  c l a s h e s  a m o n g  
t e r m s .  I t  i s  h e r e  t h a t  t h e  u s e  o f  
PROLOG as a d e v e l o p m e n t  t o o l  f i n d s  

i t s  g r e a t e s t  a d v a n t a g e .  The m i n i -  
m i z a t i o n  p r o c e d u r e  was i n i t i a t e d  by  
p r o d u c i n g  a n u m b e r e d  c o p i e s  o f  t h e  

o r i g i n a l  m i n t e r m s  a n d  m a x t e r m s .  
C l a s h e s  w e r e  s e l e c t e d  by  means  o f  a 
" c h o o s e "  p r o c e d u r e  a p p l i e d  t o  p e r -  
m u t a t i o n s  o f  t h e  o r i g i n a l  m i n t e r m  and  

m a x t e r m  o r d e r .  T h e  n a t u r a l  b a c k -  
t r a c k i n g  m e c h a n i s m s  i n h e r e n t  i n  

PROLOG c a r r y  t h e  p r o c e d u r e  t h r o u g h  
a l l  p o s s i b l e  p e r m u t a t i o n s  o f  t h e  
o r i g i n a l  m i n t e r m  and  m a x t e r m  s e t s .  
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The e f f e c t  i s  t o  a t t e m p t  a l l  p o s s i b l e  

c t a s h i n g s  o f  t h e  t e r m s .  
T h e r e  a r e  e n o r m o u s  c o s t s  i n  

t e r m s  o f  c o m p u t a t i o n  t i m e  t o  a p r o c e -  
d u r e  e m p l o y i n g  s u c h  a s t r a t e g y .  The 
w o r s t - c a s e  b e h a v i o r  o f  a s i m p l e  a l g o -  
r i t h m  t o  f i n d  a s i n g l e  m i n i m a l  s o t u -  

n 
t i o n  by  c l a s h i n g  i s  ( 2 ) "  H o w e v e r ,  
when a l l  p o s s i b l e  c l a s h i n g s  a r e  e x -  
a m i n e d  t h e  o r d e r  o f  c o m p l e x i t y  r i s e s  

n t o  ( 2  ) n !  T h i s  c a n  b e  
d e m o n s t r a t e d  by  o b s e r v i n g  t h a t  t h e  

n ( 2  ) c l a s h e s  m u s t  be  p e r f o r m e d  
a g a i n s t  t h e  n!  p o s s i b l e  o r d e r i n g s  o f  
t h e  o r i g i n a l  m i n t e r m s  and  m a x t e r m s .  

The u n i q u e n e s s  r e q u i r e m e n t  can  

be s t a t e d  as a d e s i r e  t o  e x a m i n e  o n l y  

u n i q u e  s o l u t i o n s .  Many o f  t h e  c l a s h -  
i n g s  w i l l  y i e l d  i d e n t i c a l  s o l u t i o n s .  

As e a c h  s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d ,  we can  
d e t e r m i n e  w h e t h e r  i t  i s  a p e r m u t a t i o n  

o f  a s o l u t i o n  a t  r e a d y  d e r i v e d .  

R e d u n d a n t  s o l u t i o n s  c a n  t h u s  be  
e l i m i n a t e d .  T h i s  a d d s  a L e v e l  o f  

c o m p l e x i t y  w h i c h  i s  t r i v i a l  when com-  
p a r e d  t o  t h e  c o m p l e x i t y  a d d e d  by  t h e  

c o m p l e t e n e s s  r e q u i r e m e n t .  

O b s e r v a t i o n s  
T h e  o b j e c t  o f  t h i s  p a p e r  h a s  

b e e n  t o  d e s c r i b e  a s e t  o f  p r o c e d u r e s  
t o  p e r f o r m  a s y m b o l i c  m i n i m i z a t i o n  o f  

s w i t c h i n g  c i r c u i t  e x p r e s s i o n s  by  a 
PROLOG i m p l e m e n t a t i o n  o f  B o o l e a n  
s i m p l i f i c a t i o n  r u l e s .  The a p p l i c a -  
t i o n  o f  s u c h  r u l e s  w i t h  s i m p l e  c i r -  

c u i t s  a t  l e a s t ,  p r o d u c e s  a c c u r a t e  

r e s u l t s .  A r t i f i c i a l  c o n s t r a i n t s  on 

c o m p l e t e n e s s  a n d  u n i q u e n e s s  w e r e  
p l a c e d  on t h e  r e s u t t s  t o  be d e r i v e d .  
T h e  r e s u l t s  a r e  u n d o u b t e d l y  o f  

t h e o r e t i c a l  s i g n i f i c a n c e .  H o w e v e r ,  
as i n  many  a p p l i c a t i o n s  o f  A r t i f i c i a l  

i n t e l l i g e n c e  t o  r e a l  l i f e  p r o b l e m s ,  
t h e  p r a c t i c a l  s i g n i f i c a n c e  g i v e n  t h e  
c o m p u t a t i o n a l  o v e r h e a d s  i n v o l v e d  can  
be q u e s t i o n e d  a t  many l e v e l s .  The 

q u e s t i o n s  r a i s e d  a r e  c e r t a i n t y  v a l i d  
g i v e n  t h e  l e v e l  o f  c o m p u t a t i o n a l  
, , h o r s e p o w e r  == p r e s e n t l y  a t t a i n a b l e .  
H o w e v e r ,  on  a d a i l y  b a s i s  we a r e  

p r e s e n t e d  w i t h  t h e  e v i d e n c e  t h a t  com-  
p u t i n g  m a c h i n e s  a r e  a d v a n c i n g  t o  a 

l e v e l  o f  u n p r e c e d e n t e d  c o m p u t a t i o n a l  
p o w e r .  G i v e n  t h e s e  t e c h n o l o g i c a l  a d -  

v a n t a g e s ,  i t  i s  n o t  h e r e s y  t o  p r e -  
d i c t ,  t h a t  a l g o r i t h m s  w h i c h  a p p r o a c h  
p r o b l e m s  i n  t h e  same m a n n e r  as t h e  
human u s e r ,  w i l t  be t e c h n i c a l l y ,  as 
w e l t  a s ,  t h e o r e t i c a l l y  p r a c t i c a l .  

The a u t h o r  w e l c o m e s  a n y  f e e d b a c k  

on t h e  m a t e r i a l  p r e s e n t e d  h e r e .  C o r -  
r e s p o n d e n c e  s h o u l d  be a d d r e s s e d  t o  

t h e  a u t h o r  a t  C i t y  C o l l e g e  o f  New 
Y o r k .  A t e x t  o f  t h e  c o d e  w i  t t be  

made a v a i l a b l e  t o  i n t e r e s t e d  c o n -  

f e r e n c e  p a r t i c i p a n t s .  
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