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Methoden

Arne Wahrburg* und Jürgen Adamy

Entwurf von Fehlerisolationsbeobachtern für
lineare Systeme mit unsicheren Parametern
Design of fault isolation observers for linear systems with uncertain parameters

Zusammenfassung: In diesem Beitrag wird ein Verfahren
zum Entwurf von Fehlerisolationsbeobachtern für linea-
re Systeme mit unsicheren Parametern vorgestellt. Grund-
lage hierfür ist die Vollständige Modale Synthese, welche
für nicht-quadratische Systeme mit mehr linear unabhän-
gigen Messgröẞen als potentiellen Fehlern eine Charakte-
risierung der sich ergebenden Freiheitsgrade liefert. Die-
sewerden anschlieẞend genutzt, umdie strukturellen An-
forderungen an die Fehlerisolation im Sinne unterschied-
licher Optimierungskriterien trotz vorhandener Unsicher-
heiten bestmöglich zu erfüllen und so die Robustheit be-
züglich unsicherer Parameter zu erhöhen.

Schlüsselwörter: Beobachterbasierte Fehlerisolation, ro-
buste Fehlerisolation, vollständige modale Synthese, un-
sicherheitsbehaftete Systeme.

Abstract: This paper presents a design for fault isolation
observers for linear uncertain systems. It is based on a
parametric eigenstructure assignment technique, which
gives a comprehensive interpretation of the arising de-
grees of freedom in non-square systemswithmore linearly
independent measurements than potential faults. These
degrees of freedom are employed to fulfill the structural
constraints of fault isolation as well as possible with re-
spect to different optimization criteria. Therewith, robust-
ness with respect to uncertain parameters is increased.

Keywords:Observer-based fault isolation, robust fault iso-
lation, parametric eigenstructure assignment, uncertain
systems.
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1 Einleitung
Die modellbasierte Fehlerdiagnose ist ein in den vergan-
genen Jahren und Jahrzehnten intensiv erforschtes Ge-
biet der Regelungstechnik [3, 5, 12]. Dieses stete Interes-
se ist einerseits getrieben durch steigende Anforderungen
an die Zuverlässigkeit immer komplexerer und diffiziler-
er Systeme. Andererseits haben leistungsfähigere Rechner
die Entwicklung neuer Verfahren begünstigt. Wesentliche
Forschungsrichtungen stellen Diagnosemethoden mit Pa-
ritätsgleichungen sowie identifikationsbasierte Verfahren
dar [12]. Daneben haben sich beobachterbasierte Ansätze
etabliert [3, 5], die auch in diesem Beitrag herangezogen
werden.

Zwei wesentliche Aufgaben der Fehlerdiagnose sind
die Fehlerdetektion und die Fehlerisolation. Während die
Detektion darauf abzielt zu erkennen, ob ein oder mehre-
re Fehler auf das System einwirken, kann die Isolation als
ein weiterführender Schritt verstanden werden. Ziel ist es
hier, die auftretenden Fehler nicht nur zu erkennen, son-
dern auch zu lokalisieren.

Ein klassischer Ansatz zur Erfüllung dieser Aufgabe
greift auf sogenannte Beobachterbänke zurück [3, 8]. Da-
bei werden verschiedene Beobachter parallel implemen-
tiert und die Isolation erfolgt anhand einer Auswertungs-
logik. In diesem Beitrag wird ein anderer Ansatz verfolgt,
welcher für eine eingeschränkte Klasse von linearen Syste-
menerstmals in [16] vorgeschlagenwurde. Ziel ist es, einen
einzigen Beobachter derart auszulegen, dass die generier-
ten Residuen neben einer Detektion der Fehler auch eine
Isolation ermöglichen. In jüngerer Vergangenheit wurden
verschiedeneVerfahren zumEntwurf solcherFehlerisolati-
onsbeobachter (FIOs) vorgeschlagen, welche z. T. die Klas-
se der handhabbaren linearen Systeme erweitern. Wäh-
rend [2] auf der Vorgabe einer geeigneten Eigenstruktur
des Beobachters beruht, wird in [5, Abschnitt 13.3.3] eine
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geometrische Lösung angegeben. Die Verfahren in [13, 15]
basieren auf Frequenzbereichsbetrachtungen. In [30] wird
die Dualität des Problems zum Entwurf linearer Entkopp-
lungsregler [6, 27] ausgenutzt, um FIOs mittels Vollständi-
ger Modaler Synthese [26] zu entwerfen.

Ein Kernproblem aller modellbasierter Ansätze ist die
Robustheit der Fehlerisolation bezüglich exogener Stö-
reinflüsse sowie Ungenauigkeiten in der Modellierung.
Die Robustheit der Residuengenerierung bezüglich äuẞe-
rer Störungen wird für FIOs u. a. in [2, 15, 30] betrach-
tet. Hinsichtlich unsicherer Systemparameter finden sich
jedoch weniger Resultate in der Literatur. Ein gängiger
Ansatz beruht darauf, die parametrischen Unsicherhei-
ten in exogene Störungen umzuformulieren [24] und auf
dieser Basis das System für den Entwurf als exakt be-
kannt vorauszusetzen. Dies kann jedoch wie in [5, Ab-
schnitt 8.2] erörtert zu konservativen Ergebnissen führen.
Einen weiteren Lösungsansatz stellt die Formulierung ei-
nes Model-Matching-Problems dar. Dabei wird versucht,
das Übertragungsverhalten des Residuengenerators trotz
vorhandener unsicherer Systemparameter möglichst gut
an ein gegebenes Referenzmodell anzunähern. Dieser An-
satz wird z. B. in [21, 33] verfolgt. Er erfordert jedoch zu-
sätzlichenAufwand, da ein geeignetes Referenzmodell ge-
funden werden muss [9].

In diesem Artikel wird ein neues, auf der Vollständi-
gen Modalen Synthese basierendes Verfahren vorgeschla-
gen. Es greift die Grundidee des Beitrages [29] auf und er-
weitert die Ergebnisse. So ermöglicht der Ansatz die di-
rekte Berücksichtigung unsicherer Systemparameter, ei-
ne Umformulierung als virtuelle exogene Störungen ist
nicht notwendig. Weiterhin ist kein Referenzmodell nö-
tig. Auẞerdem ist durch die Methode gewährleistet, dass
für das nominale System, d. h. ohne Unsicherheiten in
den Systemparametern, eine exakte Fehlerisolation ge-
lingt. Die verbleibenden Freiheitsgrade werden zur Stei-
gerung der Robustheit bezüglich unsicherer Parameter ge-
nutzt.

Der Beitrag ist wie folgt aufgebaut. In Abschnitt 2 wird
neben der Notation die Problemstellung ausführlich er-
örtert. Anschlieẞend wird in Abschnitt 3 der in [30] ent-
wickelte Entwurf von FIOs für die nominale Systemdyna-
mik zusammengefasst. Dabei bietet die Vollständige Mo-
dale Synthese imGegensatz zuanderenMethoden eine an-
schauliche Interpretation der verbleibenden Freiheitsgra-
de. Diese werden in Abschnitt 4 verwendet, um die Anfor-
derungen an die Eigenstruktur des Gesamtsystems mög-
lichst gut imSinneder Fehlerisolation zu erfüllen. DasVer-
fahren wird exemplarisch für ein akademisches Beispiel-
system angewendet (Abschnitt 5), bevor der Beitrag in Ab-
schnitt 6 zusammengefasst wird.

2 Grundlagen
2.1 Notation
Für eine positiv (negativ) definite, symmetrische Matrix
𝐴 = 𝐴

⊤
∈ ℝ

𝑛×𝑛 wird𝐴 ≻ (≺) 0 geschrieben. Elemente der
Matrix, welche sich unmittelbar aus der Symmetrie er-
geben, werden mit ⋆ abgekürzt. Für eine Diagonalma-
trix 𝑆 ∈ ℝ

𝑛×𝑛 mit den Diagonalelementen 𝑠
𝑖
wird 𝑆 =

diag(𝑠
1
, . . . , 𝑠

𝑛
) geschrieben. Die Vektoren 𝑝

𝑖
(𝑝⊤
𝑗
) be-

zeichnen die 𝑖-te Spalte (𝑗-te Zeile) einer Matrix 𝑃 ∈

ℝ

𝑛×𝑚. Ist 𝑛 > 𝑚 und 𝑟 = rang(𝑃), so existiert nach dem
Rangsatz [22] ein linkes orthogonales Komplement ⊥𝑃 ∈

ℝ

(𝑚−𝑟)×𝑛, welches ⊥𝑃 ⋅ 𝑃 = 0 erfüllt. Weiterhin ist𝑃 links-
invertierbar und es gilt 𝑃+ ⋅ 𝑃 = 𝐼

𝑚
. Darüber hinaus wird

in diesem Beitrag

𝜙
𝑖
= [0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0]

⊤

(1)

für einen Einheitsvektor geschrieben, der an der 𝑖-ten Stel-
le das Element 1 enthält.

2.2 Problemstellung

Betrachtet werden lineare, zeit-invariante Systeme der
Form

𝑥̇ = 𝐴
𝜉
𝑥 + 𝐵

𝜉
𝑢 + 𝐸

𝑎,𝜉
𝑓, (2a)

𝑦 = 𝐶
𝜉
𝑥 +𝐷

𝜉
𝑢 + 𝐸

𝑠,𝜉
𝑓 (2b)

mit dem Zustandsvektor𝑥 ∈ ℝ

𝑛, Eingangsgröẞen 𝑢 ∈ ℝ𝑛𝑢 ,
messbaren Ausgangsgröẞen 𝑦 ∈ ℝ

𝑛
𝑦 , dem Fehlervektor

𝑓 ∈ ℝ

𝑛
𝑓 und Matrizen passender Dimensionen. In 𝑓 sind

sowohl Fehler zusammengefasst, die über 𝐸
𝑎,𝜉

auf die Dy-
namik der Strecke wirken (z. B. Aktorfehler), als auch sol-
che, welche aufgrund eines Durchgriffs über 𝐸

𝑠,𝜉
direkt

auf die Messgleichung Einfluss nehmen (Sensorfehler). Es
ist also eine direkte Betrachtung von Sensorfehlern mög-
lich, eine Umformulierung als Pseudoaktorfehler verbun-
den mit dynamischen Systemerweiterungen wie in [23]
ist nicht notwendig. Betrachtetwerdennicht-quadratische
Systeme mit 𝑛

𝑦
> 𝑛
𝑓
.

Es wird angenommen, dass die Systemmatrizen nicht
exakt bekannt, sondern mit Unsicherheiten behaftet sind.
Dies kann zum Beispiel durch nicht genau bekannte Sys-
temparameter hervorgerufen werden. Um diesen Sachver-
halt mathematisch zu beschreiben, wird angenommen,
dass für die Systemmatrizen in (2)

[

𝐴
𝜉

𝐵
𝜉

𝐸
𝑎,𝜉

𝐶
𝜉

𝐷
𝜉

𝐸
𝑠,𝜉

] ∈ M, (3a)
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M = {[

𝐴
𝜉

𝐵
𝜉

𝐸
𝑎,𝜉

𝐶
𝜉

𝐷
𝜉

𝐸
𝑠,𝜉

] =

𝑁

∑

𝑙=1

𝜉
𝑙
[

𝐴
𝑙
𝐵
𝑙
𝐸
𝑎,𝑙

𝐶
𝑙
𝐷
𝑙
𝐸
𝑠,𝑙

]

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝑀
𝑙

}, (3b)

𝜉
𝑙
≥ 0,

𝑁

∑

𝑙=1

𝜉
𝑙
= 1 (3c)

gilt. Die Systemmatrizen lassen sich also jeweils als kon-
vexe Kombination von𝑁 Eckpunkten eines Polytops dar-
stellen. Darüber hinaus existiert ein nominales Modell

𝑥̇ = 𝐴
0
𝑥 + 𝐵

0
𝑢 + 𝐸

𝑎,0
𝑓, (4a)

𝑦 = 𝐶
0
𝑥 +𝐷

0
𝑢 + 𝐸

𝑠,0
𝑓, (4b)

für welches trivialerweise 𝑀
0
∈ M gelten muss. Abbil-

dung 1 verdeutlicht die Annahmen bezüglich der System-
beschreibung beispielhaft für ein Systemmit𝑁 = 4 extre-
malen Systemen.

Zur Detektion und Isolation der Fehler 𝑓 wird ein Be-
obachter der Form

̇𝑥̂ = 𝐴
0
𝑥̂ + 𝐵

0
𝑢 + 𝐿 (𝑦 − 𝐶

0
𝑥̂ −𝐷

0
𝑢) , (5a)

𝑟 = 𝑉 (𝑦 − 𝐶𝑥̂ −𝐷
0
𝑢) (5b)

angesetzt, welcher die Residuen 𝑟 ∈ ℝ

𝑛
𝑓 erzeugt. Fasst

man Strecken- und Beobachterzustandsvektor zusammen
zu 𝑥̃ = [𝑥

⊤
𝑥̂
⊤

]

⊤ und setzt (2) und (5) ein, so ergibt sich
für jeden Eckpunkt des Polytops

̇𝑥̃ = [

𝑥̇

̇𝑥̂
] = ([

𝐴
𝑙

0

0 𝐴
0

]

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐴̃
𝑙

− [

0

−𝐿
]

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐿̃

[𝐶
𝑙

−𝐶
0
]

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐶̃
𝑙

)𝑥̃ (6a)

+ ([

𝐵
𝑙

𝐵
0

]

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐵̃
𝑙

− [

0

−𝐿
]

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐿̃

(𝐷
𝑙
−𝐷
0
)

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐷̃
𝑙

)𝑢,

+ ([

𝐸
𝑎,𝑙

0
]

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐸̃
𝑎,𝑙

− [

0

−𝐿
]

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐿̃

𝐸
𝑠,𝑙⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐸̃
𝑠,𝑙

)𝑓,

𝑟 = 𝑉 [𝐶
𝑙

−𝐶
0
]

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐶̃
𝑙

𝑥̃ + 𝑉 (𝐷
𝑙
−𝐷
0
)

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐷̃
𝑙

𝑢 + 𝑉 𝐸
𝑠,𝑙⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐸̃
𝑠,𝑙

𝑓. (6b)

Hiermit lassen sich die Übertragungsmatrizen

𝐺
𝑟𝑓,𝑙

(𝑠) = 𝑉 ̃𝐶
𝑙
(𝑠𝐼
2𝑛
− (

̃𝐴
𝑙
−

̃𝐿 ̃𝐶
𝑙
))

−1

⋅ . . . (7a)

(
̃𝐸
𝑎,𝑙
−

̃𝐿 ̃𝐸
𝑠,𝑙
) + 𝑉 ̃𝐸

𝑠,𝑙
,

𝐺
𝑟𝑢,𝑙

(𝑠) = 𝑉 ̃𝐶
𝑙
(𝑠𝐼
2𝑛
− (

̃𝐴
𝑙
−

̃𝐿 ̃𝐶
𝑙
))

−1

⋅ . . . (7b)

(
̃𝐵
𝑙
−

̃𝐿 ̃𝐷
𝑙
) + 𝑉 ̃𝐷

𝑙

ableiten, welche die Wirkung der Fehler 𝑓 bzw. der Stell-
gröẞen 𝑢 auf die Residuen beschreiben. Idealziel ist es,
nicht nur für die Eckpunkte des Polytops sondern für al-

Abbildung 1: Beschreibung eines unsicherheitsbehafteten Systems
als Polytop.

le Systeme inM durch eine geeignete Parametrierung von
𝐿 und𝑉 Übertragungsverhalten der Form

𝐺
𝑟𝑓,𝜉

(𝑠) = diag(𝑔
1,1
(𝑠), . . . , 𝑔

𝑛
𝑓
,𝑛

𝑓

(𝑠)), (8a)

𝐺
𝑟𝑢,𝜉

(𝑠) = 0 ∀𝑠 ∈ ℂ (8b)

zu erzielen. In diesem Fall wirken sich die Stellgröẞen 𝑢
nicht auf dieResiduenausunddieFehler𝑓nehmenderge-
stalt Einfluss, dass ein einzelnes Residuum 𝑟

𝑖
ausschlieẞ-

lich von einem ihm zugeordneten Fehler 𝑓
𝑖
angeregt wird.

Damit lässt sich der entsprechende Fehler nicht nur detek-
tieren, sondern auch von den übrigen Fehlern isolieren,
selbst wenn diese zeitgleich aktiv sein sollten.

Es ist offensichtlich, dass (8) im Allgemeinen nicht
mit einem Beobachter der Form (5) für alle Systeme inM

erreicht werden kann. Im Rahmen dieses Beitrages wird
daher folgender Ansatz verfolgt: Die Beobachterparame-
trierung (𝐿,𝑉) soll für das durch𝑀

0
gegebene nomina-

le System eine exakte Fehlerisolation gewährleisten, d. h.
𝐺
𝑟𝑓,0

(𝑠) und 𝐺
𝑟𝑢,0

(𝑠) sollen (8) erfüllen. Für alle übrigen
Systeme in M werden dann die verbleibenden Freiheits-
gradegenutzt, um (8)möglichst gut zu erfüllen. Auf dieda-
bei zugrunde gelegten Optimierungskriterien wird in Ab-
schnitt 4 näher eingegangen.

Anmerkung 1. In der Praxis unterliegen Systeme wie be-
reits erörtert nicht nur unsicheren Parametern, sondern
auch exogenen Störungen wie beispielsweise Sensorrau-
schen. Diese werden im Systemmodell (2) nicht berück-
sichtigt, da der Fokus dieses Beitrages auf den bisher
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im Bereich der beobachterbasierten Fehlerisolation weni-
ger intensiv untersuchten parametrischen Unsicherheiten
liegt. Der Einfluss exogener Störungen auf die Residuen-
generierung lässt sich jedoch ohne Weiteres in die vorge-
stellte Entwurfsmethodik einbeziehen. Hieraufwird inAb-
schnitt 4 in Anmerkung 3 näher eingegangen.

Für den Entwurf der Fehlerisolationsbeobachter werden
die Fehlerdetektionsindizes 𝛿

𝑖
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛

𝑓
und die Feh-

lerdetektionsmatrix𝐷∗ eingeführt. In Erweiterung der De-
finition aus [16] sind die Fehlerdetektionsindizes gegeben
durch

𝛿
𝑖
=

{

{

{

0 , 𝑒
𝑠
𝑖
,0
≠ 0,

min
𝑘

{𝑘 ≥ 1 : 𝐶
0
𝐴
𝑘−1

0
𝑒
𝑎
𝑖
,0
≠ 0} , 𝑒

𝑠
𝑖
,0
= 0,

(9)

wobei 𝑒
𝑎
𝑖
,0
und 𝑒

𝑠
𝑖
,0
die 𝑖-te Spalte der nominalen Aktor-

bzw. Sensorfehlermatrix beschreiben. Anschaulich ge-
sprochen gibt 𝛿

𝑖
an, wie oft der Ausgangsvektor 𝑦 zeitlich

abgeleitet werden muss, damit der 𝑖-te Fehler explizit im
sich ergebenden Ausdruck auftaucht. Summation über al-
le Fehlerindizes liefert den Gesamtfehlerindex

𝛿 =

𝑛
𝑓

∑

𝑖=1

𝛿
𝑖
. (10)

Die Fehlerindizes bestimmen darüber hinaus die Fehler-
detektionsmatrix mit, welche definiert ist als

𝐷
∗

= [𝑑
∗

1
⋅ ⋅ ⋅ 𝑑

∗

𝑛
𝑓

] , (11a)

𝑑
∗

𝑖
= {

𝑒
𝑠
𝑖
,0

, 𝛿
𝑖
= 0,

𝐶
0
𝐴
𝛿
𝑖
−1

0
𝑒
𝑎
𝑖
,0

, 𝛿
𝑖
≥ 1.

(11b)

Mithilfe dieser Definitionen lassen sich die Annahmen for-
mulieren,welche imvorliegenden Beitrag hinsichtlichdes
Systems getroffen werden.

Annahme 1. Das Paar (𝐴
0
,𝐶
0
) ist vollständig beobacht-

bar.

Annahme 2. Die Matrix 𝐴
𝜉
ist für alle 𝜉 eine Hurwitz-

Matrix.

Annahme 3. Die Ausgangsmatrix𝐶
0
hat vollen Rang.

Annahme 4. Die Fehlerdetektionsmatrix 𝐷
∗ hat vollen

Rang.

Annahme 5. Das System (2) weist genau 𝜇 invariante Null-
stellen auf, die alle in der offenen linken s-Halbebene lie-
gen.

Während Annahme 1 sicherstellt, dass alle Beobachterei-
genwerte beliebig platziert werden können, garantiert An-
nahme 2 die Stabilität des Systems für alle möglichenWer-

te der unsicheren Parameter. Durch Annahme 3 werden
linear abhängige und damit redundante Messungen aus-
geschlossen. Die Annahmen 4 und 5 stellen für quadra-
tische Systeme mit 𝑛

𝑦
= 𝑛
𝑓
wie in [19] für das duale Pro-

blem des Entkopplungsreglerentwurfs gezeigt notwendi-
ge und hinreichende Bedingungen für die Existenz eines
stabilen FIOs dar. Lediglich für den Spezialfall von Syste-
men mit nicht-verkoppelnden Nullstellen [14, 18] ist An-
nahme 5 nicht notwendig. Dieser Fall wird hier jedoch
nicht näher betrachtet. Für nicht-quadratische Systeme
mit 𝑛
𝑦
> 𝑛
𝑓
sind die Bedingungen aus Annahme 4 und 5

hinreichend für den Entwurf stabiler FIOs. Ebenso wie für
das Problemdes Entkopplungsreglerentwurfs [4, 11, 31, 32]
existieren für denFIO-Entwurf innicht-quadratischenSys-
temen bisher keine allgemeingültigen notwendigen und
heinreichenden Bedingungen.

Zu bemerken ist weiterhin, dass sich die Annahmen 1,
3, 4 und 5 ausschlieẞlich auf das nominale System (4) be-
ziehen. Für die Eckpunkte des in (3) definierten Polytops
müssen sie prinzipiell nicht notwendigerweise erfüllt sein,
jedoch sind dann keine guten Ergebnisse hinsichtlich der
Robustheit zu erwarten.

3 Entwurf eines FIO für das
nominale System

In diesem Abschnitt wird der Entwurf eines FIOs für das
nominale System kurz zusammengefasst. Das Entwurfs-
verfahren basiert auf der Vollständigen Modalen Synthe-
se und nutzt die Dualität von FIOs für eine nominale Sys-
temdynamik und Entkopplungsregelungen [27] aus. De-
tails zum vorgestellten Entwurf finden sich in [30].

Betrachtet man die Dynamik des Gesamtsystems aus
Strecke und Beobachter für den nominalen Fall, so lässt
sich durch Einführen des Beobachterfehlers 𝜁 = 𝑥 − 𝑥̂ ein
virtuelles System

̇𝜁 = (𝐴
0
− 𝐿𝐶
0
) 𝜁 + (𝐸

𝑎,0
− 𝐿𝐸
𝑠,0
)𝑓, (12a)

𝑟 = 𝑉𝐶
0
𝜁 + 𝑉𝐸

𝑠,0
𝑓 (12b)

herleiten. Für den Entwurf wird nun die folgende vereinfa-
chende Annahme getroffen.

Annahme 6. Die vorgegebenen Beobachtereigenwerte
𝜆
𝐵
1

, . . . , 𝜆
𝐵
𝑛

sind paarweise verschieden.

Diese Annahme stellt wie in [17, 26] gezeigt keine Ein-
schränkung der Allgemeinheit dar, da sie bei einer ent-
sprechenden Erweiterung des Verfahrens fallen gelassen
werden kann.
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Unter der Annahme 6 lässt sich die aus (12) resul-
tierende Übertragungsmatrix in Partialbruchdarstellung
schreiben als

𝐺
𝑟𝑓,0

(𝑠) =

𝑛

∑

𝑘=1

𝑉𝐶
0
𝑣
𝐵
𝑘

⋅ 𝑤
⊤

𝐵
𝑘

(𝐸
𝑎,0

− 𝐿𝐸
𝑠,0
)

𝑠 − 𝜆
𝐵
𝑘

+ 𝑉𝐸
𝑠,0
. (13)

Dabei sind 𝑣
𝐵
𝑘

= 𝑣
𝐵
𝑘
,0
und 𝑤⊤

𝐵
𝑘

= 𝑤
⊤

𝐵
𝑘
,0
die Rechts- bzw.

Linkseigenvektoren von 𝐴
0
− 𝐿𝐶
0
zum Beobachtereigen-

wert 𝜆
𝐵
𝑘

. Grundidee des in [27] vorgestellten und in [30]
aufgegriffenen Ansatzes ist es, die Eigenstruktur des Sys-
tems (12) durch die Wahl von 𝐿 und 𝑉 geeignet zu beein-
flussen.

Für die ersten 𝛿 Beobachtereigenwerte wird eine
Doppelindizierung 𝜆

𝐵
𝑖𝑗

eingeführt. Dabei beschreibt 𝑖 =
1, . . . , 𝑛

𝑓
den Übertragungskanal, dem der Eigenwert 𝜆

𝐵
𝑖𝑗

zugeordnet wird. Der Index 𝑗 = 1, . . . , 𝛿
𝑖
nummeriert die

Pole im 𝑖-ten Übertragungskanal.
Wegen des dyadischen Produktes in (13) taucht der

Eigenwert 𝜆
𝐵
𝑖𝑗

ausschlieẞlich in der 𝑖-ten Spalte von
𝐺
𝑟𝑓,0

(𝑠) auf, wenn 𝑤⊤
𝐵
𝑖𝑗

(𝐸
𝑎,0

− 𝐿𝐸
𝑠,0
) = 𝜙
⊤

𝑖
gilt. Dabei ist

𝜙
⊤

𝑖
durch (1) gegeben. Die verbleibenden Beobachterei-

genwerte 𝜆
𝐵
𝑘

, 𝑘 = 𝛿 + 1, . . . , 𝑛 sind nach dem Gilbert-
Kriterium [10] bezüglich des Paares (𝐴

0
−𝐿𝐶
0
,𝐸
𝑎,0
−𝐿𝐸
𝑠,0
)

nicht-steuerbar, falls𝑤⊤
𝐵
𝑘

(𝐸
𝑎,0

− 𝐿𝐸
𝑠,0
) = 0
⊤ gilt. Definiti-

onsgemäẞgilt für die Linkseigenvektoren𝑤⊤
𝐵
𝑖𝑗

(𝐴
0
−𝐿𝐶
0
) =

𝜆
𝐵
𝑖𝑗

𝑤
⊤

𝐵
𝑖𝑗

. Unter Zuhilfenahme der Parametervektoren

𝑝
⊤

𝑖𝑗
= −𝑤

⊤

𝐵
𝑖𝑗

𝐿, bzw. 𝑝⊤
𝑘
= −𝑤

⊤

𝐵
𝑘

𝐿, (14)

die bereits in [25] für denmodalen Beobachterentwurf vor-
geschlagen wurden, lässt sich damit die Beziehung

𝑤
⊤

𝐵
𝑖𝑗

(𝜆
𝐵
𝑖𝑗

𝐼
𝑛
− 𝐴
0
) = −𝑤

⊤

𝐵
𝑖𝑗

𝐿𝐶
0
= 𝑝
⊤

𝑖𝑗
𝐶
0

(15)

ableiten. Daraus ergibt sich wie in [30] beschrieben ein
konstruktives Verfahren zur Berechnung der Beobachter-
matrix 𝐿 herleiten.

Die Nachfiltermatrix 𝑉 wird anschlieẞend so aus-
gelegt, dass sich im stationären Fall, d. h. im Laplace-
Bereich für 𝑠 = 0, eine Diagonalmatrix𝐺

𝑟𝑓,0
(𝑠 = 0) ergibt.

Wie für das duale Problem des Entkopplungsreglerent-
wurfs [18] lässt sich zeigen, dass dies unter den getroffe-
nen Annahmen immer möglich ist und dass die gewonne-
ne Nachfiltermatrix 𝑉 eine vollständige Diagonalisierung
von 𝐺

𝑟𝑓,0
(𝑠) für alle 𝑠 ∈ ℂ gewährleistet.

Der folgende Satz fasst das Entwurfsverfahren für die
nominale Systemdynamik in Systemenmit𝑛

𝑦
≥ 𝑛
𝑓
zusam-

men.

Satz 1. Gegeben sei das nominale System (4), wel-
ches die Annahmen 1–6 erfüllt. Weiterhin seien

𝑧
⊤

𝑖𝑗
∈ ℝ

𝑛
𝑦
−𝑛

𝑓

, 𝑧
⊤

in,𝑚 ≠ 0
⊤
∈ ℝ

𝑛
𝑦
−𝑛

𝑓
+1
, 𝑧
⊤

𝑘
≠ 0
⊤
∈ ℝ

𝑛
𝑦
−𝑛

𝑓

beliebige Zeilenvektoren, 𝑍
𝑉
∈ ℝ

𝑛
𝑓
×(𝑛

𝑦
−𝑛

𝑓
) eine belie-

bige Matrix und 𝑆 = diag(𝑧
1
, . . . , 𝑧

𝑛
𝑓

) eine beliebige
Diagonalmatrix. Werden die 𝜇 Beobachtereigenwerte
𝜆
𝐵
𝛿+1

, . . . , 𝜆
𝐵
𝛿+𝜇

entsprechend den invarianten Nullstellen
des Systems gewählt, dann resultieren alle durch

𝐿 = −𝑊
−1

𝐵
𝑃, (16a)

[𝑤
⊤

𝐵
𝑖𝑗

𝑝
⊤

𝑖𝑗] = [0
⊤

𝜙
⊤

𝑖
]𝛱
+

𝑖𝑗
+ 𝑧
⊤

𝑖𝑗
⋅

⊥

𝛱
𝑖𝑗
, (16b)

𝑖 = 1, . . . , 𝑛
𝑓
, 𝑗 = 1, . . . , 𝛿

𝑖
,

[𝑤
⊤

𝐵
𝑚

𝑝
⊤

𝑚
] = 𝑧
⊤

in,𝑚 ⋅
⊥

𝛱
𝑚
, 𝑚 = 𝛿 + 1, . . . , 𝛿 + 𝜇, (16c)

[𝑤
⊤

𝐵
𝑘

𝑝
⊤

𝑘
] = 𝑧
⊤

𝑘
⋅

⊥

𝛱
𝑘
, 𝑘 = 𝛿 + 𝜇 + 1, . . . , 𝑛, (16d)

𝑉 = −𝑆𝛩
+

− 𝑍
𝑉
⋅

⊥

𝛩, (16e)

𝛩 = 𝐶
0
(𝐴
0
− 𝐿𝐶
0
)

−1

(𝐸
𝑎,0

− 𝐿𝐸
𝑠,0
) − 𝐸
𝑠,0

(16f)

definierten Beobachterparametrierungen (𝐿,𝑉) in einer
diagonalisierten Übertragungsmatrix 𝐺

𝑟𝑓,0
(𝑠) der Form

𝐺
𝑟𝑓,0

(𝑠) = diag(𝑔
1,1
(𝑠), . . . , 𝑔

𝑛
𝑓
,𝑛

𝑓

(𝑠)), (17a)

𝑔
𝑖,𝑖
(𝑠) =

𝑧̃
𝑖

(𝑠 − 𝜆
𝐵
𝑖1

) ⋅ . . . ⋅ (𝑠 − 𝜆
𝐵
𝑖𝛿
𝑖

)

, (17b)

𝑧̃
𝑖
= (−1)

𝑛

⋅ 𝑧
𝑖
⋅

𝛿
𝑖

∏

𝑗=1

𝜆
𝐵
𝑖𝑗

. (17c)

Weiterhin gilt für alle diese Parametrierungen 𝐺
𝑟𝑢,0

(𝑠) = 0.

Beweis. Der Beweis beruht wie in obigen Überlegungen
angedeutet im Wesentlichen auf einer Partialbruchzerle-
gung von 𝐺

𝑟𝑓,0
(𝑠) und der parametrischen Eigenstruktur-

vorgabe der Matrix𝐴
0
− 𝐿𝐶
0
. Für Details wird auf die aus-

führliche Herleitung in [30] verwiesen.

Mit Hilfe der Matrix 𝑆 lässt sich die stationäre Verstärkung
der einzelnen Fehler festlegen. Oftmals wird 𝑧

𝑖
= 1, 𝑖 =

1, . . . , 𝑛
𝑓
gewählt, da dann für den nominalen Fall nicht

nur eine Fehlerisolation, sondern auch eine Fehleriden-
tifikation erreicht wird. Da das Residuum im stationären
Fall dem Fehler entspricht, lässt sich eine Aussage über
die Gröẞe des jeweiligen Fehlers treffen. Als verbleiben-
de Freiheitsgrade zur Steigerung der Robustheit verblei-
ben somit 𝑧⊤

𝑖𝑗
, 𝑧
⊤

in,𝑚, 𝜆𝐵
𝑘

, 𝑧
⊤

𝑘
und𝑍

𝑉
.

Betrachtet man die Dimensionen dieser Gröẞen, so
wird deutlich, dass imquadratischenFall, d. h. für𝑛

𝑦
= 𝑛
𝑓

keinerlei Entwurfsfreiheitsgrade verbleiben. Es ist dann
lediglich der zum Skalar entartete Zeilenvektor 𝑧⊤in,m vor-
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handen. Da die Eigen- bzw. Parametervektoren jedoch ska-
lierungsinvariant sind [26], ergibt sich daraus kein Frei-
heitsgrad. Satz 1 schlieẞt den quadratischen Fall als Spe-
zialfall mit ein. Dieser Spezialfall stellt das duale Ergeb-
nis zum bekannten Entkopplungsreglerentwurf für Sys-
teme mit ebensovielen Eingangs- wie Ausgangsgröẞen
dar [27]. Im nicht-quadratischen Fall 𝑛

𝑦
> 𝑛
𝑓
gibt es je-

doch gemäẞ Satz 1 unendlich viele Beobachterparame-
trierungen, welche die Entwurfsziele (8) für das nomina-
le System erfüllen. Durch 𝑧⊤

𝑖𝑗
, 𝑧
⊤

in,𝑚 und 𝑧⊤
𝑘
lassen sich

die Linkseigenvektoren und Parametervektoren innerhalb
des Linksnullraumes der Rosenbrock’schen Systemma-
trix variieren. Auẞerdem sind diejenigen Eingangsent-
kopplungsnullstellen, welche keine invarianten Nullstel-
len sind, im nicht-quadratischen System beliebig wähl-
bar. Die Beobachtereigenwerte 𝜆

𝐵
𝑘

können somit belie-
big platziert werden. Nach der Bestimmung der Beob-
achtermatrix 𝐿 bieten sich schlieẞlich durch 𝑍

𝑉
zu-

sätzliche Freiheitsgrade bei der Wahl der Nachfilterma-
trix𝑉.

4 Optimierung der Robustheit
Im vorangegangenen Abschnitt wurden die Freiheitsgra-
de herausgearbeitet, welche sich beim Entwurf von FIOs
für das nominale System im nicht-quadratischen Fall er-
geben. Ziel ist es imWeiteren, diese zu nutzen, um die Ro-
bustheit der Fehlerisolation für das unsichere System der
Form (2) zu optimieren, d. h. das Entwurfsziel (8) für alle
Systeme ausMmöglichst gut zu erfüllen.

4.1 Optimierung der Isolationseigenschaft

Zur Optimierung der Isolationseigenschaft wird zunächst
die Partialbruchzerlegung von (7a) betrachtet, welche sich
unter Annahme 6 zu

𝐺
𝑟𝑓,𝑙

(𝑠) =

2𝑛

∑

𝑘=1

𝑉 ̃𝐶
𝑙
𝑣̃
𝐵
𝑘,𝑙

⋅ 𝑤̃
⊤

𝐵
𝑘,𝑙

(
̃𝐸
𝑎,𝑙
−

̃𝐿 ̃𝐸
𝑠,𝑙
)

𝑠 − 𝜆
𝐵
𝑘

+ 𝑉 ̃𝐸
𝑠,𝑙

(18)

ergibt. Beachtenswert ist, dass sich im Gegensatz zum no-
minalen Fall (12) bzw. (13) kein Ersatzsystem der Ordnung
𝑛 ergibt, sondern ein Gesamtsystem der Ordnung 2𝑛. Es ist
ersichtlich, dass zwar der Entwurf eines FIOs für die nomi-
nale Systemdynamik auf Basis von (12) bzw. (13) als dua-
les Problem zum Entkopplungsreglerentwurf aufgefasst
werden kann. Bei der Betrachtung unsicherheitsbehafte-
ter Systeme wird nun deutlich, dass diese Dualität ledig-
lich mathematischer Natur ist, da es im Bereich des Reg-

lerentwurfs keine Entsprechung zu (18) bzw. dem Gesamt-
system der Ordnung 2𝑛 gibt.

Für die Eckpunkte des Polytops M werden nun die
Linkseigenvektoren analysiert. Zerlegt man die Linksei-
genvektoren des Gesamtsystems in 𝑤̃⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙

= [𝑤
⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑠

𝑤
⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑏

],
so ergibt sich aus ihrer Definitionsgleichung

[𝑤
⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑠

𝑤
⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑏

] [

𝜆
𝐵
𝑖𝑗

𝐼
𝑛
− 𝐴
𝑙

0

0 𝜆
𝐵
𝑖𝑗

𝐼
𝑛
− 𝐴
0

]

= 𝑤
⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑏

𝐿 [𝐶
𝑙

−𝐶
0
] . (19)

Aus dem zweiten Spaltenblock dieser Beziehung lässt sich

𝑤
⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑏

(𝜆
𝐵
𝑖𝑗

𝐼
𝑛
− 𝐴
0
) = −𝑤

⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑏

𝐿𝐶
0

(20)

ablesen. Da dies (15) entspricht, folgt 𝑤⊤
𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑏

= 𝑤
⊤

𝐵
𝑖𝑗,0

. Aus
dem ersten Spaltenblock von (19) ergibt sich entsprechend

𝑤
⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑠

(𝜆
𝐵
𝑖𝑗

𝐼
𝑛
− 𝐴
𝑙
) = 𝑤

⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑏

𝐿𝐶
𝑙
= −𝑝
⊤

𝑖𝑗
𝐶
𝑙
. (21)

4.1.1 Steuerbare Beobachtereigenwerte

Damit ein Eigenwert nur in der 𝑖-ten Spalte von𝐺
𝑟𝑓,𝑙

(𝑠) als
Pol auftaucht, ist aufgrund des dyadischen Produktes in
(18) die Gleichung 𝑤̃⊤

𝐵
𝑘,𝑙

(
̃𝐸
𝑎,𝑙
−

̃𝐿 ̃𝐸
𝑠,𝑙
) = ±𝜙

⊤

𝑖
zu erfüllen. Es

lässt sich durch Einsetzen leicht zeigen, dass dies durch
(16b) für den nominalen Fall erreicht wird. Für die Eck-
punkte von M ist nun die gröẞte betragsmäẞige Abwei-
chung zu minimieren, es ist also

minimiere
𝑧
⊤

𝑖𝑗

max
𝑙=1,...,𝑁

󵄩
󵄩
󵄩
󵄩
󵄩
󵄩

𝑤̃
⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙

(
̃𝐸
𝑎,𝑙
−

̃𝐿 ̃𝐸
𝑠,𝑙
) ∓ 𝜙
⊤

𝑖

󵄩
󵄩
󵄩
󵄩
󵄩
󵄩2

(22)

zu lösen. Dabei ist das Vorzeichen von 𝜙⊤
𝑖
nicht entschei-

dend, da lediglich die Richtung von 𝜙⊤
𝑖
relevant für die

Zuweisung zu einer Spalte von 𝐺
𝑟𝑓
(𝑠) ist und nicht die

Orientierung. Das Problem (22) wird also einmal für +𝜙⊤
𝑖

und einmal für −𝜙⊤
𝑖
gelöst. Für den Beobachterentwurf

wird dasjenige 𝑧⊤
𝑖𝑗
verwendet, welches zu einer geringeren

Norm in (22) führt.
Mit der gleichen Zerlegung des Linkseigenvektors wie

in (19) ergibt sich für 𝑤̃⊤
𝐵
𝑘,𝑙

(
̃𝐸
𝑎,𝑙
−

̃𝐿 ̃𝐸
𝑠,𝑙
)der äquivalenteAus-

druck

𝑤̃
⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙

(
̃𝐸
𝑎,𝑙
−

̃𝐿 ̃𝐸
𝑠,𝑙
) = 𝑤

⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑠

𝐸
𝑎,𝑙
+ 𝑤
⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑏

𝐿𝐸
𝑠,𝑙

= 𝑤
⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑠

𝐸
𝑎,𝑙
− 𝑝
⊤

𝑖𝑗
𝐸
𝑠,𝑙
. (23)

Hierin tauchen noch die beiden Gröẞen𝑤⊤
𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑠

und𝑝⊤
𝑖𝑗
auf,

die jedoch durch die Gleichungsbedingung (21) miteinan-
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der verknüpft sind. Weiterhin gilt wegen (16b) für den Pa-
rametervektor

𝑝
⊤

𝑖𝑗
= ([0

⊤
𝜙
⊤

𝑖
]𝛱
+

𝑖𝑗
+ 𝑧
⊤

𝑖𝑗
⋅

⊥

𝛱
𝑖𝑗
) [

0

𝐼
𝑛
𝑦

] . (24)

Mit Hilfe des Schurkomplement-Lemmas [1] lässt sich (22)
formulieren als

minimiere
𝑧
⊤

𝑖𝑗
,𝑤

⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑠

,𝛾
𝑓

𝛾
𝑓
, u.d.B.d. ∀𝑙 = 1, . . . , 𝑁 (25a)

(21), (24), (25b)

[

𝛾
𝑓

𝑤
⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑠

𝐸
𝑎,𝑙
− 𝑝
⊤

𝑖𝑗
𝐸
𝑠,𝑙
∓ 𝜙
⊤

𝑖

⋆ 𝐼
𝑛
𝑓

] ≻ 0. (25c)

Anzumerken ist, dass durch (25) lediglich die Eckpunkte
vonM abgedeckt werden. Für den Spezialfall, dass ledig-
lich die Fehlereingangsmatrizen𝐸

𝑎,𝑙
und𝐸

𝑠,𝑙
mitUnsicher-

heiten behaftet sind, lässt sich diese Aussage verallgemei-
nern: Der Vektor 𝑤⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑠

ist in diesem Fall konstant und da
(25) mit einem gemeinsamen Vektor 𝑧⊤

𝑖𝑗
und einer gemein-

samen Schranke 𝛾
𝑓
berechnet wird, lässt sich zeigen, dass

die Schranke 𝛾
𝑓
für die gesamte konvexe Hülle vonM gilt.

Dies ist dadurch zu begründen, dass für den genannten
Spezialfall in (25) lediglich lineare bzw. affine Abhängig-
keiten von den Variablen auftauchen.

4.1.2 Nicht-steuerbare Beobachtereigenwerte

Im nominalen System gilt 𝑤̃⊤
𝐵
𝑘,𝑙

(
̃𝐸
𝑎,𝑙

−
̃𝐿 ̃𝐸
𝑠,𝑙
) = 0
⊤, was

durch (16c) bzw. (16d) erreicht wird und sicherstellt, dass
der zugehörige Eigenwert für das Paar (𝐴

0
− 𝐿𝐶

0
,𝐸
𝑎,0

−

𝐿𝐸
𝑠,0
) nicht-steuerbar ist. Um diese Eigenschaft für die

Eckpunkte vonMmöglichst gut zu erreichen, lässt sich für
die nicht-steuerbaren Beobachtereigenwerte, die nicht zur
Kompensation invarianter Nullstellen herangezogen wer-
den, analog zu (22) das Optimierungsproblem

minimiere
𝑧
⊤

𝑘
,𝜆

𝐵
𝑘

max
𝑙=1,...,𝑁

󵄩
󵄩
󵄩
󵄩
󵄩
󵄩

𝑤̃
⊤

𝐵
𝑘,𝑙

(
̃𝐸
𝑎,𝑙
−

̃𝐿 ̃𝐸
𝑠,𝑙
)

󵄩
󵄩
󵄩
󵄩
󵄩
󵄩2

(26)

formulieren. Entsprechend (21) und (23) ist

𝑤
⊤

𝐵
𝑘,𝑙,𝑠

(𝜆
𝐵
𝑘

𝐼
𝑛
− 𝐴
𝑙
) = −𝑝

⊤

𝑘
𝐶
𝑙
, (27a)

𝑤̃
⊤

𝐵
𝑘,𝑙

(
̃𝐸
𝑎,𝑙
−

̃𝐿 ̃𝐸
𝑠,𝑙
) = 𝑤

⊤

𝐵
𝑘,𝑙,𝑠

𝐸
𝑎,𝑙
− 𝑝
⊤

𝑘
𝐸
𝑠,𝑙

(27b)

und für den Parametervektor 𝑝⊤
𝑘
gilt nach (16c) die Bezie-

hung

𝑝
⊤

𝑘
= 𝑧
⊤

𝑘
⋅

⊥

[

𝜆
𝐵
𝑘

𝐼
𝑛
− 𝐴
0

𝐸
𝑎,0

−𝐶
0

𝐸
𝑠,0

] ⋅ [

0

𝐼
𝑛
𝑦

] . (28)

Damit lässt sich schlieẞlich das Optimierungproblem (26)
umschreiben zu

minimiere
𝑧
⊤

𝑘
,𝑤

⊤

𝐵
𝑘,𝑙,𝑠

,𝜆
𝐵
𝑘

,𝛾
𝑓

𝛾
𝑓
, u.d.B.d. ∀𝑙 = 1, . . . , 𝑁 (29a)

(27a), (28), (29b)

[

𝛾
𝑓

𝑤
⊤

𝐵
𝑘,𝑙,𝑠

𝐸
𝑎,𝑙
− 𝑝
⊤

𝑘
𝐸
𝑠,𝑙

⋆ 𝐼
𝑛
𝑓

] ≻ 0, (29c)

󵄩
󵄩
󵄩
󵄩

𝑧
⊤

𝑘

󵄩
󵄩
󵄩
󵄩2

= 1, (29d)
𝜆
𝐵
𝑘

∈ D ⊂ ℂ

−

. (29e)

Beachtenswert sind dabei die beiden letzten Nebenbedin-
gungen. Da die Linkseigenvektoren und Parametervekto-
ren skalierungsinvariant sind [26],wirddurch (29d) dieBe-
dingung 𝑧⊤

𝑘
≠ 0
⊤ ausgedrückt. Mittels (29e) wird der nicht-

steuerbare Eigenwert 𝜆
𝐵
𝑘

auf ein Gebiet D in der linken
s-Halbebene beschränkt. Es lässt sich beispielsweise eine
obere Schranke für den Realteil von 𝜆

𝐵
𝑘

vorgeben, um zu
langsames Abklingen von Anfangsauslenkungen zu ver-
hindern. Ebenso ist eine Beschränkung des Betrages von
𝜆
𝐵
𝑘

sinnvoll, um differenzierendem Verhalten vorzubeu-
gen. Muss 𝜆

𝐵
𝑘

zur Kompensation einer invarianten Null-
stelle herangezogen werden, so entfällt 𝜆

𝐵
𝑘

als Freiheits-
grad und (29e) muss nicht berücksichtigt werden. Im Ge-
genzug vergröẞert sich wie aus Satz 1 ersichtlich die Di-
mension von 𝑧⊤

𝑘
.

Bei (26) handelt es sich im Gegensatz zu (22) nicht um
ein LMI-Problem, sondernumeinnicht-konvexesOptimie-
rungsproblem. Aufgrund der geringen Anzahl an 𝑛

𝑦
− 𝑛
𝑓

Freiheitsgraden lässt es sich dennoch numerisch effizient
lösen [7], wobei die Konvergenz auf ein globales Optimum
nicht garantiert ist.

4.1.3 Stationäre Isolation

Im stationären Fall gilt für das nominale System bei einer
Beobachterparametrierung nach Satz 1 die Beziehung

𝐺
𝑟𝑓,0

(𝑠 = 0) = −𝑉 ̃𝐶
0
(

̃𝐴
0
−

̃𝐿 ̃𝐶
0
)

−1

⋅ . . . (30)

⋅ (
̃𝐸
𝑎,0

−
̃𝐿 ̃𝐸
𝑠,0
) + 𝑉 ̃𝐸

𝑠,0
= 𝑆.

Um für die Eckpunkte von M die Abweichung zur vorge-
gebenen Diagonalmatrix 𝑆 zu minimieren, wird

minimiere
𝑍
𝑉

max
𝑙=1,...,𝑁

󵄩
󵄩
󵄩
󵄩
󵄩

𝐺
𝑟𝑓,𝑙

(𝑠 = 0) − 𝑆
󵄩
󵄩
󵄩
󵄩
󵄩2

(31)

angestrebt. Im Weiteren wird die Matrix

𝛤 = −𝑉 ̃𝐶
𝑙
(

̃𝐴
𝑙
−

̃𝐿 ̃𝐶
𝑙
)

−1

(32)
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eingeführt. Hierin lässt sich die Lösung für den nominalen
Fall (16e) einsetzen, um eine explizite Abhängigkeit von
dem verbleibenden Freiheitsgrad𝑍

𝑉
zu erreichen. Mittels

des Schurkomplement-Lemmas [1] ergibt sich somit das
LMI-Problem

minimiere
𝑍
𝑉
,𝛤,𝛾

𝑓

𝛾
𝑓
u.d.B.d. ∀𝑙 = 1, . . . , 𝑁 (33a)

(16e), (33b)

𝛤 (
̃𝐴
𝑙
−

̃𝐿 ̃𝐶
𝑙
) = −𝑉 ̃𝐶

𝑙
, (33c)

[

𝛾
𝑓
𝐼
𝑛
𝑓

𝛤 (
̃𝐸
𝑎,𝑙
−

̃𝐿 ̃𝐸
𝑠,𝑙
) + 𝑉 ̃𝐸

𝑠,𝑙
− 𝑆

⋆ 𝐼
𝑛
𝑓

] ≻ 0. (33d)

Im Spezialfall, dass lediglich𝐸
𝑎,𝑙
und𝐸

𝑠,𝑙
mit Unsicherhei-

ten behaftet sind, gilt die ermittelte Schranke𝛾
𝑓
wegender

linearen bzw. affinen Abhängigkeit von den Variablen 𝛤
und 𝑍

𝑉
nicht nur für die Eckpunkte von M, sondern für

die gesamte konvexe Hülle, obwohl nur endliche viele Ne-
benbedingungen berücksichtigt werden.

4.2 Minimierung des Einflusses der
Stellgröẞen

In Abschnitt 4.1 wurden die vorhandenen Entwurfsfrei-
heitsgrade dazu genutzt, die Isolationseigenschaft des
FIOs möglichst robust bzgl. unsicherer Systemparameter
zu gestalten. ImFokus stand also (8a). In diesemAbschnitt
erfolgt nun die Betrachtung von (8b), d. h. die Minimie-
rung des Einflusses der Stellgröẞen 𝑢 auf die generierten
Residuen.

4.2.1 Beobachtereigenwerte

Anhand von (12) wird deutlich, dass die Stellgröẞen im
nominalen Fall keinerlei Einfluss auf die Residuengene-
rierung haben und somit alle Beobachtereigenwerte bzgl.
(𝐴
0
−𝐿𝐶
0
,𝐵
0
−𝐿𝐷
0
)nicht-steuerbar sind. Führtmanana-

log zu (18) eine Partialbruchzerlegung von 𝐺
𝑟𝑢,𝑙

(𝑠) durch,
so ist dementsprechend ‖𝑤̃⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙

(
̃𝐵
𝑙
−

̃𝐿 ̃𝐷
𝑙
)‖
2
zuminimieren.

Benötigt wird an dieser Stelle also die Darstellung des zu
minimierenden Terms in Abhängigkeit von den freien Pa-
rametern 𝑧⊤

𝑖𝑗
. Es ergibt sich

𝑤̃
⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙

(
̃𝐵
𝑙
−

̃𝐿 ̃𝐷
𝑙
)

= [𝑤
⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑠

𝑤
⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑏

] [

𝐵
𝑙

𝐵
0
− 𝐿 (𝐷

0
−𝐷
𝑙
)

]

= 𝑤
⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑠

𝐵
𝑙
+ 𝑤
⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑏

𝐵
0
+ 𝑝
⊤

𝑖𝑗
(𝐷
0
−𝐷
𝑙
)

= 𝑤
⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑠

𝐵
𝑙
+ [𝑤
⊤

𝐵
𝑖𝑗,0

𝑝
⊤

𝑖𝑗] [

𝐵
0

𝐷
0
− 𝐷
𝑙

] , (34)

wobei erneut𝑤⊤
𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑏

= 𝑤
⊤

𝐵
𝑖𝑗,0

und 𝑝⊤
𝑖𝑗
= −𝑤

⊤

𝐵
𝑖𝑗,0

𝐿 ausgenutzt
werden. Um eine explizite Abhängigkeit von 𝑧⊤

𝑖𝑗
zu erhal-

ten, wird (16b) eingesetzt, weiterhin gilt (21). Gelöst wer-
den muss also analog zu (25) das Optimierungsproblem

minimiere
𝑧
⊤

𝑖𝑗
,𝑤

⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑠

,𝛾
𝑢

𝛾
𝑢
, u.d.B.d. ∀𝑙 = 1, . . . , 𝑁 (35a)

(16b), (21), (24), (35b)

[

[

𝛾
𝑢

𝑤
⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑠

𝐵
𝑙
+ [𝑤
⊤

𝑏
𝑖𝑗,0

𝑝
⊤

𝑖𝑗] [

𝐵
0

𝐷
0
− 𝐷
𝑙

]

⋆ 𝐼
𝑛
𝑢

]

]

≻ 0. (35c)

Für nicht-steuerbare Beobachtereigenwerte entspricht das
Vorgehen Abschnitt 4.1.2.

4.2.2 Stationärer Einfluss der Stellgröẞen

Analog zu Abschnitt 4.1.3 lässt sich der stationäre Einfluss
der Stellgröẞen auf die Residuen betrachten. Da gemäẞ
(8) die Stellgröẞen im Idealfall keine Wirkung auf die Re-
siduen haben, ergibt sich

minimiere
𝑍
𝑉

max
𝑙=1,...,𝑁

󵄩
󵄩
󵄩
󵄩

𝐺
𝑟𝑢,𝑙

(𝑠 = 0)

󵄩
󵄩
󵄩
󵄩2
. (36)

Entsprechend (33) lässt sich dies als LMI-Problem der
Form

minimiere
𝑍
𝑉
,𝛤,𝛾

𝑢

𝛾
𝑢
u.d.B.d. ∀𝑙 = 1, . . . , 𝑁 (37a)

(16e), (33c), (37b)

[

𝛾
𝑢
𝐼
𝑛
𝑓

𝛤 (
̃𝐵
𝑙
−

̃𝐿 ̃𝐷
𝑙
) + 𝑉 ̃𝐷

𝑙

⋆ 𝐼
𝑛
𝑢

] ≻ 0 (37c)

schreiben. Alternativ zu (37) lässt sich mittels
des Bounded-Real-Lemmas [1] auch eine LMI-
Charakterisierung der gröẞten Verstärkung von𝐺

𝑟𝑢
(𝑠) im

Sinne derH
∞
-Norm angeben und optimieren.

4.3 Zusammenfassung der
Entwurfsmethodik

In den Abschnitten 4.1 und 4.2 wurden die Optimierungs-
ziele hinsichtlich der Isolationseigenschaft und der Unter-
drückung des Einflusses von Stellgröẞen formuliert. Da-
bei stellenbeispielsweise (25) und (35) konkurrierendeZie-
le bzgl. der Wahl des Freiheitsgrades 𝑧⊤

𝑖𝑗
dar. Um beiden

Kriterien Rechnung zu tragen, wird für die Auslegung des
FIOs eine gewichtete Summe der jeweiligen Schranken als
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Optimierungskriterium herangezogen. Für die steuerba-
ren Beobachtereigenwerte ist also das LMI-Problem

minimiere
𝑧
⊤

𝑖𝑗
,𝑤

⊤

𝐵
𝑖𝑗,𝑙,𝑠

,𝛾
𝑓
,𝛾
𝑢

𝛼
𝑓
𝛾
𝑓
+ 𝛼
𝑢
𝛾
𝑢
, u.d.B.d. (38a)

(16b), (21), (24), (25c), (35c) ∀𝑙 = 1, . . . , 𝑁 (38b)

zu lösen. Dabei stellen 𝛼
𝑓
≥ 0 und 𝛼

𝑢
≥ 0 skalare Gewich-

tungsfaktoren dar, mit denen beim Entwurf zwischen der
Trennschärfe der Isolation und der Unterdrückung des
Einflusses von Störgröẞen abgewogen werden kann.

Ebenso lässt sich bzgl. der nicht-steuerbaren Eigen-
werte für (29) und das analoge Optimierungsproblem
zu (35)

minimiere
𝑧
⊤

𝑘
,𝑤

⊤

𝐵
𝑘,𝑙,𝑠

,𝜆
𝐵
𝑘

,𝛾
𝑓
,𝛾
𝑢

𝛼
𝑓
𝛾
𝑓
+ 𝛼
𝑢
𝛾
𝑢
, u.d.B.d. (39a)

(16c), (16d), (27a), (28), (29c) − (29e), (35c) (39b)
∀𝑙 = 1, . . . , 𝑁

schreiben. Dabei ist (35c) für die nicht-steuerbaren Eigen-
werte 𝜆

𝐵
𝑘

auszuwerten. Die nicht-steuerbaren Beobachte-
reigenwerte, welche invariante Nullstellen kompensieren,
werden hier nicht gesondert betrachtet. Für sie ergibt sich
strukturell das gleicheOptimierungsproblemwie (39),wo-
bei der entsprechende Eigenwert nicht mitoptimiert wird.

Abbildung 2: Schematische Darstellung des Entwurfsverfahrens.

Zur Wahl von 𝑍
𝑉
und damit zur Bestimmung des

Nachfilters 𝑉 lassen sich die LMI-Probleme (33) und (37)
kombinieren zu

minimiere
𝑍
𝑉
,𝛤,𝛾

𝑓
,𝛾
𝑢

𝛼
𝑓
𝛾
𝑓
+ 𝛼
𝑢
𝛾
𝑢
, u.d.B.d. (40a)

(16e), (33c), (33d), (37c). (40b)

Abbildung 2 fasst das Entwurfsverfahren schematisch zu-
sammen. Im ersten Schritt wird mittels Satz 1 der Ent-
wurf für das nominale System durchgeführt, woraus sich
𝐿
0
und 𝑉

0
ergeben. Auf Basis der Unsicherheitsbeschrei-

bung (2), (3) werden dann im zweiten Schritt durch Lö-
sung der Optimierungsprobleme (38), (39) die Freiheits-
grade 𝑧⊤

𝑖𝑗
, 𝑧
⊤

𝑘
und 𝑧⊤

𝑚
entworfen. Damit ist die gesuchte

Beobachtermatrix𝐿 bereits parametiert. Im dritten Schritt
wird auf dieser Grundlage das Optimierungproblem (40)
gelöst, woraus sich schlieẞlich die Nachfiltermatrix𝑉 er-
gibt.

Anmerkung 2. In der vorgestellten Form berücksichtigt
das Entwurfsverfahren nur die Beobachtereigenwerte und
die stationäre Isolation bzw. Stellgröẞenunterdrückung.
Es ist darüber hinaus möglich, auch den Einfluss der Stre-
ckeneigenwerte zu betrachten. Da auf diese über die Be-
obachtermatrix 𝐿 kein Einfluss genommen werden kann,
verbleibt die Anpassung von 𝑉, um die Wirkung der
Streckeneigenwerte auf die generierten Residuen zu un-
terdrücken. Dies lässt sich bewerkstelligen, indem die
Norm der Zählermatrix in den Partialbruchzerlegungen
von 𝐺

𝑟𝑓,𝑙
(𝑠) (18) und 𝐺

𝑟𝑢,𝑙
(𝑠) minimiert wird. Dazu wird

das Optimierungskriterium in (40) um zusätzliche (ge-
wichtete) Terme erweitert. Auf eine detaillierte Betrach-
tung wird an dieser Stelle verzichtet.

Anmerkung 3. Unterliegt das System zusätzlich zu den
parametrischen Unsicherheiten noch exogenen Störun-
gen, so lässt sich der vorgestellt Entwurf ohne Weite-
res ebenfalls anwenden. Wie bei der Unterdrückung des
Einflusses von Stellgröẞen lässt sich ein Optimierungs-
problem analog zu (35) formulieren, welches die Be-
obachtereigenwerte näherungsweise nicht-steuerbar bzgl.
der Störungen macht. Um auch die Streckeneigenwer-
te und den stationären Einfluss der Störungen zu be-
rücksichtigen, lässt sich für das Nachfilter 𝑉 ein Opti-
mierungsproblem entsprechend (37) formulieren. Alterna-
tiv zur stationären Verstärkung lässt sich dabei mithil-
fe des Bounded-Real-Lemmas [1] auch eine Optimierung
der gröẞten Störverstärkung im Sinne der H

∞
-Norm als

LMI-Nebenbedingung formulieren. Die zu minimierende
Schranke für die Störunterdrückung, 𝛾

𝑑
lässt sich dann

mittels eines Gewichtungsfaktors 𝛼
𝑑
in die Gütekriterien

der Optimierungsprobleme (38), (39) und (40) einbinden.



30 | Arne Wahrburg und Jürgen Adamy, Fehlerisolationsbeobachter für unsichere Systeme

5 Beispiel
Zur Verdeutlichung der Ergebnisse wird das Verfahren bei-
spielhaft auf ein akademisches System dritter Ordnung
angwendet. Das System verfügt über einen unsicheren Pa-
rameter 󰜚 ∈ [−1 , 1], die beschreibendenMatrizen sind ge-
geben durch

𝐴(󰜚) = [

[

−1 2 − 0,5󰜚 4 + 0,2󰜚

0 −2 3 + 0,2󰜚

0 0 −3

]

]

, (41a)

𝐵(󰜚) = [

[

0 0

1 − 0,02󰜚 0,04󰜚

0 4 + 0,06󰜚

]

]

, (41b)

𝐸
𝑎
(󰜚) =

[

[

0 0

1 + 0,2󰜚 0

0 4 − 0,1󰜚

]

]

, (41c)

𝐶(󰜚) = [

[

1 + 0,01󰜚 0 −1

0 1 0

0 −0,05󰜚 1

]

]

, (41d)

𝐷(󰜚) = 0 und 𝐸
𝑠
(󰜚) = 0. Das nominale System (4) ergibt

sich daraus mit 󰜚 = 0 und die Eckpunkte des durch (2) de-
finierten Polytops berechnen sich durch 󰜚 = −1 bzw. 󰜚 = 1.

Für das System gilt 𝛿
1
= 𝛿
2
= 1 und ferner sind die An-

nahmen 1–5 erfüllt. Eswird zunächst gemäẞSatz 1 ein FIO
für das nominale System entworfen. Für eine schnelle Feh-
lererkennung werden die Pole der Übertragungskanäle zu

Abbildung 3: Sprungantworten von Grf(s).

𝜆
𝐵
1,1

= −10 und 𝜆
𝐵
2,1

= −12 gewählt. Da das System keine
invariante Nullstelle aufweist, kann der nicht-steuerbare
Beobachtereigenwert frei gewählt werden, er wird für die
initiale Beobachterparametrierung bei 𝜆

𝐵
3

= −8 platziert.
Als stationäre Verstärkung für die beiden Übertragungs-
kanäle wird 𝑧

1
= 𝑧
2
= 1 vorgegeben, die übrigen Freiheits-

gradewerden zu 𝑧⊤
11
= 𝑧
⊤

21
= 0, 𝑧

3
= 1, 𝑍

𝑉
= 0 gesetzt. Zu

beachten ist dabei, dass wegen 𝑛
𝑦
− 𝑛
𝑓
= 1 die Vektoren

𝑧
⊤

𝑖𝑗
bzw. 𝑧⊤

𝑘
zu Skalaren entarten. Es ergibt sich

𝐿
0
=
[

[

7,0 2,0 11, 0

−0,431 8, 0 2,569

−1,539 0 7,462

]

]

,𝑉
0
= [

0 10,0 0

−1,5 0 1,5

].

(42)
In Abbildung 3a ist die Sprungantwort von 𝐺

𝑟𝑓
(𝑠) für ver-

schiedene Werte von 󰜚 dargestellt. Während für 󰜚 = 0 er-
wartungsgemäẞ eine ideale Fehlerisolation erreicht wird,
zeigt sich für die Extremfälle 󰜚 = −1 bzw. 󰜚 = 1 eine Abwei-
chung in der stationären Verstärkung der Übertragungs-
funktion 𝑔

1,1
(𝑠) und eine deutliche Beeinflussung des ers-

ten Residuums durch den zweiten Fehler. Darüber hinaus
zeigt die Analyse der Sprungantwort von 𝐺

𝑟𝑢
(𝑠) (s. Abbil-

dung 4a), dass der Eingang 𝑢
2
für 󰜚 ≠ 0 das Residuum 𝑟

1

stark beeinflusst. In diesem Fall ist also weder eine Fehler-
detektion noch eine -isolation möglich.

Für die Optimierung des FIOs sind lediglich die Para-
meter 𝛼

𝑓
und 𝛼

𝑢
sowie ein zulässiges Gebiet für den nicht-

steuerbaren Beoabchtereigenwert zu wählen. Im Beispiel
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Abbildung 4: Sprungantworten von Gr u(s).

werden 𝛼
𝑓
= 2 und 𝛼

𝑢
= 1 gewählt, die Diagonalstruktur

von 𝐺
𝑟𝑓
(𝑠) wird also gegenüber der Unterdrückung des

Einflusses von Stellgröẞen auf die Residuen priorisiert.
Als zulässiges Gebiet für den Eigenwert 𝜆

𝐵
3

wirdD = {𝜆 ∈

ℂ | −100 <Re(𝜆) < −1} gesetzt. Durch Lösen von (38) so-
wie (39) und Einsetzen in (16a) ergibt sich die gesuchte Be-
obachtermatrix 𝐿opt. Anschlieẞend wird durch Lösen von
(40) die zugehörige optimierte Nachfiltermatrix 𝑉opt be-
rechnet und es ist

𝐿opt =
[

[

11,877 2,0 15,877

1,437 8,0 4,437

0,043 0 9,043

]

]

, (43a)

𝑉opt = [

22,894 10,0 22,894

−3,223 0 −0,223

] . (43b)

Die auftretenden LMI-Problemewurden dabeimithilfe des
Interface YALMIP [20] und des Solvers SeDuMi [28] ge-
löst. Die Abbildung 3b und 4b zeigen die sich ergebenden
Sprungantworten von𝐺

𝑟𝑓
(𝑠) und𝐺

𝑟𝑢
(𝑠). Aus Abbildung 3

ist ersichtlich, dass der optimierte Beobachter nicht nur
wesentlich besser in der Lage ist, bei vorhandenen Unsi-
cherheiten die gewünschte stationäre Verstärkung sicher-
zustellen. Es werden insbesondere auch die unerwünsch-
ten Kopplungen zwischen dem Fehler 𝑓

2
und dem Residu-

um 𝑟
1
reduziert. Wie aus Abbildung 4 hervorgeht, hat der

Eingang 𝑢
1
für den optimierten Beobachter einen etwas

stärkeren Einfluss auf das Residuum 𝑟
1
, insgesamt wird

der Einfluss der Stellgröẞen auf die generierten Residuen
jedoch deutlich reduziert.

6 Zusammenfassung
Der Beitrag beschäftigt sich mit den zusätzlichen Ent-
wurfsfreiheitsgraden für Fehlerisolationsbeobachter, wel-
che sich gegenüber dem quadratischen Fall in Systemen
mit mehr Sensoren als potentiellen Fehlern ergeben. Es
wurde gezeigt, wie sich diese Freiheitsgrade systema-
tisch nutzen lassen, um die Robustheit bzgl. unsicherer,
beschränkter Systemparameter zu steigern. Hierfür lie-
ẞen sich auf Basis der Vollständigen Modalen Synthe-
se jeweils Optimierungsprobleme für die Auslegung der
Freiheitsgrade ableiten, wobei für die nominale System-
dynamik stets eine exakte Fehlerisolation gewährleistet
ist.

Eine Anwendung des vorstellten Verfahrens bietet
sich in der Fehlerisolation von nichtlinearen Systemen,
welche in der Nähe eines Arbeitspunktes betrieben
werden. Linearisiert man die Systemdynamik um den
Arbeitspunkt und entwirft einen linearen FIO mit der vor-
gestellten Methodik, so kann die gesteigerte Robustheit
bzgl. parametrischer Unsicherheiten den Arbeitsbereich
des FIOs vergröẞern.
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