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Kurzfassung

Durch die Nichtbeachtung der immer vorhandenen Stellbegrenzungen bei
der Auslegung eines Reglers kann es wiahrend des Betriebs zu einem un-
erwiinschten Fehlverhalten des geschlossenen Regelkreises kommen. Die-
ses Fehlverhalten wird auch als Windup bezeichnet und besitzt die un-
terschiedlichsten Auspragungen: heftige Oszillationen, ein extrem verlang-
samtes Ausregelverhalten oder sogar Instabilitét.

Die vorliegende Arbeit beschéaftigt sich mit dem systematischen Entwurf
von Anti-Windup-Mafinahmen, die in Kombination mit dem zuvor ausge-
legten Regler einen sicheren und effizienten Betrieb des Regelkreises trotz
vorhandener Stellbegrenzungen gewahrleisten. Neben einer Stabilitédtsga-
rantie fiir den Regelkreis und einer hohen Regelgiite liegt der Fokus auf
einem einfach durchfiihrbaren Entwurf mit moglichst wenigen vom An-
wender zu wihlenden Parametern. Letzteres wird durch eine auf konvexer
Optimierung basierende Parametrierung des Anti-Windup erreicht.

Die Hauptbeitrige dieser Arbeit bestehen in einem systematischen Ent-
wurfsverfahren fiir die von Hippe vorgeschlagene Beobachtertechnik zur
Vermeidung von Regler-Windup sowie in der Entwicklung von drei neuar-
tigen Entwurfsmethoden fiir verschiedene lineare und nichtlineare modell-
basierte Anti-Windup-Strukturen.

Die erste Methode basiert auf stiickweise quadratischen Ljapunov-
Funktionen und ermoglicht neben globaler Stabilitdt eine im Vergleich zum
Stand der Technik hohe Regelgiite fiir lineares Anti-Windup. Diese wird
durch die Optimierung eines lokalen Giitemafes erreicht. Die zweite Me-
thode formuliert die Parametrierung eines ebenfalls neu entwickelten weich
strukturvariablen Anti-Windup als konvexes Optimierungsproblem. Durch
die variable Struktur dieses Ansatzes kann die Regelgiite im Vergleich zu
linearen Ansétzen betrachtlich gesteigert werden. Das dritte Entwurfsver-
fahren setzt auf lokale Stabilitatsergebnisse fiir lineares Anti-Windup und
eignet sich somit fiir Regelkreise mit grenz- oder instabilen Strecken. Die
prazise Charakterisierung des Stabilitdtsgebietes in Kombination mit ei-
nem auf die Regelgiite fokussierten Entwurf ist fiir den praktischen Einsatz
wichtig und stellt den Hauptunterschied zu existierenden Verfahren dar.
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Abstract

Neglecting actuator limitations when designing a feedback control may
cause a severe malfunctioning of the control loop during operation. This
faulty behavior is often termed windup and manifests itself in intense os-
cillations, a significantly prolonged settling time or even instability.

The main objective of this work is the development of systematic design
methods for anti-windup strategies, guaranteeing — in cooperation with the
pre-designed controller — a safe and efficient operation of the control loop.
Concerning the design approaches, three objectives are targeted. Stability
of the control loop as well as a high performance, i.e. a significant reduction
of windup, are desired characteristics. Furthermore, the procedure to para-
meterize the anti-windup should be as user-friendly as possible. Therefore,
all design methods in this work are based on convex optimization.

The primary contribution of this thesis consists in a systematic design
method for Hippe’s observer technique, preventing controller windup, and
the development of three new design methods suited for different linear
and nonlinear model-based anti-windup structures.

The first method uses piecewise quadratic Ljapunov functions to estab-
lish global stability of the closed-loop system with a linear anti-windup.
A local performance criterion is exploited to achieve a drastic reduction
of windup compared to existing approaches. The second design strategy
parameterizes a newly developed soft variable-structure anti-windup by
solving a convex optimization problem. Due to its variable structure, the
anti-windup outperforms linear state-of-the-art approaches. The third de-
sign algorithm aims at local stability results for linear anti-windup struc-
tures. Therefore, it is suited for control loops with marginally stable or
unstable plants. The main difference compared to existing approaches is
the precise characterization of the stability region in combination with a
performance-oriented design. Both aspects are necessary and important
for a practical implementation of the proposed method.






1 Einleitung

Die Aufgabe der Regelungstechnik besteht darin, ein technisches System
oder einen Prozess von aufsen so zu beeinflussen, dass ein gewiinschtes
Systemverhalten resultiert bzw. der Prozess in gewiinschter Weise ablauft.

Um dieses Ziel zu erreichen, ist das reibungslose Zusammenspiel ver-
schiedener Komponenten erforderlich. Eine Grundvoraussetzung fiir je-
de Regelung sind in gewissen Zeitabstédnden aktualisierte Informationen
iiber den Betriebszustand des zu regelnden Systems, das auch als Stre-
cke bezeichnet wird. Aus diesen Informationen berechnet der Regler einen
Zahlenwert, die sogenannte kommandierte Stellgréfte. Diese Grofe quan-
tifiziert, wie die Strecke zu beeinflussen ist, damit sich das gewiinschte
Verhalten einstellt. Die eigentliche Beeinflussung der Strecke iibernimmt
dann der Aktor, der das Bindeglied zwischen Regler und Strecke darstellt.
Aktoren, wie beispielsweise Netzteile oder Antriebe, setzen die komman-
dierte Stellgrofie in eine physikalische Grofse um, die im Weiteren als reale
Stellgrofe bezeichnet wird. Folglich wirken reale Stellgrofsen, wie zum Bei-
spiel Krafte, Drehmomente oder elektrische Spannungen, auf die Strecke.
Den Aufbau des so entstehenden Regelkreises zeigt Abbildung 1.1.

Aus physikalischen Griinden ist die reale Stellgréffe immer begrenzt.
Deshalb lasst sich nicht jede beliebige vom Regler kommandierte Stellgrofse
exakt auf die Strecke iibertragen. Eine Vernachlassigung dieser Stellgrofien-
begrenzung bei der Auslegung des Reglers kann zu einem unerwiinschten
Regelkreisverhalten fithren und im schlimmsten Fall katastrophale Folgen
nach sich ziehen [178]. Dieses Fehlverhalten des Regelkreises wird in der
Literatur oft als Windup bezeichnet und motiviert die Entwicklung von
Regelkonzepten fiir Strecken mit stellbegrenzten Aktoren.

Im industrienahen Umfeld hat sich ein zweistufiges Entwurfskonzept fiir
Regler etabliert. Zuerst wird die Stellgréfienbeschrankung ignoriert und ein
linearer Regler fiir ein lineares Modell der Strecke entworfen. Aufgrund der
Linearitat kann in diesem Entwurfsschritt auf ein breites Spektrum an ein-
fach anwendbaren Entwurfsmethoden zuriickgegriffen werden. Der zweite
Schritt besteht in der Erweiterung des Regelkreises um eine strukturelle
Mafnahme, die Stabilitdt und eine hohe Regelgiite garantiert, falls sich
der nichtlineare Einfluss der Stellbegrenzung bemerkbar macht und der
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Abbildung 1.1: Aufbau eines Regelkreises. Der Aktor stellt das Bindeglied zwi-
schen der Regeleinrichtung und dem zu regelnden System, der Strecke, dar.

Software & Algorithmen

Benutzerschnittstelle

Aktor an seinen Grenzen operiert. Diese Mafnahme wird aus historischen
Griinden mit Anti- Windup bezeichnet und ist Hauptgegenstand der vorlie-
genden Arbeit. Der néchste Abschnitt beschreibt die konkrete Zielsetzung.

1.1 Zielsetzung der Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung von neuen systematischen Entwurfs-
verfahren fiir die Parametrierung existierender Anti-Windup-Mafinahmen
sowie die Entwicklung neuer Anti-Windup-Strukturen. Dabei liegt der Fo-
kus auf der Kombination folgender Anforderungen:

e cine Stabilitdtsgarantie fiir die jeweils betrachtete Ruhelage des ge-
schlossenen Regelkreises, wobei ein moglichst grofies genau spezifi-
ziertes Stabilitatsgebiet angestrebt wird,

e ecine moglichst hohe garantierte Regelgiite,

e cin moglichst einfacher, automatisierbarer Entwurf mit moglichst we-
nigen vom Anwender zu wihlenden Entwurfsparametern.

Viele existierende Ansétze beriicksichtigen nur jeweils einen der drei ge-
nannten Punkte, d. h. zielen entweder auf ein groftes Stabilitatsgebiet oder
eine hohe Regelgiite ab. Einfach anwendbare Entwurfsverfahren basieren
oft auf iterativen Entwiirfen und geben keine Stabilitdtsgarantie. Dann ist
Ausprobieren und ausgiebiges Simulieren notwendig.
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Um den Entwurf auf eine systematische Weise in vertretbarer Rechenzeit
durchfiihren zu kénnen, wird der Anti-Windup-Entwurf als konvexes Opti-
mierungsproblem formuliert. Dieses Vorgehen hat sich in vielen Bereichen
der Regelungstechnik durchgesetzt, da zuverlassige Algorithmen fiir die
numerische Losung derartiger Probleme existieren. Anhang B bietet eine
Einfiihrung in die Thematik, die im Folgenden als bekannt vorausgesetzt
wird. Den weiteren Aufbau der Arbeit beschreibt der ndchste Abschnitt.

1.2 Gliederung der Arbeit

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in zehn Kapitel. Dabei stellt das zwei-
te Kapitel den Ankniipfungspunkt zu den einleitenden Worten dar und
beschreibt detailliert den betrachteten Regelkreis sowie die im Zusam-
menhang mit Stellbegrenzungen auftretenden Windup-Probleme. Existie-
rende Losungen fiir die Windup-Problematik stehen im Mittelpunkt des
dritten Kapitels. Dazu zahlen eine direkte Beriicksichtigung der Begren-
zungen beim Reglerentwurf, modellbasierte pradiktive Regelungen sowie
Anti-Windup-Mafsnahmen. Letztere behandelt Kapitel 4 intensiver und
stellt den Stand der Technik ausfiihrlich dar.

Die Kapitel 5 bis 9 enthalten die neuen Beitrige der Arbeit, die in Aus-
ziigen bereits in den Publikationen [147-150] veré6ffentlicht wurden. Kapi-
tel 5 befasst sich mit einer systematischen Entwurfsmethode fiir die auf
Hippe zuriickgehende Beobachtertechnik eines modularen Anti-Windup-
Konzeptes [85]. Wesentliche Neuerung ist die Bewertung der Regelgiite
anhand der Abweichung von einem idealen Verhalten.

Kapitel 6 untersucht die Stabilitdt von Regelkreisen mit sogenanntem
modellbasierten Anti-Windup. Der Fokus liegt auf der Herleitung von ein-
fach zu handhabenden, universell einsetzbaren Stabilitdtssatzen, die eine
Erweiterung von [52, 185] darstellen. Diese Ergebnisse bilden die Grundla-
ge fiir die neuen Entwurfsmethoden der Kapitel 7 bis 9. Die Besonderheit
des Entwurfs in Kapitel 7 ist die Verwendung von stiickweise quadratischen
Ljapunov-Funktionen. Dadurch kann eine hohere Regelgiite im Vergleich
zum Stand der Technik erzielt werden, wie ein Beispiel demonstriert.

Kapitel 8 stellt eine neues weich strukturvariables Anti-Windup vor,
das auf der gleichnamigen Zustandsregelung [98] basiert. Es zeichnet sich
durch eine hohe Regelgiite und einen, im Vergleich zum Stand der Technik,
einfachen Entwurf sowie eine gute Implementierbarkeit aus.

Lokale Ergebnisse werden in Kapitel 9 verfolgt. Hauptaugenmerk liegt
auf einem modellbasierten Anti-Windup mit hoher Regelgiite, das loka-
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Kapitel 2
Definition der Windup-Problematik
Kapitel 3 l
Existierende Losungen
spezielle Anti-Windup modellpradiktive
Regler (mit Historie) Regelung
Kapitel 4 l
Anti-Windup: Grundlagen & Stand der Technik
modulares allgemeines lineares modellbasiertes
Anti-Windup Anti-Windup Anti-Windup
Kapitel 5 l Kapitel 6 l
Entwurfsmethode Stabilitatssatze
mit Systematik fiir fiir modellbasiertes
modulares Anti-Windup Anti-Windup
Kapitel 7 ¢ Kapitel 8 l Kapitel 9 L
Entwurfsmethode Entwurfsmethode Entwurfsmethode
mit nichtquadratischen fiir weich struktur- lokale Stabilitat
Ljapunov-Funktionen variable Dynamik mit Anfangsgebiet

Abbildung 1.2: Gliederung der vorliegenden Arbeit. Die neuen Beitrdge und
Entwurfsmethoden sind orange hervorgehoben.

le Stabilitiat des Regelkreises fiir alle Anfangszustinde aus einem genau
charakterisierten Gebiet garantiert. Die préazise Charakterisierung des An-
fangsgebietes ist fiir den praktischen Einsatz wichtig und stellt den Haupt-
unterschied zu existierenden Entwurfsmethoden dar.

Abbildung 1.2 visualisiert die Gliederung der Arbeit und zeigt die Ver-
bindungen der einzelnen Kapitel auf. Die Arbeit schliefst mit einer Zusam-
menfassung in Kapitel 10.



2 Die Windup-Problematik

Dieses Kapitel charakterisiert das Windup-Problem. Nach der Definition
des betrachteten Regelkreises wird auf die Entstehung des Begrifts Windup
eingegangen und der klassischen Definition eine moderne Variante gegen-
iibergestellt. Ein Beispiel demonstriert die Windup-Problematik.

2.1 Definition des betrachteten Regelkreises

Das zu regelnde dynamische System, die Strecke, wird durch ein lineares,
zeitinvariantes, steuer- und beobachtbares Zustandsraummodell

S. { &s(t) = Agzs(t) + B yus(t) + Bs . 2(t), (2.1)

Ys (t) = Csxs (t>

beschrieben. Dabei bezeichnet x4(t) € R™ den Zustand, us(t) € R™ die
Stellgrofe und z(t) € R! die auf das System wirkende Stérgrofe. Der
messbare Streckenausgang ist ys(t) € R™. Die konstanten Matrizen As,
B ., Bs, ., Cs besitzen passende Dimensionen.

Vor allem interessiert das Verhalten der Strecke im Zeitintervall [0,00).
Anfangsbedingungen lassen sich durch einen Anfangszustand x4(0) = x(”
beriicksichtigen. Die Zeitabhéngigkeit des Zustands und der Ein- und Aus-
gangsgrofsen wird im Weiteren nicht mehr ausgeschrieben.

Um der Strecke ein gewiinschtes dynamisches Verhalten aufzuprigen,
kommt ein linearer Regler zum Einsatz, der durch

:br - Armr + Br,uur + Br,ww7

R: { Yr = Crmr + Dr,uur + Dr,ww (22)
mit x,(0) = x” beschrieben wird. Dabei ist &, € R™ der Reglerzustand,
u; € R™ der Messeingang fiir die Ausgangssignale ys der Strecke, w € R™
der Eingang zur Vorgabe von Sollwerten und y, € IR™ die vom Regler

berechnete Stellgrofse, der Reglerausgang.
Die Stellgrofse y, wird mittels eines Aktors auf die Strecke iibertragen.
Der Aktor kann zum Beispiel ein Netzteil sein, welches die vom Regler
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@z
Aktor
—> Yr,ub Us,ub Ys,ub

Abbildung 2.1: Unbeschriankter Regelkreis mit idealem Aktor. Die komman-
dierte Stellgrofte wird immer exakt eingestellt, d. h. us ub = Yr ub.

gewiinschte Spannung vy, an den Eingang us der Strecke (2.1) anlegt oder
ein mechatronisches System, das durch Offnen eines Ventils am Eingang
der Strecke den vom Regler berechneten Durchfluss einstellt. Der Aktor
setzt somit einen vom Regler berechneten Zahlenwert in eine physikalische
Grofke wie Weg, Kraft oder elektrische Spannung um.

Bei einer exakten Umsetzung durch einen idealen Aktor kann die vom
Regler berechnete Stellgréfte y, immer genau eingestellt werden, d. h., es
gilt us = lly, = y,. Der so entstehende Regelkreis in Abbildung 2.1 wird
als unbeschrankter Regelkreis bezeichnet, weil die Stellgrofse nicht durch
den Aktor beschrankt ist. Der Index g b bzw. ; 41, fiir Zustédnde, Ein- und
Ausgénge der Strecke und des Reglers betonen dabei die Unbeschrianktheit
des Regelkreises. Mit dem Zustandsvektor x[, = [mgyub :c;ub} und dem
Eingangsvektor " = [w" z'] ergibt sich fiir die Zustandsraumdarstellung
des unbeschrankten Regelkreises

a.zub - Aubmub + Bubra (23>
wobei die Systemmatrizen folgende Gestalt besitzen

As+Bs,uDr,qu Bs,uCr . Bs,uDr,w Bs,z
B..C. A, ]’B“b‘{ B.., 0 ] (24)

Die Aufgabe beim Entwurf des Reglers besteht darin, die Matrizen des
Regelgesetzes (2.2) so zu wéhlen, dass die Dynamik des unbeschrankten
Regelkreises (2.3) gewisse Giiteforderungen erfiillt, die nachfolgend kurz
behandelt werden.

Aub -

2.1.1 Giiteforderungen

Die konkreten Forderungen an die Regelung héngen von der jeweiligen An-
wendung ab. Im Weiteren sind typische Giiteforderungen aus der Literatur
aufgelistet [132, 133].
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Forderung 1: Stabilitéit

Stabilitéat lasst sich im Kontext dynamischer Systeme allgemein beschrei-
ben als die Eigenschaft, ,|[...] auf eine beschrénkte Erregung mit einer be-
schrinkten Bewegung zu reagieren® [132]. Konkret kann die Erregung zum
Beispiel die Auslenkung des Zustandes aus einer Ruhelage sein. Der Begriff
Ruhelage ist dabei fiir allgemeine dynamische Systeme

= f(x,u) (2.5)

mit dem Zustand x und dem Eingang u wie folgt definiert.

Definition 2.1 (Ruhelage, nach [3]). Gegeben sei das System (2.5). Dann
heifit ein Punkt ™ des Zustandsraums Ruhelage, wenn fiir einen konstan-
ten Eingangsvektor u = u™ gilt

= f(x™, u®)=0.
Beziiglich der Stabilitat dieser Ruhelage gilt

Definition 2.2 (nach [11, 107]). Gegeben sei eine Ruhelage ™ des Sys-
tems (2.5). Dann heifit die Ruhelage stabil im Sinne von Ljapunov, wenn
fiir jedes € > 0 ein § = §(¢) > 0 existiert, so dass fiir die Trajektorien x(t)
des Systems gilt

|2(0) — ™| <d§ = ||z(t) —xz™| <e Vt>0,

wobei || - || eine beliebige Vektornorm ist. Die Ruhelage ™ heiftt attraktiv,
wenn fiir ein n > 0 gilt

|2(0) — ™| <n = lim x(t) = x™.
t—o00

Ist die Ruhelage ™ stabil im Sinne von Ljapunov und attraktiv, dann
wird sie als asymptotisch stabil bezeichnet. Ist sie stabil im Sinne von
Ljapunov und attraktiv fiir ein beliebig grofies 1, dann wird die Ruhelage
als global asymptotisch stabil bezeichnet.

Aus der linearen Systemtheorie ist bekannt, dass der unbeschriankte Re-
gelkreis (2.3) genau eine asymptotisch stabile Ruhelage

R) _ —1
$ub — _Aub Bubr

besitzt, wenn alle Eigenwerte der Systemmatrix A, einen negativen Real-
teil aufweisen |3, 132]. Des Weiteren ist eine asymptotisch stabile Ruhelage
eines linearen Systems immer global asymptotisch stabil, d. h., die Trajek-
torien @y (t) laufen von beliebigen Anfangswerten x,,(0) = ) € R+
nach :UST‘O). Garantiert der Regler negative Realteile der Eigenwerte von

A.up, wird der gesamte Regelkreis vereinfachend als stabil bezeichnet.
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Forderung 2: Sollwertfolge und Storkompensation

Die Stabilitat des unbeschrankten Regelkreises ist eine notwendige Bedin-
gung, die jeder Regler garantieren muss. Dariliber hinaus ist es Aufgabe
des Reglers, den Ausgang der Strecke yg, die sogenannte Regelgrofie, mit
der Sollgréfe w in Ubereinstimmung zu bringen oder zumindest die asym-
ptotische Annéherung

lim (w(t) —ys(t)) =0

t—o0

trotz auftretender Stérungen z(t) zu garantieren. Dabei wird die Differenz
aus Soll- und Regelgrofse als Regelabweichung e bezeichnet. Es gilt

e=w—ys. (2.6)

Die Sollgrofsen w und Storgrofen z lassen sich in vielen Féllen mit
linearen Zustandsraummodellen

o R e | e el R

0
w| _ C, 0] [xy
z|] |0 C. |z

beschreiben. Sind die Eigenwerte \; der Systemmatrix diag (A, A.) des
Fiihrungs- und Storgrofsenmodells nicht identisch mit den invarianten Null-

stellen der Strecke S, d. h.

rang PiHC’_ As _B;S’u] =ns+m VA,

dann existiert ein Regler, der Sollwertfolge und Stérkompensation garan-
tiert [132, Abschnitt 4.4.5].
Fiir die weiteren Ausfiihrungen gilt die vereinfachende

Annahme 2.1. Die Fiihrungsgrofse w und die auftretende Storgrofe z
sind konstant fiir alle ¢ > 0, d. h.

w(t)=woVt>0, =z(t)=2z Vt>D0.

Somit sind w(t) und z(t) stetige Funktionen in ¢ fiir alle ¢ > 0.
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Fiir den hier betrachteten Fall konstanter Fiihrungs- und Storgrofien gilt
A,=0A, =0.

Die Strecke darf somit keine invarianten Nullstellen im Ursprung besit-
zen, wenn Sollwertfolge und Storkompensation angestrebt wird. Ist diese
Bedingung erfiillt, lasst sich immer ein Regler R finden, der die Ruhelage

m(R)b
®) _ | “s,u : ®) _
T = e mit Cszcs’ub = wy

r,ub
des Regelkreises (2.3) global asymptotisch stabilisiert und somit

lim ys(t) = lim Cizs(t) = Csa:éR)b = wq

t—o0 t—o0 u

garantiert.

Forderung 3: Dynamisches Verhalten

Die Giiteforderung der Sollwertfolge und Stérkompensation stellt nur si-
cher, dass sich die Regelgrofe ys dem Sollwert w = wy asymptotisch
anndhert. Fiir die Giite der Regelung ist aber auch die Art und Weise der
Annéherung entscheidend. Diese lasst sich anhand verschiedener Kenngro-
fen wie Ausregelzeit oder Uberschwingweite quantifizieren. Die Ausregel-
zeit ist definiert als die Zeitspanne zwischen der Anderung des Sollwertes
und dem Einschwingen der Regelgrofie in einen Schlauch der Breite +¢€ um
den neuen Sollwert. Die Uberschwingweite gibt an, wie weit sich die Regel-
groke nach dem ersten Erreichen des Sollwertes wieder von ihm entfernt,
bevor sie in den e-Schlauch eintritt.

Forderung 4: Schwache Kopplungen zwischen Regelgrofien

Im Fall einer Mehrgréfienregelung, d. h. m > 1, wird haufig eine schwache
Kopplung zwischen den Regelgrdfsen s 1, . . ., Ys,m angestrebt. Das bedeu-
tet: Die Verdnderung der Sollwertkomponente w; soll sich moglichst nur
auf die ihm zugeordnete Regelgrofe ys ; auswirken.

Zentrale Annahme

Um ein Regelgesetz zu finden, fiir das der unbeschriankte Regelkreis die
diskutierten Giiteforderungen erfiillt, kann auf ein breites Spektrum an
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Entwurfsverfahren der linearen Regelungstheorie zuriickgegriffen werden
6, 39, 50, 82, 132, 133|. Ein linearer Regler R wird deshalb in dieser Arbeit
als gegeben betrachtet und der Entwurf nicht behandelt. Des Weiteren gilt

Annahme 2.2 (Ideales Verhalten des unbeschrinkten Regelkreises). Der
gegebene Regler R geméf (2.2) garantiert, dass der unbeschrénkte Regel-
kreis (2.3) alle Giiteforderungen erfiillt und somit ein ideales Verhalten
aufweist.

Dieses ideale Verhalten des unbeschrinkten Regelkreises entsteht durch
das Zusammenspiel von Regler und idealem Aktor. Ein idealer Aktor exis-
tiert aber in der praktischen Anwendung nicht. Deshalb befasst sich der
nichste Abschnitt mit realen Aktoren.

2.1.2 Reale Aktoren

Ein realer Aktor ist ein dynamisches System

A - Ty = fa(maaua> ;
. Ya = ha(maaua)

mit dem Eingang u, € R™, dem Ausgang y., € R sowie dem Zustand
x, € R". Die Aufgabe des Aktors ist es, die am Eingang u, anliegende
vom Regler kommandierte Stellgrofie y, moglichst schnell und prazise am
Ausgang vy, einzustellen. Dabei gibt es zwei wesentliche Punkte, die einen
realen von einem idealen Aktor unterscheiden:

1. Der Ausgang des realen Aktors ist in der Amplitude begrenzt, d. h.,
es sind nicht beliebig grofe Stellgréften auf die Strecke iibertragbar.

2. Aufgrund physikalischer Gesetzmaéfigkeiten besitzt der reale Aktor
eine Dynamik, d. h., die vom Regler angeforderte Stellgrofe y, wird
sich erst nach einer gewissen Zeit am Aktorausgang vy, einstellen.

Der zweite Punkt kann bei der mathematischen Modellierung des Re-
gelkreises vernachlédssigt werden, wenn die Streckendynamik um ein Viel-
faches langsamer ist als die Dynamik des Aktors. Davon wird im Weiteren
ausgegangen'. Die Aktorzustinde zur Modellierung der Dynamik werden

st das nicht der Fall, besteht die Mdglichkeit, die Aktordynamik als Teil der Stre-
cke aufzufassen und ein um die Aktorzustdnde erweitertes Streckenmodell zu be-
trachten. In [85, Abschnitt 7.1] wird die Aktordynamik beispielsweise als stabiles
Verzogerungsglied erster Ordnung vor dem eigentlichen Streckeneingang modelliert.
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dann nicht bendétigt und es gilt fiir den Aktorausgang

Y = ha(ua) .

Der erste Punkt, die Beschrankung des Aktorausganges, ist im Fall ei-
nes Ventils sofort einsichtig: Mehr als 100% l&sst es sich nicht 6ffnen. Auch
ein Netzteil besitzt eine maximale Ausgangsspannung. Mathematisch lasst
sich eine derartige Begrenzung der i-ten Komponente y,; des Aktoraus-
ganges Yy, durch die nichtlineare Sattigungskennlinie

u;, u; > Ua i,
Ya,i — Sat[gi,ﬁi](ua,i) = 4 Ua,i, u,; < Ug,i < ug,
u;, Uq,i > U4

beschreiben. In vektorieller Schreibweise ergibt sich folgende Beziehung

Sajt[gl’ﬁl](Ua’l)
Ya = satb[y g (Ua) = : (2.7)

satiy, ] (Ua,m)
mit den vektoriellen Sattigungsgrenzen
u=|u ... u,], (2.8)

=t ... Uwl .

e

In vielen Féllen liegen symmetrische Grenzen der Stellgrofe vor, d. h.
U; = —u,. Zwecks einer iibersichtlicheren Notation wird die i-te Kompo-
nente der Sattigungsfunktion dann durch

Yai = Pai(Uai) = satg, (Ua,i) = sgn(ua i) min {|ua i|,0; } (2.9)
beschrieben. Der Index u; entfillt. In vektorieller Schreibweise folgt

Ya,1 Satﬁl(ua,l)
Y= | © | = 5 = satg(u,) (2.10)

ya,m Satﬁm(ua,m>

mit der vektoriellen Sattigungsgrenze (2.8).
Nun kann der Regelkreis mit begrenzter Stellgrofie definiert werden. Die
Verschaltung von Regler, Aktor und Strecke gemaf

Uy = Ys, Uy = Yy, Us = Yo = sata(u,)
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ﬂz
Aktor
Ys

—> r— Uy a— Usg
Uy R y:>_/-y:(> S
: _‘

Abbildung 2.2: Beschriankter Regelkreis mit realem Aktor.

fiihrt zu dem in Abbildung 2.2 dargestellten beschrinkten Regelkreis.
Mit dem zusammengesetzten Zustandsvektor

z, = |z] =]

und dem Eingangsvektor

ergibt sich die Zustandsraumdarstellung

xp, = Apxy, + By wus + By 7

(2.11)
us = satg(Chxy, + Dyr)

des beschriankten Regelkreises mit den Systemmatrizen

Ag 0 | Bsu | 0 B .
Ay, = [Br,qu AJ , Bpu = [ 0 ] , Bpr = [Br,w 0 ] :
C’b - [Dr,ucs Cr] y Db = Dr,w-

Fiir kleine Stellgroften zeigen der beschrinkte Regelkreis (2.11) und der
unbeschriankte Regelkreis (2.3) das gleiche Verhalten, weil dann keine Sét-
tigung auftritt. Der beschrankte Regelkreis erfiillt in diesem nichtsdttigen-
den Betrieb auch alle Giiteforderungen. Bei entsprechend grofien Stérun-
gen bzw. grofen Sollwertanderungen werden aber durch den linearen Reg-
ler grofie Stellgrofien angefordert, die aufgrund der Sattigung des Aktors
nicht komplett auf die Strecke iibertragen werden konnen. Die Eingangs-
groke der Strecke ug bleibt somit begrenzt auf die Menge

U= {us, € R™| jug;| <T@ Vi=1,...,m}. (2.12)

Im séttigenden Betrieb kommt es deshalb haufig zu groften Abweichun-
gen von dem erwiinschten und nach Annahme 2.2 idealen dynamischen
Verhalten des unbeschrankten Regelkreises. Die Ursache sind sogenannte
Windup-Effekte, auf die im nachsten Abschnitt ndher eingegangen wird.
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2.2 Charakterisierung des Windup-Begriffs

Der Begriff Windup? steht heute im regelungstechnischen Kontext fiir ein
durch Stellgroftenbegrenzungen ausgelostes Fehlverhalten des Regelkreises.

Urspriinglich stammt der Begriff aus der Anfangszeit der industriellen
Regelungstechnik in den ersten Dekaden des zwanzigsten Jahrhunderts.
Damals beschrieb er ein die Regelgiite beeintrachtigendes Phanomen, das
im Zusammenhang mit PID-Reglern und Stellgréfienbegrenzungen auf-
tritt. Der néchste Abschnitt geht darauf detaillierter ein, bevor in Ab-
schnitt 2.2.2 die aktuelle Bedeutung von Windup vorgestellt wird. Ab-
schliefend folgt ein illustrierendes Beispiel in Abschnitt 2.2.3.

2.2.1 Windup im klassischen Sinne

Um die klassische Definition des Begriffs Windup zu erldutern, wird der
beschriankte Regelkreis in Abbildung 2.3 mit einem PID-Regler und einer
zu regelnden linearen SISO-Strecke S geméifs (2.1) betrachtet. Die Giite-
forderungen an den PID-Regler bestehen darin, die Regelabweichung

e=w—Ys

auszuregeln® sowie eine kurze Ausregelzeit bei minimaler Uberschwingwei-
te zu garantieren.
Die Ausgangsgrofe des PID-Reglers wird durch das Regelgesetz

t
d
wl(t) = Kpe(t) + K / e(r)dr + Ko et (2.13)
0

berechnet. Die Wahl der Reglerparameter K, K; und Kq erfolgt dabei
héufig ohne Berticksichtigung des realen Aktors und der damit verbunde-

nen beschriankten Stellgrofse.
Solange eine ausreichend kleine Regelabweichung e vorliegt, die sich nur
langsam &andert, ist diese Vereinfachung gerechtfertigt, da dann aufgrund
der Linearitdt des Reglers der Reglerausgang y, ebenfalls klein bleibt und

Us = Yo = Sabg(Us) = Uy = Yy

2engl. to wind up: aufwickeln, aufspulen.
3Es wird hier vorausgesetzt, dass ausschlielich Sollgrofen w auftreten, die sich mit
einer begrenzten Stellgrofie us € U am Ausgang der Strecke einstellen lassen.
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Abbildung 2.3: Regelkreis mit PID-Regler, linearer Regelstrecke S und einem
realen Aktor mit Stellgrofenbegrenzung.

gilt. Der Regelkreis operiert somit ausschliefflich im linearen Bereich
der Sattigungskennlinie, was auch als nichtséttigender Betrieb bezeichnet
wird. Die vom Regler kommandierte Stellgrofse v, wird dabei immer exakt
auf die Strecke iibertragen und es resultiert das gewiinschte dynamische
Verhalten des Regelkreises.

Eine grofse Regelabweichung e fiihrt zu einer grofsen kommandierten
Stellgrofse y, des Reglers. Diese kann jedoch aufgrund der Ausgangsbe-
grenzung des realen Aktors nicht vollstiandig auf die Strecke iibertragen
werden. Offensichtlich wird eine kommandierte Stellgrofe 3, > u durch
die Sattigung auf den Wert 1 begrenzt und folglich gilt ugs = 1.

Tritt der Sattigungsfall ein, macht es keinen Sinn, zur Beschleunigung
des Ausregelvorganges die kommandierte Stellgrofse v, weiter zu erhdhen,
da der Streckeneingang ug seinen maximalen Wert 1 schon erreicht hat.
Genau das passiert aber, da das Regelgesetz (2.13) ein Integral enthalt
und dieser I-Anteil des Reglers die noch nicht vollstédndig abgebaute Rege-
labweichung e weiter aufintegriert. Der Wert des Integrals wichst so lange
weiter an, bis die Regelabweichung ihr Vorzeichen dndert. Das Anwachsen
des I-Anteils wird als Windup bzw. als Integral-Windup bezeichnet.

Nach dem Vorzeichenwechsel der Regelabweichung muss der Integralan-
teil wieder abgebaut werden, was sich unglinstig auf das dynamische
Verhalten des Regelkreises auswirkt. Haufig beobachtete Symptome von
Integral-Windup sind ein erhéhtes Uberschwingen, ein oszillatorisches Ver-
halten, eine lange Ausregelzeit und Instabilitét.

Vergleichbare negative Auswirkungen auf die Regelkreisdynamik konnen
allerdings auch dann auftreten, wenn der Regler keinen I-Anteil besitzt.
Deshalb wurde im Laufe der Zeit und mit der zunehmenden systematischen
Erforschung der durch Stellgréfsenbegrenzungen ausgelosten negativen Ef-
fekte die Bedeutung des Windup-Begriffs erweitert und verallgemeinert.
Darauf wird im néchsten Abschnitt eingegangen.
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2.2.2 Windup heute

Eine allgemeine Definition

In der modernen Literatur [55, 85, 173, 182, 183, 191, 211| umfasst der
Begrifft Windup alle durch Stellgrofsenbegrenzungen ausgelosten Effekte,
die zu Abweichungen des Regelkreisverhaltens von einem erwiinschten no-
minalen Verhalten fiihren. Das erwiinschte nominale Verhalten entspricht
dabei hdufig dem idealen Fiihrungs- und Storverhalten des unbeschrankten
Regelkreises aus Abbildung 2.1.

Diese moderne Definition tragt der Tatsache Rechnung, dass es aufgrund
des realen Aktors auch in Regelkreisen ohne PID-Regler zu einem uner-
wiinschten Verhalten kommen kann. Das Ausmaft der storenden Windup-
Effekte ldsst sich anhand der Abweichungen zwischen den Zustédnden des
beschrankten und des unbeschriankten Regelkreises quantifizieren.

Eine tiefergehende Definition

Die allgemeine Definition des Begriffs Windup wird von Hippe in [85, 87]
detaillierter aufgeschliisselt. Dabei wird zwischen drei grundsétzlichen
Phianomenen unterschieden, aus denen sich alle Windup-Effekte zusam-
mensetzen: Regler-Windup, Strecken-Windup und das Direktionalitats-
problem. Diese drei Phidnomene konnen sich in einem Regelkreis iiberla-
gern und so die beobachtbaren Abweichungen des beschriankten Regelkrei-
ses von dem erwiinschten unbeschriankten Verhalten verursachen. Nachfol-
gend sind die drei Phidnomene kurz erlautert.

Regler-Windup. Nach Hippe umfasst der Begriff Regler-Windup al-
le Windup-Effekte, die eindeutig dem Regler zuzuordnen sind. Regler-
Windup tritt auf, wenn die Reglerdynamik grenz- oder instabil ist [87],
d.h. wenn A, nichtnegative Eigenwerte besitzt. Dies lasst sich wie folgt
plausibilisieren: Im S&attigungsfall ist der beschrankte Regelkreis praktisch
unterbrochen, weil Anderungen des Streckenausgangs s nicht mehr {iber
den Regler den Streckeneingang wg beeinflussen. Sind beispielsweise alle
Stellgrofien in Sattigung, wirkt auf die Strecke die konstante Eingangsgrofie
us = 1, wie Abbildung 2.4 zeigt. Eine grenz- oder instabile Reglerdyna-
mik wird dann nicht mehr durch eine Riickkopplung stabilisiert. Das fiihrt
zu einem Anwachsen der Reglerzustédnde. Klassisches Integral-Windup bei
PID-Reglern ist somit ein Spezialfall des Regler-Windup, weil der I-Anteil
ein instabiles Element im offenen Kreis darstellt. Nach dem Ende der Séat-
tigungsphase miissen die grofien Reglerzustinde wieder abgebaut werden,
was zu den bekannten negativen Auswirkungen fiihrt.
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Abbildung 2.4: Unterbrochener Regelkreis im Sattigungsfall.
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Strecken-Windup. Analog zum Regler-Windup definiert Hippe den
Begriff Strecken-Windup in [89]. Damit sind alle Windup-Effekte gemeint,
die sich der geregelten Strecke zuordnen lassen [87]. Strecken-Windup ent-
steht wiahrend des Ausregelvorganges durch stark anwachsende Strecken-
zustéande, die sich durch das begrenzte Stellsignal nicht mehr schnell genug
abbauen lassen, so dass der Sollwert liber- bzw. unterschritten wird. Ein
oszillierendes Verhalten ist die Folge.

Anschaulich lasst sich der Effekt an einem Fahrzeug demonstrieren, das
ein festgelegtes Ziel moglichst schnell erreichen mochte. Zunéchst wird
stark beschleunigt, die Geschwindigkeit wachst an, der Abstand zum Ziel
verringert sich. Kurz vor dem Ziel muss gebremst werden, damit das Fahr-
zeug punktgenau zum Stehen kommt. Ist allerdings die Geschwindigkeit
zu hoch und die Bremskraft begrenzt, wird das Fahrzeug erst in einigem
Abstand vom Ziel anhalten, wenden und wieder auf das Ziel zufahren.

Ob Strecken-Windup auftritt und in welchem Ausmaf, hingt von dem
verwendeten Regler ab. Die Beispiele in [85] zeigen, dass die negativen Aus-
wirkungen des Strecken-Windup umso starker zu Tage treten, je schneller
die Dynamik des unbeschriankten Regelkreises ist.

Direktionalitdtsproblem. Im SISO-Fall lassen sich nach Hippe alle
Windup-Effekte entweder dem Regler- oder dem Strecken-Windup zuord-
nen. Im MIMO-Fall kommt noch das nachfolgend beschriebene Direktio-
nalitdtsproblem hinzu, das bei Entkopplungsreglern auftritt. Eine entkop-
pelnde Regelung wird so entworfen, dass die Verdnderung eines Sollwertes
lediglich eine zugeordnete Ausgangsgrofie der Strecke beeinflusst. Dazu er-
zeugt ein Entkopplungsregler Stellvektoren y, mit einer gewissen Léange
und Richtung, die vom Aktor auf die Strecke iibertragen werden miissen.
Geht eine Komponente u, ; des Aktorausganges in Sattigung, so wird nicht
nur die Lange, sondern auch die Richtung der entsprechenden Komponente
us,; des Streckeneinganges verandert. Das ist beispielhaft fiir einen Stell-
vektor mit zwei Komponenten in Abbildung 2.5 dargestellt. Durch eine
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Abbildung 2.5: Das Direktionalitdtsproblem. (a) Im unbeschrankten Regel-
kreis wird durch Vorgabe einer bestimmten Richtung des Stellgréfienvektors y.
eine Entkopplung erreicht, da der ideale Aktor u, = y, garantiert. (b) Im be-
schrankten Regelkreis kann der Aktor die Komponente gy, 2 nicht realisieren.
Sattigung tritt auf und verdndert Lange und Richtung des Aktorausganges, d. h.
u, = satg(yr). Die entkoppelnde Eigenschaft des Reglers geht verloren.

derartige Anderung von Lange und Richtung des Stellvektors ist die ent-
koppelnde Wirkung nicht mehr gewahrleistet, d. h., es kénnen starke uner-
wiinschte Kopplungen zwischen den Ein- und Ausgédngen des Regelkreises
auftreten. Diese Form von Windup wird als Direktionalitatsproblem be-
zeichnet.

2.2.3 Beispiel: hydraulisches Positioniersystem

Um das Auftreten von Windup zu demonstrieren, wird das vereinfach-
te Modell eines hydraulischen Positioniersystems betrachtet. Der sche-
matische Aufbau ist in Abbildung 2.6 dargestellt. Die zu positionieren-
de Lastmasse besitzt die Auslenkung xs; in cm und die Geschwindigkeit
Ts 2 = Ts1 in cm/s. Die Eingangsspannung us des Systems in V wird {iber
einen Spannungs-Druck-Wandler in den Druck x4 3, angegeben in N/cm?,
gewandelt. Bei einer Differenz zwischen dem im Zylinder herrschenden
Druck und zg 3 entsteht ein Volumenstrom ¢, der fiir Druckausgleich sorgt.
Die entstehende Kraft auf den Zylinderkolben bewegt die Masse.

Mit dem Zustandsvektor @s = [z51 Ts2 ¥s,3]" lautet das in [121] herge-
leitete lineare Zustandsraummodell der Strecke

0 1 0 0
s = |—10 —1,167 25| x4+ | 0 | us, (2.14)
0 0 —0,8 2.4

ys=1[1 0 0]

mit x(0) = 0. Dabei besitzt die Matrix Ay die Eigenwerte \y = —0,8 und
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Abbildung 2.6: Hydraulisches Positioniersystem.

A2,3 = —0,584+353,108. Die Stellamplitude ist durch die Sattigungsfunktion
gemafs (2.9) mit u = 10,5V begrenzt. Somit folgt us = satg (yy).

Zur Regelung kommt ein linearer dynamischer Regler mit I-Anteil zum
Einsatz, dessen Regelgesetz

~17,764(s +0,731) (s* + 1,167s + 10)
B s (s +5)(s 4 100)

Yr(s) (w(s) —ys(s)) (2.15)

einen stabilen unbeschrankten Regelkreis garantiert und den Regelfehler
e(s) = w(s) — ys(s) stationdr genau ausregelt.

Die Antwort des geschlossenen, unbeschrinkten Regelkreises auf einen
Sollwertsprung ist im oberen Teil der Abbildung 2.7 dargestellt. Deut-
lich ist die iiberschwingfreie Ausregelung auf den geforderten Sollwert von
w = 20 cm zu sehen. Der dazu notige Stellgrofenverlauf ist aber nur mit
einem idealen Aktor realisierbar und verlduft anfangs kurz auferhalb des
im unteren Teil von Abbildung 2.7 in weifs dargestellten physikalisch mog-
lichen Stellgrofsenbereiches von +10,5 V.

Die Antwort des beschrankten Regelkreises aus Abbildung 2.2 auf den
gleichen Sollwertsprung ist ebenfalls dargestellt. Aufgrund der vorhan-
denen Stellbegrenzung kommt es zu starken Abweichungen von dem er-
wiinschten Verhalten des unbeschrinkten Regelkreises. Das hohe Uber-
schwingen begleitet von einem oszillatorischen Verhalten sind Auswirkun-
gen des aufgetretenen Windup.

2.3 Zusammenfassung und Fazit

In diesem Kapitel wurde das Windup-Problem vorgestellt, das durch die
Stellbegrenzungen eines realen Aktors entsteht. Der Begriff Windup um-
fasst alle durch sdttigende Stellgrofien ausgelosten Effekte, die zu einer
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Abbildung 2.7: Sprungantworten des unbeschrankten (——) und des be-
schrankten ( ) Regelkreises sowie zugehorige Stellgréfsen. Der unbeschriankte
Regelkreis erreicht den geforderten Sollwert w = 20 cm (——) praktisch ohne
Uberschwingen. Dazu ist fiir t = 0 eine Stellgrofe von us(0) = 355 V erforder-
lich. Im beschriankten Regelkreis zeigen sich die Auswirkungen des Windup.

Abweichung des Regelkreisverhaltens von dem als ideal angesehenen un-
beschrankten Verhalten fiihren. Typische Auswirkungen von Windup sind
ein oszillierendes Verhalten, starkes Uberschwingen oder eine sehr lang-
same Konvergenz des Streckenausganges zum gewiinschten Sollwert. In
MIMO-Regelkreisen kommt das Direktionalitdtsproblem hinzu. Auch In-
stabilitat des Regelkreises ist moglich. Zur Vermeidung dieser durch Stell-
begrenzungen ausgelosten Probleme kommen unterschiedliche Losungen in
Frage, die im néachsten Kapitel diskutiert werden.
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3 Umgang mit
Stellbegrenzungen

Wie im letzten Kapitel gezeigt, kann das Ignorieren von Stellbegrenzungen
beim Reglerentwurf zu einer erheblichen Verschlechterung der Regelgiite
fiihren. Im Extremfall ist sogar die Stabilitdt des Regelkreises gefdhrdet
[178]. Die Entwicklung von Regelkonzepten fiir Strecken mit Stellbegren-
zungen ist deshalb ein Forschungsgebiet mit hoher praktischer Relevanz.
Grundsatzlich lassen sich vier Vorgehensweisen unterscheiden: direkte Be-
riicksichtigung der Begrenzungen beim Reglerentwurf, modellbasierte pra-
diktive Regelung, Regelkreise mit Governor und die sogenannten Anti-
Windup-Methoden. Die ersten drei Konzepte werden in Abschnitt 3.2 be-
handelt. Anti-Windup-Mafnahmen folgen in Abschnitt 3.3. Konzeptun-
abhéngig ist die Limitierung der erreichbaren Stabilitatseigenschaften des
Regelkreises durch die Stellbegrenzung, worauf zunéchst eingegangen wird.

3.1 Stabilisierung eingangsbeschrankter
Systeme: Grenzen des Moglichen

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist ein lineares, steuer- und beobacht-
bares Mehrgrofsensystem der Form

$s - Asws + Bs,uu57 (3 1)
Ys = Cst7 .

das keine invarianten Nullstellen in Null besitzt (siche Seite 8 f.). Im Fall
eines unbeschriankten Eingangs ugs € IR™ lasst sich immer ein Regler fin-
den, der Anfangszustinde x{” € R™ in eine Ruhelage x{* des Systems
iiberfiihren kann. Diese Ruhelagen ergeben sich als Losungen von

Az 4+ Bs ,u¥ =0 & Azl = —B,ul. (3.2)

Um den Systemzustand in der Ruhelage {* zu halten, muss der Aktor die
stationére Stellgrofse ul™ aufbringen. Das gelingt im Fall einer beschrank-
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ten Eingangsgrofse nur dann, wenn
ulW eU ={us e R™||us;| <0; Vi=1,...,m} CR™.

Hier zeigt sich der erste Unterschied zum unbeschriankten Fall: Die Menge
der Ruhelagen reduziert sich auf die Losungen von (3.2) mit u{™ € U,

d. h. auf die Menge
X ={z® e R™| AgxeY = —B; ,ul”,u{Y eU}.

Um die weiteren Betrachtungen zu vereinfachen, gilt ohne Beschrankung
der Allgemeinheit (™ = 0. Denn das System (3.1) mit der Ruhelage
(M € X ldsst sich mittels einer Zustands- und Eingangstransformation

x =z —xl,

u=u; —ul
in neuen Koordinaten darstellen [3, 6]. Das transformierte System
& = Az + By ,u (3.3)
besitzt die Ruhelage ™ = 0 fiir 4™ = 0 und die Eingangsbeschrinkung
u+ul el

Die Arbeiten [23, 165, 177]| zeigen, dass sich der Zustand einer linearen,
steuer- und beobachtbaren Strecke (3.1) nur dann von beliebigen Anfangs-
werten x{” € R™ mit einer beschrénkten Stellgrofe us € U in die Ruhela-
ge (™ = 0 iiberfithren l4sst, wenn alle Eigenwerte A; der Systemmatrix A
einen nichtpositiven Realteil aufweisen, d.h. Re{\;} < 0Vi = 1,...,ns.
Dieses Ergebnis ist der zweite Unterschied im Vergleich zu dem Fall un-
beschrankter Stellgrofe und hat direkte Konsequenzen fiir die mit einer
Regelung bestenfalls erreichbaren Stabilitdtseigenschaften der Ruhelage.
Offensichtlich sind diese durch die Eigenwerte A\; von Ag bestimmt. Um
die Aussage zu prézisieren, wird folgende Definition benétigt.

Definition 3.1 (Einzugsgebiet). Sei ™ = 0 € R™ eine asymptotisch
stabile Ruhelage des Systems

= f(xz,u™ =0), x(0)=z". (3.4)

Das Anfangswertproblem (3.4) besitze fiir alle ¢ > 0 eine eindeutige Lo-
sung. Eine Umgebung G(0) € R™ der Ruhelage ™ heilit Einzugsgebiet
der Ruhelage, wenn alle in G(0) startenden Trajektorien x(¢) in G(0) ver-
bleiben und in die Ruhelage streben.
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Ein unendlich grofies Einzugsgebiet G(0) = R™s, d. h. globale asympto-
tische Stabilitdt der Ruhelage (™ = 0 des Systems (3.3), ldsst sich nur
dann erreichen, wenn Re {\;} <0Vi=1,...,ng gilt. Im Allgemeinen wird
dazu ein nichtlineares séttigendes Regelgesetz bendtigt [48, 181].

Lineare, sédttigende Regelgesetze fiihren zu weiteren Einschrankungen.
Globale asymptotische Stabilitdt kann mit einem derartigen Regelgesetz
nur fiir einige Spezialfalle, z. B. fiir alle Strecken erster und zweiter Ord-
nung mit nichtpositiven Eigenwerten oder Strecken beliebiger Ordnung mit
ausschlieflich negativen Eigenwerten, garantiert werden [181]. Semigloba-
le asymptotische Stabilitdt der Ruhelage, d.h. ein beliebig groftes, aber
begrenztes Einzugsgebiet, ist dagegen immer moglich [184].

Fiir instabile Strecken existiert unabhéngig vom eingesetzten Regler nur
ein begrenztes Einzugsgebiet G(0) C R™. Die Ruhelage ist dann lokal
asymptotisch stabil. Diese aufgezeigten Einschrinkungen gelten fiir alle in
den néchsten Abschnitten vorgestellten Regelkonzepte.

3.2 Grundlegende Vorgehensweisen

In den folgenden Abschnitten werden drei Regelkonzepte fiir Strecken mit
Stellbegrenzungen vorgestellt, ndmlich die direkte Beriicksichtigung der
Stellbegrenzungen beim Reglerentwurf, die modellbasierte pradiktive Re-
gelung und das Governor-Konzept. Ebenso grundlegend ist das Konzept
der Anti-Windup-Mafnahmen. Aufgrund ihrer besonderen Stellung in die-
ser Arbeit werden Anti-Windup-Methoden in Abschnitt 3.3 und detaillier-
ter in Kapitel 4 beschrieben.

3.2.1 Direkte Beriicksichtigung der Stellbegrenzungen
beim Reglerentwurf

Ein naheliegender und systematischer Ansatz ist die direkte Beriicksichti-
gung der Stellbegrenzungen beim Entwurf des Reglers R im beschrankten
Regelkreis aus Abbildung 2.2. Nach der Wahl der Reglerstruktur wird
diese dann so parametriert, dass Stabilitdt und eine hohe Regelgiite trotz
der Stellbegrenzung garantiert sind. Das geschieht in vielen Féallen durch
Losen eines Optimierungsproblems mit passenden Nebenbedingungen.
Eine Zusammenstellung verschiedener Ansétze findet sich in [17, 91,
103, 163, 182]. Einen detaillierteren Uberblick geben z. B. die Dissertatio-
nen [120, Abschnitt 2.2] und [38, Abschnitt 2.2] sowie [25]. Die existieren-
den Entwurfsverfahren lassen sich hinsichtlich der Reglerstruktur und der
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Stabilitdtsgarantie voneinander unterscheiden. Grob kann eine Untertei-
lung in Zustandsregler und Ausgangsriickfiihrungen mit jeweils globaler,
semiglobaler oder lokaler Stabilitdt der Ruhelage erfolgen.

Zustandsregelungen

Viele Arbeiten widmen sich dem Entwurf von Zustandsreglern. Unter der
Voraussetzung, dass alle Zustédnde der Strecke (2.1) messbar sind, d.h.
C; = I und somit ys = x4, lautet das Regelgesetz

Yr = fr(xs).

Aufgrund der linearen Struktur der Strecke liegt ein lineares Regelgesetz
der Form y, = K x4 oder ein sattigendes, lineares Regelgesetz der Form
y, = saty (K, xs) nahe. Den Fall stabiler Strecken behandeln die Arbeiten
[124, 161, 170]. Semiglobale Ergebnisse wurden in [125, 127, 163] publiziert.
Lokale Stabilitdt des Ursprungs garantieren die Reglerentwiirfe [31, 74,
91, 93]. Durch eine Modifikation des Regelgesetzes konnen auch andere
Ruhelagen stabilisiert werden [19, 104, 106].

Der Einfachheit einer (séttigenden) linearen Zustandsriickfithrung steht
eine mafige Regelgiite in der Nahe des Ursprungs gegeniiber. Durch struk-
turvariable Zustandsriickfithrungen lasst sich dieses Problem beheben. Die
seit langem bekannte Grundidee ist, immer aggressivere Zustandsregler zu
aktivieren, je nidher die Systemzustiande dem Ursprung kommen. Das fiihrt
zu strukturvariablen Zustandsreglern, die zwischen einer festen Anzahl an
Zustandsreglern umschalten [109, 110, 169, 202|. Eine weitere Steigerung
der Regelgiite ist durch unendlich viele Zustandsregler erreichbar. Die Reg-
lerparameter dndern sich dann kontinuierlich und man spricht von weich
strukturvariablen Regelungen [1, 4, 5, 38, 47, 97, 121] bzw. séttigenden
weich strukturvariablen Regelungen [24, 98, 105, 122, 123]. Die theoretisch
schnellste Regelung lasst sich mit zeitoptimalen Zustandsreglern erreichen
3, 9, 49]. Allerdings sind die dazu nétigen komplizierten nichtlinearen Re-
gelgesetze nur fiir Strecken niedriger Ordnung bestimmbar.

Eine weitere Forschungsrichtung stellen sogenannte Low-and-High Gain
Regelungen dar [124, 128, 129, 162|. Das Ziel einer solchen Regelung ist
priméar die Sicherstellung von semiglobaler Stabilitdt der Ruhelage mit ei-
nem linearen Regelgesetz (low gain). Dieser Teil der Regelung wird zuerst
entworfen. Durch eine spezielle Variation der Reglerverstarkung in Abhén-
gigkeit des Streckenzustands (scheduled low gain) lasst sich sogar globale
Stabilitét fiir alle Strecken erreichen, die nicht instabil sind. Um die Regel-
giite zu erhohen wird danach das Regelgesetz in der Nahe des Ursprungs
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modifiziert, so dass sich dort eine hohe Verstdrkung ergibt (high gain).
Eine Ubersicht aktueller Entwicklungen findet sich in [126].

Ausgangsriickfiihrungen

Da nicht immer alle Zustédnde der Strecke gemessen werden kénnen, sind
Zustandsregelungen nur bedingt einsetzbar. In der praktischen Anwen-
dung stehen oftmals ausschliefslich bestimmte Messgroften y, = Cixg zur
Verfiigung. Deshalb liegt es nahe, einen Beobachter einzusetzen und die
Messgrofsen zur Schatzung der Streckenzustiande zu verwenden. Die Zu-
standsregelung lasst sich dann mit den geschéitzten Zustanden realisieren.

Viele Ausgangsriickfiihrungen fufsen auf diesem beobachterbasierten
Prinzip. Die Methoden [124, 137] garantieren globale Stabilitdt fiir Stre-
cken ohne instabile Eigenwerte. Semiglobale Ergebnisse fiir derartige Stre-
cken werden in [130, 171, 179] erreicht. Beobachterbasierte Ausgangsriick-
fithrungen mit lokaler Stabilitdtsgarantie bieten [92, 120, 182].

Alternativ kann auch ein dynamischer Regler entworfen werden, der
nicht auf einer Schatzung der Streckenzustdnde basiert. Die Arbeiten
[120, 143, 203] verfolgen diesen Ansatz und beschreiben Ausgangsriick-
fiihrungen mit garantierter lokaler Stabilitdt der Ruhelage fiir beliebige
lineare Strecken. Globale Stabilitat fiir stabile Strecken wird mit dem An-
satz in [140] erreicht. Die Ausgangsriickfithrungen in [37, 182] garantieren
in Abhéngigkeit der Strecke lokale, semiglobale oder globale Stabilitét.

3.2.2 Modellbasierte pradiktive Regelung

Eine modellbasierte pradiktive Regelung (MPR) nutzt ein Modell der Re-
gelstrecke, um deren zukiinftiges Verhalten zu prédizieren [3, 159]. Insbe-
sondere kann mit dem Modell eine Aussage iiber das Verhalten der Stre-
ckenzustinde und -ausgénge bei gegebenen Eingangsverldufen getroffen
werden. Diese Tatsache lasst sich ausnutzen, um durch Lésen eines Op-
timierungsproblems giinstige Steuerfolgen fiir das Modell zu berechnen,
die sich dann zur Regelung der Strecke nutzen lassen. Die beiden Haupt-
bestandteile einer modellbasierten pradiktiven Regelung sind somit das
zeitdiskrete Streckenmodell fiir die Pradiktion und ein Optimierungsalgo-
rithmus zur Online-Berechnung der optimalen Steuerfolge.

Der Vorteil dieser Vorgehensweise ist, dass Begrenzungen der Stellgro-
e explizit als Nebenbedingungen in das Optimierungsproblem integriert
werden konnen |27, 136, 158|. Die Stellbegrenzungen werden somit immer
eingehalten und die in Abschnitt 2.2 angesprochenen Probleme vermieden.
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Die Arbeitsweise einer MPR lésst sich wie folgt zusammenfassen:

1. Der zum Abtastzeitpunkt s aktuelle Zustand der Strecke xs(x) wird
gemessen oder mit einem Beobachter geschétzt.

2. Auf Basis eines zeitdiskreten Zustandsraummodells der Strecke

xs(k + 1) = Aszs(k) + Bsus(k),
ys(k) = Cszs(R)

wird eine Steuerfolge us(k + 1),...,us(k + N) fiir einen endlichen
Zeithorizont N > 1 durch Loésen eines Optimalsteuerungsproblems
bestimmt [136]. Als Giitemafs wird héufig

N

T =2 10 (el +4) —wls+ ) [ +r- Y llus(s + )|

=1

mit 7 > 0 und einer positiv definiten Matrix @ verwendet [3]. Typi-
sche Nebenbedingungen sind Beschriankungen der Stellamplitude.

3. Das erste Element us(k+1) der Steuerfolge wird zum Zeitpunkt x+1
auf die Strecke geschaltet und der Algorithmus beginnt wieder bei
Schritt 1 mit x : =k + 1.

Ein grofser Nachteil der MPR ist der hohe Rechenaufwand, der mit dem
Losen des Optimierungsproblems einhergeht und die damit verbundene
Echtzeitproblematik. Die optimale Steuerfolge muss innerhalb eines Ab-
tastschrittes berechnet worden sein. Das erfordert entweder schnelle Rech-
ner oder lange Abtastzeiten. Folglich wurden modellbasierte pradiktive
Regelungen zuerst bei langsamen Prozessen mit Abtastzeiten im Minu-
tenbereich eingesetzt [118].

Die Loésung der Echtzeitproblematik ist noch immer Gegenstand der ak-
tuellen Forschung. Eine Md6glichkeit bietet die sogenannte explizite MPR
|14, 44|. Die Grundidee ist, eine explizite Form des Regelgesetzes als Funk-
tion des Anfangszustandes offline zu berechnen [198]. Verschiedenen Gebie-
ten des Zustandsraumes sind dann verschiedene Regelgesetze zugeordnet.
Wahrend des Ausregelvorganges reduziert sich der Rechenaufwand auf die
Bestimmung des Gebietes, in dem sich der aktuelle Streckenzustand befin-
det. Die Anzahl der Gebiete und somit Regelgesetze kann jedoch exponen-
tiell mit der Zahl der Streckenzustinde, -eingdnge und dem Zeithorizont
N steigen [198], was die Anwendbarkeit der expliziten MPC einschrankt.
Alternative Ideen zur Verkiirzung der Rechenzeit finden sich in [152, 198].
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Abbildung 3.1: Governor-Ansatze. (a) Measurement Governor. (b) Reference
oder Command Governor.

3.2.3 Governor-Konzepte

Governor-Konzepte basieren auf einem zweistufigen Ansatz. In einem ers-
ten Schritt wird ein Regler ohne Beriicksichtigung der Stellbegrenzungen
entworfen. Danach wird unmittelbar vor dem Regler ein sogenannter Go-
vernor installiert. Dieses nichtlineare statische oder dynamische System
modifiziert die Reglereingidnge derart, dass ausschlieflich Stellgrofsen er-
zeugt werden, die vorhandene Stellbegrenzungen einhalten. Auch die Be-
riicksichtigung von Zustandsbeschrankungen ist moglich. Die geeignete
Modifikation der Reglereinginge erfordert allerdings ein nicht unerheb-
liches Mafs an Rechenleistung.

Das Ziel von Governor-Ansétzen ist die konsequente Vermeidung der
Sattigung. Wenn der Regelkreis ausschliefslich im linearen Bereich der Sat-
tigungskennlinie operiert, dann tritt nie Windup auf. Grob kann man zwei
Varianten unterscheiden, den Measurement Governor in Abbildung 3.1 (a)
und den Command Governor in Abbildung 3.1 (b).

Der Measurement Governor modifiziert das dem Regler zugefiihrte ge-
messene Ausgangssignal der Strecke ys und den Sollwert w derart, dass
immer y, = ug gilt. Erstmals wird dieses Konzept unter der Bezeichnung
Error Governor in [102| vorgestellt, weil lediglich die Regelabweichung
e = w — yg modifiziert wird. Eine weniger rechenaufwendige Variante
fiir stabile zeitdiskrete Streckenmodelle findet sich in [62].
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Der Command Governor [13, 30, 5861, 168| modifiziert lediglich das
Referenzsignal bzw. den Sollwert w, benétigt aber eine Messung oder
Schatzung des Streckenzustandes. Im Vergleich zum Measurement Gover-
nor kénnen neben Stellgréfien- auch Zustandsbeschrankungen der Strecke
beriicksichtigt werden.

3.3 Anti-Windup-Methoden

Anti-Windup-Methoden basieren wie Governor ebenfalls auf einem zwei-
teiligen Ansatz. Sie werden in diesem Abschnitt kurz vorgestellt.

3.3.1 Grundidee

Steht der Begriff Windup fiir ein durch Stellgréfenbegrenzungen induzier-
tes Fehlverhalten des Regelkreises, so bezeichnet man mit Anti-Windup
spezielle strukturelle Erweiterungen des beschréankten Regelkreises aus Ab-
bildung 2.2, die einem derartigen Fehlverhalten entgegenwirken. Charak-
teristisch ist, dass Anti-Windup-Mafnahmen erst aktiv werden, wenn Séat-
tigung auftritt. Im nichtsattigenden Betrieb wird das Verhalten des Regel-
kreises allein durch den zuvor entworfenen Regler bestimmt.

Die Anti-Windup-Philosophie besteht demnach in einer Aufteilung des
Regelkonzeptes: Zuerst wird unter Vernachldssigung der Sattigung ein
Regler entworfen, der ein gutes Kleinsignalverhalten sicher stellt. Dann
wird, wie in Abbildung 3.2 gezeigt, eine Anti-Windup-Strategie hinzuge-
fiigt, die im Sattigungsfall durch gezielte Beeinflussung des Reglers fiir
Stabilitdt und eine zufriedenstellende Regelgiite sorgt. Allerdings gelten
auch hier die in Abschnitt 3.1 beschriebenen Einschrankungen beziiglich
der Stabilitdt des geschlossenen Regelkreises.

Der etwas aufwendigere zweistufige Entwurf eines solchen Regelkonzep-
tes wird von einigen vorteilhaften Eigenschaften begleitet, die ausschlag-
gebend fiir die Popularitdt von Anti-Windup im industriellen Umfeld sind.
Besonders hervorzuheben ist die Tatsache, dass bereits entworfene Regler,
die ein gutes Kleinsignalverhalten aufweisen, nachtriglich um ein Anti-
Windup erweitert werden konnen. So ist ein sidttigender Betrieb moglich,
ohne einen komplett neuen Reglerentwurf durchfiihren zu miissen. Ein sol-
ches Retrofitting® lohnt sich besonders dann, wenn viel Know-How bzw.
Expertenwissen in den Reglerentwurf eingeflossen ist und Sattigungspro-
bleme nur gelegentlich auftreten.

Lengl. Nachriistung
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Abbildung 3.2: Allgemeine Anti-Windup-Architektur. Das Anti-Windup wird
erstmalig aktiv, wenn Sattigung auftritt, d.h. fiir y, # us. Im nichtséttigenden
Betrieb bestimmt allein der Regler das Verhalten des Regelkreises.

3.3.2 Historische Entwicklung

Die Entwicklung von Anti-Windup lésst sich in vier Phasen einteilen, die
in Abbildung 3.3 illustriert sind und nachfolgend kurz charakterisiert wer-
den. Die Darstellung orientiert sich grob an [211], ergénzt diese aber um
wesentliche Aspekte, wie z. B. das modulare Anti-Windup.

Erste Phase: klassisches Anti-Windup

Die erste Phase beginnt in den 1930er Jahren und ist vor allem durch die
Entdeckung des Windup-Problems in der Industrie gepragt [183]. Die elek-
trisch, mechanisch, pneumatisch oder hydraulisch realisierten PI-Regler
fiihren in Regelkreisen mit Stellbegrenzungen zu dem in Abschnitt 2.2.1
beschriebenen Integral-Windup und der damit verbundenen Abnahme der
Regelgiite. Neben dem Problembewusstsein entstehen auch erste Ad-hoc-
Losungen, die aber unverdffentlicht bleiben [183, 211].

Friihe Publikationen. Um 1950 kommt es zu ersten Veréffentlichun-
gen. Anti-Windup-Mafnahmen sind zunéchst eng mit der Realisierung der
Regler verkniipft und folglich nur dann realisierbar, wenn sie konstruktiv in
den geratetechnischen Aufbau des Reglers integrierbar sind. Die Hardware
limitiert die Moglichkeiten und fiihrt zu Speziallosungen.

So beschreibt Geest in [57| einen pneumatischen PI-Regler, der durch
Uberdruckventile ein Hochlaufen des I-Anteils verhindert. Ahnliche Ideen
erlautert Toop in [189]. Eine Anti-Windup-Methode von Clarridge [35]
basiert auf einer speziellen Realisierung von PID-Reglern. Das Prinzip ist
in Abbildung 3.4 illustriert und wird auch von Oppelt in [146] erldutert.
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Abbildung 3.3: Historische Entwicklung von Anti-Windup. Nach den Ad-hoc-
Methoden entwickelt sich Anfang der 1980er Jahre das beobachterbasierte (BO)
Anti-Windup. Spéter entstehen modulares (MO), modellbasiertes (MB) und all-
gemeines lineares (AL) Anti-Windup.

Piwinger publiziert im Jahr 1962 eine Anti-Windup-Modifikation eines
pneumatischen Reglers, die den problematischen I-Anteil bei groften Re-
gelabweichungen deaktiviert und spéter wieder zuschaltet [157]. Ahnliche
Ansétze verfolgen die Arbeiten [145, 172] fiir analog realisierte PID-Regler.
Zusatzlich lasst sich der Integriererzustand vor dem Zuschalten manuell
auf einen bestimmten Wert setzen. Abbildung 3.5 zeigt die unter der Be-
zeichnung Conditional Integration bekannte Anti-Windup-Strategie. Eine
vergleichende Untersuchung ausgewéhlter Anti-Windup-Verfahren verof-
fentlicht Kollmann in einem Ubersichtsartikel [111]. Auch [66] enthélt ver-
schiedene Ad-hoc-Methoden aus dieser Phase.

Theoretische Untersuchungen der Windup-Phanomene am Beispiel eines
geregelten Servomotors werden schon 1956 von Lozier beschrieben [131].
Beziiglich der Reglerauslegung kommt Lozier zu dem Schluss, dass es nicht
sinnvoll oder oft nicht moglich ist, ein gutes Kleinsignalverhalten aufzu-
geben, um Séattigung bei groferen Sollwertspriingen oder Storungen zu
vermeiden. Vielmehr sind spezielle Gegenmafnahmen zu entwickeln, um
die Windup-Problematik zu beheben. Das ist der zentrale Punkt der Anti-
Windup-Philosophie.

Neue Moglichkeiten durch digitale Regler. Die Arbeit von Fer-
tik und Ross [45] legt 1967 mit der in Abbildung 3.6 gezeigten Back
Calculation Methode den Grundstein fiir Anti-Windup bei digital reali-
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Abbildung 3.4: Spezielle Realisierung des PID-Reglers mit PD-Glied vor dem
[-Anteil. Im Sattigungsfall integriert der I-Anteil dann nicht die Regelabweichung
e auf, sondern den Ausgang des PD-Gliedes ¢ = K;e + K,é. Das Aufwickeln des
Integrierers endet, wenn e das Vorzeichen wechselt, was aufgrund des Terms K,é
frither passiert als der Vorzeichenwechsel von e [146, S. 523].
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Abbildung 3.5: Conditional Integration. Der Integrierer wird nur dann zuge-
schaltet, wenn bestimmte Bedingungen erfiillt sind, z. B. wenn ein kleiner Regel-
fehler e vorliegt und der Reglerausgang y, innerhalb der Sattigungsgrenzen liegt.
Zur Verbesserung der Regelgiite kann der Integriererzustand vor dem Zuschalten
auf einen bestimmten Wert vorinitialisiert werden.
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Abbildung 3.6: Back Calculation. Die Grundidee ist, ein Aufwickeln des I-
Anteils durch die Riickkopplung der Differenz aus geséittigter und ungeséattigter
Stellgrofte zu vermeiden. Liegt keine Séttigung vor, so ist die Riickfiihrung inak-
tiv. Im Sattigungsfall wird der Integriererzustand durch die negative Riickkopp-
lung iiber die Verstarkung kaw begrenzt und kann sich nicht aufwickeln.

sierten PID-Reglern. In [108] wird dieses digitale Anti-Windup zusam-
men mit anderen Ad-hoc-Methoden experimentell an einem chemischen
Prozess evaluiert. Die Experimente zeigen, dass viele Ad-hoc-Techniken
nur unter bestimmten Bedingungen gut funktionieren. Komplexere Anti-
Windup-Mafsnahmen sind nétig, um unter moglichst vielen Bedingungen
eine zufriedenstellende Regelgiite zu erreichen.

Kramer beschreibt in [115] ein Anti-Windup-Verfahren fiir digitale PID-
Regler, bei dem der Integratorzustand optimal im Sinne eines Giitemales
initialisiert wird. Letzteres ist nur deshalb moglich, weil das Regelgesetz
im Speicher eines Rechners hinterlegt ist. Dieser flexibel beschreibbare
Speicher und die vorhandene Rechenkapazitit eroffnen neue Moglichkeiten
fiir das Design von komplexeren Anti-Windup-Mafsnahmen.

Zweite Phase: generalisiertes Anti-Windup

Kennzeichnend fiir die zweite Phase ist die Ausweitung von Anti-Windup
auf eine breitere Klasse von Reglern. Zum einen werden bestehende Ad-
hoc-Losungen fiir PID-Regler auf PI-Zustandsregler [116, 117] und MIMO-
Regler mit I-Anteil [101] iibertragen, zum anderen entstehen die beobach-
terbasierten (BO) Anti-Windup-Methoden (8, 76-78, 82, 144, 207] fiir all-
gemeine lineare Regler. Auch erste Stabilitdtsanalysen fiir Regelkreise mit
Anti-Windup auf Basis grafischer Stabilitatskriterien, wie dem Kreis- oder
Popov-Kriterium [3, 164, 212], finden sich in der Literatur [63-65, 67].
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Die Grundlage fiir beobachterbasiertes Anti-Windup legt Hanus bereits
1980 mit der sogenannten Conditioning Technique |76]. Er interpretiert
Windup als eine Inkonsistenz zwischen den Reglerzustidnden @, und dem
Aktorausgang bzw. Streckeneingang us = satg(y,) aufgrund der Stellbe-
grenzung. Die Losung des Problems besteht darin, die Reglerzustiande im
Sattigungsfall in Ubereinstimmung mit dem Streckeneingang zu bringen.
Damit iibertragt Hanus das Prinzip der Ad-hoc-Methoden fiir PID-Regler
auf allgemeinere Reglerstrukturen.

Ahnliche aber weitreichendere Ergebnisse verdffentlichen Astrém und
Wittenmark in [8]. Der Kerngedanke ist, allgemeine lineare Regler als (re-
duzierte) Kontrollbeobachter aufzufassen und Windup als durch Stellbe-
grenzungen induzierte Beobachterfehler zu interpretieren. Wie auch von
Wurmthaler [205] und Hippe [82] erldutert, lassen sich Beobachterfehler
einfach vermeiden und das Windup-Problem l6sen, indem

»|---] man dem Beobachter die Information tiber das tatséchliche
— namlich begrenzte — Streckeneingangssignal zufiihrt.“

Der Beobachter erhélt somit satg(y,) anstelle von y,. Es zeigt sich spé-
ter, dass die Conditioning Technique von Hanus und viele andere Verfahren
|77, 78, 82, 144, 207| Spezialfille der Beobachtermethode von Astrom sind,
die sich durch die Beobachterdynamik voneinander unterscheiden [7, 196].
Als wichtigstes Ergebnis dieser Phase bleibt festzuhalten, dass sich die
durch den Regler verursachten Windup-Probleme vollstdndig mit der Be-
obachtermethode, die auch als generalized anti-windup (GAW) bezeichnet
wird, beheben lassen. Abschnitt 4.5.1 behandelt Details dieses Ansatzes.

Dritte Phase: Systematisierung

Die dritte Phase ist gepréigt von zwei Entwicklungen. Zum einen erfolgt
eine systematische Aufarbeitung der bisher veroffentlichten Verfahren zur
Vermeidung von Regler-Windup. Dabei entstehen die Ubersichtsartikel
7, 20, 41, 155, 201]. Die Arbeiten [28, 112, 196] geben ebenfalls einen Uber-
blick und verdeutlichen, dass vielen bisher veroffentlichten Anti-Windup-
Methoden eine gemeinsame Struktur innewohnt. Diese Erkenntnis lasst
sich beispielsweise zur Stabilitdtsanalyse nutzen [114].

Zum anderen zeigt sich, dass eine Vermeidung des Regler-Windup nicht
immer ausreicht, um eine akzeptable Regelgiite im Sattigungsfall zu er-
zielen. Die hdufig durch das Regler-Windup iiberdeckten Effekte, das so-
genannte Strecken-Windup [89] und die Direktionalitdtsproblematik in
MIMO-Regelkreisen [40], riicken in den Fokus der Forschung.
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Strecken-Windup. Erste Methoden zur Eliminierung von Strecken-
Windup finden sich in [88, 90, 160, 195, 206]. Die Grundidee besteht in der
temporiren Reduzierung des Sollwertes bzw. des Reglereinganges im Sat-
tigungsfall, was durch ein zuséitzliches dynamisches Element im Regelkreis
realisiert und in [160, 195| als filtered setpoint bezeichnet wird. Die tem-
porére Sollwertreduzierung fiihrt zu kleineren Stellgroften, das Anwachsen
der Streckenzustinde wird limitiert und Strecken-Windup vermieden.

FEine charakteristische Eigenschaft der oben angefiihrten Methoden ist
die separate Behandlung von Regler- und Strecken-Windup durch unter-
schiedliche Modifikationen des Regelkreises. Dieses Prinzip wird spater
von Hippe systematisiert und um Losungen fiir das Direktionalitétspro-
blem ergénzt [85]. Deshalb wird dieser Ansatz im Weiteren als modulares
Anti-Windup bezeichnet. Details finden sich in Abschnitt 4.5.

Direktionalitatsproblematik. Auf das Problem der Direktionalitit
in MIMO-Regelkreisen mit Stellbegrenzung macht Doyle bereits 1987 in
[40] aufmerksam:

»---] the saturation may cause a change in the direction of the
plant input resulting in disastrous consequences.*

Wie in Abschnitt 2.2.2 erlautert, kann es zu unerwiinschten Effekten in
MIMO-Regelkreisen kommen, wenn eine Komponente der Stellgrofie in
Sattigung geht und somit die Richtung des Stellgrofienvektors dndert. Ers-
te systematische Losungsansétze bieten [32, 135, 156, 197, 213|. Die ge-
meinsame Grundidee besteht darin, die Anti-Windup-Mafsnahme optimal
im Sinne eines Giitekriteriums zu entwerfen. Durch Losen eines Optimie-
rungsproblems kann so die Richtungsabweichung des Stellgrofsenvektors
im Vergleich zum unbeschrinkten Regelkreis minimiert werden. Die For-
mulierung des Entwurfs als Optimierungsproblem stellt einen wichtigen
Schritt auf dem Weg zu modernen Anti-Windup-Methoden dar.

Vierte Phase: modernes Anti-Windup

Kennzeichnend fiir die vierte Phase ist die Entwicklung von systemati-
schen Anti-Windup-Mafnahmen, die Stabilitdt und eine optimale Regel-
giite garantieren. Dieser Trend wird durch die Verfiigbarkeit von effizienten
Losungsalgorithmen fiir konvexe Optimierungsprobleme mit Nebenbedin-
gungen in Form linearer Matrixungleichungen begiinstigt [180, 188|. Auf-
grund der fundamentalen Bedeutung der konvexen Optimierung fiir mo-
derne Anti-Windup-Entwurfsverfahren findet sich eine kurze Einfiihrung
in die Thematik im Anhang B dieser Arbeit.
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Erste Arbeiten, die beim Anti-Windup-Entwurf die Norm einer Uber-
tragungsmatrix minimieren, sind [36, 41, 42, 113, 138|. Richtungsweisend
ist die Arbeit von Teel und Kapoor [185] aus dem Jahr 1997, der folgendes
Konzept zugrunde liegt: Die Verhaltensabweichung des Regelkreises mit
Anti-Windup von dem unbeschrankten Regelkreis aus Abbildung 2.1 wird
iiber die Ly-Norm, die ein Mals fiir die Energie eines Signals ist, formal
quantifiziert. Das Anti-Windup lasst sich dann durch Losen eines Opti-
mierungsproblems so entwerfen, dass diese Verhaltensabweichung im ener-
getischen Sinne minimiert wird. Ahnliche Ideen finden sich in der Arbeit
von Weston und Postlethwaite [199].

Die Anti-Windup-Ansétze dieser Phase lassen sich in drei Katego-
rien einteilen: modellbasiertes Anti-Windup (MB), allgemeines lineares
Anti-Windup (AL) und modulares Anti-Windup (MO). Die Arbeiten
[55, 182, 183, 211] geben einen Uberblick iiber die ersten beiden Metho-
den. Eine Gemeinsamkeit dieser Ansétze ist, dass im Gegensatz zum mo-
dularen Anti-Windup keine Unterteilung der Windup-Effekte in Regler-
und Strecken-Windup sowie das Direktionalitdtsproblem erfolgt. Das Anti-
Windup wird durch Lésen eines Optimierungsproblems so parametriert,
dass eine optimale Regelgiite erreicht wird. Details zu den drei modernen
Anti-Windup-Konzepten finden sich in Kapitel 4.

3.3.3 Komplexitat und Leistungsfahigkeit

Wie in den letzten Abschnitten erldutert, haben sich Anti-Windup-Stra-
tegien von simplen Ad-hoc-Methoden iiber generalisierte Anti-Windup-
Verfahren hin zu modernen systematischen Erweiterungen des beschrank-
ten Regelkreises entwickelt. Der zu zahlende Preis fiir die steigende Leis-
tungsfiahigkeit der Anti-Windup-Methoden ist eine komplexere Struktur.
Tabelle 3.1 grenzt die Entwicklungsstufen voneinander ab.

Nach [108, 111] kénnen die klassischen Anti-Windup-Verfahren nur in
bestimmten Situationen das Windup verhindern. In vielen Fallen lasst
sich keine zufriedenstellende Regelgiite erreichen, was die Entwicklung von
komplexeren Anti-Windup-Methoden notwendig machte. Das wird am Bei-
spiel des hydraulischen Systems aus Abschnitt 2.2.3 demonstriert.

Das hydraulische Positioniersystem ist durch die Zustandsraumdarstel-
lung (2.14) gegeben. Der Regler (2.15) garantiert ein gutes Ausregelver-
halten im unbeschrankten Fall. Wie in Abschnitt 2.2.3 gezeigt, fiihrt eine
Begrenzung der Stellamplitude auf @ = 10,5V zu Windup. Ein starkes
Uberschwingen gepaart mit einem oszillierenden Verhalten ist die Folge.
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Tabelle 3.1: Entwicklungsstufen von Anti-Windup.

klassisch  generalisiert modern
Reglertyp PID linear (nicht)linear
Stabilitatsgarantie — (V') v
Regelgiitegarantie — — (V)
Komplexitat niedrig mittel mittel — hoch

Zur Untersuchung der mit klassischen Anti-Windup-Methoden erzielba-
ren Regelgiite wird der Regler (2.15) in zwei Teile zerlegt. Es ergibt sich

17,764(s +0,731) (5% +1,167s + 10)

yr(s) = - 56100 (w(s) — ys(s))

(s +1,167s + 10)
(s +5)(s+ 100)

1
— (17,764+ 12,985;) : e(s).

Dabei ist der erste Teil der Ubertragungsfunktion ein PI-Regler mit
K, = 17,764 sowie K; = 12,985 und der zweite ein lineares Filter mit
zwei Polen und Nullstellen. Die Ad-hoc-Methoden zur Vermeidung von
Integral-Windup aus der ersten Entwicklungsphase lassen sich nun auf
den PI-Regler anwenden. Untersucht werden zwei typische und h&ufig ein-
gesetzte Anti-Windup-Strategien:

e Die Conditional Integration Methode aus Abbildung 3.5. Dabei wird
der Integrierer des PI-Reglers bei +-10,5 angehalten.

e Die Back Calculation Methode aus Abbildung 3.6. Der Anti-Windup-
Parameter k., wird durch iteratives Ausprobieren und Simulieren zu
kaw = 7,26 bestimmt. Als Giitemaft kommt dabei das Integral der
quadrierten Regelabweichung fooo e?(t)dt zum Einsatz. Dieses Giite-
maf ist in Abschnitt A.3.4 fiir verschiedene k., dargestellt.

Abbildung 3.7 zeigt die Simulationsergebnisse fiir einen Sollwert von
w = 20cm. Zum Vergleich sind auch die Systemantworten des unbe-
schrankten und des beschrankten Regelkreises ohne Anti-Windup dar-
gestellt. Als Ergebnis bleibt festzuhalten: Die beiden untersuchten Anti-
Windup-Methoden kénnen das initiale Uberschwingen reduzieren, eine zu-
friedenstellende Regelgiite wird aber von keinem Verfahren erreicht. Um
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Abbildung 3.7: Simulation des hydraulischen Positioniersystems. Dargestellt
sind die Systemantworten sowie Stellgrofsen des unbeschriankten (——) und des
beschrankten Regelkreises ( ). Der Sollwert ( ) ist w = 20 cm. Bekannte
klassische Anti-Windup-Methoden wie Conditional Integration (——) und Back
Calculation ( ) reduzieren das initiale Uberschwingen, erreichen aber keine
zufriedenstellende Regelgiite.

ein akzeptables Ergebnis zu erzielen ist eine systematische Herangehens-
weise an das Windup-Problem nétig, womit sich Kapitel 4 beschaftigt.
Dass sich der Aufwand lohnt, wird in Kapitel 5 bei der erneuten Betrach-
tung des Beispiels deutlich werden.

3.4 Zusammenfassung und Fazit

In diesem Kapitel wurde gezeigt, welche Schwierigkeiten sich bei der Stabi-
lisierung von Systemen mit Eingangsbeschriankung ergeben. Des Weiteren
wurden verschiedene Konzepte zur Regelung von Strecken mit Stellbegren-
zungen vorgestellt. Der Fokus lag dabei auf Anti-Windup-Verfahren und
deren historischer Entwicklung von simplen Ad-hoc-Mafnahmen zu kom-
plexeren Methoden. Diese Entwicklung war vor allem dadurch motiviert,
dass die klassischen Anti-Windup-Verfahren bei komplexeren Reglern kei-
ne zufriedenstellende Regelgiite erreichen, was sich am Beispiel des schon
zuvor betrachteten Positioniersystems demonstrieren liefs.
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4 Modernes Anti-Windup:
Grundlagen

In diesem Kapitel werden zunédchst der Anti-Windup-Regelkreis und die
Anti-Windup-Ziele definiert. Danach folgt eine kurze Vorstellung der drei
wichtigsten modernen Anti-Windup-Konzepte: allgemeines lineares Anti-
Windup, modellbasiertes Anti-Windup und modulares Anti-Windup.

4.1 Definition des Anti-Windup-Regelkreises

Um die durch Stellbegrenzungen ausgelosten Windup-Effekte zu minimie-
ren, wird der beschriankte Regelkreis geméfs Abbildung 4.1 um die Anti-
Windup-Struktur AW erweitert [55, 182, 183, 211]. Diese ist durch

Cbaw — faw(wavw 5) )
AW : ¢ Yawx = Pawx(Taw, 0), (4.1)

Yaw,y = haw,y(wavva 5)
gegeben, mit dem Zustand x,, € R™ und dem Eingang § € R™. Letz-
terer beschreibt das Ausmaft der Abweichung zwischen Aktorein- und Ak-

torausgang. Im Weiteren wird dieses Ausmals auch als Sattigungsgrad be-
zeichnet und wie folgt definiert

0 = uy — Ya = U, — satg(u,). (4.2)

Die Ausginge Yawx € R™ und yawy € R™ beeinflussen die Regler-
zustdnde bzw. den Reglerausgang. Der Aktoreingang w, ist dann durch
folgende Dynamik bestimmt

Cbr - Arwr + Br,uur + Br,ww + Yaw,x;
Yr = Crwr + Dr,uur + Dr,ww7
Uy = Yr T Yaw,y-

Beim Betrachten der Differentialgleichung wird deutlich, dass der Aus-
gang Yawx des Anti-Windup die Anderung der Reglerzustéinde direkt und
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Abbildung 4.1: Allgemeine Anti-Windup-Struktur. Die Differenz aus Eingang
und Ausgang des Aktors bildet den Eingang 6 des Anti-Windup. Die Ausgénge
Yaw,x UNd Yawy beeinflussen die Reglerzustinde bzw. den Reglerausgang.

unabhéngig voneinander beeinflussen kann. Aufgrund dieser sehr engen
Einbettung der Anti-Windup-Strategie in die Reglerdynamik wird im wei-
teren Verlauf dieser Arbeit auch der Begriff integriertes Anti-Windup ver-
wendet!. Die Dynamik des in Abbildung 4.1 dargestellten Anti-Windup-
Regelkreises ergibt sich mit § = u, — satg(u,) zu

s = As®s + Bsysatg(ua) + Bs 2,

T, = Az, + Br,uys + Br,w'w + haW,X(waW7 5)7

Taw = Faw(Taw, 9) (4.3)
ys = Csxs,

Uy = Crxy + Dy Ys + Dy W + Rawy (Taw, 0).

Spezialfall: externes Anti-Windup

Falls die Reglerzustande nicht direkt fiir das Anti-Windup zugénglich sind,
kann eine integrierte Anti-Windup-Mafknahme nicht verwendet werden.
Die Beeinflussung der Reglerzustdnde muss dann iiber den Reglereingang
u, erfolgen. Dazu wird eine externe Anti-Windup-Strategie?

a.gaw — faw(maW7 6) ’
AW : Yawu = _haw,u(mawa 5) ) (44)
Yawy = haw,y(maW7 6)

In der englischsprachigen Literatur: full-authority anti-windup.
2Das negative Vorzeichen von hawu vereinfacht im Weiteren die Notation.
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Abbildung 4.2: Externe Anti-Windup-Struktur. Die Ausgéinge Yawu und Yaw,y
beeinflussen den Reglereingang und den Reglerausgang.

mit dem Ausgang yY.wu € R™ zur Beeinflussung des Reglereinganges ein-
gesetzt. Die Verschaltung
Ur = Ys — Yaw,u

fiihrt zu dem in Abbildung 4.2 dargestellten Anti-Windup-Regelkreis. Die
Reglerzustande konnen dann nur eingeschrankt iiber die Eingangsmatrix
B, ,, beeinflusst werden, d. h., es gilt

Cbr - Arwr + Br,uys + Br,ww - Br,uyaw,u-

Jedes externe Anti-Windup kann als Spezialfall eines integrierten Anti-
Windup aufgefasst werden. Dazu substituiert man in obiger Differenti-
algleichung Yawx = —DB:ru¥Yawu und legt den Ausgang ¥y.wx der Anti-
Windup-Dynamik (4.1) wie folgt fest

Yawx = haw,x(waW7 6) - Br,uhaw,u(waW7 5) .

Nachdem der Anti-Windup-Regelkreis definiert ist, konnen die Anti-
Windup-Ziele formuliert werden.

Anti-Windup-Ziele: Eine kurze Ubersicht

Unabhéngig von der integrierten oder externen Anti-Windup-Variante
wird die Anti-Windup-Dynamik (4.1) durch die Funktionen
Saw : R™ x R™ — R"av
Rawyx : R™ x R™ — R",
hawy : R™ x R™ — R™
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festgelegt. Eine grundlegende Forderung theoretischer Natur an f,, ist,
dass die Differentialgleichung

:baw — faw(waW7 5)

eine eindeutige Losung @, (t) fir alle ¢ > 0, mogliche Anfangszustdnde
Zaw(0) und Eingangssignale §(t) besitzt. Um weitere Forderungen formu-
lieren zu konnen, ist es sinnvoll, die Ziele einer Anti-Windup-Mafnahme
zu definieren. In der modernen Anti-Windup-Literatur [55, 85, 173, 182,
183, 191, 211| werden diese wie folgt beschrieben:

1. Erhalt des Kleinsignalverhaltens. Im nichtsiattigenden Betrieb bleibt
die Anti-Windup-Methode inaktiv. Das dynamische Verhalten des
Regelkreises wird allein durch den Regler R bestimmt.

2. Stabilitat im Sdttigungsfall. Das Anti-Windup ermoglicht einen sta-
bilen séttigenden Betrieb des Anti-Windup-Regelkreises. Die Stabi-
litatseigenschaften entsprechen dabei denen des unbeschrankten Re-
gelkreises, wann immer dies mit begrenzter Stellgréfe moglich ist.

3. Riickgewinnung des unbeschrinkten Systemverhaltens. Wahrend und
nach dem Auftreten von Sattigung liegt das dynamische Verhalten
des Anti-Windup-Regelkreises (4.3) so nahe am Verhalten des unbe-
schriankten Regelkreises (2.3) wie mit begrenzter Stellgrofse moglich.

Die zunéchst in Worten formulierten Ziele werden in den néchsten Ab-
schnitten mathematisch formalisiert und entsprechende Forderungen an
Sfaw; Rawx und hg,,, abgeleitet.

4.2 Ziele von modernem Anti-Windup

Der Begrifft Windup steht fiir ein durch Stellgrofsenbegrenzungen ausgelos-
tes Fehlverhalten des Regelkreises. Die Aufgabe eines Anti-Windup besteht
konsequenterweise darin, dieses Fehlverhalten zu beseitigen und auch im
Sattigungsfall ein wiinschenswertes dynamisches Verhalten zu ermoglichen,
so gut dies mit einer begrenzten Stellgrofie umsetzbar ist. Diese Aufgabe
lasst sich untergliedern in den Erhalt des Kleinsignalverhaltens, eine Stabi-
litatsgarantie und die Riickgewinnung des unbeschrankten Verhaltens im
Sattigungsfall. Nachfolgend werden diese Teilaufgaben charakterisiert.
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Erhalt des Kleinsignalverhaltens

Der Ausgangspunkt von Anti-Windup ist der unbeschriankte Regelkreis
aus Abbildung 2.1 mit der linearen Dynamik

Ty, = Axyp, + Byw + B,z

gemaf (2.3). Aufgrund der Annahme 2.2 besitzt dieser ein ideales dynami-
sches Verhalten. Der beschrankte Regelkreis weist ein identisches Verhal-
ten auf, solange die Stellgrofse nicht séttigt. Das ist fiir ausreichend kleine
Sollwerte, Anfangszustidnde und Storungen der Fall.

Dieses ideale Kleinsignalverhalten des beschriankten Regelkreises soll
durch eine Anti-Windup-Mafinahme nicht gestort werden. Deshalb wird
die Anti-Windup-Strategie erst beim Auftreten von Sattigung aktiv, d. h.,
wenn flir den Sattigungsgrad (4.2) erstmalig § # 0 gilt. Bezliglich der
Dynamik des Anti-Windup (4.1) erwachsen daraus die Anforderungen

Jaw (O,
awx(07
awy(07

Law (0

© o o
I I
© o o o

)
)
)
)

Besonders hervorzuheben ist der Anfangszustand . (0) = 0 des Anti-
Windup. Diese Wahl ist keine Einschrinkung der Allgemeinheit, sondern
zwingend notwendig fiir den Erhalt des Kleinsignalverhaltens, was ein cha-
rakteristisches Merkmal von Anti-Windup-Methoden ist.

Stabilitidt im Sattigungsfall

Eine grundlegende Aufgabe von Anti-Windup-Mafsnahmen ist es, die Sta-
bilitét der Ruhelage des Anti-Windup-Regelkreises (4.3) im Sattigungsfall
zu garantieren. Die daraus folgenden Forderungen an die Anti-Windup-
Dynamik, d. h. an die Funktionen f,, Rawx und h,yy, lassen sich formal
mithilfe der Stabilitdtstheorie von Ljapunov ausdriicken. Zwecks einer ein-
facheren Darstellung wird wieder von einer Ruhelage im Ursprung des
Zustandsraumes ausgegangen. Es gilt dann folgendes zentrales Ergebnis
fiir die Stabilitdtsanalyse dynamischer Systeme.

Satz 4.1 (Direkte Methode von Ljapunov, nach [3, 107]). Gegeben ist
das durch die Differentialgleichung & = f(x) beschriebene System. Die
Funktion f : ID — R™ sei derart, dass die Differentialgleichung fir alle
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x(0) € D C R" eine eindeutige Losung besitzt. Des Weiteren sei D eine
Umgebung der Ruhelage *™ = 0 des Systems. Wenn eine stetig differen-
zierbare Funktion V : 1D — R existiert, so dass

V(0) =0,
V(xz) >0Ve €D\ {0},

V(z)<0VeeD)\{0},
dann ist die Ruhelage ™ = 0 asymptotisch stabil.

Die Funktion V(x) wird dabei als Ljapunov-Funktion bezeichnet. Gilt
ID = IR” und die Ljapunov-Funktion ist radial unbeschrankt, d. h.

|lz|| = 00 = V(x) = oo,

dann ist die Ruhelage ™ = 0 des Systems global asymptotisch stabil.
Mit einer Ljapunov-Funktion lasst sich jedoch nicht nur die Stabilitét ei-
ner Ruhelage nachweisen, sondern auch, im Fall lokaler asymptotischer
Stabilitét, ein Einzugsgebiet abschéitzen, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 4.2 (nach [3]). Ist V(x) eine Ljapunov-Funktion fir das System
& = f(x) mit der Ruhelage ™ = 0, dann ist das Gebiet

G(0)={x cR"|V(x) <c} mitceRsy,

falls es beschrinkt ist, ein Finzugsgebiet der Ruhelage ™ = 0, wenn

V(z) <0 Vaeg(0)
qgilt.

Die Forderung nach asymptotischer Stabilitdt der Ruhelage des nicht-
linearen Anti-Windup-Regelkreises ldsst sich demnach mit der Stabili-
tatstheorie von Ljapunov formalisieren. Die Funktionen f,w, Rawx und
Rawy der Anti-Windup-Strategie sind folglich so zu wéhlen, dass die Exis-
tenz einer Ljapunov-Funktion V(x) und ein ausreichend grofes Einzugs-
gebiet G(0), wenn moglich sogar globale Stabilitat, fiir den Anti-Windup-
Regelkreis garantiert sind.

Riickgewinnung des unbeschrinkten Verhaltens

Neben der Sicherstellung eines stabilen Systemverhaltens besteht die Auf-
gabe einer Anti-Windup-Mafnahme darin, eine moglichst hohe Regelgiite
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des Anti-Windup-Regelkreises zu garantieren. Im nichtséattigenden Betrieb
wird dies durch den kleinsignalerhaltenden Charakter des Anti-Windup er-
reicht. Dann gilt

Ys = Ys,ub ~ O =Ys — Ysub = 0

und der Ausgang des Anti-Windup-Regelkreises entspricht dem des unbe-
schrankten Regelkreises. Somit weist er geméfs Annahme 2.2 ein ideales
Verhalten auf. Das dndert sich wahrend und nach dem Auftreten von Séat-
tigung. Es kommt zu Abweichungen zwischen den Ausgéngen, so dass gilt

Ys # Ysub & 0 F#0.

Das Ziel einer Anti-Windup-Mafnahme ist es, derartige Abweichungen
zu minimieren und die Ausgéinge bzw. Zustdnde moglichst schnell wieder
in Ubereinstimmung zu bringen, d. h.

Ys > Ysupb < o — 0.

Wenn das Anti-Windup die Stabilitidt der Ruhelage des Anti-Windup-
Regelkreises garantiert, dann wird eine Ubereinstimmung in jedem Fall
erreicht. Spétestens in der Ruhelage verschwindet die Abweichung. Die
Frage ist, wie sich die Abweichung bis zu diesem Zeitpunkt entwickelt.
Ein sinnvolles Maf um die Groke der Abweichung o (t) zwischen den
Signalen ys(t) und ysub(t) zu quantifizieren, ergibt sich durch Integrieren
des quadrierten Betrags der Abweichung iiber die Zeit. Die Quadratwurzel
dieses Integrals wird als Lo-Norm bezeichnet und ist wie folgt definiert.

Definition 4.1 (L2-Norm). Die Lo-Norm eines Signals o () ist

t 2

ol = | jim [ o) o(rar
0

Die Forderung nach Riickgewinnung des unbeschrankten Systemverhal-
tens lasst sich demnach mit der Lo-Norm formalisieren. Die Funktionen
faw, Rawx und R,y der Anti-Windup-Strategie sind so zu wahlen, dass
die Lo-Norm der Abweichung o = ys — ys,up moglichst klein ist.

Drei Wege zum Ziel

Wie in Abschnitt 3.3.2 erlautert, lassen sich drei Konzepte fiir die Wahl der
Anti-Windup-Dynamik (4.1) unterscheiden. Abbildung 4.3 zeigt die Un-
terteilung. Allgemeine lineare Ansétze werden in Abschnitt 4.3 behandelt.
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Abbildung 4.3: Klassifizierung von modernen Anti-Windup-Methoden.

Modellbasierte Methoden fasst der Abschnitt 4.4 zusammen und modulare
Strategien erlautert Abschnitt 4.5.

4.3 Allgemeines lineares Anti-Windup

Die Grundidee des allgemeinen linearen Anti-Windup besteht darin, den
Séattigungsgrad § = u, — satg(u,) liber ein lineares System auf die Reg-
lerzustdnde und den Reglerausgang zuriickzufiihren. Die Anti-Windup-
Dynamik ergibt sich demnach zu

dzaw = Aawmaw + Baw(sa
Yaw,x = Caw,xwaw + Daw,x(sa (45>
Yawy = CawyPaw + Dawy0,

wobei die Dimension ng,, des Zustands x,, frei wéahlbar ist. Diese
sehr allgemeine Struktur enthélt praktisch alle linearen Anti-Windup-
Mafsnahmen als Spezialfall. Beziiglich der Systemordnung werden in der
Literatur |55, 182, 183, 211| drei Varianten unterschieden:

e Statisches Anti- Windup. Das Anti-Windup besitzt keine Dynamik
und somit keine Zustdnde, d.h. n,, = 0. Nur die Matrizen D, «
und D, miissen beim Entwurf gewéhlt werden.

o Anti-Windup wvoller Ordnung (engl. full-order anti-windup). Der
Anti-Windup-Zustand besitzt eine mindestens so hohe Dimension
wie der Streckenzustand. Somit gilt n,, > ns.
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o Anti- Windup niedriger Ordnung (engl. low-order anti-windup). Die
Ordnung des Anti-Windup ist kleiner als die Systemordnung der
Strecke, d. h. 0 < naw < ng.

Die klassische Anti-Windup-Maftnahme Back-Calculation fiir PID-Reg-
ler aus Abbildung 3.6 besitzt beispielsweise keine Dynamik. Es ist ein
statisches Anti-Windup. Der Sattigungsgrad 6 € R wird tiber eine kon-
stante Verstarkung —k,, auf den Integriererzustand zuriickgefiihrt. Das
resultiert in der Parametrierung

Aaw = 07 Baw = Oa
Caw,x - Oa Davv,x - _kavva
Cawy =0, Dyyy = 0.

9

Der Entwurf eines allgemeinen linearen Anti-Windup besteht in der Wahl
der Systemordnung n,, und der Parametrierung der Matrizen in (4.5)
geméls den Entwurfszielen aus Abschnitt 4.2. Darauf wird im Folgenden
detaillierter eingegangen.

4.3.1 Problematik beim Entwurf

In der Literatur findet sich eine Vielzahl von Entwurfsverfahren fiir
lineare Anti-Windup-Mafnahmen geméfs (4.5), wie z.B. die Arbeiten
|51, 55, 70, 95, 182, 187, 211] und die darin angefiihrten Referenzen. Auf-
fallig ist, dass die existierenden Entwurfsmethoden entweder Spezialfille
abdecken oder nicht auf konvexer Optimierung basieren. Bei einigen Ver-
fahren ist beispielsweise die Systemordnung des Anti-Windup festgelegt
und bestimmte Matrizen bleiben unberiicksichtigt.

Eine zu hohe Systemordnung kann bei der Implementierung zu Schwie-
rigkeiten fiihren, wenn Rechnerkapazitdten knapp bemessen sind. Nicht-
konvexe Optimierungsprobleme lassen sich — wenn iiberhaupt — nur mit
sehr hohem Aufwand 16sen. Deshalb ist bei der Wahl des Entwurfsverfah-
rens ein Kompromiss zwischen der Systemordnung n,, des Anti-Windup,
dem verwendeten Giitekriterium und der Art und Weise wie die Anti-
Windup-Matrizen parametriert werden, zu finden.

Kompromisse, die zu konvexen Optimierungsproblemen fiihren, werden
nachfolgend beschrieben. Dabei garantieren alle Verfahren den Erhalt des
Kleinsignalverhaltens und Stabilitdt im Sattigungsfall. Die Hauptschwie-
rigkeit liegt darin, die konvexe Giitefunktion des Optimierungsproblems
so zu gestalten, dass sie ein Maf fiir die Abweichung vom unbeschrankten
Systemverhalten darstellt. Die in [18] vorgestellte Losung fiihrt zu
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Tabelle 4.1: Entwurfsverfahren fiir allgemeines lineares Anti-Windup. Nicht
konvexe Optimierungsprobleme sind blau hervorgehoben.

Systemordnung
Naw = 0 Naw = T Naw < T
Kompromiss 1 [176] [18] —
Kompromiss 2 [29] [68] [69] [182] [182] [182]
. 70-72] [95] [139] [182]  [70-72] [95]  [51] [182]
Rompromiss 311371 1904] [211] 182] [211]

Kompromiss 1. Fiir den Entwurf wird der Anti-Windup-Regelkreis um
ein Modell des unbeschrinkten Regelkreises erweitert, so dass die Abwei-
chung vom unbeschrankten Systemverhalten minimiert werden kann. Das
resultierende Optimierungsproblem ist allerdings nur dann konvex, wenn
fiir die Systemordnung des Anti-Windup n,y = 2(ns + n,) + m gilt.

Eine derart hohe Systemordnung ist in vielen Féallen nicht praktikabel,
weshalb alternativ die folgenden Giitekriterien verwendet werden.

Kompromiss 2. Eine hohe Regelgiite des Anti-Windup spielt keine Rolle
[29, 68, 69]. Das Ziel ist ein moglichst grofes Einzugsgebiet der Ruhelage
des Anti-Windup-Regelkreises zu erreichen. Fiir n,, = 0 ergibt sich ein
konvexes Optimierungsproblem.

Kompromiss 3. Der Anti-Windup-Regelkreis wird um einen virtuellen
Ausgang y,, so erweitert, dass eine kleine Lo-Norm dieses Ausganges eine
hohe Regelgiite impliziert. Als Giitekriterium beim Entwurf wird dann die
Lo-Norm minimiert. Die Falle n,, = 0 sowie n,, = ng fiihren zu konvexen
Optimierungsproblemen [51, 70-72, 95, 139].

Tabelle 4.1 zeigt eine Klassifizierung der existierenden Entwurfsverfah-
ren. Der Kompromiss 2 diirfte aufgrund der vernachlédssigten Regelgiite
nur fiir die wenigsten Anwendungen interessant sein. Mittels Kompromiss
3 lasst sich bei geeigneter Wahl des virtuellen Ausgangs eine hohe Regel-
giite erreichen. Details sind im néchsten Abschnitt beschrieben.
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4.3.2 Entwurf mit virtuellen Ausgangen

Zur Definition des Entwurfsziels wird der Anti-Windup-Regelkreis (4.3)
um einen virtuellen Ausgang y,, erweitert, der sich wie folgt zusammensetzt

Yyp = Cpoxs + Dy, wus + Dy, .z + D, w. (4.6)

Uber die Matrizen C,, D, ., D, , und D, lassen sich die Komponenten
des Streckenzustandes xs, des Streckeneingangs wg, der Storung z und
des Sollwertes w gewichten. So kénnen mithilfe dieses Ausgangs, je nach
Festlegung der Matrizen, verschiedene fiir die Regelgiite relevante Grofien
dargestellt werden. Die Wahl

c,=-Cs, D,,=0, D,,=0, D,,, =1
fithrt beispielsweise zur Regelabweichung (2.6), denn es gilt
yp:_Csws+w:w_’ys:e.

Der virtuelle Ausgang y,,, genauer dessen Lo-Norm ||y, ||z, , stellt somit ein
Malfs fiir die Regelgiite dar und bildet die Basis fiir die Parametrierung des
Anti-Windup. Diese ist so zu gestalten, dass die Ly-Norm?® des Ausgangs
yp fiir auftretende Sollwerte w und Storungen z moglichst klein wird.

Um diese Forderung als Giitemaf in das Optimierungsproblem zu inte-
grieren, wird das Ein-/Ausgangsverhalten des Anti-Windup-Regelkreises
gemal Abbildung 4.4 betrachtet. Die Eingangsgrofsen w und z des Regel-
kreises sind in dem Vektor r zusammengefasst. Ein Mafs dafiir, wie stark
sich Eingangssignale r auf den Ausgang y, im Sinne der Lo-Norm auswir-
ken, ist die Ls-Verstarkung des Anti-Windup-Regelkreises geméis

Definition 4.2 (L,-Verstarkung). Gegeben sei ein System
i - f(w7 r>7
y = h(x,r)

mit dem Eingang r und dem Ausgang y. Das System besitzt fiir (0) = 0
die Lo-Verstarkung v, wenn

0<||7|l Ly <oco 7]z,

3Andere Normen sind moglich. Fiir die Lo-Norm spricht, dass sie als Energie eines
Signals interpretiert werden kann und einfach mathematisch handhabbar ist.
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Abbildung 4.4: Das Ziel vieler Entwurfsverfahren fiir das allgemeine lineare
Anti-Windup ist die Minimierung der Lo-Verstarkung des Anti-Windup-Regel-
kreises von dem Eingang r zu dem virtuellen Ausgang yp.

Eine kleine Lo-Verstarkung v des Anti-Windup-Regelkreises vom Ein-
gang 7 zu dem virtuellen Ausgang y,, fiihrt folglich dazu, dass die Ly-Norm
|lypllL, klein bleibt und damit zu einer hohen Regelgiite. Als konvexe Gii-
tefunktion des beim Entwurf zu 16senden Optimierungsproblems wird des-
halb die Ly-Verstdarkung ~ verwendet. Die Nebenbedingungen finden sich
beispielsweise in |70, 95, 182, 211].

Nachteilig an der Methode der virtuellen Ausgénge ist der sehr starke
Einfluss des virtuellen Ausgangs auf das Ergebnis. Diese Problematik wird
anhand eines Beispiels in [70, Abschnitt 4] demonstriert. Letztlich bleibt
die Wahl des Ausgangs (4.6) dem Anwender iiberlassen.

4.4 Modellbasiertes Anti-Windup

Modellbasierte Anti-Windup-Methoden? besitzen die in Abbildung 4.2
dargestellte externe Struktur und nutzen ein Modell der Strecke um Win-
dup zu verhindern [55, 182, 183, 211]. Die Dynamik (4.4) ergibt sich zu

iaw — Asmaw + Bs,ukaw(wavx/) + Bs,u(sa
Yawu = _Cswawa (47)

Yaw,y = _kaw (waw)

mit €, € R™. Im Vergleich zu dem allgemeinen linearen Anti-Windup
fallt auf, dass grofe Teile der Anti-Windup-Dynamik und die Systemord-
nung n,, = ns durch das Modell der Strecke vorgegeben sind. Lediglich
die Funktion k. : R" — IR™ ist beim Entwurf wahlbar. Diese einschran-
kende Festlegung hat mehrere Vorteile:

4In der englischsprachigen Literatur: model recovery anti-windup.
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e Nichtlineares Anti- Windup. Die Funktion k., ermoglicht nichtlinea-
re Anti-Windup-Mafsnahmen mit einer hohen Regelgiite.

e Finfacher Entwurf. Der Anti-Windup-Entwurf reduziert sich auf den
Entwurf eines Zustandsreglers fiir das Modell der Strecke.

o Anschauliches Giitekriterium. Die Abweichung vom unbeschrankten
Systemverhalten kann beim Entwurf direkt minimiert werden.

Um die letzten beiden Punkte zu zeigen, sind zwei Umformungen des Anti-
Windup-Regelkreises notig, die in den néchsten Abschnitten detailliert
erldutert werden. Ausgangspunkt ist der Anti-Windup-Regelkreis in Ab-
bildung 4.5, dessen Dynamik sich aus der Strecke (2.1), dem Regler (2.2),
dem Aktor (2.10), dem modellbasierten Anti-Windup (4.7) und dem Sé&t-
tigungsgrad § geméfs (4.2) sowie den Verschaltungen

Us = sata(Yr + Yawy)s Ur = Ys — Yawu

zusammensetzt. Das Zustandsraummodell des Anti-Windup-Regelkreises
mit modellbasierter Anti-Windup-Strategie lautet wie folgt

s = Asxs + Bgysata (Y + Yawy) + Bs 22,
r, = Az, + B, Cs(Ts + Taw) + Brww,

Taw = Asaw + BsuYr — B usata(Yr + Yawy),
yr =Cix,+ D, ,Cs(xs + Taw) + D, w,
Yawy = —Faw(Taw),

Ys - C’sws-

(4.8)

Diese nicht sonderlich iibersichtliche Systembeschreibung basiert auf den
Zustanden xg, x, und x,, von Strecke, Regler und Anti-Windup, die fiir
eine kompaktere Notation in dem Zustandsvektor

T

Lawrk — [CC

T

T T
s Ly waw}

zusammengefasst werden. Mittels einer Koordinatentransformation lasst
sich eine fiir den Entwurf besonders giinstige Systemdarstellung erzielen.

4.4.1 Entkopplung durch Zustandstransformation

Bekanntlich ist die Wahl der Zustandsvariablen bei der Aufstellung eines
Zustandsraummodells nicht eindeutig [132]. Oftmals lésst sich ein System
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besonders einfach analysieren, wenn die Zustandsvariablen geschickt ge-
wahlt sind oder durch eine Transformation in ein geeignetes Koordinaten-
system iiberfiihrt werden konnen. Bei der Auslegung des modellbasierten

Anti-Windup, d. h. bei der Wahl der Funktion
k.w : R" — R™

ist man vor allem daran interessiert, wie stark das Verhalten des Anti-
Windup-Regelkreises (4.8) im Séttigungsfall von dem Verhalten des unbe-
schrénkten Regelkreises (2.3) abweicht. Diese Diskrepanz (engl. mismatch)
kann durch eine lineare Transformation der Zustandsvariablen

gms — Twawrk

mit einer reguliren Matrix T € RZnsHt7m)x@nstn) in die sogenannten
Mismatch-Zustande &.,s veranschaulicht werden [199, 209, 211|. Mittels
der eineindeutigen Abbildung

& I O I T Ty + Tow
s = | & =10 1 0 T, = T, (4.9)
€avv O 0 _][ Law —Law

wird der Anti-Windup-Regelkreis (4.8) in die &quivalente Mismatch-
Darstellung iiberfiihrt. Es ergibt sich die Systemdynamik

& =Ad + Bouy: + B .2, (4.10a)
& = A& + B, ,Cé + B, ,w, (4.10b)
aw = Asban + B (sata(Yr + Yawy) — Ur), (4.10¢)
yr = C& + D, Ci§s + D, yw, (4.10d)
Yawy = —Faw(—&aw), (4.10¢)
Ys = Cs(& + aw) = Ys,ub + Yawu- (4.10f)

Der Vorteil der Mismatch-Darstellung besteht in der Zerlegung des Anti-
Windup-Regelkreises in zwei iibersichtliche Teilsysteme. Durch die Bezie-
hungen (4.10a), (4.10b), (4.10d) wird ein lineares Teilsystem beschrieben,
das dem unbeschrankten Regelkreis

%s - ASES + Bs,uyr + Bs,zza
— A, + B, ,Cst. + B, yw
L : gr rSr r,u“sSs r,w W, 4.11
Yy = Crgr + Dr,qués + Dr,wwa ( )
Ys,ub = ngs
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mit dem Ausgang ys u, entspricht. Das zweite Teilsystem (4.10c), (4.10e)
wird auch als Anti-Windup-System bezeichnet, weil es die Sattigungsnicht-
linearitat und die Anti-Windup-Mafsnahme beinhaltet. Es besitzt die Zu-
standsraumdarstellung

éaw - Asgaw + Bs,u(satﬁ(yr + yaw,y) - yr)a
Yaw,y = _kaw(_gaw>-

Fiir punktsymmetrische Funktionen K,y (€aw) lasst sich die Zustandsriick-
fiihrung durch yYawy = Kaw (&aw) beschreiben, so dass nach dem Hinzufiigen
eines zusdtzlichen Ausganges Y, die Systemdarstellung

éaw = Aaw + Bs,u(satﬁ(yr + yaW,y) - yr)a
Yawy = kaw(gaw)a (412)
Yaw,u = ngaw

des Anti-Windup-Teilsystems entsteht. Offensichtlich beinhaltet es ein Mo-
dell der Strecke

S* . { éaw - Asgaw + Bs,u’aa
Yaw,u = Cs€aw;

dessen Zustédnde iber Yawy = Kaw(&aw) auf den Eingang
u = Satﬁ(yr + yaw,y) —Yr

zuriickgefiihrt werden. Abbildung 4.5 zeigt das aus den zwei Teilsyste-
men bestehende Gesamtsystem in Mismatch-Koordinaten mit dem Aus-
gang (4.10f). Dieser Ausgang besitzt die Struktur

Ys = Ys,ub + Yaw,u-

Auch der Anfangszustand des Anti-Windup-Regelkreises muss transfor-
miert werden. Mittels (4.9) ergibt sich zunéchst allgemein

£o I O I " x4+ )
Em=1&21 =10 I 0] |z |= "

(0) _ (0) __ 1 (0)

aw 0 O ]I waw maw

Da der Anfangszustand x{) des Anti-Windup, wie in Abschnitt 4.2 dis-
kutiert, immer null ist, folgt

(0) — H.(0) (0) — H.(0) 0) — .(0) __
‘Ss _ms,? €r _wr7 ‘Saw_maw_o‘
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Abbildung 4.5: Umformung des Anti-Windup-Regelkreises in das dquivalente
Mismatch-System, das aus dem unbeschriankten Regelkreis (lineares System)
und dem Anti-Windup-System besteht. Der Vorteil der Umformung liegt in der
Entkopplung der Dynamik des unbeschrankten Regelkreises von der Sattigung

und dem Anti-Windup.

lineares System
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7))
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Zusammenfassend lasst sich Folgendes festhalten:

e Die Mismatch-Darstellung entkoppelt das unbeschréankte Systemver-
halten von der Sattigungskennlinie und dem Anti-Windup.

e Der Entwurf des Anti-Windup besteht in der Wahl einer nichtlinea-
ren Zustandsriickfithrung k., fiir das Streckenmodell S*.

e Die Abweichung des Anti-Windup-Regelkreises von dem idealen Sys-
temverhalten ys .1, des unbeschrankten Regelkreises ist durch den
Ausgang Yawu des Anti-Windup-Teilsystems (4.12) gegeben.

e Die Anfangszustinde von Anti-Windup-Regelkreis und Mismatch-
System sind fiir den hier betrachteten Fall () = 0 identisch.

Problematisch fiir den Entwurf der Zustandsriickfiihrung k., des Anti-
Windup-Systems ist der Einfluss des linearen Systems durch y,. Eine Lo-
sung beschreibt der nédchste Abschnitt.

4.4.2 Entwurf der Zustandsriickfiihrung
Betrachtet wird das Anti-Windup-System (4.12) mit der Dynamik

éaw - Asgaw + Bs,u(satﬁ(yr + yaW,y) - yr),
Yawy = kaw (gaw)a
Yaw,u = ngaw-

Die Hauptschwierigkeit bei dem Entwurf der Zustandsriickfithrung fiir das
Anti-Windup-System stellt die zeitvariante Storgrofe y, (t) dar. Problema-
tisch ist nicht das Auftreten einer Storgrofe an sich, sondern dass sie an
zwei verschiedenen Stellen der Differentialgleichung auftaucht. In der Anti-
Windup-Literatur finden sich zwei Losungen fiir dieses Problem. Die erste
beruht auf einer Umformung des Systems, wobei eine Beziehung zwischen
Sattigung und Totzone ausgenutzt wird.

Losung 1: Zustandsreglerentwurf fiir ein System mit Totzone

In [173, 174, 191, 199] wird vorgeschlagen, die Séattigungsfunktion in (4.12)
mittels einer Totzone auszudriicken. Zwischen einer Séttigung sat(-) und
einer Totzone dz( -) gilt bekanntlich der Zusammenhang

dzg, (u;) = u; — satg, (u;). (4.13)
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dzg, (u;) 4

Abbildung 4.6: Totzone.

Eine derartige Totzone ist in Abbildung 4.6 dargestellt und lasst sich
abschnittsweise wie folgt schreiben

u; + 45, —u; > uy,
dzg, (wi) = {0, —u; < u; < Uy, (4.14)
U; — Uy, u; > u;.

Ubertrigt man (4.13) auf den mehrdimensionalen Fall, so ergibt sich
dzq(u) = [dzg, (w1) ... dzg, (um)]T = u — satg(u).

Die Substitution der Séttigung in (4.12) durch eine Totzone fiihrt zu der
Systemdarstellung

.

gaw = Asgaw + Bs,uyaw,y - BS,U dzﬁ(yr + yaw,y>-

Besonders fiir lineare Zustandsregler

Yaw,y = kaw(gaw) — _Kéaw

ist dieser Ansatz geeignet, da sich das Differentialgleichungssystem

éaw - (As - Bs,uK)éaw + Bs,u dzg (Kgaw - yr)

ergibt. Abbildung 4.7 zeigt das zugehorige Blockschaltbild. In [173, 174,
191] wird beschrieben, wie sich die Matrix K einfach bestimmen l&sst.
Das umgeformte System der Losung 1 eignet sich aufgrund der zeitin-
varianten Totzone sehr gut fiir die Analyse der Regelgiite des modellba-
sierten Anti-Windup, wie in Kapitel 5 gezeigt wird. Nachteile bestehen
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Abbildung 4.7: Blockschaltbild des umgeformten Anti-Windup-Systems mit
Totzone und linearem Zustandsregler K (Losung 1).

darin, dass Entwurfsverfahren, die eine Sattigungsnichtlinearitiat voraus-
setzen, aufgrund der Totzone nicht angewendet werden konnen. Aufserdem
ist der Entwurf von nichtlinearen Zustandsreglern schwierig. Deshalb hat
sich eine zweite Losung etabliert, die nachfolgend beschrieben wird.

Losung 2: Ein System mit zeitvarianter Sattigung

FEine alternative Vorgehensweise, die zu einer Systemstruktur ohne Totzone
fiihrt und fiir den Entwurf nichtlinearer Anti-Windup-Mafnahmen besser
geeignet ist, wird in [53, 185] skizziert. Sie basiert auf einem Ersatzsystem,
das zwar wesentliche Eigenschaften von (4.12) besitzt, aber nicht vollstén-
dig dquivalent ist. Die Aquivalenz geht durch Abschétzungen verloren, die
zwecks einer Vereinfachung der Systemstruktur notwendig sind.

Dieses im Weiteren betrachtete Ersatzsystem besitzt die Dynamik

.

Eaw = Aslaw + BsuSab[_atp(t),a+p(t)] (Yawy) + Bsu,
Yaw,y = kaW(an)a (415)
Yaw,u = ngaw-

Eine ausfiihrliche, verstédndliche Herleitung ist in der Literatur noch nicht
zu finden und deshalb in Abschnitt C.1 ab Seite 193 angegeben.
Abbildung 4.8 zeigt das Blockschaltbild des Systems. Dabei fallen zwei
wesentliche Verédnderungen gegeniiber (4.12) auf. Erstens ist die S&tti-
gungsfunktion sat|_gip(),a+p()) zeitvariant, d.h., die Beschrinkungen
der Stellamplitude héngen von einer Grofe p(t) ab. Zweitens bezeichnet
¢(t) die neue Storgrofke, die auf den Eingang des Streckenmodells wirkt.
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Abbildung 4.8: Blockschaltbild des Ersatzsystems fiir (4.12) mit nichtlinearem
Zustandsregler kaw(-) und zeitvarianter Séttigung (Losung 2).

Die beiden neu eingefiihrten zeitvarianten vektoriellen Gréfien

p =P - Pm|, T=[C ... Gl

héngen iiber einen beim Entwurf zu wahlenden Parameter o € (0,1) zu-
sammen. Insbesondere gilt

—ou; <p;<ou Vi=1,....,m (4.16)
sowie die fiir jede Komponente von ¢ giiltige Abschatzung

|G| < 2| sateq, (Yr,i) — Yr,il, (4.17)

wobei y, ; die i-te Komponente der Stellgrofte des unbeschrankten Regel-
kreises (4.11) ist.

Somit steht beim Entwurf nicht nur ein Ersatzsystem, sondern ein ganzes
Kontinuum an Ersatzsystemen zur Verfiigung, die sich durch ¢ € (0,1)
unterscheiden. Bei der Wahl des Ersatzsystems ist eine Abwagung zwischen
der zur Verfiigung stehenden Stellgréfie und dem Betrag der Storgrofe
zu treffen. Je grofler o ist, desto starker konnen die Séttigungsgrenzen
variieren, wie Abbildung 4.9 zeigt. Andererseits wird der Betrag in (4.17)
fiir ein groferes o kleiner und damit die Abschitzung der auf das System
wirkenden Storgrofie.

Zusammenfassend lésst sich festhalten, dass (4.15) mit den Abschétzun-
gen (4.16), (4.17) und p € (0,1) ein Ersatzsystem fiir (4.12) darstellt, das
fiir den Entwurf des Zustandsreglers verwendet werden kann. Erfiillt das
geregelte Ersatzsystem bestimmte Entwurfsanforderungen, dann werden
diese ebenfalls von dem System (4.12) erfiillt. Diese Aussage prézisiert
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Abbildung 4.9: Entlang der ersten Winkelhalbierenden verschobene Satti-
gungsfunktion sat[_g, p, (¢),6;+p; ¢)] Yawy,i). Gezeigt sind die Sonderfille fiir p; =
0U; in (——) und fiir p; = —p0; in (====). Fir p;(¢t) € [—ots, o] liegt die Satti-
gungsfunktion in dem weifs schraffierten Bereich.

Satz 4.3 (nach einer Idee aus [53]). Gegeben sei ein Zustandsregler
Yawy = Kaw(&aw) und ein beliebiges o € (0,1). Fir beliebige Anfangs-
werte Eaw(0) und Eingangssignale y, ist jede Trajektorie €. (t) des Sys-
tems (4.12) ebenfalls eine Trajektorie des Ersatzsystems (4.15) mit (4.16),
(4.17), wenn die Verliufe von p(t) und (t) geeignet gewdhlt werden.

Beweis. In Abschnitt C.1 des Anhangs wird gezeigt, dass die Systeme
(4.12) und (4.15) dquivalent sind fiir die spezielle Wahl

p = sat 5 (yr),
¢ =p +satg(Yr + Yawy) — sata(P + Yawy) — Yr-
Des Weiteren gilt nach Lemma C.2 in Abschnitt C.1, dass {(¢) der Ab-

schitzung (4.17) geniigt. Die Abschétzung (4.16) gilt offensichtlich fiir die
angegebene spezielle Wahl p = sat y5q(y,). [

Existierende Entwurfsverfahren

Die in den letzten beiden Abschnitten vorgestellten Losungen weisen je-
weils bestimmte Vor- und Nachteile auf. Tabelle 4.2 stellt beide Varianten
gegeniiber. In der Literatur kommen beide Lésungen fiir den Entwurf von
modellbasierten Anti-Windup-Maftnahmen zum Einsatz.
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Tabelle 4.2: Gegeniiberstellung der zwei existierenden Losungen fiir den Ent-
wurf modellbasierter Anti-Windup-Maftnahmen.

Losung 1: Losung 2:
Umformung Ersatzsystem
Ursprung [199] |185]
Aquivalenz mit (4.12) ja nein
Struktur von Kk, linear nichtlinear
Nichtlinearitat Totzone zeitvariante Sattigung

Tabelle 4.3: Entwurfsverfahren fiir modellbasiertes Anti-Windup. Verfahren,
die eine asymptotisch stabile Strecke voraussetzen, sind blau hervorgehoben.
Eine ausfiihrlichere Ubersicht findet sich in den Arbeiten [55, 182, 183, 211].

Giitekriterium Lo6sung 1 Lo6sung 2
1 174 210] [211
L Verstiriamng 80] [173] [174]  [53] [210] [211]
[191]
quadratisches Giitemaf — 1209] [211]
[199] [12] [15] [56] [185]

anderes/kein Giitemaft [208]

Eine weitere Unterteilung der Entwurfsverfahren lasst sich hinsichtlich
der Entwurfsziele und Giitekriterien vornehmen, wie Tabelle 4.3 zeigt. Das
am meisten genutzte Giitekriterium fiir die Bewertung der Zustandsriick-
fiihrung ist die Lo-Verstdrkung (vgl. Definition 4.2) des Anti-Windup-
Systems bzw. die Lo-Verstarkung des fiir den Entwurf verwendeten Er-
satzsystems vom Storeingang ¢ zum Ausgang Yawu. Eine kleine Lo-Ver-
starkung ~ impliziert eine kleine Lo-Norm von yaw.,. Die vorhandene Ab-
weichung zwischen dem Anti-Windup-Regelkreis und dem unbeschrankten
Regelkreis ist somit klein im Sinne der Ls-Norm.
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Andere Verfahren [209, 211| nutzen ein quadratisches Giitemaf der Form

/ €0 (1)QEue (D) + YLy (£) Ry (1) dt
0

fiir den Entwurf einer linearen Zustandsriickfithrung. Die Arbeiten [185,
208| geben kein Giitekriterium fiir den Entwurf an. Der Fokus liegt auf
dem Entwurf einer global stabilisierenden Zustandsriickfiihrung.

4.5 Modulares Anti-Windup

Modulares Anti-Windup [26, 83-89] setzt auf eine separate Behandlung
der Windup-Effekte, d. h., Regler- und Strecken-Windup sowie das Direk-
tionalitatsproblem werden getrennt voneinander durch verschiedene struk-
turelle Mafnahmen beseitigt.

4.5.1 Vermeidung von Regler-Windup

Regler-Windup wird durch die sogenannte Beobachtertechnik vermieden
|82, 85, 87|. Der Grundgedanke ist, Windup als eine durch Stellbegren-
zungen ausgeloste Inkonsistenz zwischen dem Reglerzustand @, und dem
Streckeneingang wug zu interpretieren. Die Aufgabe des Anti-Windup be-
steht dann darin, beide Grofien wieder in Ubereinstimmung zu bringen.
Beim klassischen Integral-Windup beispielsweise wachst der Zustand des
Integrierers an, die Eingangsgrofe der Strecke bleibt allerdings aufgrund
der Sattigung konstant. Die Losung besteht im Anhalten des Integrierers.
Die Beobachtermethode iibertrigt diesen Ansatz auf allgemeine Regler.

Grundprinzip: Beobachterfehler vermeiden

Es stellt sich die Frage, wie eine Anpassung der Reglerzustinde an die
Eingangsgrofse der Strecke zu bewerkstelligen ist. Fiir Kontrollbeobachter,
d. h. beobachterbasierte Zustandsregler, ist diese Frage einfach zu beant-
worten. Der Reglerzustand stellt namlich in diesem Fall eine Schitzung
des Streckenzustands dar und muss deshalb auch im sittigenden Betrieb
moglichst nahe am Zustand der Strecke liegen.

Um zu demonstrieren, dass dies im Allgemeinen nicht der Fall ist, wird
der in Abbildung 4.10 dargestellte Kontrollbeobachter mit dem Zustand
x, betrachtet [3, 8, 82, 88]. In Schalterstellung 1 benutzt der Beobachter
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Abbildung 4.10: Vermeidung von Regler-Windup bei Kontrollbeobachtern.
Dem Beobachter wird nicht der Reglerausgang y, (Schalterstellung 1), sondern
der Aktorausgang bzw. Streckeneingang wus (Schalterstellung 11) zugefiihrt.

zur Rekonstruktion der Streckenzustinde x, die Ausgangsgrofe y, des
Reglers. Mit einer geeignet gewéahlten Beobachtermatrix Ly, ergibt sich
fiir die Dynamik des Beobachters

$r — Aswr + Bs,uyr + me(ys - Cswr)-

Solange die Stellgrofe innerhalb der Sattigungsgrenzen bleibt, verhélt sich
der Aktor wie ein ideales Stellglied, d.h. y, = v, = y. = us. Der Reg-
lerausgang entspricht folglich dem Streckeneingang und es lédsst sich fiir
z = 0 leicht zeigen, dass eine stabile Schatzfehlerdynamik

iy — @y = (As — LymCy) (s — ) (4.18)

vorliegt. Initiale Beobachterfehler {” — x(” klingen asymptotisch ab und
der Zustand x, stellt nach einiger Zeit eine gute Schitzung von x4 dar.

Im Sattigungsfall kann der Aktor die vom Regler angeforderte Stellgrofie
y, nicht mehr auf die Strecke iibertragen und es gilt us = y, # u, = y..
Dann weicht auch die Eingangsgrofie der Strecke us von der des Beobach-
ters ab und die Dynamik des Schéatzfehlers ergibt sich zu

is - ir — (As - meCs)(ws - wr) + Bs,u(us - yr>-

Durch die Differenz us — y, werden Beobachterfehler ausgelost und die
Stellgrofte y, wird auf Basis einer fehlerhaften Schétzung der Streckenzu-
stande bestimmt. Das fiihrt zu einer Verschlechterung der Regelgiite, die
als Windup sichtbar wird.
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Diese Inkonsistenz zwischen Reglerzustdnden und Streckeneingang lasst
sich durch Umlegen des Schalters in Position 11 vermeiden. Die Eingangs-
grofse des Beobachters ist dann immer identisch mit der Eingangsgrofie der
Strecke. Der Beobachterfehler weist folglich im Sattigungsfall die Dynamik
(4.18) auf und ein Hochlaufen der Beobachterzustdnde wird vermieden.

Alternative Sichtweise: Reglerdynamik stabilisieren

Eine alternative Erklarung der Windup-Phénomene bei Kontrollbeobach-
tern liefert eine Betrachtung der Reglereigenwerte. Der Kontrollbeobachter
in Schalterstellung 1 ist ein linearer, dynamischer Regler und wird durch

KB : Cbr — Asmr + Bs,uyr + me(ys - Cswr)a
| yr = —Kx, + Fw

beschrieben. Einsetzen des Ausgangs in die Differentialgleichung liefert
z, = Az, + Lynys + Bs o Fw (4.19)
mit der Systemmatrix des Kontrollbeobachters
A, =A; — Ly,,Cs — B, K.

Die Eigenwerte von A, werden beim Entwurf nicht explizit festgelegt und
konnen deshalb rein imaginar sein oder sogar positive Realteile aufweisen.
Der lineare Regelkreis ist natiirlich trotzdem stabil, da das Separations-
theorem gilt und somit die Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises den
Eigenwerten der geregelten Strecke und den Eigenwerten des Beobachters
entsprechen [133]. Im Sattigungsfall ist der Regelkreis allerdings unterbro-
chen (vgl. Abbildung 2.4) und die grenz- oder instabile Reglerdynamik
(4.19) wird nicht mehr durch eine Riickkopplung stabilisiert. Das fithrt zu
einem Anwachsen des Reglerzustands und grofen Beobachterfehlern.
Dieses Regler-Windup lasst sich durch Schalterstellung 11 verhindern.
Anstatt y, wird dem Regler jetzt y, = satq(y;) zugefiihrt. Es gilt

Cbr — Asmr + Bs,u Satﬁ(yr) + me(ys - Csmr)

4.20
— (As - meCs)mr + Bs,u Satﬁ(yr) + meys- ( )

Die Systemmatrix des Reglers entspricht dann der des Beobachters, d. h.
A, = A; — Ly,,C, und weist somit Eigenwerte mit ausschliefslich negati-
vem Realteil auf.
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Abbildung 4.11: Regelkreis mit Kontrollbeobachter geméfs Abbildung 4.10.
Die Schalterstellung 11 wird durch ein statisches Anti-Windup realisiert.

Die Beobachtertechnik fiir Kontrollbeobachter lasst sich demnach wie
folgt zusammenfassen: Im S&ttigungsfall werden dem Kontrollbeobachter
die stabilen Eigenwerte des Beobachters zugewiesen. Dadurch wird ein
starkes Anwachsen der Reglerzustéinde vermieden und Windup verhindert.

Beziehung zu statischen Anti-Windup-Mafsnahmen

Die Beobachtertechnik lasst sich auch als statisches Anti-Windup reali-
sieren. Dazu wird die Systemdynamik des Kontrollbeobachters (4.19) in
Schalterstellung I betrachtet. Die Addition von Bg ,, (satg(y:) —yr) dndert
die Dynamik des Reglers wie folgt

Cbr — Armr + meys + Bs,qu + Bs,u(satﬁ(yr) - yr)
— (As - meCs)wr + Bs,u Satﬁ(yr) + meys-

Das entspricht (4.20). Das Umlegen des Schalters in Position 11 ist dem-
nach im Fall eines Kontrollbeobachters dquivalent zu einer Erweiterung
des Regelkreises um ein lineares statisches Anti-Windup aus Abschnitt 4.3
geméf (4.5) mit D,y x = —Bs . Abbildung 4.11 illustriert dies.

Es liegt nahe, diese Vorgehensweise auf allgemeine Regler R zu iiber-
tragen |7, 8, 196]. Die Anti-Windup-Matrix D,y ist dabei so zu wéhlen,
dass im Sattigungsfall eine stabile Reglerdynamik

d?r - Armr + Br,uur + Br,ww + Da.W,X5
— Armr + Br,uur + Br,ww + Daw,x(yr - Satﬁ(yr))

resultiert. Einsetzen des Reglerausganges

Yr = Crwr + Dr,uur + Dr,ww
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fiihrt schliefslich zu der Differentialgleichung

$r = (Ar + Daw,xCr)wr + (Br,u + DaW,XDr,u)ur+
(Br,w + Daw,xDr,w>w - Daw,x Satﬁ(yr)-

Offensichtlich garantiert die Beobachtbarkeit des Matrixpaares (A;, C,),
dass sich die Eigenwerte der Systemmatrix beliebig tiber D,y festlegen
lassen [133]. Im Séattigungsfall ist die Dynamik des Reglers dann nicht
durch die Matrix A,, sondern durch die Eigenwerte von A, 4+ D,y xC;
bestimmt. Dieser Ansatz wird auch als generalized Anti-Windup (GAW)
bezeichnet und ist beispielsweise in |7, 196] detailliert beschrieben.

Beobachtertechnik als Spezialfall des GAW

Die Beobachtertechnik ergibt sich als Spezialfall des GAW durch eine wei-
tere Anforderung an die Eigenwerte von A, 4+ D,y xC;. Diese miissen mit
n, der insgesamt n, +ng Eigenwerte des unbeschrankten Regelkreises iiber-
einstimmen®. Das fiihrt unmittelbar zu der Frage, welche Eigenwerte zu
wahlen sind. Schon im SISO-Fall existieren bis zu

(ns + n) _ (ns+m)!

Ny ng! ny!

Moglichkeiten. Im Prinzip wird durch die Wahl der Eigenwerte eine (vir-
tuelle) Beobachterdynamik festgelegt. Diese Festlegung ist in einem Re-
gelkreis mit Strecke und Kontrollbeobachter eindeutig gegeben, in einem
allgemeinen Regelkreis aber nicht, da unklar ist, welche Eigenwerte der
geregelten Strecke und welche dem Beobachter zuzuordnen sind.

Eine Auswahlregel existiert in den bisherigen Arbeiten [26, 85, 87-90]
nicht. Die naheliegende Wahl, die schnellsten n, der n.+ngs Eigenwerte dem
Beobachter und damit dem Regler zuzuordnen, kann zu einer extrem un-
befriedigenden Regelgiite fiihren, wie in Abschnitt 5.4.2 an einem Beispiel
demonstriert wird. Man ist deshalb auf Ausprobieren und Bewertung der
Regelgiite durch Simulationen angewiesen. Eine systematischere Losung
wird in Kapitel 5 vorgestellt.

Sind die n, Eigenwerte festgelegt, ist das statische Anti-Windup im
SISO-Fall eindeutig bestimmt, da der Vektor Dyyx = dawx € R™ die

5Das ist dadurch begriindet, dass die Beobachtertechnik dem Kontrollbeobachter im
Sattigungsfall die Eigenwerte des Beobachters zuweist. Bekanntlich bilden die n,
Beobachtereigenwerte zusammen mit den Eigenwerten der geregelten Strecke die
nr + ng der Eigenwerte des unbeschrankten Regelkreises.
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Abbildung 4.12: Modulares Anti-Windup. Regler-Windup wird durch die Be-
obachtertechnik vermieden, Strecken-Windup durch ein Zusatznetzwerk Z.

Dimension n, besitzt. Im MIMO-Fall, d.h. Dy € R™*™, kénnen noch
weitere n,(m—1) Freiheitsgrade beim Entwurf ausgenutzt werden. Das ver-
kompliziert den Entwurf und nimmt der Beobachtertechnik ihren Haupt-
vorteil, die einfache Anwendbarkeit.

4.5.2 Vermeidung von Strecken-Windup

Durch die Vermeidung des Regler-Windup mittels der Beobachtertech-
nik wird ein Hochlaufen der Reglerzustéinde im Sattigungsfall verhindert.
Trotzdem kann es zu unerwiinschten Verschlechterungen der Regelgiite im
Sattigungsfall kommen. Diese negativen Auswirkungen der Séattigung sind
auf das Strecken-Windup (vgl. Abschnitt 2.2.2) zuriickzufiihren und miis-
sen durch eine zusétzliche Mafsnahme verhindert werden [85, 87].

Mafinahme fiir stabile Strecken: Zusatznetzwerk

Fiir Strecken, die ausschlieflich Eigenwerte mit negativem Realteil besit-
zen, schliagt Hippe zur Vermeidung des Strecken-Windup ein Zusatznetz-
werk vor [85]. Der Regelkreis wird, wie in Abbildung 4.12 gezeigt, um ein
lineares System Z mit dem Zustand x, € R" und der Dynamik

7. r, = A,x, + B,0
. Y, = Czwz
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Abbildung 4.13: Nichtlinearer Standardregelkreis zur Stabilitdtsanalyse und
Untersuchung der Regelgiite.

sowie dem Eingang 6 € IR™ und dem Ausgang y, € R™ erweitert. Die
Matrizen A,, B, und C, besitzen passende Dimensionen und sind beim
Entwurf festzulegen. Dazu wird der Regelkreis in den nichtlinearen Stan-
dardregelkreis aus Abbildung 4.13 umgeformt. Mit dem Zustandsvektor

ergibt sich fiir den linearen Teil des nichtlinearen Standardregelkreises

P xy = Apxy + Bg7w’w + B&u’ya + Bé,zza
|y =Crxy + Dg7ww.

Die Systemmatrizen sind in Abschnitt A.3.1 des Anhangs angegeben und
hangen von der Parametrierung des Zusatznetzwerkes ab. Fiir den Entwurf
ist die Ubertragungsmatrix P(s) vom Eingang y. des linearen Teils zum
Ausgang y, von Interesse. Sie ergibt sich zu

Pg(s) = Cg(S][ — Ag)_lB&u.

Fiir SISO-Systeme lasst sich der Entwurf dann im Frequenzbereich mit
dem folgenden empirischen Phasenkriterium® durchfiihren.

Empirisches Phasenkriterium [26, 87|. Die lineare Regelung R sei
gut gedampft ausgelegt. Dann regt ein Ansprechen der Stellbegrenzung
keine erhohte Schwingneigung an, wenn die Phase des Frequenzganges
Py(jw) + 1 fiir alle w innerhalb des Intervalls [-130°, 130°] verbleibt.

Abbildung 4.14 stellt das Kriterium in der komplexen Ebene grafisch dar.
Bleibt die Ortskurve Py(jw) + 1 fiir alle w auferhalb des grauen Sektors,
so liegt vermutlich ein stabiler Regelkreis vor. Damit ist das empirische

6Ein formaler Stabilititsbeweis existiert nicht.



66 4 Modernes Anti-Windup: Grundlagen

Im
500 w—> 00 Re
//\1 >
< 1
Py (jw) +1

Abbildung 4.14: Visualisierung des Phasenkriteriums. Die in blau dargestellte
Ortskurve von Py(jw) + 1 muss auferhalb des grauen Sektors verlaufen.

Phasenkriterium weniger konservativ als z. B. das Kreis- oder das Popov-
Kriterium [3] und erdffnet mehr Freiheiten beim Entwurf. Allerdings ist
die Stabilitdt nicht garantiert, was Simulationen notig macht.

In [85, Abschnitt 3.3] wird gezeigt, wie der Entwurf fiir SISO-Systeme
im Frequenzbereich durchgefiihrt werden kann. Er reduziert sich auf den
Entwurf eines phasenabsenkenden oder -anhebenden Korrekturgliedes. Fiir
den Mehrgrofsenfall 1dsst sich ein dem Phasenkriterium dquivalentes Kri-
terium angeben, das ebenfalls weniger konservativ ist als die gédngigen
Stabilitatskriterien [166, 167]. Der MIMO-Entwurf im Frequenzbereich ist
jedoch deutlich schwieriger. Deshalb wird in [85, 87| eine alternative Ent-
wurfsmethode im Zeitbereich angegeben.

Mafinahme fiir grenz- und instabile Strecken: Vorsteuerung

Zur Vermeidung des Strecken-Windup bei grenz- und instabilen Strecken
schlagt Hippe ein Regelungskonzept vor, das auf einem nichtlinearen Fiih-
rungsfilter zur Vorsteuerung sowie einem Regler zur Stabilisierung und
Storkompensation basiert [83, 85, 87|. Diese Regelung mit zwei Freiheits-
graden ist allerdings kein Anti-Windup im Sinne der in Abschnitt 3.3
skizzierten Grundidee. Anstatt im Sattigungsfall korrigierend einzugrei-
fen wird die Regelung so ausgelegt, dass die Stellbegrenzung nie erreicht
wird. Das macht auch die Vermeidung des Regler-Windup iiberfliissig.
Das Fiihrungsfilter ist in Abbildung 4.15 dargestellt. Es besitzt den Zu-
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Abbildung 4.15: Nichtlineares Fiihrungsfilter F.

stand x¢ € R™, den Anfangswert x¢(0) = 0 und die Dynamik

$f - Aswf + Bs,uufa
F: < us = Fysatg« (Fhw — Koxg) — Ky xy,
yr = Csxy.

Der Ausgang wu¢ ist dabei der durch das Fiihrungsfilter berechnete Stell-
grofenanteil, der vom Aktor realisiert werden muss. Wirken Stérungen
auf die Strecke kommt ein durch den Regler erzeugter Stellgréfienanteil y,
hinzu.

Um eine Sattigung der Stellgrofse zu vermeiden, wird die zur Verfiigung
stehende Stellamplitude u aufgeteilt. Ein Teil wird fiir die Vorsteuerung
reserviert und der verbleibende Teil steht dem Regler zur Verfiigung. Die
Aufteilung erfolgt komponentenweise und fithrt mit den Faktoren (5; € [0,1]
zu den Forderungen

|yr,i| < Bitl, (4.21a)
lugi| < (1—B))a; Vi=1,...,m. (4.21b)

Beim Entwurf des Filters sind die Matrizen F, K, F5, K5 sowie die
Stellbegrenzung u* so zu wihlen, dass (4.21b) gilt. Fiir Details wird auf
|85] verwiesen.

4.5.3 Losung des Direktionalitatsproblems

Das Direktionalitatsproblem wird ebenfalls mit dem im letzten Abschnitt
beschriebenen Fihrungsfilter gelost. Dazu muss ein entkoppelnder Zu-
standsregler K7 mit passendem Vorfilter F; entworfen werden.
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Tabelle 4.4: Gegeniiberstellung der drei modernen Anti-Windup-Mafinahmen.

allgemein linear modellbasiert modular
Struktur
Dynamik linear (nicht)linear linear
eingeschrankt .

Ordnung variabel fest (ng) variabel
Entwurf
Aufwand mittel niedrig — mittel mittel — hoch
Voreel konvexe konvexe iteratives

orselien Optimierung Optimierung Ausprobieren
Garantien
Stabilitét ja ja nein
Regelgiite ja ja nein

Fiir instabile Strecken ist, wie im letzten Abschnitt bereits erwéhnt, das
Einhalten der Bedingungen (4.21) unbedingt erforderlich. Fiir stabile Stre-
cken dagegen muss der Regler die Stellbegrenzung (4.21a) nicht unbedingt
einhalten. Hippe schlagt vor den Regler so auszulegen, dass der Grofsteil
der Storungen mit der zur Verfiigung stehenden Stellgréfie schnell ausge-
regelt werden kann [85]. Fiir seltener vorkommende starke Storungen wird
die Sattigung der Stellgrofie in Kauf genommen. Die eventuell auftreten-
den Windup-Effekte lassen sich dann mit der Beobachtertechnik und dem
Zusatznetzwerk verhindern. Details zum Entwurf des Fiihrungsfilters und
die Verschaltung finden sich in [85, Abschnitt 6.6].

4.6 Zusammenfassung und Ausblick

Dieses Kapitel erlduterte die Anti-Windup-Ziele und stellte drei moderne
Anti-Windup-Mafsnahmen vor: allgemeines lineares Anti-Windup, modell-
basiertes Anti-Windup und modulares Anti-Windup. Die Gemeinsamkeit
der Methoden besteht darin, dass sie erst im Sattigungsfall eingreifen und
Windup durch geeignete Beeinflussung der Eingéinge, Ausgénge und Zu-
stinde des Reglers verhindern. Eine Ausnahme stellt lediglich die Vor-
steuerung des modularen Anti-Windup zur Losung des Direktionalitats-
problems dar. Tabelle 4.4 vergleicht die drei Methoden.
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Die Vorteile des allgemeinen linearen Anti-Windup bestehen darin, dass
die Ordnung des Anti-Windup prinzipiell frei wahlbar ist. Auch statische
Anti-Windup-Mafnahmen sind moglich. Der Entwurf kann in vielen Fal-
len auf das Losen eines konvexen Optimierungsproblems zuriickgefiihrt
werden. Dabei muss jedoch zunéchst ein sinnvolles Giitekriterium gewahlt
werden, was zeitaufwendig sein kann und iteratives Ausprobieren erfordert.

Diesen Nachteil weist das modellbasierte Anti-Windup nicht auf. Der
ebenfalls auf konvexer Optimierung basierende Entwurf ist sehr intuitiv.
Die Abweichung vom idealen unbeschrinkten Systemverhalten kann di-
rekt minimiert werden. Auch nichtlineare Anti-Windup-Strukturen, die
eine hohere Regelgiite ermoglichen, lassen sich realisieren. Nachteilig ist
die festgelegte Ordnung. Modellbasierte Anti-Windup-Mafsnahmen besit-
zen immer genauso viele Zustdnde wie die Strecke.

Modulares Anti-Windup unterscheidet sich von den anderen Metho-
den durch eine separate Behandlung der Windup-Effekte. Regler- und
Strecken-Windup sowie das Direktionalitdtsproblem werden getrennt
voneinander durch verschiedene strukturelle Malknahmen beseitigt, was
einen modularen Aufbau der Anti-Windup-Mafsnahme erméglicht. Regler-
Windup lasst sich z. B. durch eine statische Riickfiihrung vollstandig be-
seitigen. Die Ordnung des Anti-Windup-Regelkreises wird somit nicht un-
notig erhoht. Nachteilig ist, dass die Entwurfsverfahren auf Ausprobieren
und Simulieren beruhen. Eine Stabilitdtsgarantie fiir den geschlossenen
Anti-Windup-Regelkreis fehlt. Gleiches gilt fiir die Regelgiite.

Die néachsten Kapitel dieser Arbeit bauen auf den beschriebenen Me-
thoden auf und stellen Erweiterungen sowie neue Entwurfsverfahren vor.
Der Fokus liegt dabei auf dem intuitiven modellbasierten Anti-Windup.
In Kapitel 5 wird gezeigt, wie sich der Entwurf des modularen Anti-
Windup systematisieren ldsst, wenn Ideen aus dem modellbasierten An-
satz zur Anwendung kommen. Kapitel 6 beschéftigt sich ausschliefslich
mit modellbasiertem Anti-Windup und untersucht die Stabilitdt des Anti-
Windup-Regelkreises. Dabei werden stabile, grenz- und instabile Strecken
betrachtet und die Stabilisierung von verschiedenen Ruhelagen untersucht.
Die resultierenden Stabilitatsséitze lassen sich in den Kapiteln 7 bis 9 fiir
die Entwicklung neuartiger Entwurfsmethoden fiir lineares und nichtlinea-
res modellbasiertes Anti-Windup nutzen. Ziel der neuen Entwurfsverfah-
ren ist eine sehr hohe Regelgiite, die entweder durch nichtquadratische
Ljapunov-Funktionen (Kapitel 7), ein strukturvariables modellbasiertes
Anti-Windup (Kapitel 8) oder die Beschrankung auf lokale Stabilitéat (Ka-
pitel 9) erreicht wird.
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5 Ein Entwurfsverfahren fur die
Beobachtertechnik

In Abschnitt 4.5.1 wurde gezeigt, dass sich die Beobachtertechnik fiir all-
gemeine SISO-Regler als statisches Anti-Windup realisieren lasst, wie Ab-
bildung 5.1 illustriert. Jedoch ist die Wahl des Anti-Windup-Vektors I, «
nicht eindeutig. Dieses Kapitel stellt ein neues, systematisches Entwurfs-
verfahren fiir die Beobachtertechnik des modularen Anti-Windup vor. Die
Grundidee des Verfahrens wurde bereits in [147] verdffentlicht.

5.1 Problembeschreibung
Die vollstandig steuer- und beobachtbare Strecke sei durch

S { Cbs - Asms + bs,uus + bs,zza

J— T
yS - Cs wS

gegeben, mit dem Zustand x5 € R™, dem Eingang ug € IR, der Storgrofe
z € R und dem Ausgang ys € IR. Die Strecke sei stabil, d. h., die Matrix
A besitzt ausschliefilich Eigenwerte mit negativem Realteil.

Um der Strecke ein gewiinschtes dynamisches Verhalten aufzupréigen

lz

E— Yr = Us Ya = Usg Ys
Ny s s
ﬁ -
yaw’xT— Lo |42

Abbildung 5.1: Anti-Windup-Regelkreis mit statischem Anti-Windup.
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und auftretende Storungen zu kompensieren, wird der Regler

R : { Ly = Armr + br,uur + br,ww7 (51>

J— T
Yr = C Ty + dy yUr + dy W

eingesetzt. Dabei bezeichnet @, € IR"™ den Reglerzustand, w € IR den
Sollwert, u, € R den Messeingang und 3, € R den Ausgang. Des Weiteren
sei das Paar (A;, ¢;) beobachtbar und fiir die Parametrierung des Reglers
gelte die Annahme 2.2 aus Abschnitt 2.1.1.

Durch die Stellbegrenzung des Aktors ausgeloste Windup-Probleme wer-
den durch die Beobachtertechnik vermieden. Dazu wird der Regler um ein
statisches Anti-Windup wie folgt erweitert

T, = Ay + by Uy + by W + Law 0, (5.2a)
Yr = Czwr + dr,uur + dr,ww, (52b)

wobei 6 € IR der Sattigungsgrad ist. Durch den realen Aktor mit dem
Eingang u, und dem Ausgang y. ergeben sich die Verschaltungen

Us = Ya = Satﬁ(yr)a Uy = Ys, 0= uy — Ya = Yr — Satﬁ(yr)-

Abbildung 5.1 zeigt das Blockschaltbild des Regelkreises. Solange keine
Sattigung auftritt, gilt fiir den Sattigungsgrad 6 = 0 und der Erhalt des
Kleinsignalverhaltens ist sichergestellt.

Im Sattigungsfall ist der Regelkreis unterbrochen und eine instabile Reg-
lerdynamik kann zu einem Anwachsen der Reglerzustande fiihren. Deshalb
muss die Reglerdynamik durch das Anti-Windup stabilisiert werden. Nach
dem Einsetzen von (5.2b) in (5.2a) folgt fiir die Reglerdynamik

x, = (Ar + lawxCy )Ty + (b oy + lawxdy ) ur+
(br,w + law,xdr,w)w - law,x Satﬁ(yr)-

Die Beobachtbarkeit des Matrixpaares (A, c,) garantiert, dass sich die
Eigenwerte A, ;, @ = 1,...,n, des Reglers im Sattigungsfall beliebig iiber
lawx festlegen lassen. Diese Eigenwerte werden in der Menge

A (lawx) == {A: € C| det(A\I — Ay — lyyxc)) = 0}

zusammengefasst. Geméaf der Beobachtertechnik werden die n, Eigenwerte
so gewahlt, dass sie mit n, Eigenwerten der insgesamt n, + ny Eigenwerte
der Systemmatrix des unbeschrankten Regelkreises

T T
AS + bS,’LLdI',qu bS,’LLCr

Aub —
b .uC A,

(5.3)
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ibereinstimmen (vgl. (2.4) in Abschnitt 2.1). Fiir eine kompaktere Nota-
tion werden diese Eigenwerte in der Menge

Ay = {)\ub € C| det()\ubll — Aub) = 0} (54)

zusammengefasst. Die Menge an zuléssigen Anti-Windup-Vektoren I«
wird dann wie folgt definiert

L= {lpy € R™

Ar(law,x) - Aub} .

In seltenen Féllen kann es vorkommen, dass L leer ist. Dazu miissen zwei
Bedingungen gleichzeitig erfiillt sein. Erstens: Die Systemordnung des Re-
gelkreises ngs +n, ist gerade und die Eigenwerte des unbeschriankten Regel-
kreises sind alle konjugiert komplex, d. h., Ay}, besitzt ausschliefslich kom-
plexe Elemente. Zweitens: die Dimension des Reglers n, und damit auch
die des Vektors l,y « ist ungerade. Dann muss die Matrix A, + 1,y xc] einen
reellen Eigenwert besitzen, da komplexe Eigenwerte immer als konjugiert
komplexes Paar auftreten. Folglich kann keine Menge A, (lawx) existieren,
die eine Teilmenge von A, ist. Liegt dieser Sonderfall vor, so lasst sich die
in [3, Abschnitt 3.1.5] beschriebene Vorgehensweise fiir die Parametrierung
des Anti-Windup anwenden.

Im Weiteren wird allerdings davon ausgegangen, dass £ nicht leer ist.
Welche Eigenwerte bzw. welche Vektoren l.x € L eine hohe Regelgiite
garantieren ist nicht bekannt. Bisher war man auf Ausprobieren und Simu-
lationen angewiesen. In den folgenden Abschnitten wird eine systematische
Entwurfsmethodik vorgestellt, die folgende Frage beantwortet. Wie ist der
Anti-Windup-Vektor l,yx € £ # {} zu wéhlen, so dass der in Abbildung
5.1 dargestellte Anti-Windup-Regelkreis

1. eine global asymptotisch stabile Ruhelage besitzt sowie

2. eine Regelgiite aufweist, die moglichst nahe an die des unbeschrank-
ten Regelkreises heranreicht?

Das Problem wird Stiick fiir Stiick gelést. Der néchste Abschnitt be-
schéftigt sich mit der Stabilitdt der Ruhelage, d. h. der ersten Forderung.
Die zweite Forderung nach einer moglichst kleinen Abweichung des Anti-
Windup-Regelkreises von dem dynamischen Verhalten des unbeschrank-
ten Regelkreises wird in Abschnitt 5.3 untersucht. Der Abschnitt 5.4 fasst
schliefilich das Entwurfsverfahren zusammen und stellt die Losung fiir das
beschriebene Problem vor. Am Beispiel des hydraulischen Positioniersys-
tems wird die neue Entwurfsmethodik demonstriert.
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Abbildung 5.2: Der nichtlineare Standardregelkreis besteht aus einer stati-
schen Nichtlinearitdt und einem linearen dynamischen System.

5.2 Analyse der Stabilitat

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Stabilitdtsanalyse des Anti-
Windup-Regelkreises aus Abbildung 5.1. Hierbei wird auf bekannte Er-
gebnisse aus [119] zuriickgegriffen.

5.2.1 Voriiberlegungen

Zur Analyse der Stabilitat wird der Regelkreis aus Abbildung 5.1 in den
nichtlinearen Standardregelkreis umgeformt. Dieser ist in Abbildung 5.2
gezeigt. Mit dem Zustandsvektor

x; = [x] x| € R™T™

ergibt sich das lineare dynamische Teilsystem

p. ) = Apxy + b ww + by yYa + by, 2,
| ye =y + doww,

wobei die Systemmatrizen folgende Gestalt besitzen

A — [ A 0 b, — 0
7 | bsue! + Lawxde el Ar+ lawxel |77 T b + lawxdrw |
bﬁ,u = —blzle , baz — |:bz),z] , C}Z = [dr,uc-sr C-rr] , dﬁ,w = dr,w-

Fiir den Nachweis globaler Stabilitit der Ruhelage ;™ = 0 werden die

Eingdnge w und z zu null gesetzt. Es ist dann nur noch das lineare System

Py : { Te = Ay + b, (5.5a)

Y¢ = CpTy
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in Kombination mit dem stellbegrenzten Aktor

Ya = satu(ye) (5.5b)

zu betrachten, der durch eine Sattigungsfunktion beschrieben wird. Viele
Stabilitatskriterien basieren auf bestimmten Eigenschaften dieser Satti-
gungsfunktion, wie der néchste Abschnitt beschreibt.

5.2.2 Eigenschaften der Sattigungsfunktion

Die Sattigungsfunktion gehort zur Klasse der Sektornichtlinearitéten. Das
sind nichtlineare Funktionen, die in dem von der Abszisse und einer Ur-
sprungsgeraden aufgespannten Sektor liegen. Im Fall der Sattigung besitzt
die Ursprungsgerade die Steigung eins. Formal ist diese Eigenschaft fiir all-
gemeine Nichtlinearititen wie folgt definiert.

Definition 5.1 (Globale Sektorzugehdrigkeit). Eine nichtlineare, stiick-
weise stetige Funktion der Gestalt

y=p(u) = [m(u) o p(um)]
mit y,u € R™ liegt global im Sektor S(0, ®) mit
® = diag(¢1,..., Pm) = 0,

wenn fiir alle Komponenten p;(u;),i=1,...,m gilt
0 < pi(us) =y < diu; Vu; € R>o, (5.6a)

Anschaulich bedeuten die Ungleichungen (5.6a) und (5.6b), dass jede
Komponente p;(u;) der nichtlinearen Funktion von der Abszisse und einer
Ursprungsgeraden mit der Steigung ¢; eingeschlossen wird. Abbildung 5.3
stellt dies grafisch dar.

Die Sittigungskennlinie liegt im Sektor S(0,1). Fiir die Uberpriifung
der Stabilitdt des nichtlinearen Standardregelkreises (5.5a), (5.5b) kénnen
folglich alle Kriterien angewendet werden, die fiir derartige Sektornichtli-
nearitdten geeignet sind; z. B. das in [3, 107| beschriebene Kreis-Kriterium
oder das Popov-Kriterium (3, 21].

Ein Nachteil dieser Kriterien ist, dass sie die Sattigung nicht besonders
genau charakterisieren. Die in beiden Kriterien zu iiberpriifenden Bedin-
gungen sind strenger als notig, da sie Stabilitét fiir alle Sektornichtlinea-
ritdten garantieren miissen. Zu einem weniger konservativen Stabilitéts-
kriterium gelangt man durch Ausnutzen zuséatzlicher Eigenschaften der
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Abbildung 5.3: Veranschaulichung der Ungleichungen (5.6). Jede Komponente
wi(u;i) liegt in einem Sektor S(0, ¢;).

Sattigungsfunktion. Beispielsweise ist die Steigung der S&ttigungskennli-
nie begrenzt. Das Kriterium der nicht-axialen Kreise [141, 166, 167] be-
riicksichtigt diese Steigungsbegrenzung und fiihrt zu weniger konservativen
Ergebnissen beziiglich der Stabilitdt des Regelkreises (5.5).

In [147] wurde aus dem Kriterium der nicht-axialen Kreise ein einfach
iiberpriifbares Stabilitdtskriterium entwickelt, das Bedingungen an den
Phasenverlauf der Ubertragungsfunktion

P(s) = cj(sl — Ap) by,

des linearen Teils Py stellt. In dieser Arbeit wird ein alternativer Weg be-
schritten, der auf dem weniger bekannten Stabilitdtssatz von Lee basiert
[119]. Der Hauptvorteil ist, dass die zu iiberpriifenden Bedingungen als
lineare Matrixungleichungen vorliegen. So kann direkt mit den Systemma-
trizen Ay, by, und ¢, gearbeitet werden und die Stabilitatspriifung re-
duziert sich auf ein konvexes Validierungsproblem. Eine Bestimmung der
Ubertragungsfunktion bzw. des Phasenganges entfillt. Details erldutert
der nachste Abschnitt.
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5.2.3 Stabilitatspriifung mit dem Satz von Lee

Um den Stabilitétssatz von Lee angeben zu kénnen, wird die Menge M (m)
benotigt. Diese besteht aus 4™ Diagonalmatrizen, deren Diagonalelemente
entweder 0 oder 1 sind. Kompakt lasst sie sich wie folgt angeben

M(m) := {diag(v1, ..., vom) € S*™| v; € {0,1}}. (5.7)
Die Diagonalmatrizen der Menge werden im Weiteren mit
M, €S* i=1,...,4™

bezeichnet und mit dem Index ¢ durchnummeriert. Fiir den Fall m = 1
ergibt sich beispielsweise die Menge

M(l) - {M17 M27 M37 M4}

Mit dem Satz von Lee aus [119] ldsst sich die globale asymptotische
Stabilitdt der Ruhelage a:f) = 0 eines nichtlinearen MIMO-Standardre-
gelkreises iiberpriifen. Hier wird ein auf den vorliegenden Fall angepasstes

Lemma angegeben, das den Operator He X = X + X verwendet.
Lemma 5.1 (Globale Stabilitidt). Gegeben sei das System

x = Ax + B saty(u),
(w) (5.9)
u=Czx

mit dem Zustand x € R™ und der Rickfihrung uw € R™. Wenn zwei sym-
metrische, positiv definite Matrizen R € S"™ und © € S*™ existieren,
so dass die Matrixungleichungen

ATR+ 1CIOC, 0
He[Dl@C* +B'R DD, ~"
I M;|® L‘Ef =0Vi=1,...,4™, M; € M(m)
mit der Menge M(m) gemajf$ (5.7) und den Abkirzungen
A B 0
_ (n+m)x(n+m) _ (n+m)xm
A*__O O]e]R , B*_{H]e]R ,
(C 0 0
. CA CB dmx (n+m) _ 0 dmXxm
C, = 0 I e R , D, = 0 eR
0 0 I
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erfillt sind, dann ist die Ruhelage ™ = 0 des Systems (5.9) global asym-
ptotisch stabil.

Beweis. Das Lemma ist ein Spezialfall des Satzes von Lee. Der Beweis
findet sich in [119]. Globale Stabilitédt wird mit einer Ljapunov-Funktion
V(ie)=2"Rx, R >0,
und dem erweiterten Zustandsvektor &' = [&7 saty(Cx)T| sichergestellt.
Dabei ist zu beachten, dass die zeitliche Ableitung dieser nichtquadrati-
schen Ljapunov-Funktion aufgrund der Sattigungsfunktion nur fiir fast alle
x € R™ existiert. Mithilfe der verallgemeinerten Ableitung von Clark [186]
lasst sich aber auch in diesem Fall globale asymptotische Stabilitat nach-
weisen, wie beispielsweise [37| zeigt. Alternativ kann die Sattigungsfunkti-
on durch eine stetig differenzierbare Funktion beliebig genau approximiert
werden. [

Das Lemma 5.1 kann fiir m = 1 zur Stabilitatspriifung der Ruhelage
z; = 0 des Regelkreises (5.5) verwendet werden. Da die zu iiberpriifenden
Nebenbedingungen lineare Matrixungleichungen sind, reduziert sich die
Stabilitdtspriifung auf die Losung eines konvexen Validierungsproblems,

das nachfolgend angegeben ist.

Validierungsproblem 5.1. Gegeben seien die Matrizen

- As 0 - S, U
Ae = [bs,uc;+law,xdr,ucg Ar+law,xc:]’ beu = [—law,x !

c) = [dr,uc; CH

des nichtlinearen Standardregelkreises (5.5), die Menge M (1) geméf (5.8)
sowie die Abkiirzungen n = ng + n, und

A, (A, be,u] e RO )x(n+1) B, — _0] e R(H1x1
0 0 1
r c; 0 _-0

C. c}(z)% CZ?@,u e R4X(n+1), D. 8 c RA¥1.
| 0 0 1
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Fgl%e RecS"™ ® e S* unter den Nebenbedingungen

R~0, O >0,
AR+ lcrec, 0
He[D;@C*+B;R iprep,| =Y
I
1 M]e [M] ~0 ¥ MeM)

Falls die positiv definiten, symmetrischen Matrizen R und ® unter den
angefiihrten Nebenbedingungen existieren, ist die globale asymptotische
Stabilitit der Ruhelage ;¥ = 0 des Regelkreises (5.5) nachgewiesen. Zu
beachten ist dabei, dass die Nebenbedingungen nur hinreichend fiir die
Stabilitdt sind. Jedoch zeigt der Vergleich in [119], dass globale Stabilitét
in vielen Fallen nachgewiesen werden kann, in denen andere Verfahren wie
z. B. das Kreis- oder Popov-Kriterium sowie [75, 154] nur lokale Stabilitét
der Ruhelage garantieren.

Die globale Stabilitdat der Ruhelage azf‘) = 0 des Anti-Windup-Regel-
kreises lasst sich somit anhand eines konvexen Validierungsproblems tiber-
priifen. Die Losbarkeit des Problems garantiert auch fiir andere Ruhela-
gen des Anti-Windup-Regelkreises, die sich fiir w # 0, z # 0 ergeben und
mittels einer Transformation in den Ursprung verschoben werden konnen,
globale asymptotische Stabilitdt. Folglich ist die erste Forderung des ein-
gangs vorgestellten Problems gelost. Der néchste Abschnitt beschéftigt
sich mit der zweiten Forderung, d. h. mit der Regelgiite des Anti-Windup-
Regelkreises. Dabei ist die Frage zu beantworten, wie die Abweichung des
Regelkreises vom unbeschriankten Verhalten charakterisiert werden kann.

5.3 Analyse der Regelgiite

Zur Analyse der Regelgiite ist ein Mafs fiir die Abweichung des Regelkreis-
verhaltens von dem idealen Verhalten des unbeschrankten Regelkreises zu
finden. Bei einem statischen Anti-Windup ist dies schwierig, wie in Ab-
schnitt 4.3 erldutert wurde. Fiir ein modellbasiertes Anti-Windup dagegen
relativ einfach, da der Regelkreis in Mismatch-Koordinaten transformiert
werden kann (Abschnitt 4.4). Die hier verfolgte Grundidee ist deshalb
fiir den Anti-Windup-Regelkreis mit Beobachtertechnik ein Ersatzsystem
herzuleiten, das einem Regelkreis mit modellbasierten Anti-Windup ent-
spricht und fiir die Analyse verwendet wird.
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5.3.1 Grundidee: Ein Ersatzsystem fiir die Analyse

Betrachtet wird der Anti-Windup-Regelkreis mit Beobachtertechnik aus
Abbildung 5.1. Das Regelgesetz setzt sich aus dem Regler R und dem
statischen Anti-Windup zusammen, das durch den Vektor l,yx € R™
parametriert ist. Die resultierende Reglerdynamik ist

:br — (Ar + law,xcl)wr
+ (br,u + law,xdr,u)ys + (br,w + law,xdr,w)w - law,xya (5103)

und der den Aktor beeinflussende Ausgang ergibt sich zu
Usy = CL Ty + dy 4 Ys + dy . (5.10b)

Auf die Ableitung des Reglerzustandes (5.10a) wirken die drei Gréfen w,
ys und y,. Beziiglich des Ubertragungsverhaltens lasst sich das Regelgesetz

(5.10) folglich durch drei Ubertragungsfunktionen von den Eingéingen zu
dem Ausgang (5.10b) beschreiben. Es gilt

ua(s) = G1(s)w(s) + G2(s)ys(s) + Gs(5)ya(s)
mit den Ubertragungsfunktionen

Gi(s) =] (s — A, — lLowxer)  H(brw + Lawxlrw) + iy, (5.11a)
Go(s) = el (s — Ay — lawxCl) M (bry + lawxdrn) + drw, (5.11D)
G3(s) = —cf (s — Ay — lLogxCl) ™ M- (5.11c)

Die Grundidee zur Bewertung der Regelgiite ist, das Ubertragungsverhal-
ten (5.11) durch ein modellbasiertes lineares Anti-Windup nachzubilden.
Dann lasst sich die Regelgiite anhand der Mismatch-Darstellung des Re-
gelkreises analysieren. Abbildung 5.4 skizziert die Idee.

Ein modellbasiertes Anti-Windup besitzt die Systemstruktur (4.7). Hier
wird der lineare Spezialfall mit kay (2.w) = —k' .y betrachtet, d. h.

$aw — (As - bs,u’fT)waw + bs,u(Sa
AW : ¢ Yawy = k' Toy, (5.12)
Yaw,u = _C;waw-
Wie in Abschnitt (4.4) erldutert, ist die Systemdynamik durch die Strecke

gepragt. Einzig der Vektor k € IR muss beim Entwurf gewahlt werden.
Fiir den Eingang gilt

0 = Uy — Yo = Uy — sty (Ua)-
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Anti-Windup-Regelkreis mit Beobachtertechnik

z
w Regelgesetz (5.10) l
—_— Yr Ua, Ya Ys
> R A s >
u
| Ya
law,x 4 X
Ys
t identisches Ubertragungsverhalten
—> Gi(s) e
1 ..
> Ubertragungsverhalten
I | ’ von Regler
Ga(s) Gs(s) — und Anti-Windup
Ys
t identisches Ubertragungsverhalten
lz
Regelgesetz (5.13)
&—} Yr Ua Ya Ys
R > f s >
u
Yaw,y Ya
Yaw,u AW -

Ersatzsystem mit modellbasiertem Anti-Windup

Abbildung 5.4: Der Anti-Windup-Regelkreis mit Beobachtertechnik l&sst sich
in ein Ersatzsystem mit modellbasiertem Anti-Windup umformen, das ein iden-
tisches Ubertragungsverhalten aufweist. Die Regelgiite des Ersatzsystems kann
mithilfe der Mismatch-Darstellung einfach bewertet werden.
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Mit dem linearen Regler R geméf (5.1) und der Verschaltung

Uy = Yr + Yaw,y Uy = Ys — Yaw,u

ergibt sich der im unteren Teil von Abbildung 5.4 veranschaulichte Anti-
Windup-Regelkreis. Nach dem Zusammenfassen der Zustdnde von Regler
und Anti-Windup in dem Vektor

' =[], @] e R™™

aw
kann das Regelgesetz mit Anti-Windup wie folgt angegeben werden
T = 14ubm +biw + b2ys + b3yaa

5.13
Ua = c'x + dr,ww + dr,uys- ( )

Dabei gilt fiir die Systemmatrizen

A . -As + bs,udr,ucg bs,uCI
ub — i br,ucg Ar )
_bs udr w bs udr U _bs U
b =[] o [pee] - [e].

c' = [-dr’uc; + k7 CT] .

T

Die Matrix Ayp entspricht der Systemmatrix des unbeschrinkten Regel-
kreises (5.3). Das Ubertragungsverhalten des Regelgesetzes (5.13) von den
Eingéngen w, ys, ¥y, zu dem Ausgang u, ist gegeben durch

ua(s) = Hi(s)w(s) + Ha(s)ys(s) + Hs(s)ya(s)

mit den Ubertragungsfunktionen

Hy(s) =c" (sl — Awp,) 'by + dr oo, (5.14a)
Hy(s) = c" (s — Ayp,) by + dy o, (5.14b)
Hs(s) = c"(sI — Ayp,) 'bs. (5.14c)

Um das Ubertragungsverhalten des Regelgesetzes (5.10) zu erreichen,
muss der Vektor k so gewdhlt werden, dass die Funktionen (5.14a), (5.14b),
(5.14c) mit (5.11a), (5.11b), (5.11c) libereinstimmen. Somit muss

Hy(s) = Gal(s), (5.15)
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fiir alle s € C gelten. Aus diesen Forderungen lassen sich anhand der Dar-
stellungen (5.11), (5.14) der Ubertragungsfunktionen nur schwer Bedin-
gungen an k ableiten. Deshalb wird zunéchst eine alternative Darstellung
fiir SISO-Ubertragungsfunktionen benétigt.

Alternative Darstellung der Ubertragungsfunktionen

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist die Ubertragungsfunktion
G(s)=c'(sT — A)"'b+d.
Mit dem in [133, Anhang A2.1] angegebenen Zusammenhang

1

(s1 - A)~" = det(sl — A)

adj(sl — A)

lasst sich die Ubertragungsfunktion auch darstellen als

c"adj(sl — A)b g c" adj(sl — A)b + ddet(sl — A)

G(s) = —
(5) det(sl — A) det(sl — A)
Der Zahler kann dann mithilfe der Rosenbrock-Matrix
slT—A b
29= "4 2

nach [16, Gl. (12.10.12)] wie folgt geschrieben werden
¢ adj(sI — A)b+ ddet(sI — A) = — det(Z(s)).
Daraus ergibt sich der folgende niitzliche Zusammenhang

_ —det(Z(s))
~ det(sI — A)

G(s) =c'(sl - A)"'b+d (5.16)

fiir SISO-Ubertragungsfunktionen. Vorteilhaft an der Bruchdarstellung ist,
dass die Matrixinversion entfallt. Des Weiteren lasst sich das Zahlerpoly-
nom durch die Determinante der Rosenbrock-Matrix darstellen und das
Nennerpolynom mithilfe der Systemmatrix A. Beziiglich der Ubertra-
gungsfunktionen (5.11) und (5.14) gilt

Lemma 5.2. Mit den Abkiirzungen

s —A, by, sl—A, b,
Zsu(s) = { ¢ —d w]  Zrals) = [ o —d, J |

r r
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lassen sich die Ubertragungsfunktionen (5.11) des Regelgesetzes mit Beo-
bachtertechnik wie folgt schreiben

Ga(s) = — (; f - ;er’i”(ljjxcg) , (5.17a)
Ga(s) = — (;Hditgzrrf (lzgxcl) , (5.17D)
Ga(s) = — (;Hdit(j]f - lilc;) Tl (5.17¢)
Fiir die Ubertragungsfunktionen (5.14) gilt
iy (s) = — et = :;‘;tz; ;S;uf )b?et(zr,w@» | (5.18a)
Hy(s) = — det (sI — iiéﬂbiuiT)b?et(Zr’U(S)) | (5.18D)
Hy(s) = —det (sI — Ag + bs k") det(sI — A,) ey (5.150)

det(sl — Ayp)

Beweis. Der Beweis basiert auf (5.16) und elementaren Zeilenumformun-
gen der beteiligten Matrizen. Er ist im Anhang C.3.1 angegeben. ]

Mithilfe dieses Lemmas lassen sich einfache Bedingungen an den Vektor
k formulieren, die Forderung (5.15) sicherstellen. Darauf geht der néchste
Abschnitt detaillierter ein.

Forderungen fiir d4quivalentes Ubertragungsverhalten

Um (5.15) sicherzustellen, werden zuniichst die Ubertragungsfunktionen
H;(s) betrachtet. Es fallt auf, dass sich deren Zahlerpolynome aus zwei
Faktoren zusammensetzen. Der erste Faktor ist durch

det (sI — Ag + b k") (5.19)

gegeben. Hierbei handelt es sich um das charakteristische Polynom der
Matrix Ag — bg k. Der zweite Faktor entspricht nach (5.18) jeweils dem
Zahlerpolynom von G;(s). Damit Forderung (5.15) erfiillt werden kann,
miissen sich die Nullstellen von (5.19) mit Nullstellen des Nennerpolynoms

det(sl — Ayp) (5.20)



84 5 FEin Entwurfsverfahren fiir die Beobachtertechnik

kiirzen. In anderen Worten: alle ny Eigenwerte der Matrix Ag — bs k'
miissen mit ng der ng + n, Eigenwerte der Matrix A, iibereinstimmen.

Da das Matrixpaar (As, bs ,,) steuerbar ist, konnen die Eigenwerte von
Ay — bg k" durch k beliebig platziert werden. Fiir eine kompaktere Nota-
tion werden diese Eigenwerte in der Menge

Aaw (k) == {A € C| det(Al — Ag + b, k") =0}

zusammengefasst. Die Eigenwerte von A, sind in der Menge A, nach
(5.4) enthalten. Diese besitzt die Gestalt

Ay = {)\ub € C| det()\ubll — Aub) = 0}

Damit die Eigenwerte iibereinstimmen, muss A, (Ij) offensichtlich eine
Teilmenge von Ay, sein, d. h., der Vektor k muss aus der Menge

K:={kecR"

Aaw (k) C Aup}

gewahlt werden. Diese Menge ist aufgrund der in Abschnitt 5.1 definierten
Problemstellung nicht leer?.

Wie in Abschnitt 5.1 beschrieben, bilden die n, Eigenwerte der Matrix
A, + lawxc; fir Ly, x € £ ebenfalls eine Untermenge der Eigenwerte von
A,p,. Folglich lasst sich zu jedem Vektor I,y aus der Menge £ ein Vektor
k aus der Menge K finden, so dass gilt

Aaw (If) U Ar(law,x> — Aub-
Diese speziellen Paare (law’x, l_<:) € L x KK werden in der Menge
J = {(laW,Xal_c) € L X K:‘ Aaw (I_C) = Aub \ Ar(law,x>}

zusammengefasst. Fiir alle Paare (law,x, I_c) € L x K lasst sich das Nenner-
polynom (5.20) wie folgt faktorisieren

det(sl — Ayp) = det (s]I — A+ bsyul_cT) det (s]I — A, — laW’XcD.

Einsetzen dieser Beziehung in (5.18a), (5.18b), (5.18¢c) und kiirzen der

IDer Fall eines unbeschrankten Regelkreises mit ausschlieRlich konjugiert komplexen
Eigenwerten und einer ungeraden Systemordnung des Reglers und der Strecke wurde
durch die Forderung £ # {} ausgeschlossen.
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in Zahler und Nenner auftretenden Polynome liefert

B —det (Zr,w( )) B
Hi(s) = det (sI — Ay — lawsxc]) = G1ls),
B — det(Zr,u( )) B
2(8) = T = Ay — ) 2
Hy(s) —det(sl — A,) 1= Gy(s).

"~ det (s — Ay — Lagxc])

Somit ist die Forderung (5.15) fiir alle geordneten Paare (lawx, ) cJ
erfiillt. Um die Aquivalenz des Ubertragungsverhaltens der Regelgesetze
(5.10) und (5.13) sicher zu stellen, ist k fiir ein gegebenes layx € £ so zu
wahlen, dass (lawx, ) € J gilt. Dieses Ergebnis prazisiert

Satz 5.1. Die Regelgesetze (5.10) und (5.13) sind fiir alle geordneten Paa-
re (lawx, ) € J dquivalent beziiglich des Ubertragungsverhaltens von den
Eingingen w, ys, ya zu dem Ausgang u,.

Der Satz ermoglicht es, das auf der Beobachtertechnik basierende Re-
gelgesetz (5.10) durch das Regelgesetz (5.13) mit einem linearen modell-
basierten Anti-Windup zu ersetzen. Es ergibt sich das im unteren Teil von
Abbildung 5.4 dargestellte Ersatzsystem, bestehend aus dem Regler R,
dem modellbasierten AW geméf (5.12) und der Strecke S. Eine Zustands-
raumdarstellung dieses Ersatzsystems lautet wie folgt

Ty = Aszs + bs,u satg (yr + ETwaW) + bs,zza
er - Armr + br,ucg(ws + waw) + br,wwa

Taw = Asaw + bsulr — bsusaty (yr + k' Taw), (5.21)
Yr = C &y + dp oy CL(Ts + Taw) + dy W,
Ys = ngs-

Der Nutzen des Ersatzsystems wird im néchsten Abschnitt deutlich.

Vorteil des Ersatzsystems: Mismatch-Darstellung

Mittels der Transformation (4.9) ldsst sich das Ersatzsystem (5.21) in
Mismatch-Koordinaten iiberfiihren. Dabei zerfallt das transformierte Sys-
tem, wie in Abschnitt 4.4.1 und 4.4.2 (Losung 1) erldutert, in zwei Teil-
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Anti-Windup-System

Ys,ub >g Ys >

lineares System

Abbildung 5.5: Das Ersatzsystem (5.21) kann mittels der Zustandstransforma-
tion (4.9) in das hier gezeigte Mismatch-System umgeformt werden. Die Abwei-
chung des Anti-Windup-Regelkreises von dem unbeschrinkten Verhalten l&sst
sich dann anhand der Lo-Verstarkung des Anti-Windup-Systems bestimmen.

systeme: den unbeschrankten Regelkreis und das Anti-Windup-System

éaw - (As - bs,u’fT)gaw + bs,u dzg (ETgaw - yr)a

_ T
Yawu = ngawa

(5.22)

wobel &%) = 0 gilt. Letzteres entspricht Losung 1 aus Abbildung 4.7.
Abbildung 5.5 zeigt das Mismatch-System und verdeutlicht, dass der Aus-
gang Yawu des Anti-Windup-Systems die Abweichung des Anti-Windup-
Regelkreises von dem Verhalten des unbeschrankten Regelkreises darstellt.

Eine Moglichkeit, die Abweichung des Mismatch-Systems und damit
auch die Abweichung des Anti-Windup-Regelkreises von dem unbeschréank-
ten Verhalten zu charakterisieren, fiihrt iiber die Ly-Verstarkung des Anti-
Windup-Systems (5.22) vom Eingang y, zu dem Ausgang yawu (vgl. Ab-
schnitt 4.2). Je kleiner die Ls-Verstiarkung ist, desto kleiner wird auch
die Lo-Norm des Ausgangs sein. Der nachste Abschnitt zeigt, wie sich die
Ls-Verstarkung des Mismatch-Systems abschétzen léasst.
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5.3.2 Abschatzung der L2-Verstarkung

Die im Folgenden vorgestellten Methoden zur Abschiatzung der Ls-Ver-
stdrkung sind nicht nur fiir SISO-Systeme der Form (5.22) geeignet. Um
dies zu unterstreichen erfolgt die Darstellung anhand des MIMO-Systems

éaw - (As - Bs,ug)gaw + Bs,u dzﬁ (Kéaw - yr)7

(5.23)
Yaw,u = Csfaw

mit €, € R™ sowie Yy, Yawu € R™ und dem Anfangszustand &%) = 0.
Fiir m = 1 ergibt sich der Spezialfall (5.22). Ahnlich wie bei dem Stabili-
tatssatz von Lee aus Abschnitt 5.2 spielen Eigenschaften der Sektornicht-
linearitdt bei der Abschatzung der Lo-Verstdrkung eine wichtige Rolle.
Besonders wichtig ist die sogenannte klassische Sektorbedingung, die in
dem folgenden Lemma fiir multivariable Nichtlinearitdten angegeben ist.

Lemma 5.3 (Klassische Sektorbedingung, [182]). Liegt eine Nichtlineari-
tity = p(u) global im Sektor S(0, ®), so gilt fir alle uw € R™ die folgende
Ungleichung

A

y¥(Pu—y) >0 (5.24)
mit einer beliebigen positiv definiten Diagonalmatrix

U = diag(Y1, ..., Vm).
Beweis. Siehe Abschnitt C.3.2 im Anhang. [
Die Totzone des Anti-Windup-Systems (5.23) liegt beispielsweise global
im Sektor S(0,1). Folglich erfiillt sie die klassische Sektorbedingung mit
® = 1. In [191] wurde die Sektorbedingung genutzt, um einen Entwurfs-
satz fiir lineare modellbasierte Anti-Windup-Mafnahmen zu beweisen. In

modifizierter Form lésst sich dieser Satz auch fiir die Abschatzung der
Lo-Verstarkung nutzen. Er ist nachfolgend angegeben.

Satz 5.2 (Abschétzung der Lo-Verstarkung). Gegeben sei das System

éaw — (As - Bs uK)gaw ‘I' Bs u dzﬁ(Kgaw - yr)a
: ’ 5.25
Yawu = ngawa ( )

mit €aw € R”, Yr, Yawu € R, K € R™*". Wenn eine symmetrische
Matriz Q € S™ und eine symmetrische Diagonalmatriz W € S™ mit

Q>_07 ‘I’:dlag(wla,lbm>>0
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sowte ein positiver Skalar v existieren, so dass die Matrizungleichung

(As—B..K)Q 0 0 0
vBi,+KQ -¥ 0 0
He 0 I —10 o <0 (5.26)
C,Q 0 0 —39I

erfillt ist, dann ist das System (5.25) fir y, = 0 global asymptotisch stabil.
Des Weiteren ist die Lo-Verstdirkung des Systems vom FEingang y, zum
Ausgang Yawu kleiner gleich .

Beweis. In [191] ist kein vollstdndiger Beweis angegeben. Eine ausfiihrliche
Darstellung findet sich deshalb im Abschnitt C.3.3 des Anhangs. ]

Satz 5.2 ldsst sich verwenden, um die Lo-Verstirkung von System (5.23)
abzuschitzen. Dazu miissen eine symmetrische, positiv definite Matrix
Q@ € 5" und eine positiv definite Diagonalmatrix ¥ € §™ sowie ein po-
sitiver Skalar « gefunden werden, welche die Matrixungleichung (5.26) er-
fiilllen. Fiir eine genaue Abschatzung sollte die obere Schranke ~ fiir die
Ls-Verstarkung moglichst klein sein. Somit ergibt sich das konvexe

Optimierungsproblem 5.1.

Migir‘{,liere ~ unter den Nebenbedingungen
) ’FY

Q - 0, ¥ =diag(vy,...

7wm)>_07 f)/>07

(As—B;,K)Q 0 0 0
vBi,+KQ -¥ 0 0
He 0 I —%’y][ 0 < 0.
C.Q 0 0 —39I

Mit Optimierungsproblem 5.1 steht eine Moglichkeit zur Verfiigung, ein
Maf fiir die Regelgiite des Mismatch-Systems abzuschéitzen. Allerdings
stellt sich die Frage, ob die Genauigkeit der Abschéitzung verbessert werden
kann, wenn die vorhandenen Informationen iiber die Nichtlinearitit des
Systems besser genutzt werden. Des Weiteren ist fraglich, ob eine Kenn-
grofle zur Beurteilung der Regelgiite ausreichend ist. Den ersten Punkt
behandelt der ndchste Abschnitt ausfiihrlich. Die Darstellung orientiert
sich dabei an [191], ist aber an die Problemstellung angepasst.
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dza, (u;) 4 S(0,1)

Abbildung 5.6: Die Totzone ( ) liegt global im Sektor S(0,1) und lokal,
d.h. fir u; € T; = [, 4], in einem schmaleren Sektor S(0, ¢;) mit 0 < ¢; < 1.

5.3.3 Prazisere Abschiatzung fiir kleine Signale

Im letzten Abschnitt konnte mittels Optimierungsproblem 5.1 eine obe-
re Schranke fiir die Lo-Verstarkung des Anti-Windup-Systems (5.23) vom
Eingang y, zum Ausgang Y.wu abgeschatzt werden. Diese Abschatzung
gilt allerdings fiir beliebige Sektornichtlinearitdten im Sektor &(0, 1) und
beriicksichtigt nicht die speziellen Eigenschaften der Totzone. Konserva-
tive Ergebnisse sind die Folge. Eine Erhohung der Genauigkeit lasst sich
erreichen, wenn beriicksichtigt wird, dass die Totzone lokal, d. h. fiir kleine
Argumente, in einem viel schmaleren Sektor §(0, ®) liegt.

Betrachtet wird zuerst die i-te Komponente der Totzone des Anti-
Windup-Systems (5.23). Geméf (4.14) gilt

u; + 4, —u; > uy,
dzg, (u;) = < 0, —u; < wu; <y,
U; — Uy, u; > u;.

Diese Funktion ist in Abbildung 5.6 dargestellt. Sie besitzt die Eigenschaft
der lokalen Sektorzugehorigkeit, die fiir multivariable Funktionen wie folgt
definiert ist.

Definition 5.2 (Lokale Sektorzugehorigkeit). Gegeben sei die Menge

T=Tix X Tn,
T = [—ﬁi, ﬁl] CR, u;e€e ]R>0.
Eine nichtlineare stiickweise stetige Funktion der Gestalt

y=p(w) = [p(u) .. pm(um)]
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mit y,u € R™ liegt lokal, d. h. fiir alle w € T, im Sektor S(0, ®) mit

P :dlag(¢1aa¢m) ~0

wenn fiir alle Komponenten p;(u;),i=1,...,m gilt
0< /Lz(ul) =y, < gbi,oui Yu; € T; N ]Rzo, (5.27&)
Gioti < pi(u;) =y < ¢ uli Vu; € T, "Rp. (5.27b)

Anschaulich bedeuten die Ungleichungen (5.27a) und (5.27b), dass jede
Komponente p;(u;) der Nichtlinearitat lokal, d. h. fiir alle u; € 7;, von der
Abszisse und der Ursprungsgeraden mit der Steigung ¢; eingeschlossen
wird. Somit liegt die Totzone dzg, (u;) aus Abbildung 5.6 lokal, d. h. fiir

=6
im Sektor S(0, ¢;). Dieser Sektor schlieftt die Totzone lokal praziser ein
als der Sektor &(0,1). Das gilt auch im Mehrgrofenfall und kann fiir ei-
ne prézisere Abschétzung der Lo-Verstarkung ausgenutzt werden. Zuvor
wird noch ein Lemma benotigt, das die klassische Sektorbedingung aus
Lemma 5.3 auf den lokalen Fall {ibertrégt.

Lemma 5.4 (Lokale Sektorbedingung). Liegt die stiickweise stetige Nicht-
linearitit y = p(w) lokal, d. h. fir alle uw € T, im Sektor S(0, ®), so gilt
die Sektorbedingung

A

y'¥(Pu—y)>0

mit einer beliebigen positiv definiten Diagonalmatriz Y fur alle w € T .

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zu dem Beweis von Lemma 5.3. []

Die lokale Sektorbedingung ist nur fiir betragsméfig kleine Argumente
der Totzone giiltig. Eine auf dieser lokalen Sektorbedingung basierende
Abschéatzung der Lo-Verstarkung des Anti-Windup-Systems

gaw - (As - Bs,ug)gaw + Bs,u dzﬁ (Kéaw - yr)7

(5.28)
Yaw,u = ngaw

mit £ = 0 gilt deshalb nur fiir bestimmte Eingangssignale y,(¢). Um
diese Eingangssignale genauer zu charakterisieren, wird das Argument

ﬁzKéaw_yr
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der Totzone genauer betrachtet. Offensichtlich gilt die lokale Sektorbedin-
gung fiir einen gegebenen Sektor S(0,®) mit & = diag(¢q, ..., ¢n) nur
fiir amplitudenbegrenzte Signale u(t), die in der Signalklasse

u;
1 —¢;
enthalten sind. Folglich ist die Lo-Verstarkung nur fiir die Eingangssignale

y, giltig, die zu Signalen u € W(®) fithren. Kompakt lassen sich diese
Eingangssignale in der Signalklasse

V(®) = {y, : Rog > R™| @(t) € W(B) V¢ <0}

zusammenfassen. Nun kann eine passende Lo-Verstarkung fiir alle Ein-
gangssignale y, € Y(®) definiert werden. In Anlehnung an [191] wird
diese als Lo-Kleinsignalverstiarkung bezeichnet.

Definition 5.3 (Ls-Kleinsignalverstarkung). Gegeben sei das System
(5.28) mit £ = 0. Das System besitzt die Lo-Verstarkung -, fiir Ein-

aw

gangssignale y, € Y(®), wenn gilt

sup Hyaw,uHLz

<7
0<ly: ]|z, <coure (@) YrllL,

>~ Vy-
Um fiir Systeme der Form (5.28) zu einer préaziseren Abschétzung der
Lo-Verstarkung zu gelangen, kann der folgende Satz verwendet werden.

Satz 5.3 (Abschétzung der Lo-Kleinsignalverstarkung). Gegeben sei eine
positiv definite Diagonalmatriz ® = diag(¢1, ..., ¢m) = 0 und das System

éaw — (As - Bs,uK)gaw + Bs,u dzﬁ(Kgaw - yr)a

9.29
Yaw,u = ngaw ( )

mit €aw € R”, Yr, Yawu € R™, K € R™*" sowie einer Totzone

dzy(u) = [dzg, (u1) ... dz@m(um)]T.

Wenn eine symmetrische Matriz Q € S™ und eine Diagonalmatriz ¥ € S™
mit den Figenschaften

Q -0, W=diag(,...,%m) =0
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sowie ein positiver Skalar 7y, existieren, so dass die Matrixungleichung

(A.Q-B,,KQ 0 0 0
VB +®KQ - 0 0
H S,u - .
e 0 & iyl 0 <0 (5.30)
C.Q 0 0 —%%,11

erfillt ist, dann ist die Ruhelage £°) = 0 des Systems (5.29) fir y, =0
lokal asymptotisch stabil. Des Weiteren ist die Lo-Kleinsignalverstarkung
des Systems vom Eingang Yy, zum Ausgang Yawu fir Signale mit endlicher
Lo-Norm aus der Signalklasse Y (®) kleiner gleich .

Beweis. Der Beweis basiert auf der Argumentation aus [175, 191] und
findet sich im Anhang C.3.4. [

Satz 5.3 ldsst sich verwenden, um die Ls-Kleinsignalverstiarkung von
System (5.29) abzuschétzen. Fiir eine genaue Abschétzung sollte die obere
Schranke ~,, fiir die Lo-Kleinsignalverstarkung moglichst klein sein. Somit
ergibt sich das konvexe

Optimierungsproblem 5.2. Fiir eine gegebene Matrix

® = diag(¢1,...,Pm) = 0,
minil{,niere vy unter den Nebenbedingungen

A
Q >0, ¥ =diag(¢1,...,%m) =0, 7y >0,

(A.—B..K)Q 0 0 0 ]

vB PK —-v 0 0
He u T PEQ 1 < 0.
C:Q 0 0 — 27yl
Fiir @ = I ist dieses Optimierungsproblem &quivalent mit Optimie-

rungsproblem 5.1. Dann schlieft der Sektor S(0,1I) die Totzone komplett
ein und die Lo-Verstarkung -, = + gilt fiir alle Eingangssignale y,(t)
mit endlicher Lo-Norm. Der Vorteil von Optimierungsproblem 5.2 ist die
prazisere Abschéatzung der Lo-Verstiarkung fiir kleine Eingangssignale.

5.3.4 Charakterisierung der Abweichung

In den letzten Abschnitten wurden Methoden aufgezeigt, mit denen sich
die Lo-Verstarkung bzw. die Lo-Kleinsignalverstarkung des Anti-Windup-
Systems abschétzen lassen. Anhand dieser Abschédtzungen wird nun die
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Abbildung 5.7: Visualisierung der Abweichung des Mismatch-Systems vom
unbeschriankten Verhalten. Als Mafs fiir die Abweichung ist eine obere Schranke
der Lo-Kleinsignalverstiarkung vy des Anti-Windup-Systems iiber der Sektor-
breite ¢ aufgetragen, welche die Grofe der Eingangssignale charakterisiert.

Abweichung des Anti-Windup-Regelkreises von dem Verhalten des unbe-
schrankten Regelkreises charakterisiert.

Offensichtlich ist die Verhaltensabweichung von der Eingangssignalklas-
se Y(®) bzw. dem betrachteten Sektor S(0, ®) abhéngig. Deshalb wird die
Abschétzung der Lo-Kleinsignalverstarkung v, des Anti-Windup-Systems
fiir mehrere Eingangssignalklassen Y (®), d. h. unterschiedlich breite Sek-
toren 8(0, @), berechnet. Die Ergebnisse lassen sich in einem Diagramm
visualisieren, das =,, in Abhéngigkeit der oberen Sektorgrenze ® = ¢l mit
¢ € (0,1] darstellt.

Abbildung 5.7 zeigt ein solches Verstarkungsdiagramm und beispielhaft
einen Verlauf der abgeschitzten Lo-Kleinsignalverstarkung. Typischerwei-
se dndert sich das Ausmalfs der Abweichung vom unbeschrankten Verhalten
mit der Grofe des Eingangssignals. Grofte Eingangssignale fithren im All-
gemeinen zu groferen Abweichungen vom unbeschrankten Verhalten. Das
ist plausibel, da die Stellgrofse des Anti-Windup-Regelkreises begrenzt ist
und somit die Ausregelung grofser Anfangsauslenkungen mehr Zeit beno-
tigt als die Ausregelung kleiner Anfangsauslenkungen. Der unbeschrankte
Regelkreis dagegen ist ein lineares System mit konstanter Ausregelzeit.

Im Folgenden werden derartige Verstarkungsdiagramme genutzt, um
die Abweichung des Anti-Windup-Regelkreises mit Beobachtertechnik von
dem unbeschriankten Verhalten zu bewerten. Anhand des Verlaufs von -,
kann entschieden werden, welcher Vektor l.x € L die beste Regelgiite
garantiert. Je dichter die Kurve der Ls-Kleinsignalverstarkung an der Ab-
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Abbildung 5.8: Vergleich der Regelgiite von zwei Regelkreisen anhand der
Verstarkungsdiagramme der zugehorigen Anti-Windup-Systeme. Der Regelkreis
( ) weist die kleinere Abweichung vom unbeschrankten Verhalten auf.

szisse liegt, desto kleiner die Abweichung vom unbeschrinkten Verhalten
im Sinne der Lo-Norm. Abbildung 5.8 illustriert dies beispielhaft.

5.4 Eine systematische Auswahlmethode

Ausgangspunkt dieses Kapitels war die Frage, wie der Vektor l,wx € £ zu
wahlen ist, damit der Anti-Windup-Regelkreis eine global asymptotisch
stabile Ruhelage besitzt und das dynamische Verhalten des Regelkreises
moglichst wenig von dem Verhalten des unbeschrankten Regelkreises ab-
weicht. Nach den Stabilitdtsbetrachtungen in Abschnitt 5.2 und der Ana-
lyse der Regelgiite in Abschnitt 5.3 kann in diesem Abschnitt eine systema-
tische Auswahlmethode fiir die Beobachtertechnik angegeben werden. Zu-
néchst werden die nétigen Schritte kompakt zusammengefasst. Abschlie-
fend wird die Methode am Beispiel des hydraulischen Positioniersystems
demonstriert.

5.4.1 Zusammenfassung der Entwurfsschritte

Dieser Abschnitt fasst die notigen Entwurfsschritte zusammen. Die da-
bei auftretenden Validierungs- und Optimierungsprobleme lassen sich sehr

schnell und komfortabel mit der Matlab-Toolbox [134] und dem Algorith-
mus |188] 16sen.



5.4 FEine systematische Auswahlmethode 95

Schritt 1: Stabilitdtsanalyse

In diesem Schritt werden alle Vektoren l,x € L aussortiert, die keine
globale asymptotisch stabile Ruhelage des Anti-Windup-Regelkreises ga-
rantieren und somit die erste Forderung der zu Beginn des Kapitels erlau-
terten Problemstellung nicht erfiillen. Die Uberpriifung erfolgt fiir jedes
lawx € £ mit Validierungsproblem 5.1. Die Vektoren, die zu einem global
asymptotisch stabilen Regelkreis fiihren, werden fiir die weiteren Schritte
zusammengefasst in der Menge

L* = {lawx € L] Validierungsproblem 5.1 ist 16sbar.} .

Schritt 2: Bestimmen der Ersatzsysteme

In Abschnitt 5.3.1 wurde gezeigt, dass zur Abschitzung der Regelgiite
des Anti-Windup-Regelkreises ein Ersatzsystem verwendet werden kann.
Dieses besteht aus dem Regler R, der Strecke S und einem linearen modell-
basierten Anti-Windup, das durch den Vektor k parametriert wird. Fiir
jeden Vektor l,yx € L£" muss im zweiten Schritt das Ersatzsystem, d. h.
der passende Vektor k, bestimmt werden.

Fiir die eindeutige Bestimmung des Vektors k wird die Beziehung

det (sl[ — A+ bsyul_eT) det (s][ — A, — laW’XcI) =det(sl — Ay,)  (5.31)

ausgenutzt, wobei Ay, die in (5.3) definierte Systemmatrix des unbe-
schrankten Regelkreises bezeichnet. Die Eigenwerte von A} miissen sich
folglich aus den Eigenwerten der Matrix Ag — bs , k" und den Eigenwerten
der Matrix A, + lawxc; zusammensetzen.

So ist jedem Vektor l,wx € L* iiber (5.31) eindeutig ein Vektor k zu-
geordnet bzw. fiir jeden Anti-Windup-Regelkreis mit der durch I, defi-
nierten Beobachtertechnik existiert ein Ersatzsystem mit modellbasiertem
Anti-Windup, das durch k parametriert ist. Diese Paare (law,x, l_<:) werden
in der Menge J* zusammengefasst.

Schritt 3: Abschitzung der L2-Verstirkung des Ersatzsystems

Im dritten Schritt wird fiir jedes Ersatzsystem ein Verstarkungsdiagramm
erstellt. Dazu muss die Lo-Kleinsignalverstarkung des zu l,wx gehoren-
den und durch k parametrierten Anti-Windup-Systems fiir unterschied-
lich breite Sektoren S(0,¢), wobei ¢ € (0, 1], abgeschétzt werden. Dies
geschieht mithilfe des konvexen Optimierungsproblems 5.2. Fiir den hier
betrachteten SISO-Fall vereinfacht sich dieses zu
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Optimierungsproblem 5.3. Fiir einen gegebenen positiven Skalar ¢,

minimiere 7, unter den Nebenbedingungen
Qﬂﬁﬁy

Q>'07 w>07 ’Yy>0,

(A, —b,k)Q 0 0 0
bl k' — 0 0
Ho| VP TORQ v “o
0 ¢ =37 0
clQ 0 0  —3%

Schritt 4: Bewertung der Abweichung

Im letzten Schritt wird die Abweichung des Anti-Windup-Regelkreises vom
unbeschrankten Verhalten anhand der Verstarkungsdiagramme der Ersatz-
systeme bewertet. Die Ersatzsysteme, deren Verstarkungskurven am dich-
testen an der Abszisse liegen, gehoren zu den Anti-Windup-Regelkreisen
mit den kleinsten Abweichungen vom unbeschréankten Verhalten.

5.4.2 Beispiel: hydraulisches Positioniersystem

Um die vorgestellte Auswahlmethode an einem Beispiel zu demonstrieren,
wird erneut das hydraulische Positioniersystem aus Abschnitt 2.2.3 be-
trachtet. Ein Modell dritter Ordnung der stabilen Strecke definiert (2.14).

Zur Regelung kommt der lineare dynamische Regler mit I-Anteil zum
Einsatz, dessen Regelgesetz (2.15) einen stabilen unbeschrankten Regel-
kreis garantiert und den Regelfehler e(s) = w(s) — ys(s) stationér genau
ausregelt. Eine Zustandsraumdarstellung des Reglers ist durch

0 2,4 —8,55 3,42 —3,42
x, = |0 —5,0 1 T, + 0 w + 0 Yss
0 0 —100 41,54 —41,54

yr = [3,80 12,47 —44,40] @, + 17, 76w — 17,76y,

gegeben. Die sechs Eigenwerte der Systemmatrix A, des unbeschrankten
Regelkreises lauten

Aab1 = —0,70,  Aupos = —2,49 + 52,20,
Auba = —100,11, Aupse = —0,58 + 53,11
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Tabelle 5.1: Es existieren vier Moglichkeiten, den Vektor l,wx zu wahlen.

Variante Eigenwerte Vektor 1, .
1 Aub1, Aub2,s | — 0,192 0,014 —2,249]
2 Aub,1, Aubse | — 0,192 —0,00015 — 2,339
3 Aubas Aub2,3 | — 0,684 0,209 0,0025]
4 Auba, Aubse | — 0,791 0,548 0,0026]

und werden zusammengefasst in der Menge

Aub = {Aub,1, Aub,2, Aub3, Aub4, Aub5, Aub,6 ) -

Die symmetrische Stellbegrenzung des Aktors liegt bei 1 = 10,5V
und fithrt im Séattigungsfall zu Windup (vgl. Abschnitt 2.2.3). Als Anti-
Windup-Maftnahme kommt deshalb die Beobachtertechnik zum Einsatz,
die der Systemmatrix des Reglers A, + lawxc; im Séttigungsfall drei Ei-
genwerte aus der Menge A, zuweist. Wie Tabelle 5.1 zeigt, existieren vier
Varianten die Eigenwerte bzw. den passenden Vektor I,y x zu wihlen?. Die
Vektoren werden in der Menge £ zusammengefasst. Die Auswahl erfolgt
mit der neuen Methode in vier Schritten.

Schritt 1. Die Stabilitatspriifung im ersten Schritt verlduft fiir alle Vek-
toren positiv. Somit ist die Menge £ der Vektoren, die globale asympto-
tische Stabilitat des Ursprungs garantieren, identisch mit L.

Schritt 2. Fiir jedes lawx € £ wird der passende Vektor k bestimmt.
Tabelle 5.2 prasentiert die Ergebnisse.

Schritt 3. Abbildung 5.9 zeigt die mit Optimierungsproblem 5.3 abge-
schétzten Lo-Kleinsignalverstarkungen des Anti-Windup-Systems fiir jede
der vier moéglichen Varianten.

Schritt 4. Ausgewdhlt wird Variante 2, da die Kurve der Ls-Kleinsig-
nalverstarkung fiir fast alle ausgewahlten Werte ¢ am dichtesten an der
Abszisse liegt. Nur fiir ¢ — 1, d. h. fiir unendlich grofe Signale, kommt es
zu einem starken Anstieg der Verstarkung. Derartige Signale werden hier
vernachléssigt, da sie wihrend des normalen Betriebs nicht auftreten.

2Die Vektoren l,wx kénnen z. B. mit der Ackermann-Formel berechnet werden [133].
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Tabelle 5.2: Fiir jede der vier Varianten existiert ein Vektor k, der das zugeho-
rige Anti-Windup-System parametriert. Die drei Eigenwerte der Systemmatrix
A — b, k" des Anti-Windup-Systems sind ebenfalls aufgelistet.

Variante Eigenwerte Vektor k'

Aub,as Adubs6 | —1,66-107% 3,02-107*  41,380]
Auba, Aub2s  [1,129 6,313 42,971]
[—3,16-10° —2,78-107¢ —0,040]
[— 0,624 —0,012 1,550]

Aub,15 Aub,5.6

W N =

)\ub,la Aub,2,3

Abbildung 5.10 zeigt das Ausregelverhalten des unbeschrinkten Regel-
kreises, des beschrinkten Regelkreises und der vier Varianten des Anti-
Windup-Regelkreises. Der Anfangszustand von Strecke sowie Regler ist
dabei jeweils null und der Sollwert betrigt w = 20 cm. Die Simulation
bestétigt die Aussage des Verstarkungsdiagramms; die Abweichung von
Variante 2 des Anti-Windup-Regelkreises liegt am dichtesten an dem un-
beschrankten Systemverhalten. Dann folgt Variante 1. Die Varianten 3 und
4 zeigen deutliche Abweichungen. Ein dhnliches Verhalten ergibt sich fiir
kleinere und grofere Sollwerte.

Dge—t——9—9—%—¢
3

1

Verstarkung vy
o
w

=)
—_
\

| | | | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Sektorbreite ¢

Abbildung 5.9: Das Verstarkungsdiagramm mit logarithmischer Ordinate
zeigt die abgeschétzten Lo-Kleinsignalverstarkungen des Anti-Windup-Systems
fiir Variante 1 (—e ), Variante 2 (——), Variante 3 (—e—) und Variante 4 (—® ).
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Abbildung 5.10: Ausregel- und Stellgréfienverlaufe des unbeschriankten Regel-
kreises (——), des beschrénkten Regelkreises ( ) und der vier moglichen Va-
rianten des Anti-Windup-Regelkreises fiir einen Sollwert von w = 20 cm. Die
Variante 2 ( ) liegt am dichtesten an dem Verhalten des unbeschrinkten Re-
gelkreises. Dann folgt Variante 1 ( ). Die Varianten 3 ( ) und 4 ( )
zeigen eine starke Abweichung.

5.5 Zusammenfassung und Fazit

In diesem Kapitel wurde eine systematische Entwurfsmethode fiir die Be-
obachtertechnik vorgestellt. Die Beobachtertechnik ist eine statische Anti-
Windup-Mafnahme, deren Entwurf sich auf die Wahl eines Vektors 1«
aus einer Menge £ reduziert. Bisher war nicht klar, welche Vektoren dieser
Menge eine hohe Regelgiite garantieren.

Die neue Entwurfsmethode trifft die Wahl anhand der abgeschétzten Ab-
weichung zwischen zwei Regelkreisen. Verglichen wird das Verhalten des
idealen unbeschrinkten Regelkreises mit dem Verhalten des Anti-Windup-
Regelkreises, der sich durch den gewahlten Vektor l,. ergibt. Die Ab-
schiatzung der Abweichung basiert, wie bei modellbasierten Anti-Windup-
Mafsnahmen, auf der Lo-Kleinsignalverstarkung eines Ersatzsystems. Das
betrachtete Beispiel illustriert die Effektivitat der Methode.
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6 Stabilitat von Regelkreisen mit
modellbasiertem Anti-Windup

Dieses Kapitel untersucht die Stabilitdt des Anti-Windup-Regelkreises mit
einer modellbasierten Anti-Windup-Mafnahme. Dabei wird zwischen glo-
balen und lokalen Stabilitdtsaussagen fiir verschiedene Ruhelagen des Re-
gelkreises, die von der Soll- und Storgrofie abhingen, unterschieden. Das
Hauptziel des Kapitels ist, einfach zu handhabende, mo6glichst universell
einsetzbare Stabilitatssiatze fiir den Entwurf modellbasierter Anti-Windup-
Mafsnahmen zur Verfiigung zu stellen. Eine derart allgemeine ausfiihrliche
Betrachtung fehlt bislang in der Literatur. Das Kapitel kann deshalb als
Erweiterung der Ergebnisse in [52, 185] angesehen werden.

6.1 Regelkreis und Struktur des Anti-Windup

Betrachtet wird eine zu regelnde lineare Strecke

S { Ls = Asws + Bs,uus + Bs,zza (61)

Ys = Csms

mit dem Zustand xs € R™, dem Stelleingang us € IR™, der Storgrofe
z € R! und dem messbaren Ausgang ys € R™. Zur Regelung wird ein
linearer Regler geméaf (2.2) mit der Dynamik

R : { $r - Arwr + Br,uur + Br,wwa

Yr = Crwr + Dr,uur + Dr,ww <62>

verwendet. Dabei ist &, € R"* der Zustand, u, € R™ der Messeingang fiir
die Ausgangssignale der Strecke, w € IR der Eingang zur Vorgabe von
Sollwerten und y, € R™ die vom Regler berechnete Stellgrofe. Beziiglich
der Parametrierung des Reglers gilt Annahme 2.2, d. h., der unbeschrankte
Regelkreis weist ein ideales Verhalten auf.
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Abbildung 6.1: Anti-Windup-Regelkreis.
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Um die durch den Aktor begrenzte Stellgrofse zu beriicksichtigen, kommt
ein modellbasiertes Anti-Windup geméf (4.7) mit der Dynamik

$aw — Aswaw + Bs,ukaw(waw) + Bs,uéa
AW : Yaw,u = _Cswavva
Yaw,y = _kaw(maw)

zum Einsatz. Der Anti-Windup-Regelkreis mit dem Zustand

x! = [:c

-
awrk — S

T T
L waw}

entsteht durch die in Abbildung 6.1 gezeigte Verschaltung

J= Uy — satﬁ(ua), Uy = Yr + Yaw,y s

Ur = Ys — Yaw,u> Uy = Satﬁ(ua)
der drei Systeme und besitzt die Dynamik

Cbawrk - Awawrk + Bu Satﬁ(uawrk) + sz + Bzwa

Uawrk = Crmr + Dr,qu(ms + maw) - kaw(maw) + Dr,ww- (63)
Die Systemmatrizen A, By, By, und B, sind in Abschnitt A.3.2 des An-
hangs gegeben. Der Anti-Windup-Entwurf besteht in der Wahl der Funk-
tion kaw : R™ +— R™ im Sinne der Entwurfsziele aus Abschnitt 4.2. Dabei
sind einige Anforderungen zu beriicksichtigen. Eine Grundvoraussetzung
fiir die weiteren Uberlegungen ist, dass das Differentialgleichungssystem
(6.3) eine eindeutige Losung fiir alle ¢ > 0 besitzt. In diesem Zusammen-
hang spielt der Begriff der Lipschitz-Stetigkeit eine grofe Rolle.
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Definition 6.1. Gegeben sei eine Funktion f : ID C R" — R™. Gibt es
eine Konstante L > 0, so dass gilt

|f(x) — f(@)|l2 < Ll - 2|2 Ve z e,

so geniigt die Funktion f(x) auf ganz ID einer globalen Lipschitz-Beding-
ung. Die Funktion wird dann auch als global lipschitzstetig bezeichnet.
Wenn es zu jedem Punkt in D eine Umgebung G C ID gibt, so dass die
Einschrénkung von f(x) auf G dort einer Lipschitz-Bedingung geniigt, so
heilt f(x) lokal lipschitzstetig in ID.

Im Weiteren soll folgende Annahme beziiglich K.y (€ay) gelten.

Annahme 6.1. Die Funktion k., : R™ — IR™ ist lokal lipschitzstetig,
punktsymmetrisch, d. h. kaw (€aw) = —Kaw (—Taw ), und k. (0) = 0.

Die erste Eigenschaft garantiert die globale Existenz einer eindeutigen
Losung des Differentialgleichungssystems (6.3). Es gilt

Satz 6.1 (Existenz und Eindeutigkeit der Losung). Das durch (6.3) und
den Anfangszustand @au,(0) = 2 . € R?™T" definierte Anfangswert-

awr
problem besitzt eine eindeutige Losung @aw,ik(t) fir alle t > 0.

Beweis. Der Beweis findet sich in Abschnitt C.3.5. ]

Die zweite Eigenschaft der Funktion k., die Punktsymmetrie, verein-
facht die Systemdarstellung des Regelkreises in Mismatch-Koordinaten.
Wie schon aus Abschnitt 4.4.1 bekannt, ist diese Systemdarstellung sehr
hilfreich fiir den Entwurf des modellbasierten Anti-Windup. Details erlau-
tert der néchste Abschnitt.

6.2 Transformation in Mismatch-Koordinaten

Transformiert man den Anti-Windup-Regelkreis (6.3) mittels der Transfor-
mation (4.9) in die Mismatch-Darstellung (4.10) mit dem Zustandsvektor

Te =& & &L

ergibt sich eine Kaskade aus zwei Teilsystemen (vgl. Abbildung 4.5). Das
erste Teilsystem

és = Asgs + Bs,uyr + Bs,zza
L: fr - Argr + Br,ucsgs + Br,ww7 (64)
Yr = Crgr + Dr,qugs + Dr,ww
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ist linear und entspricht dem unbeschriankten Regelkreis. Der Ausgang vy,
wirkt als Storgrofe auf das zweite Teilsystem

éaw = Asgaw + Bs,u ( Satﬁ(yr + yaw,y) - yr>7
Yawy = kaw(gaw)a (65>
Yawu = ngawa

das auch als Anti-Windup-System bezeichnet wird. Der Vorteil dieser Um-
formung besteht darin, dass sich der Anti-Windup-Entwurf auf den Ent-
wurf eines Zustandsreglers fiir das System (6.5) reduziert. Schwierigkeiten
bereitet die Tatsache, dass die Storgrofe an zwei Stellen der Differential-
gleichung auftaucht.

Losungen fiir dieses Problem wurden in Abschnitt 4.4.2 diskutiert. Hier
wird die zweite Losungsmoglichkeit verfolgt und das Ersatzsystem

. an = Asgaw + Bs,u Sat[—ﬁ+p(t),ﬁ+p(t)] (yaw,y) + BS,uCa
ES™ : Yawy = kaw(gaw)a
Yaw,u = ngaw

mit zeitvarianter Séttigung und den stetigen Funktionen p(t), {(t) ver-
wendet, die den komponentenweisen Abschatzungen

—ou; < p; < 0U;, (6.6a)
|Gil < 2]saten, (Yr,i) — Yr,il (6.6b)

geniigen. Satz 4.3 garantiert die Aquivalenz dieses Ersatzsystems mit dem
Anti-Windup-System (6.5) fiir ein beliebiges o € (0,1) und eine spezielle
— aber komplizierte — Wahl der Funktionen p(t), {(t).

Damit sich ein moglichst einfacher Entwurf ergibt, ist folgende Vorge-
hensweise ratsam. Die Funktion k,, wird so gewahlt, dass sie die Ent-
wurfsanforderungen fiir das Ersatzsystem ES™ und alle stetigen Funktio-
nen p(t), ¢(t), die den Abschitzungen (6.6) geniigen, garantiert. Damit
ist sichergestellt, dass die Funktion k,,, diese Eigenschaften auch fiir das
Anti-Windup-System (6.5) garantiert. Anschaulich kann man sich das in
Abbildung 6.2 gezeigte Blockschaltbild vorstellen. Die Systemdynamik der
schwarzen Blocke ist unbekannt, die stetigen Ausgénge {(t) bzw. p(t) ge-
niigen aber den Abschéitzungen (6.6).

Durch eine geschickte Wahl der Funktion k., ldsst sich der Entwurf
weiter vereinfachen. Die séttigende Zustandsriickfiihrung

Yaw,y = kaw(gaw) — Sataﬁ<_k(£aw))
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Ip:i| < ot
z
ﬂ |Gil < 2saton; (Yr,i) = Yri p
w yr C yaw,u
—————> L :>.:> ES* ————>
unbeschrankter Anti-Windup-
Regelkreis Ersatzsystem

Abbildung 6.2: Fiir den Entwurf des Anti-Windup verwendete Systemdarstel-
lung, wobei die Dynamik der schwarzen Blécke unbekannt ist. Die Ausgénge ¢(t)
und p(t) sind stetige Funktionen, die den Abschitzungen (6.6) geniigen.

sab_u; 1p; (t),1; +pi (1)) (Yawy,i)

A
u; ‘0’.
at; = (1—o)ui- X
>
Yaw,y,i
EEEEEEEEE o —(1—@)1_11:—(){1_11

"""""""""""" —(1+p0)u;

Abbildung 6.3: Zeitvariante Séttigungsfunktion sat;_g,p;t),5;+p; )] Yawy,i)-
Gezeigt sind die Falle p; = ou; in ( ) und p; = —pu; in (s ==). Fiir jedes p;
aus dem Intervall [—pu;, ou;] liegt die Séattigungsfunktion in dem weift schraffier-
ten Bereich. Deshalb ldsst sich die zur Verfiigung stehende Stellgrofse zu jedem
Zeitpunkt durch die Funktion ( ) abschétzen, d. h. durch satag, (Yaw,y,i)-
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U7 160 < 2lsaten, () —
w yl‘ C yaw,u
———> L — ES —————>
unbeschrankter Anti-Windup-
Regelkreis Ersatzsystem

Abbildung 6.4: Eine sittigende Zustandsriickfithrung vereinfacht die System-
struktur. Der Einfluss von p(t) wird eliminiert.

eliminiert den Einfluss von p(t) fiir « = 1 — p. Das folgt aus

Sab[—atp(t) utp(n)] (Yawy) = SA[aip(t),atp(n)] (Sataa (—k(ﬁaw)))
= Sataﬁ (_k(gaw>> .

Fiir « = 1 — p werden die Begrenzungen der zeitvarianten Sattigungsfunk-
tion von Y,y nie iiberschritten, wie Abbildung 6.3 fiir eine Komponente
der Stellgrofke zeigt. Folglich kann die zeitvariante Sattigung in der Sys-
tembeschreibung entfallen. Es ergibt sich das vereinfachte Ersatzsystem

ES - { éaw — Asgaw + Bs,u Sataﬁ(_k(gaw)) + BS,UCa
Yawyu = ngaw

mit einer zeitinvarianten S&ttigungsfunkion. Abbildung 6.4 zeigt das fiir
den Entwurf des Anti-Windup relevante Blockschaltbild. Der grofe Vorteil
dieser Reihenschaltung ist, dass Eigenschaften des Gesamtsystems und da-
mit auch des Anti-Windup-Regelkreises auf Eigenschaften der Teilsysteme
L und ES zuriickgefiihrt werden kénnen. Zunéchst wird die Stabilitat der
Ruhelage '™, = 0 des Anti-Windup-Regelkreises untersucht.

awrk

6.3 Stabilitat des Ursprungs

Eine grundlegende Entwurfsanforderung an modellbasierte Anti-Windup-
Mafnahmen ist eine Stabilitdtsgarantie fiir den Regelkreis (6.3). In diesem
Abschnitt wird die globale und lokale Stabilitdt des Ursprungs, d.h. der
Ruhelage ' = 0, untersucht. Auf die Stabilitit von Ruhelagen, die

awrk

nicht im Ursprung liegen, d.h. '™ . +# 0, geht Abschnitt 6.4 ein.

awrk
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Es ist offensichtlich, dass die Stabilitatsuntersuchungen auch in Mis-
match-Koordinaten &,,s durchgefiihrt werden kénnen, da beide Koordi-
natensysteme iiber die lineare Abbildung (4.9) in Beziechung stehen. Im
Weiteren wird deshalb die Stabilitdt der Ruhelage

&
w =& | =0

(R)
aw

des Mismatch-Systems untersucht. Aufgrund der besonderen Struktur des
Mismatch-Systems lasst sich diese Aufgabe vereinfachen und auf eine Sta-
bilitatsuntersuchung der beiden Teilsysteme L und ES mit den Ruhelagen

(R)
o (8] <o e
zurilickfithren. Dabei liegt auf der Hand, dass gilt

€L(t) — O und €aw(t) — O <~ ng(t) — 0 ~ mawrk(t) — 0

Ebenso impliziert eine Beschrankung der Trajektorien

1€ @) < eL und [|§aw (8)]] < Caw

fiir alle ¢ > 0 mit Konstanten ¢ > 0, caw > 0 eine Beschriankung der Form

HémS(t)H < Cms < HmawrkH < Cawrk

fiir alle ¢ > 0 mit positiven Konstanten cs, Cawrk-

Wie bereits angedeutet erfolgt in den néchsten Abschnitten die Sta-
bilitdtsuntersuchung der beiden Teilsysteme. Zunéchst wird das lineare
Teilsystem L mit der Ruhelage |(_R) = 0 betrachtet.

6.3.1 Stabilitatseigenschaften des linearen Teilsystems

Das Teilsystem L mit der Systemdynamik (6.4) entspricht dem unbe-
schrénkten Regelkreis (2.3) und ist somit nach Annahme 2.2 ein stabiles,
lineares System. Préaziser charakterisiert dies

Lemma 6.1 (Exponentielle Stabilitdt des unbeschrinkten Regelkreises).
Es gelte w = 0, z = 0 und Annahme 2.2 sei erfillt. Fur den unbeschrdank-
ten Regelkreis (6.4) mit der Ruhelage El(_R) = 0 gilt dann Folgendes:
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(I) Es existieren positive Konstanten c., X, so dass die Ungleichung

1€L®)]l2 < [1€L(0)]|2 ce™

fiir beliebige Anfangswerte & (0) und die euklidische Norm || -||2 gilt.

(IT) FEs existieren positive Konstanten c;, A\, so dass die Ungleichung

e (®)ll2 < [1€(0) ]2 cre™
fur den Reglerausgang y, gilt.
Beweis. Der Beweis findet sich in Abschnitt C.3.6. ]

Offensichtlich folgt aus Aussage (I), dass die Ruhelage El(_R) = 0 des
linearen Teilsystems L global asymptotisch stabil ist und die Norm des
Zustandsvektors exponentiell mit der Zeit abnimmt. Eine Ruhelage mit
diesen Eigenschaften wird auch als global exponentiell stabil bezeichnet
[107]. Es bleibt festzuhalten: Das lineare Teilsystem ist, unabhéngig von
dem Anti-Windup, immer exponentiell stabil. Fiir die Stabilitdt der Ruhe-
lage € = 0 des Mismatch-Systems ist somit ausschlaggebend, wie es um
die Stabilitdt des Anti-Windup-Ersatzsystems ES bzw. dessen Ruhelage
(R) — ( bestellt ist. Dies wird nachfolgend diskutiert.

aw

6.3.2 Eigenschaften des Anti-Windup-Ersatzsystems

Das in diesem Abschnitt betrachtete Anti-Windup-Ersatzsystem

ES : { éaw = Asgaw + Bs,u Sataﬁ(_k(gaw)) + BS,uC7
Yawu = ngaw

ist kein autonomes System, da es durch die Stérgrofe ¢(t) # 0 beeinflusst
wird. Deshalb ist der Ursprung £.,, = 0 zunéchst auch keine Ruhelage von
ES. Das andert sich jedoch ab einem Zeitpunkt 0 < t* < oo. Dann gilt
¢(t) = 0 fiir alle t > t*.

Diese Tatsache ist durch die in Abbildung 6.4 gezeigte Reihenschaltung
der Systeme L und ES bedingt und lésst sich wie folgt plausibilisieren. Die
euklidische Norm der Stellgréfte y, des Systems L nimmt nach Aussage
(IT) des Lemmas 6.1 exponentiell mit der Zeit ab. Daraus folgt, dass fiir
jedes o € (0,1) ein Zeitpunkt 0 < t* < oo existieren muss, so dass

sat on (Yr(t)) — ye(t) = 0
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fiir alle t > t* gilt. Aus Abschitzung (6.6b) folgt dann ¢ = O fiir alle ¢ > ¢*
und ES wird nicht mehr durch die Storgrofse beeinflusst.

Das dynamische Verhalten von ES lasst sich somit in zwei Phasen ein-
teilen. In der ersten Phase, d.h. fiir ¢ € [0,t*), wird das System durch ¢
gestort und besitzt die Dynamik

éaw = Asgaw + Bs,u Sataﬁ <_k(£aw)) + Bs,uC(t) (67>

mit dem Anfangszustand £,y (0). In der zweiten Phase, d. h. ab dem Zeit-
punkt t = t* < oo, ist das System ES autonom und wird durch

éaw = As&aw + Bs,u sat,q (—k(ﬁaw)) (6.8)

sowie den Anfangszustand &, (t*) beschrieben. Es besitzt die zu stabili-
sierende Ruhelage &%) = 0.

In der ersten Phase kann die Storgrofse ¢(¢) die Systemdynamik (6.7)
beliebig dominieren, weil der Einfluss des Anti-Windup bzw. des Zustands-
reglers durch die Sattigung begrenzt ist. Durch Satz 6.1 ist jedoch sicher-
gestellt, dass sich der Systemzustand &, (¢) in dem begrenzten Zeitinter-
vall [0,¢*] nicht unendlich weit von dem Anfangszustand &, (0) entfernen
kann. Eine endliche Entweichzeit der Losung ist ausgeschlossen und fiir

ein ausreichend grofses ¢ > 0 gilt
1€aw (B)[| <€ VL €[0,27].

Die Trajektorien sind demnach in der ersten Phase beschrankt. Zu Beginn
der zweiten Phase stellt sich der Zustand &,y (t*) ein. Liegt dieser in dem
Einzugsgebiet G(0) der Ruhelage &%) = 0, so ist sichergestellt, dass

gaw(t) S g(O) YVt > t*, tliglo €(t) =0

gilt. Fiir €, (t*) € G(0) sind die Trajektorien in der zweiten Phase eben-
falls beschréinkt und streben in die Ruhelage. Uber beide Phasen betrachtet
liegt demnach ein stabiles Systemverhalten vor. Befindet sich &, (t*) au-
fserhalb des Einzugsgebietes der Ruhelage, werden die Trajektorien nicht
in die Ruhelage konvergieren. Die entscheidende Bedingung fiir ein stabiles
Systemverhalten ist folglich

Eaw(t") € G(0) V{((t) gemils (6.6b). (6.9)
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Globale Stabilitat

Fiir ein unendlich grofses Einzugsgebiet G(0) = IR™ der Ruhelage ist
die Bedingung (6.9) immer erfiillt. Der einfachste Anti-Windup-Entwurf
besteht deshalb darin, die Funktion k so zu wahlen, dass die Ruhelage
&%) = 0 des autonomen Systems (6.8) global asymptotisch stabil ist. Wie
aus Abschnitt 3.1 bekannt, ist dies prinzipiell nur dann mdéglich, wenn die
Systemmatrix Ay des autonomen Systems ES bzw. der Strecke S Eigen-
werte mit nichtpositiven Realteilen besitzt. In diesen Fallen gilt

Satz 6.2. Gegeben sei das System

éaw — Asgaw + Bs,u Sataﬁ(_k(gaw)) + Bs,uC(t) (610)

mit dem Zustand €.y, € R™ und der Storgrofie {(t). Fir die Stérgrifle
gelte {(t) = 0Vt > t* mit t* < oco. Der Anfangszustand sei ££) € R™.
Wenn die Ruhelage £5) = 0 des autonomen Systems

€aw — Asgaw + Bs,u Sataﬁ(_k(gaw))

global asymptotisch stabil ist, dann existiert ein ¢ > 0, so dass fiir die
Trajektorien von (6.10) gilt

[aw(B)]] < € V£ =0, lim &uy(t) =0,

Beweis. Der Beweis findet sich in Abschnitt C.3.7. ]

Aus der Beschranktheit der Trajektorien &€,y (t) und der Konvergenz in
den Ursprung folgt zusammen mit der exponentiellen Stabilitat des Teil-
systems L die Stabilitdt der Reihenschaltung aus Abbildung 6.4. Somit
impliziert die globale Stabilitdt der Ruhelage &%) = 0 des autonomen Sys-
tems ES die Stabilitdt des Anti-Windup-Regelkreises. Diese erstaunliche
Tatsache préazisiert

Satz 6.3. Gegeben sei der Anti- Windup-Regelkreis aus Abbildung 6.1 mait
der Dynamik (6.3) und dem Anfangszustand @aw(0) = ') | € R2MsTnr

awr

Wenn die Ruhelage £5) = 0 des autonomen Anti- Windup-Ersatzsystems

€aw — Asgaw + Bs,u Sataﬁ(_k(gaw))

global asymptotisch stabil ist, dann existiert ein ¢ > 0, so dass fiir die
Trajektorien des Anti- Windup-Regelkreises gilt

|Tawrk (B)]] < c V>0, lim @awk(t) = 0.
t—o00
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Beweis. Der Beweis findet sich in Abschnitt C.3.8. ]

Fiir die globale Stabilisierung des autonomen Systems (6.8) durch den
Zustandsregler k existiert immer eine einfache Losung, falls die Strecke
S stabil ist. Dann weist die Systemmatrix Ag ausschlieflich Eigenwerte
mit negativem Realteil auf. Deshalb fithrt die Wahl k(&.y) = 0 zu dem
linearen Anti-Windup-Ersatzsystem

¢ ow = Agbaw + Bl
ES . gaw sSaw s, u's
° { Yawu — ngaw-

Fiir ¢ = 0 besitzt es eine global asymptotisch stabile Ruhelage im Ur-
sprung. In der Literatur wird dieser Ansatz als Internal Model Control
Anti- Windup bezeichnet [191]. Der Nachteil besteht in einer niedrigen Re-
gelgiite, da die Systemdynamik der der ungeregelten Strecke entspricht.
Ein stark schwingungsfiahiges Verhalten oder hohe Ausregelzeiten konnen
die Folge sein. Es empfiehlt sich deshalb, die Funktion k nicht identisch null
zu wahlen. Die Kapitel 7 und 8 beschreiben zwei attraktive Moglichkeiten.

Lokale Stabilitat

Wenn die Systemmatrix Ag der Strecke Eigenwerte mit positiven Real-
teilen besitzt und die Stellgrofse beschrankt ist, kann globale Stabilitat
nicht erreicht werden [23, 165, 177|. Fiir die Ruhelage &3 = 0 des au-
tonomen Systems ES lidsst sich deshalb nur ein begrenztes Einzugsgebiet
G(0) C R" realisieren.

Offensichtlich ist die Stabilitdtsbedingung (6.9) mit einem begrenzten
Einzugsgebiet G(0) nicht fiir beliebig grofte Storgrofen ((t) erfiillbar. Nur
fiir ausreichend kleine Stérungen und kleine Anfangszustinde £,y (0) ver-
bleibt der Zustand &,y (t) des Systems ES fir ¢ € [0,t*] in G(0). Die
weiteren Uberlegungen beschrianken sich deshalb auf begrenzte Stérun-
gen. Denkbar ist zum Beispiel eine Amplitudenbegrenzung oder eine Be-
grenzung der Energie des Storsignals. Um die folgenden Stabilitéatssdtze
moglichst allgemein formulieren zu kénnen, wird die Art der Begrenzung
aber zunéachst nicht festgelegt. Ein allgemeines Stabilitatsresultat liefert

Satz 6.4. Gegeben sei das System

éaw — Asgaw + Bs,u Sataﬁ(_k(gaw)) + Bs,uC(t) (611)

mit dem Zustand &.,, € R™ und einem Anfangszustand €2 € X2 C R"s.
Die Storgréfie {(t) sei begrenzt, so dass der Zustand &€, von (6.11) fir alle
t > 0 in einer begrenzten Umgebung G, D X des Ursprungs verbleibt.

aw
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Wenn die Ruhelage ) = 0 des autonomen Systems

éaw — Asgaw + Bs,u SataEL(_k(gaW))

asymptotisch stabil ist mit dem Einzugsgebiet G(0) O G,, dann ezistiert
ein ¢ > 0, so dass fiir die Trajektorien von (6.11) gilt

[aw(B)]] < € V£ =0, lim &uy(t) =0,

Beweis. Wenn der Zustand &, (t) fiir alle ¢ > 0 in einer begrenzten Um-
gebung G, des Ursprungs verbleibt, ist die Normbeschrankung des Zu-
standsvektors ||&aw ()] < ¢ mit ¢ > 0 sichergestellt. Aus der Forderung
G(0) D G, und ((t) =0 fir alle t > t* folgt limy_, o0 Eaw (f) = 0. O

Der Satz macht deutlich, dass die lokale Stabilitdt der Ruhelage €& = 0
des autonomen Anti-Windup-Ersatzsystems nicht ausreicht, um Stabilitét
des gesamten Anti-Windup-Regelkreises fiir beliebige Anfangszustdnde zu
gewahrleisten. Entscheidend fiir ein stabiles Systemverhalten sind

1. der Anfangszustand &2 bzw. die Groke des Gebietes X'

aw’

2. das Ausmals der Storung ¢ und
3. die Grofe des Einzugsgebietes G(0) der Ruhelage £ = 0.

Letzteres hangt entscheidend von der Struktur und Parametrierung des
Zustandsreglers k(€. ) ab, so dass allgemeine Aussagen schwierig sind. Die
Frage nach der Gebietsgrofe X2 lisst sich einfach beantworten. Um das
Kleinsignalverhalten nicht zu storen, gilt fiir den Anfangszustand €2 nach
Abschnitt 4.2 die Festlegung @,y (0) = —€aw(0) = 0. Das Anfangsgebiet
X% entartet somit zu einem Punkt.

Beziiglich der Storgrofe lasst sich eine qualitative Aussage machen, wie
nachfolgend gezeigt wird. Das Ausmaifs der Stérung ¢ ist durch den Aus-
gang vy, des Teilsystems L, der dem Ausgang des Reglers R entspricht,
gegeben. Bekanntlich gilt

Gi| < 2|sat,n, (Yri) — Yril = 2| dzpw, (Yri)| < 2|Yril-

Daraus folgt sofort

€112 < 2|y |2
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Die euklidische Norm der Stérung ist demnach zu jedem Zeitpunkt durch
die euklidische Norm des Reglerausganges y, beschrankt, die wiederum
von der Parametrierung des Reglers R und den Anfangszustidnden

0 0
o[8[
L o (0)

S

abhéngt. Zusammen mit der Aussage (II) des Lemmas 6.1 folgt fiir geeig-
net gewéhlte positive Konstanten c,, A die Abschitzung

x”
xl”

Der entscheidende Punkt ist, dass die Norm der Storung direkt von den
Anfangszustidnden des Regelkreises abhangt. Stabilitdt wird deshalb nur
fiir ein begrenztes Gebiet von Anfangszustidnden

(0) (0)
T x
q:’(O) [ ?0)] E Izns Ny | |: ?O)]
T !

mit cg > 0 nachgewiesen werden. Fiir den Anti-Windup-Regelkreis gilt

Satz 6.5. Gegeben sei der Anti- Windup-Regelkreis aus Abbildung 6.1 mait
der Dynamik (6.3) und dem Anfangszustand @.w(0) = 2\ aus dem
begrenzten Anfangsgebiet X' x 0 mit X' gemaifs (6.12).

Wenn die Trajektorien €. (t) des Anti- Windup-Ersatzsystems

éaw — Aséaw + Bs,u sataﬁ(_k(gaw)) + Bs,uc

fir alle t > 0 wn einer Umgebung G, des Ursprungs verbleiben und die
Ruhelage £ = 0 des autonomen Systems

éaw — Asgaw + Bs,u SataEL(_k(gaW))

asymptotisch stabil ist mit dem Finzugsgebiet G(0) O G, dann existiert
ein ¢ > 0, so dass fir die Trajektorien des Anti- Windup-Regelkreises qilt

ISz < 2[ly:(t)ll2 < 2][€L(0)]|2 cre™ = 2 |

2

< co} (6.12)

|Tawrk (t)]| < c ¥Vt >0, tlim Tawrk(t) = 0.
—00
Beweis. Der Beweis findet sich in Abschnitt C.3.9. O

Der Stabilitatssatz ist bewusst allgemein formuliert, so dass sich un-
terschiedliche Entwurfsverfahren entwickeln lassen. In Kapitel 9 werden
beispielsweise lineare modellbasierte Anti-Windup-Mafsnahmen der Form
k(€aw) = K&, entworfen. Das Gebiet G, lidsst sich dann fiir energiebe-
grenzte Stérungen [[¢||7_ < 0,0 > 0 durch eine Héhenlinie der verwendeten
quadratischen Ljapunov-Funktion charakterisieren.
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6.4 Stabilitat anderer Ruhelagen

Der Regler R ist nach Annahme 2.2 so entworfen, dass Sollwertfolge und
Storunterdriickung im Anti-Windup-Regelkreis garantiert sind, solange die
Stellgrofie nicht sattigt. In diesem Abschnitt wird untersucht, inwieweit ein
modellbasiertes Anti-Windup der Form

$aw — Aswaw + Bs,u Sataﬁ(_k(waw)) + Bs,uéa
AW : Yawu = _Csmawa
Yawy — — Sataﬁ(_k(waw>>

mit o = 1 — p diese Eigenschaften auch im Sattigungsfall garantieren kann.
Dabei spielt der bisher wenig beachtete Parameter o € (0,1) des Anti-
Windup eine wichtige Rolle. Zunéachst werden die von dem geforderten
Sollwert w und auftretenden Storgrofsen z abhingenden Ruhelagen des
unbeschrankten Regelkreises betrachtet.

6.4.1 Ruhelagen des unbeschrankten Regelkreises

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist der unbeschrinkte Regelkreis aus
Abbildung 2.1. Mochte man den Zustand x4 einer Strecke S in eine durch
die Fiihrungsgrofe w vorgegebene Ruhelage (* {iberfiihren und dort hal-
ten, so ist dazu eine stationére Stellgrofe y{™ notig. Gleiches gilt fiir die
Stabilisierung einer beliebigen Ruhelage unter auftretenden konstanten
Storungen z # 0. Das ldsst sich anhand der Systemdynamik (2.3) des
unbeschrankten Regelkreises

:bub - Aubmub + Bubr

mit den zusammengesetzten Zustands- und Eingangsvektoren

T, = [wT

I ab xT ]’ ,’,,T: |:wT zT]

r,ub
leicht zeigen. Fiir konstante Eingangsgréfien

ro = [w 2]

ergeben sich die Ruhelagen wﬁ? des unbeschrankten Regelkreises aus der

bekannten Gleichung

, — N — (R)
Lub = 0= Aubwub + BubrO-
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Auflésen nach dem Zustand ist wegen det(Ay,) # 0 moglich und fiihrt zu
z) = — A Byro. (6.13)

Befindet sich der Systemzustand in dieser Ruhelage, gilt fiir den Strecken-
ausgang ys = wq, da der Regler nach Annahme 2.2 Sollwertfolge und
Storunterdriickung garantiert. Um den Zustand des Regelkreises in der
Ruhelage zu halten, muss eine konstante Stellgrofse auf die Strecke wirken.
Diese Stellgrofie entspricht im unbeschrankten Regelkreis dem Regleraus-
gang y,. Geméak (6.2) ergibt sich mit den Matrizen

Cub - [Dr,qu Cr] ) Dub - [Dr,w O] (614>
der Reglerausgang zu
Yr.ub = Cubmub + Dubr-

Die benétigte stationdre Stellgrofse hiangt von dem geforderten Sollwert
wp und der auftretenden Storgrofe zg ab. Einsetzen von (6.13) liefert

yfgb = — (CubALTbl Bub - Dub) To. (615)
Diese stationdre Stellgrofe kann in unbeschrédnkten Regelkreisen im-
mer realisiert werden. Fiir die im Weiteren betrachteten Anti-Windup-
Regelkreise mit realem Aktor schrénkt (6.15) die Menge der stabilisierba-
ren Ruhelagen ein. Details erldutert der nédchste Abschnitt.

6.4.2 Zulassige Ruhelagen

Der Anti-Windup-Regelkreis weist durch die zuséatzlichen Zustidnde des
Anti-Windup eine hohere Systemordnung auf als der unbeschriankte Re-
gelkreis. Folglich ist der Zustandsvektor

m-ia—,wrk = [$

T T T
s Ly waw}

zu betrachten. Wie in Abschnitt 4.2 erlautert, ist das Ziel der Anti-Wind-
up-Mafnahmen die Riickgewinnung des unbeschrankten Verhaltens. Die
Zustande von Strecke und Regler des Anti-Windup-Regelkreises sollen
deshalb moglichst dicht an den Zustdnden von Strecke und Regler des
unbeschrénkten Regelkreises liegen. In einer Ruhelage diirfen keine Abwei-
chungen vorhanden sein. Eine Ruhelage des unbeschriankten Regelkreises
entspricht deshalb im Anti-Windup-Regelkreis der Ruhelage

(R) _ p(R) (R) _ (R) (R) _
T =Ty Ty =Ty Taw = 0. (6.16)
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Fir () = 0 sind die Ausgidnge des Anti-Windup ebenfalls null und der
Regelkreis wird nicht mehr durch die Anti-Windup-Mafsnahme beeinflusst.

Die auf die Strecke S wirkende Stellgrofse des Anti-Windup-Regelkreises
ist durch den Aktorausgang

Yo = saty(u,) = sata(Yr + Yawy)

(R)

awy — 0 und somit

gegeben. Aus (&) = 0 folgt y

Yy, = sata(y").

Offensichtlich wird im Anti-Windup-Regelkreis die gleiche stationédre Stell-
grofe y™ wie im unbeschrinkten Regelkreis benotigt, um den System-
zustand in der Ruhelage (6.16) zu halten. Wenn die stationédr benétigte
Stellgrofse die maximal vom Aktor realisierbare Stellgrofse iiberschreitet, ist
dies jedoch physikalisch unmoglich. Die weiteren Betrachtungen beschran-
ken sich deshalb auf Ruhelagen, die eine realisierbare stationare Stellgrofe
aufweisen und somit geméls folgender Definition zuldssig sind.

Definition 6.2 (Zuldssige Ruhelage). Eine Ruhelage (6.16) des Anti-
Windup-Regelkreises mit den Komponenten

x (R) —~1 (R)
xR =Ly — _Aub BUbr()? Law —
r

heifst zuldssig, wenn die stationdr bendctigte Stellgrofse

R) _ ,,(R) __ (R)
yl(“ )= yr,ub - CUbwub + DUbrO

folgende Bedingung erfiillt
| <t Vi=1,...,m.

Im néchsten Abschnitt wird gezeigt, dass die Stabilisierung bestimmter
zuldssiger Ruhelagen durch das Anti-Windup méglich ist, wenn der Anti-
Windup-Parameter a € (0, 1) einer einfachen Bedingung geniigt.

6.4.3 Eine zusatzliche Entwurfsbedingung

Um die Entwurfsbedingung fiir den Anti-Windup-Parameter a herzulei-
ten, ist erneut die Transformation (4.9) des Anti-Windup-Regelkreises in
die Mismatch-Darstellung hilfreich. Abbildung 6.5 zeigt das fiir den Anti-
Windup-Entwurf mafsgebliche Blockschaltbild. Der lineare Regelkreis L
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weist die gleiche Dynamik wie (2.3) auf. Somit ist nach Annahme 2.2
Stabilitdt, Sollwertfolge und Stérkompensation gesichert und die global
exponentiell stabile Ruhelage

) _ [59"]

L= |em

Problem: Storung verschwindet nicht

stellt sich fur ¢ — oo ein.

Der Unterschied zu den Betrachtungen in Abschnitt 6.3 liegt darin, dass
y, nicht mehr in jedem Fall gegen null 1duft, sondern gegen die stationére
Stellgrofe (6.15). Es gilt

Lemma 6.2. Gegeben sei der stabile, unbeschrinkte, lineare Regelkreis

éL = AubéL + Bubra €L(0) - €|(_0) S Rns+nr7 (617&)
Yr = C’ubgL + Dypr. (617b)

Beziiglich der Parametrierung gelte Annahme 2.2. Der Eingangsvektor r(t)
sei konstant, d. h. r(t) = ro. Dann betragt die stationdre Stellgrifle

Y = tli)rgo y(t) = — (CubAJQBub — Dub) 0 (6.18)

und es existieren positive Konstanten c, A, so dass gilt
y:(8) — 9™, < ce M, (6.19)
Beweis. Der Beweis findet sich in Abschnitt C.3.10. ]

Die Konvergenz von vy, gegen eine stationdre Stellgrofe y{™ = 0 hat
Konsequenzen fiir die auf das zweite Teilsystem ES wirkende Storgrofe (.
Insbesondere ist nicht mehr garantiert, dass die Storung ¢ verschwindet.
Das folgt aus dem obigen Lemma sowie der Abschétzung

G ()] < [ satgn, (yri(t) — yri(t)] (6.20)

und lasst sich wie folgt plausibilisieren. Wenn beispielsweise die stationére
Stellgréfenkomponente yﬁ) grofler als der Sattigungslevel pu; ist, dann
gilt fiir die i-te Komponente der Stérung die Abschéatzung

- , s ®)
Jim [G(1)] < |om; — 47| > 0.

Die i-te Komponente von ¢ kann demnach auch fiir ¢ — oo von null ver-
schiedene Werte annehmen. Somit wirkt eine Storung ¢ # 0 auf das Er-
satzsystem und verschiebt die Ruhelage aus dem Ursprung.
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ﬂzzzo 1Ci| < 2| saton, (Yr,i) — Ui

w=w Yr C yavv,u
|:0> L .:> ES ——————>

£:(0) &(0) £aw(0) =0
unbeschrankter Anti-Windup-
Regelkreis Ersatzsystem

Abbildung 6.5: Mismatch-Darstellung des Anti-Windup-Regelkreises beste-
hend aus dem unbeschréinkten Regelkreis und dem Anti-Windup-Ersatzsystem.

Losung: Anpassen des Anti-Windup-Parameters

Der Ausweg besteht darin, den Parameter &« = 1 — p des Systems ES so
zu wahlen, dass fiir ein 0 < t* < oo gilt

Ct)=0 V>t (6.21)

Das lésst sich durch eine geeignete Wahl von p erfiillen, wie im Folgenden
gezeigt wird. Aus (6.21) und der Abschétzung (6.20) entsteht die Forde-
rung nach der Existenz eines g € (0, 1), so dass gilt

saton, (yri(t)) — yri(t) =0 VE>¢">0, Vi=1,...,m
Das ist gleichbedeutend mit der Forderung
—ou; < yr,i(t) < ou; Ve >t > 0, Vi=1,....m

Im Weiteren wird diese Bedingung geschickt umgeformt. Zunéchst fiihrt
eine Addition von null zu

—ot; < yr(t) —yly + oyl <oy VE>T>0, Vi=1,...,m
und nach einer Betragsbildung ergibt sich
i) — 4™ +y® | < on; VE2 >0, Yi=1,...,m

Unter Inkaufnahme von Konservativitét ist diese Bedingung erfiillt, wenn
der nach oben abgeschétzte Betrag kleiner als der Sattigungslevel ist, d. h.

e (8) = 9+ ylD ] < i (®) — 4| + [yl < oy (6.22)
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Da jede Komponente y, ;(¢) nach Lemma 6.2 fiir ¢ — oo exponentiell gegen
die Komponente ¢! der stationiiren Stellgrofe konvergiert, existiert fiir
jedes beliebig kleine € > 0 ein Zeitpunkt 0 < t* < 00, so dass

() —y | <& VE> T, Vi=1,...,m
gilt. Die Kombination mit (6.22) fiihrt zu der Bedingung
Y| +E<on; Vi=1,...,m,

die fiir ein beliebig kleines € > 0, ein p € (0, 1) und die zu den interessieren-
den zuléssigen Ruhelagen gehdrenden stationdren Stellgrofien y{™ gelten
muss. Auflésen nach p liefert schliefslich

(R)
{ |0 }
1> o > max — 7,
i€{1,...,m} u;

was mit der Beziehung o = 1 — p zu der folgenden Vorschrift fiir die Wahl
von « fithrt. Der Anti-Windup-Parameter o wird aus dem Intervall (0, &)
gewahlt, mit der oberen Intervallgrenze
A&=1— ma ()51
e e[ e)
Diese Wahl garantiert, dass ¢ ab einem Zeitpunkt 0 < t* < oo identisch

null ist und somit die Ruhelage des Systems ES im Ursprung liegt. Das
folgende Lemma fasst das Ergebnis dieses Abschnitts zusammen.

Lemma 6.3. Gegeben sei das Anti- Windup-FErsatzsystem

ES - { éaw - Asgaw + Bs,u Sataﬁ(_k(gaw» + Bs,uCa
Yawu = ngaw

mit der Storgrofie ¢, die der komponentenweisen Abschétzung (6.6b) ge-
niugt. Des Weiteren set :cgjv)rk eine gemafl Definition 6.2 zuldssige Ruhela-
ge des Anti- Windup-Regelkreises (6.3) mit einer zugehdrigen stationdren
Stellgrofie yi™ . Wenn der Anti- Windup-Parameter o aus dem offenen In-
tervall (0, &) mit

. (R)| ~—1

a=1— ma

emax Alwd | w )

gewdhlt wird, dann existiert ein Zeitpunkt 0 < t* < oo, so dass {(t) = 0
fir alle t > t*. Ab diesem Zeitpunkt ist &5 = 0 eine Ruhelage von ES.
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Anmerkung 6.1. Um die Einflussmoglichkeit der Zustandsriickfithrung
sataﬁ(—k(faw)) auf die Systemdynamik von ES nicht zu stark einzu-
schrianken, empfiehlt es sich, o moglichst groft zu wahlen.

Wie der Anti-Windup-Parameter o zu wéhlen ist, damit die Stérung ¢
verschwindet, hat dieser Abschnitt geklart. Das Ergebnis kann nun genutzt
werden, um zwei Stabilitdtssidtze zu beweisen.

Stabilitatssatze

Satz 6.3 gibt Bedingungen fiir die globale Stabilitdt der im Ursprung ge-
legenen Ruhelage des Anti—Windup—Regelkreises an. Mit Lemma 6.3 lasst
sich dieses Ergebnis auf zulissige Ruhelagen x awrk = 0 erweitern.

Satz 6.6. Gegeben sei der Anti-Windup-Regelkreis (6.3) aus Abbildung
6.1 mit der Stellbegrenzung w = [Uy...Un]|" und dem Anfangszustand
Tavrk (0) = 2\ € R?*"sT7: . Des Weiteren sei x'0, eine gemdif§ Defi-
nition 6.2 zulissige Ruhelage des Anti- Windup-Regelkreises mit einer zu-
gehérigen stationdren Stellgrofie y™. Wenn der Anti- Windup-Parameter

a aus dem offenen Intervall (0, &) mit

=1 e A [

(R)

gewdhlt wird und die Ruhelage = 0 des autonomen Anti- Windup-

Ersatzsystems

éaw — Asgaw + Bs,u SataEL(_k(gaW))

global asymptotisch stabil ist, dann existiert ein ¢ > 0, so dass fiir die
Trajektorien des Anti- Windup-Regelkreises gilt

Hazawrk(t) awrkH <cVt>0, hm Tovwrk (1) = L0 1.

Ist globale Stabilitdt des Anti-Windup-Regelkreises aufter Reichweite,

werden lokale Ergebnisse benotigt. Hinreichende Stabilitdtsbedingungen

fiir zulassige Ruhelagen :chrk # 0 liefert

Satz 6.7. Gegeben sei der Anti-Windup-Regelkreis (6.3) aus Abbildung
6.1 mit der Stellbegrenzung w = [Uy...Uy|" und dem Anfangszustand
Tavrk (0) = 2L . € XV x 0. Des Weiteren sei x . eine gemdfl Defi-
nition 6.2 zuldssige Ruhelage des Anti- Windup-Regelkreises mit einer zu-

gehérigen stationdren Stellgrofie y™. Wenn der Anti- Windup-Parameter
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a aus dem offenen Intervall (0, &) mit

a=1-— e{nlaax {‘yﬁ ‘u }

gewdhlt wird, die Trajektorien €.y (t) des Anti- Windup-Ersatzsystems

éaw — Aséaw + Bs,u sataﬁ(_k(gaw)) + Bs,uc

fiur alle t > 0 wn einer Umgebung G, des Ursprungs verbleiben und die
Ruhelage &) = 0 des autonomen Systems

éaw — Asgaw + Bs,u Sataﬂ(_k(gaw))

asymptotisch stabil ist mit dem Einzugsgebiet G(0) O G,, dann ezistiert
ein ¢ > 0, so dass fiir die Trajektorien des Anti- Windup-Regelkreises

(R)

awrk

| Tawrk (t) — ®ioi|| < € VE >0, hm Tawrk(t) = @

gilt.

6.5 Zusammenfassung und Fazit

In diesem Kapitel wurden grundlegende Stabilitdtsaussagen fiir verschie-
dene Ruhelagen des Anti-Windup-Regelkreises hergeleitet. Dabei erfolgte
eine Unterscheidung zwischen globaler und lokaler Stabilitat. Als beson-
ders wichtiges Ergebnis bleibt festzuhalten, dass sich im Fall stabiler Stre-
cken immer globale Stabilitdt der Ruhelage des Anti-Windup-Regelkreises
erreichen lasst. Dafiir ist die Ruhelage eines linearen Modells der Strecke
mit einem sattigenden Zustandsregler global asymptotisch zu stabilisieren.

Die angegebenen Stabilitétssétze stellen ein wichtiges Werkzeug fiir den
Entwurf modellbasierter Anti-Windup-Mafnahmen dar und werden in den
nachsten Kapiteln verwendet. In Kapitel 7 und 8 kommen die globalen
Stabilitatssitze fiir ein lineares und ein nichtlineares modellbasiertes Anti-
Windup zum Einsatz. Kapitel 9 nutzt die lokalen Stabilitdtsergebnisse fiir
den Entwurf eines linearen modellbasierten Anti-Windup.
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In diesem Kapitel wird ein neues Entwurfsverfahren fiir lineares, modell-
basiertes Anti-Windup vorgestellt. Der Fokus liegt dabei auf einer hohen
lokalen Regelgiite und globaler Stabilitdt. Das Entwurfsverfahren erwei-
tert die bereits in [148| veroffentlichte Grundidee und basiert auf den in
Kapitel 6 vorgestellten Stabilitatssatzen.

7.1 Problembeschreibung

Im Folgenden wird ein Spezialfall des in Abschnitt 6.1 beschriebenen Anti-
Windup betrachtet, das eine besonders einfache Struktur aufweist. Die
Zustandsriickfiihrung k.., des modellbasierten Anti-Windup

$aw - Aswaw + Bs,ukaw(waw) + Bs,uéa
AW : Yawu = _Cswavva
Yaw,y = _kaw(waw>

besitzt die Gestalt eines linearen Sattigungsreglers, d. h.
Eow(Taw) = sataﬁ<—KmaW). (7.1)

Das so entstehende Anti-Windup wird als lineares modellbasiertes Anti-
Windup bezeichnet. Offensichtlich weist (7.1) die in Annahme 6.1 voraus-
gesetzten Eigenschaften auf, so dass alle Satze aus Kapitel 6 Giiltigkeit
besitzen. Der Anti-Windup-Entwurf reduziert sich auf die Parametrierung
der Matrix K € R™*" und die Wahl des Skalars « € (0, 1).

Eine vergleichbare Aufgabenstellung liegt den Arbeiten [55, 80, 173, 174,
182, 191, 209, 211] zugrunde, die den Entwurf der linearen Zustandsriick-
fiihrung als Optimierungsproblem formulieren. Dabei tritt ein Zielkonflikt
zwischen einer hohen Regelgiite, einem grofen Stabilitdtsgebiet und der
Konvexitat des Optimierungsproblems auf, wie Abbildung 7.1 illustriert.
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—> Stabilitatsgebiet +——

konvexe B
[ Optimierung ] 'l Regelgiite ]

Abbildung 7.1: Zielkonflikt zwischen einem méoglichst grofsen Stabilititsgebiet,
einer hohen Regelgiite und der Konvexitat des Optimierungsproblems beim Ent-
wurf von linearen Anti-Windup-Mafinahmen.

Der Grund fiir den Zielkonflikt ist, dass konvexe Optimierungsproble-
me fiir lineares modellbasiertes Anti-Windup auf quadratischen Ljapunov-
Funktionen basieren. Vor allem wenn eine stabile Strecke S vorliegt und
globale Stabilitat des Anti-Windup-Regelkreises beim Entwurf garantiert
werden soll, ist dieser Ansatz konservativ. Das bedeutet, viele Matrizen
K, die globale Stabilitdt und eine hohe Regelgiite garantieren, sind nicht
Teil der zuldssigen Menge! des Optimierungsproblems.

Fiir viele dieser Anti-Windup-Matrizen lasst sich trotzdem die globale
Stabilitdt der Ruhelage des Regelkreises beweisen. So wurden Verfahren
zur Analyse der Stabilitdt von Regelkreisen entwickelt, die auf komplexe-
ren Ljapunov-Funktionen basieren, wie das Popov-Kriterium, das Krite-
rium der nichtaxialen Kreise [141, 166, 167| oder zahlreiche andere Ver-
fahren [75, 94, 99, 100, 119, 154, 192, 193]. Mit dem Stabilitdtssatz von
Lee aus [119] wurde beispielsweise in Kapitel 5 der Stabilitdtsnachweis fiir
das hydraulische Positioniersystem erbracht. Mit quadratischen Ljapunov-
Funktionen gelingt dies nicht.

Trotzdem basieren alle bekannten Entwurfsverfahren fiir lineares mo-
dellbasiertes Anti-Windup [55, 80, 173, 174, 191, 208, 211], die globale
Stabilitat garantieren, auf quadratischen Ljapunov-Funktionen. Die siche-
re Losbarkeit des konvexen Optimierungsproblems wird gegeniiber einer
hoheren lokalen Regelgiite priorisiert?. Der zu zahlende Preis ist eine in
vielen Fallen starke Abweichung des Anti-Windup-Regelkreises von dem
unbeschrénkten Verhalten, wie auch in [191] erldutert wird.

IDie Menge aller K, die samtliche Nebenbedingungen des Optimierungsproblems er-
fiillen, bezeichnet man als zuldssige Menge (siche Anhang B).

2Diese Aussage trifft, bis auf eine Ausnahme, auch auf das allgemeine lineare Anti-
Windup aus Abschnitt 4.3 zu. In [187] wird auf Kosten der Konvexitit des Optimie-
rungsproblems ein Entwurfsverfahren vorgestellt, das globale Stabilitdt sowie eine
hohe Regelgiite garantiert und auf der Stabilitatstheorie [99, 100] basiert.
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Um eine hohere Regelgiite zu erzielen und die Konvexitat des Optimie-
rungsproblems zu erhalten, wird in [55, 95, 175, 182, 191, 211] die Forde-
rung nach globaler Stabilitat fallen gelassen. Mit lokalen Giitekriterien, wie
zum Beispiel der Lo-Kleinsignalverstarkung, kann dann eine hohe lokale
Regelgiite erzielt werden. Nachteilig ist, dass die Ruhelage des Regelkreises
nur lokal stabil und die Abschétzung eines Einzugsgebietes aufgrund der
entkoppelten Struktur des Mismatch-Systems schwierig ist.

Die beschriebenen Vorgehensweisen garantieren somit entweder globale
Stabilitdt auf Kosten der Regelgiite oder eine hohe Regelgiite mit lokaler
Stabilitdtsgarantie. Das Ziel dieses Kapitels ist die Entwicklung einer Ent-
wurfsmethodik, die eine hohe lokale Regelgiite und globale Stabilitdat des
Anti-Windup-Regelkreises garantiert. Der zu zahlende Preis ist ein Opti-
mierungsproblem, das nicht konvex ist, fiir dessen lokale Losung aber ein
einfach anzuwendender Algorithmus angegeben wird.

7.2 Entwurfsbedingungen

In diesem Abschnitt werden zunédchst Bedingungen an die Matrix K und
den Parameter o hergeleitet, die globale Stabilitdt und eine hohe loka-
le Regelgiite des Anti-Windup-Regelkreises garantieren. Anschliefsend er-
folgt die Formulierung des Entwurfs als Optimierungsproblem. Fiir eine
kompaktere Notation wird der in diesem Kapitel verwendete Begriff Anti-
Windup-Regelkreis in der folgenden Anmerkung detailliert beschrieben.

Anmerkung 7.1 (Anti-Windup-Regelkreis). Der Anti-Windup-Regelkreis

besteht aus der Strecke S, dem Regler R und einem linearen modellbasier-
ten Anti-Windup

Taw = AsTaw + Bs,u Sataﬁ(_Kwaw) + Bs,u(sa
AW : ¢ Yawu = —CsTay, (7.2)
Yawyy = — Sataﬁ(_Kwaw)-
Die Stellbegrenzung des Aktors ist durch u = [ty ... Q,,]" charakterisiert.

Die Verschaltung der Teilsysteme geméfs Abbildung 6.1 fiihrt mit dem

Zustandsvektor ] . = [x] x] x],] zu der Systemdynamik

a.gavvrk — Amawrk + Bu Satﬁ(uawrk) + sz + BZ’UJ,
Uawrk = Crwr + Dr,qu(ws + waw) - Sataﬁ(_Kwaw> + Dr,ww

des Anti-Windup-Regelkreises. Dabei ist w die Sollgrofe und z die auf die
Strecke wirkende Storgrofse. Die Systemmatrizen A, By, By, und B, sind
in Abschnitt A.3.2 des Anhangs gegeben.
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7.2.1 Bedingungen fiir globale Stabilitat

Bedingungen fiir die Stabilitdt des Anti-Windup-Regelkreises wurden in
Kapitel 6 in einem allgemeineren Rahmen ausfiihrlich diskutiert. Entschei-
dend dabei war die Darstellung des Regelkreises in Mismatch-Koordinaten
und das geschickte Ausnutzen der Kaskadenstruktur.

Ubertragen auf den hier betrachteten Spezialfall lautet die wesentliche
Stabilitdtsbedingung wie folgt. Die globale Stabilitit zulassiger Ruhelagen
(vgl. Definition 6.2) des Anti-Windup-Regelkreises héngt nach Satz 6.6
davon ab, ob die Ruhelage £{% = 0 des autonomen Ersatzsystems

éaw — Asgaw + Bs u Sataﬁ <_K£aw>a
ES : ’ 7.3
{ Yaw,u = ngaw ( )

global asymptotisch stabil ist. Details prazisiert das unmittelbar aus dem
Satz 6.6 folgende

Lemma 7.1. Gegeben sei der Anti- Windup-Regelkreis gemdfs Anmerkung
7.1. Des Weiteren sei @awrk(0) = .’Bgi)vrk € R?™+™ der Anfangszustand
und a:awrk eine gemdj$ Definition 6.2 zuldssige Ruhelage des Anti- Windup-
Regelkreises mit einer zugehdérigen stationdren Stellgrofie y™. Wenn der
Anti- Windup-Parameter o aus dem offenen Intervall (0, &) mit

N ( 1

a=1- max {|y7]u}

gewdhlt wird und die Ruhelage &5 = 0 des autonomen Ersatzsystems

gaw = Asgaw + Bs,u sataﬁ(_Kgaw)

global asymptotisch stabil ist, dann existiert ein ¢ > 0, so dass fiir die
Trajektorien des Anti- Windup-Regelkreises gilt

Hmawrk(t> (R) H <cVt> 0 hm wawrk@) w(R)

awrk awrk”

Beweis. Das Lemma folgt direkt aus Satz 6.6. ]

Fiir den Entwurf ist folglich nur das Anti-Windup-Ersatzsystem (7.3) zu
betrachten. Gelingt es, durch eine geeignete Wahl von K, den Ursprung
dieses Systems mit der zur Verfiigung stehenden Stellgréﬁe aﬁ global zu
stabilisieren, dann ist auch die Stabilitdt der Ruhelage aza ' . des Anti-
Windup-Regelkreises gewahrleistet. Entscheidend ist deshalb, moglichst
alle stabilisierenden Matrizen K durch entsprechende Nebenbedingungen
zu charakterisieren. Die Auswahl erfolgt danach durch die Wahl eines Gii-
tekriteriums und das Losen eines Optimierungsproblems.



7.2 Entwurfsbedingungen 125

Charakterisierung stabilisierender Matrizen

Wie in Abschnitt 7.1 erwdhnt, nutzen viele Entwurfsverfahren quadrati-
sche Ljapunov-Funktionen, um eine Menge stabilisierender Matrizen K zu
charakterisieren. Das ist jedoch konservativ, denn es werden viele Matrizen
K ausgeschlossen, obwohl sie zu einem stabilen Regelkreis fiihren.

Das hier vorgestellte neue Entwurfsverfahren basiert auf dem weni-
ger konservativen Stabilitdtssatz von Lee [119], der nichtquadratische
Ljapunov-Funktionen verwendet. Fiir die Charakterisierung der stabilisie-
renden Matrizen K wird erneut die Menge M (m) aller Diagonalmatrizen
benotigt, deren Diagonalelemente entweder null oder eins sind, d. h.

M(m) := {diag(v1,...,vom) € *"| v; € {0,1}}. (7.4)

Um eine kompakte Notation zu erreichen werden im Folgenden vier Ma-
trizen A, € ]R(”"'m)x(”"'m), B, ¢ ]R(”"'m)xm, C, ¢ R4mx(nt+m) ynd
D, € R*™*™ bendtigt. Diese sind durch

-As Bs,u o 0
A, = 0 o0 |’ B. = Lk
;(%1 KOB 8 (7.5)
C.=1 " 1| P-= o
0 0 1

gegeben. Nun lasst sich das nachfolgende Lemma formulieren.

Lemma 7.2 (Globale Stabilitdt des Anti-Windup-Regelkreises). Gege-

ben sei der Anti- Windup-Regelkreis gemdfs Anmerkung 7.1. Des Weite-

ren $ei Tawk(0) = x' € R*™=T" der Anfangszustand und x'),  ei-

ne gemafl Definition 6.2 zuldssige Ruhelage des Anti- Windup-Regelkreises
mit einer zugehdrigen stationdren Stellgrifse yi™ . Wenn der Anti- Windup-

Parameter a aus dem offenen Intervall (0, &) mit

a=1- max A{[y7|%"}

gewdhlt wird und zwei symmetrische, positiv definite Matrizen R, € S™ ™,
® € S*™ existieren, so dass die Matrizungleichungen

AR, + lcreC, 0
Hel'prec, B'R, lDrep.| =%
I | .
[]I Mi]('-) Mi_iOVz—l,...,él , M; € M(m)
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mit der Menge M(m) gemdfS (7.4) sowie den Abkirzungen (7.5) erfillt
sind, dann existiert ein ¢ > 0, so dass fir die Trajektorien des Anti-
Windup-Regelkreises gilt

(R) ~ _ (R
Hmawrk(t> o waljvrkH <cVt=> O’ tliglo wawrk@) - walj:vrk‘

Beweis. Die angegebenen Matrixungleichungen garantieren, dass die Ru-
helage €& = 0 des Anti-Windup-Ersatzsystems (7.3) global asymptotisch

aw
stabil ist. Der Beweis basiert auf einer Ljapunov-Funktion der Form

V(§)=¢RE, R+ 0,

mit dem erweiterten Zustandsvektor &7 = [£] . satg(Cs€aw)']- Er findet
sich in [119] (vgl. Beweis von Lemma 5.1). Aus Lemma 7.1 folgt die Sta-
bilitdt der Ruhelage des Anti-Windup-Regelkreises. ]

Nachdem eine Menge an stabilisierenden Matrizen K mit einer weniger
konservativen nichtquadratischen Ljapunov-Funktion charakterisiert ist,
erfolgt im néchsten Abschnitt die Wahl des Giitekriteriums.

7.2.2 Bedingungen fiir Regelgiite

Die Regelgiite fiir ein gegebenes K wird mittels der Lo-Verstiarkung des
Anti-Windup-Ersatzsystems

ES : { iaw _ éﬁw +Brusaten(~Kew) ¥ Bunt (g

vom Storeingang ¢ zum Ausgang Yawu bewertet, der die Abweichung vom
unbeschrankten Verhalten darstellt.

Wie in Kapitel 5 diskutiert, lasst sich fiir kleine Storungen eine prézise-
re Aussage iiber die Regelgiite treffen, wenn die Lo-Kleinsignalverstarkung
betrachtet wird. In Abschnitt 5.3.3 wurde dazu die lokale Sektorzugeho-
rigkeit der Totzone ausgenutzt. Um diese Ergebnisse auch hier verwenden
zu konnen, ist eine Umformung des Ersatzsystems notwendig. Aufgrund
des Zusammenhangs

sataﬁ<—KEaW) + dzaﬁ(_Egaw) = —L(an

ergibt sich aus (7.6) das dquivalente Anti-Windup-Ersatzsystem

éaw = (As _ Bs,uK)éaW + Bs,u dzaﬁ (Kéaw) + Bs,uCa

7.7
Yawu = ngaw ( )
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mit einer Totzone, die global im Sektor S(0,1) liegt.

Fiir ausreichend kleine Werte des Totzonenarguments u = K§&, liegt
die Totzone in einem schmaleren Sektor S(0, ®) mit ® = diag(¢1,. .., dm)
und erfiillt die lokale Sektorbedingung aus Lemma 5.4, wie Abbildung 5.6
illustriert. Fiir einen Sektor S(0, ®) lassen sich diese Signale w(t) in der
Signalklasse

Oél_li
L= o
Vi=1,...,m, wzo} (7.8)

zusammenfassen. Eine Abschétzung der Lo-Verstarkung des Systems (7.7),
die auf der lokalen Sektorbedingung basiert, ist deshalb nur fiir die Ein-
gangssignale ¢ giiltig, die zu Signalen u € W(®) fiihren. Kompakt lassen
sich diese Eingangssignale in der Signalklasse

V(@) ={¢: Ry = R"| a(t) e W(®) Vi <0} (7.9)

zusammenfassen. Fiir die Eingangssignalklasse Y (®) kann die Lo-Kleinsig-
nalverstarkung des Ersatzsystems geméfs Definition 5.3 abgeschitzt wer-
den. Details erlautert

Lemma 7.3 (Lo-Kleinsignalverstiarkung). Gegeben sei eine positiv de-
finite Diagonalmatric ® = diag(¢1,...,¢m) und das Anti- Windup-
Ersatzsystem (7.7) mit &aw € R™ sowie ¢, Yawu € R™ und K € R™*".
Wenn eine quadratische Matrix Q € R™ ™ wund eine Diagonalmatrix
¥ c R™*™ mit den Eigenschaften

Q -0, W¥=diag(,...,%m) =0

sowie ein positiver Skalar 7y, existieren, so dass die Matrixungleichung

(A.Q-B,,KQ 0 0 0
B! +®dKQ -9 0 0
H S,u - Nl
e B, 0 1yl 0 <0 (7.10)
C.Q 0 0 —%%,11

erfillt ist, dann ist die Ruhelage £€2) = 0 des Systems (7.7) fir ¢ = 0
lokal asymptotisch stabil. Des Weiteren ist die Lo-Kleinsignalverstirkung
des Systems vom Eingang ¢ zum Ausgang Yawu flr Signale mit endlicher
Lo-Norm aus der Signalklasse Y (®) kleiner gleich 7y,.
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Beweis. Der Beweis findet sich in Abschnitt C.3.11. ]

Fiir eine gegebene Eingangssignalklasse Y (®) lasst sich mithilfe des an-
gegebenen Lemmas die Lo-Kleinsignalverstirkung des Systems (7.7) ab-
schétzen. Ein Sektor (0, ®) mit ® = I schliett die Totzone komplett
ein. Dann garantiert das Lemma globale Stabilitit des Systems (7.7) und
7y ist eine obere Schranke fiir die Lo-Verstirkung. Eine Kombination des
Stabilitdtslemmas und Lemma 7.3 fiihrt zu dem folgenden Satz, der die
Entwurfsbedingungen fiir die Anti-Windup-Matrix K angibt.

Satz 7.1 (Entwurfsbedingungen). Gegeben sei eine positiv definite Diago-
nalmatric ® = diag(o1, ..., ¢m) und der Anti- Windup-Regelkreis gemdfs
Anmerkung 7.1. Des Weiteren sei Tawrk(0) = ')\ € R*™=T" der An-
fangszustand und azawrk eine gemdafs Definition 6.2 zuldssige Ruhelage des
Regelkreises mit einer zugehdorigen stationdren Stellgrofie y™. Der Anti-
Windup-Parameter o sei aus dem offenen Intervall (0, &) mat
a&=1- max T 7.11

ic{1,...,m} {‘y” i) (7.11)
gewdhlt. Wenn drei symmetrische, positiv definite Matrizen R, € S™t™,
® c S, Q €S, eine Diagonalmatriz

U = diag(v1,...,%m) =0

und ein positiver Skalar vy, existieren, so dass die Matrizungleichungen

AR, + 3;CTOC, 0 ]
He T T 1 T < 0,
D! @C +B R, 1DIOD,
-
~ -
I M;]|6 M| > 0,
(A Q-B.,KQ 0 0 0 |
UB' +®KQ -V 0 0
H 5,u = 0
© B;,u 0 _%f}/y]l 0 B
C.Q 0 0 — 27yl

fir alle M; € M., mit der Menge M gemdfs (7.4) und den Abkiirzungen
(7.5) erfillt sind, dann

1. existiert ein ¢ > 0, so dass fiir die Trajektorien des Anti- Windup-
Regelkreises gilt

Ha:awrk(t) xz™ H <cVt>0, hm Towrk(t) = 2V

awrk awrk?
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2. ist die Lo-Kleinsignalverstirkung des Systems (7.7) vom Eingang ¢
zum Ausgang Yawu fir Signale mit endlicher Lo-Norm aus der Si-
gnalklasse Y (®) kleiner gleich .

Beweis. Der Satz ergibt sich durch eine Kombination von Lemma 7.2 und
Lemma 7.3. L]

Der Satz 7.1 kann genutzt werden, um fiir eine gegebene Matrix K
die globale Stabilitdt des Anti-Windup-Regelkreises zu iiberpriifen und
fiir eine gegebene Eingangssignalklasse Y (®) eine obere Schranke der Lo-
Kleinsignalverstarkung abzuschitzen. Dazu ist das folgende konvexe Op-
timierungsproblem zu losen.

Optimierungsproblem 7.1. Gegeben seien die Matrizen K und
® = diag(¢1,...,0m) =0
sowie die Abkiirzungen A,, B,, C, und D, gemif (7.5).

Minimiere -, unter den Nebenbedingungen
Rg7®7Q7‘II7’Y:y

R, >0, © >0, Q>0, ¥=dag(t,...,%m) >0, 75 >0,

AIR, +:CTOC, 0
He{Dl@C* " B'R, lD'OD. <0, (7.12)
I
. — .
I M;|6 [M] =0 VM; e M,,, (7.13)
_(As - Bs,uL{)Q 0 0 0 ]
UB],+®KQ -¥ 0 0
He Br, 0 —lnd 0 < 0. (7.14)
CSQ 0 0 _%731][

Neben der Analyse eines durch K gegebenen Anti-Windup interessiert
vor allem der Entwurf, d.h. die Bestimmung einer Anti-Windup-Matrix
K unter Beriicksichtigung der Entwurfsbedingungen. Da die Matrix K
dann unbekannt ist, stellt sie neben R,, Q,®, ¥ und +v,, eine weitere Va-
riable fiir das Optimierungsproblem dar. Hinderlich fiir die Losung des
Optimierungsproblems ist, dass die Nebenbedingungen (7.12) und (7.14)
Produktterme in den Matrixvariablen K und @ sowie K und © (aufgrund
von C, in (7.5)) enthalten und somit nichtlinear in den Entwurfsvariablen
sind. Das Optimierungsproblem verliert folglich die Eigenschaft der Kon-
vexitdt und lasst sich nicht mit den gebrauchlichen Algorithmen [180, 188]
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l6sen. Um dennoch eine Matrix K bestimmen zu konnen, wird im néchs-
ten Abschnitt ein Entwurfsverfahren vorgestellt, das auf der Methode des
Path-Following basiert [79, 151].

7.3 Entwurf mit Path-Following

Der Grundgedanke des Path-Following ist es, nichtlineare Matrixunglei-
chungen, die als Nebenbedingungen eines Optimierungsproblems in Er-
scheinung treten, um eine zuvor gefundene Losung zu linearisieren. Die ent-
stehenden linearen Matrixungleichungen lassen sich dann als konvexe Ne-
benbedingungen in einem konvexen Optimierungsproblem einsetzen, um
in einer Umgebung der giiltigen Losung neue Losungen mit einem hohe-
rem Giitemak zu suchen. Die Grofe der Umgebung wird durch zusatzli-
che Nebenbedingungen beschrankt, damit sich die linearisierten Matrix-
ungleichungen moglichst wenig von den nichtlinearen Matrixungleichun-
gen unterscheiden. Diese Vorgehensweise wird iterativ fortgesetzt, bis eine
Abbruchbedingung erfiillt ist.

Um die nichtlinearen Matrixungleichungen (7.12) und (7.14) des Op-
timierungsproblems 7.1 linearisieren zu konnen, wird zuerst eine giiltige
Losung benotigt, die aus einem Parametersatz

R, o, ©o, Qo, Yo, Ko, Yy, (7.15)

besteht. Eine derartige initiale Losung lasst sich z. B. durch Ausprobieren
finden, was aber umstéandlich und ineffizient ist. Eine zielfiihrende Vor-
gehensweise besteht in der Bestimmung der initialen Losung durch ein
konvexes Optimierungsproblem, wie nachfolgend erlautert wird.

Bestimmen einer initialen Losung durch konvexe Optimierung

Die Berechnung eines giiltigen initialen Parametersatzes (7.15) erfolgt in
zwei Schritten. Zuerst wird die initiale Anti-Windup-Matrix Ky bestimmt.
Die Basis hierfiir bildet Lemma 7.3 mit der oberen Sektorgrenze ® = I.
Die Totzone des betrachteten Ersatzsystems liegt dann komplett im Sektor
S(0,1) und die Bedingung (7.10) mit & = K, garantiert globale Stabilitét
des Anti-Windup-Regelkreises.

Um die Anti-Windup-Matrix K = K, bestimmen zu kénnen, werden
die Produkte aus Ky und Q in der Nebenbedingung (7.10) durch

X = KoQ
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substituiert. Die Nebenbedingung ist dann eine lineare Matrixungleichung
in den Variablen X, @, ¥, v und somit konvex. Das Minimieren der Ls-
Verstarkung ~ fiihrt direkt zu dem konvexen

Optimierungsproblem 7.2.

Minimiere v unter den Nebenbedingungen
Q"I,’X7’Y

Q -0, ¥=diag(t,...,¥m) =0, v>0,
_ASQ - Bs,uX 0 0 ]
vB!, +X - 0 0
He B;u 0 —%’Y]I 0 < 0. (7.16)
CQ 0 0 -1y

Die gesuchte Matrix K ergibt sich durch Riicksubstitution
K,=XQ "

Anmerkung 7.2. Aus numerischen Griinden kann es fiir die Implementie-
rung des Anti-Windup sinnvoll sein, den Betrag der Eigenwerte von

As - Bs,uKO

auf einen maximalen Wert A > 0 zu beschrinken. Ahnliches wurde auch
in [120] fir den Entwurf von séttigenden Zustandsreglern vorgeschlagen.
Eine derartige Beschrankung kann mit der in [34] angegebenen Bedingung

_%S‘Q ASQ - Bs,uKOQ

He{ 0 —%S\Q

] <0 (7.17)

berticksichtigt werden. Substituieren von KyQ = X fiihrt dann zu der
weiteren Nebenbedingung

_lX AS - BS uX

He| 2 @ ¢ . <0 (7.18)
0 —5AQ

fiir das Optimierungsproblem 7.2.

Nachdem eine initiale Anti-Windup-Matrix K bestimmt ist, werden in
einem zweiten Schritt die initialen Parameter

Rg,07 @07 Q07 \:[107 V.0
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berechnet. Hierfiir kann das Optimierungsproblem 7.1 mit

Rg:Rg7(), @:Qo, Q:Q07 \II:‘II()?’Y)J:VIV,O

verwendet werden, das aufgrund der bereits bekannten Matrix K = K
konvex ist. Zuvor muss noch die obere Sektorgrenze ® und damit die Ein-
gangssignalklasse Y (®) festgelegt werden, fiir die spater eine Minimierung
der Lo-Kleinsignalverstarkung erfolgen soll.

Der so berechnete initiale Parametersatz (7.15) erfiillt alle Nebenbedin-
gungen des Optimierungsproblems 7.1. Somit garantiert die Anti-Windup-
Matrix K globale Stabilitdt und eine Lo- Kleinsignalverstarkung ~,, , des
Ersatzsystems (7.6) fiir die Eingangssignalklasse Y (®).

Dabei ist zu beachten, dass die Anti-Windup-Matrix Ky mit dem Opti-
mierungsproblem 7.2 bestimmt wurde, dessen Nebenbedingung (7.16) auf
quadratischen Ljapunov-Funktionen basiert. Des Weiteren wurde bei der
Optimierung die Lo-Verstarkung minimiert. Dieser Entwurf dhnelt stark
dem Stand der Technik [191]. Er ist einfach und effizient durchfiihrbar,
weist aber die in Abschnitt 7.1 beschriebenen Nachteile auf. Vor allem
findet keine Minimierung der Ls-Kleinsignalverstiarkung statt.

Deshalb wird mithilfe der Path-Following-Methodik in einer Umgebung
der initialen Lésung nach Anti-Windup-Matrizen K gesucht, die eine klei-
nere obere Schranke ~v,, < 7,, , der Lo-Kleinsignalverstarkung garantieren.
Die dazu nétigen Schritte sind nachfolgend beschrieben. In einem ersten
Schritt werden die Nebenbedingungen des Optimierungsproblems 7.1 um
die gefundene initiale Losung linearisiert.

Schritt 1: Linearisierung

In einer kleinen Umgebung der Losung R, o lasst sich die Variable R, wie
folgt schreiben

Rg = Rg70 + Rg’A.

Dabei kennzeichnet der Index A die Abweichung von der initialen Losung,
die nun die neue Variable darstellt. Fiir die anderen Variablen des Opti-
mierungsproblems 7.1 gilt analog

K=K)+Kx, Q=Qo+Qnx,
U=W5+WPa, 7y ="7.0t+Tya
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Mittels dieses Ansatzes lasst sich beispielsweise ein Produkt der zwei
Variablen @ und K wie folgt berechnen

QK = (Ko+ KA)(Qo+Qa) = KoQo + KoQa + KaQo + KAQA.

Unter der Voraussetzung, dass die Abweichungen K und Qa klein sind,
kann der letzte Term KAQa vernachléssigt werden [79]. Auf diese Weise
wird das Produkt zweier unbekannter Variablen QK in einer kleinen Um-
gebung der bekannten Losungen Qq, K durch einen in den Abweichungen
QA und KA linearen Ausdruck

QK ~ KoQo + KoQa + KaQ

approximiert. Dieses Prinzip wird nun auf die Nebenbedingungen (7.12)
und (7.14) des Optimierungsproblems 7.1 iibertragen.
Fiir die Nebenbedingung (7.12) ergibt sich die Approximation

X 0

He\x 1DTO,D;

< 0, (7.19)

wobei fiir eine kompaktere Notation die Abkiirzungen

1
Xa=AL(Rgo+ Ry n) + 5CL0O0CL0 + CLa®CLy,
Xp=D10¢(CLo+Cra)+ BL(Rgo+ Ry n)

und die Schreibweisen

- Ky 0 —Ka 0

_K,A, —-K,B., _KAA, —-KAB.,

Cro= _(;) _(])I “l, Coa= _OA _?I ’
0 0 0 0

verwendet werden. Diese Nebenbedingung ist eine lineare Matrixunglei-
chung in den Variablen Kn und Rg a. Fiir die Nebenbedingung (7.14)
ergibt sich

X1 0 0 0
X9 —Wy+ WPp 0 0
He B, 0 Xy 0 | 0 (7.20)
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mit den abkiirzenden Schreibweisen

Xkrg=KoQo+ KoQna + KaQo,
Xll — AS(QO + QA) - Bs,uXKQa
X21 = (\Il() + \IJA)B;U + (I)XKQa
1

X33 = _5(%2,0 + ¥y,
Dabei handelt es sich ebenfalls um eine lineare Matrixungleichung. Die
Variablen sind die Abweichungen KA, Qa, ¥a und vy, .. Die optionale
Nebenbedingung aus Anmerkung 7.2 ldsst sich ebenfalls als lineare Ma-
trixungleichung

—%S\(Qo +Qn) As(Qo+Qa)— BsuXkq

He 0 ~1N(Qo+Qn)

<0 (7.21)

in den Variablen KA und Qa approximieren.

Die linearen Matrixungleichungen (7.19) bis (7.21) stellen somit in ei-
ner kleinen Umgebung der initialen Losung gute Approximationen fiir die
nichtlinearen Nebenbedingungen (7.12), (7.14) und der optionalen Neben-
bedingung (7.18) des Optimierungsproblems 7.1 dar. Diese Approximation
kann genutzt werden, um die initiale Losung zu verbessern.

Schritt 2: Initiale Losung verbessern

Um die initiale Losung zu verbessern wird ein konvexes Optimierungspro-
blem basierend auf den approximierten Nebenbedingungen gel6st. Damit
die Abweichungen von der initialen Losung klein bleiben und die Approxi-
mation ihre Giiltigkeit behélt, fordert man, dass die Variablen im Verlauf
der Optimierung keine allzu groffen Werte annehmen. Das fiihrt zu der
Normbegrenzung ||Qall2 < #||Qol|2 und ||Rg all2 < 2| Rgoll2, wobei s
ein positiver Skalar ist, der eine Art Schrittweite fiir das Optimierungspro-
blem darstellt. Nach Lemma C.3 im Abschnitt C.2 des Anhangs ergeben
sich aus diesen Begrenzungen die zusétzlichen Nebenbedingungen

xQo Qa xRyo0 Ry ]
-0, ’ Al 7.22
[QA %Q0] [Rg,A %Rg,O ( )

Das zu losende konvexe Optimierungsproblem stellt eine Approximation
fiir das Optimierungsproblem 7.1 dar. Es lautet wie folgt.
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Optimierungsproblem 7.3.

Minimiere vy » unter den Nebenbedingungen
Ry n,QA YA, KAy, A

Rg,0+Rg,A>'Oa Qo+ QA -0, o+ Tp >0,

Yy.a <0, Yo+ Ypa >0,
(7.19), (7.20), (7.21), (7.22).

Dieses Problem ist immer losbar, da der Parametersatz
Rg7A:O, Qr =0, WA =0, KAr=0, 75, =0

eine giiltige Losung darstellt. Das Ziel ist allerdings, einen Parametersatz
mit vy, < 0 zu finden. Denn dann besitzt die Matrix Ky + KA das
Potential, eine im Vergleich zur initialen Losung niedrigere Lo-Kleinsig-
nalverstarkung zu garantieren. Ob dies tatsidchlich der Fall ist, wird in
Schritt 4 tiberpriift. Zunéchst folgt ein Schritt, um die Variablen K und
vy zu aktualisieren.

Schritt 3: Update-Schritt

Die Variablen K und 7, werden aktualisiert. Die neuen Werte sind
K =Ko+ Kan, Yy =70+ Tva

mit KA und vy, o aus Optimierungsproblem 7.3.

Schritt 4: Validierung

Mit den aktualisierten Werten wird versucht, eine Losung fiir das folgende
konvexe Validierungsproblem zu finden.

Validierungsproblem 7.1. Fiir K und -, aus Schritt 3,

Rgi,g:,lg v R,,Q,0,¥ unter den Nebenbedingungen
R, ~0, Q>0, © >0, ¥=dag({1,...,¥m) >0,

(7.17), (7.12), (7.13), (7.14).

Falls das Problem losbar ist, stellen die Matrizen R, Q, ®, ¥, K und
der Skalar 7, eine neue Losung dar und garantieren globale Stabilitat des
Anti-Windup-Regelkreises sowie eine niedrigere Lo-Kleinsignalverstarkung



136

7 Lineares Anti-Windup fiir stabile Strecken

Start
initiale Losung mittels C End )
Optimierungsproblem 7.2 nae

|

Sektorgrenze ® und initiale
Schrittweite s wahlen

Schritt 2 l

Abbruch-

bedingungen

Optimierungsproblem 7.3
mit Schrittweite s 16sen

erfiillt 7

Schritt 3 l

Schritt 5

Variablen K und )

~vy aktualisieren

[Abbruchbedingungen prﬁfen)

; :

neue Losung wird zu

Schritt 4

Validierungs-

problem 7.1

initialer Losung,
Schrittweite » vergrofern

16sbar ?

Up da‘.c'e aus Schritt 3 Schrittweite s halbieren
rickgangig machen

Abbildung 7.2: Path-Following-Algorithmus fiir den Entwurf des linearen, mo-
dellbasierten Anti-Windup.
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als die initiale Losung. Die initiale Losung wird deshalb in der néchsten
Iteration durch die neue Losung ersetzt, d. h.

Ry0 =Ry, Qn:=Q, ©g:=0, ¥;:=T, Kj:=K, 7,:="y.

Auferdem wird die Schrittweite s fiir die néchste Iteration leicht vergro-
Rert, z. B. s := 1,1 5. Falls keine Losung gefunden wurde, wird das Up-
date der Variablen aus Schritt 3 riickgéngig gemacht und die Schrittweite
» halbiert. Danach folgt Schritt 5.

Schritt 5: Abbruchbedingung priifen

Der Algorithmus wird entweder nach einer festgelegten Anzahl von Itera-
tionen beendet oder wenn ~,, sich im Vergleich zur letzten Iteration kaum
verdndert hat. Falls die Abbruchbedingungen nicht zutreffen, startet die
néichste Iteration des Algorithmus bei Schritt 2.

Zusammenfassung des Entwurfsalgorithmus

Der Entwurfsalgorithmus fiir das lineare modellbasierte Anti-Windup be-
steht aus zwei Stufen. Zunédchst wird ein initialer Entwurf auf Basis qua-
dratischer Ljapunov-Funktionen durchgefiihrt. Die initiale Anti-Windup-
Matrix Ko kann dabei durch ein konvexes Optimierungsproblem bestimmt
werden. Im Anschluss wird die initiale Losung durch einen auf Path-
Following basierenden Algorithmus iterativ verbessert. Dabei sind abwech-
selnd ein konvexes Optimierungsproblem und ein konvexes Validierungs-
problem zu l6sen. Abbildung 7.2 illustriert den Entwurfsprozess.

Der konvexe initiale Entwurf bzw. die Nebenbedingungen des Optimie-
rungsproblems 7.2 entsprechen dabei dem Stand der Technik [191]|. Durch
die iterative Optimierung der Lo-Kleinsignalverstirkung dieser initialen
Losung wird in vielen Féllen eine deutliche Verbesserung erreicht. Das
wird in Abschnitt 7.4 anhand eines Beispiels demonstriert.

7.4 Beispiel: Langsdynamik eines Flugzeugs

Zur Demonstration des neuen Entwurfsverfahrens wird die Regelung der
Langsdynamik des in |70, 102] angegebenen Flugzeugmodells einer F-8
betrachtet. Die F-8 ist ein durch Strahltriebwerke angetriebenes Flugzeug,
das in den 1970er Jahren von der NASA zur Erforschung digitaler Fly-By-
Wire-Konzepte eingesetzt wurde [43]. Abbildung 7.3 zeigt das Flugzeug. In
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V' 4
Querruder A7

Hohenruder

Abbildung 7.3: Experimentalflugzeug F-8 fiir das in den 1970er Jahren begon-
nene Fly-By-Wire-Programm der NASA.

insgesamt 211 Testfliigen wurde das Fly-By-Wire-System der F-8 erprobt.
Es stellt den Vorlaufer modernerer Systeme dar, die zum Beispiel Einsatz
in den Space Shuttles, militdrischen oder zivilen Flugzeugen fanden [142].

Ein lineares Modell der Langsdynamik des Flugzeugs ist durch (6.1) und

[ 0,80 —6,0-107% —12.00 0
A | 0 —1,4-1072 —16,64 —32,20
*~ | 100 -1,0-100* —1,50 0 ’
| 1,00 0 0 0
[ —19,00 —3,00
—0,66 —0,50 oo 01
Bsu = —0,16 —0,50 ’Cs_lo 0 —1 1]
|0 0

gegeben [102]. Die Komponenten des Zustandsvektors xs stellen Abwei-
chungen von einem Arbeitspunkt dar. Dabei ist xs 1 die Pitchrate in deg/s,
xs 2 die Geschwindigkeit in ft/s, 24 3 der Anstellwinkel in deg und g4 der
Pitchwinkel in deg. Abbildung 7.4 illustriert den Zusammenhang zwischen
Pitch- und Anstellwinkel. Die Stellgréfsen sind der Winkel des Héhenru-
ders ug 1 in deg und der Winkel des Querruders us 5 in deg (vgl. Abbildung
7.3). Beide Stellgréfen sind durch den Aktor auf + 25 deg begrenzt. Die
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Bahnneigungswinkel

Erdhorizontale

Abbildung 7.4: Definition der Zustdnde und Ausgénge.

Ausgénge sind der Pitchwinkel ys; in deg und der Bahnneigungswinkel
Ys,2 in deg, der ebenfalls in Abbildung 7.4 dargestellt ist.

Die Matrizen des in [102] entworfenen linearen Reglers (6.2) sind im
Anhang A.3.3 angegeben. Um die Stellbegrenzungen zu beriicksichtigen,
kommt ein lineares modellbasiertes Anti-Windup (7.2) zum Einsatz. Die
in Abschnitt 6.1 beschriebene Verschaltung von Regler, Strecke und der
Anti-Windup-Mafsnahme fiihrt zu dem Anti-Windup-Regelkreis.

7.4.1 Parametrierung des Anti-Windup

Der Entwurf des Anti-Windup besteht in der Parametrierung der Matrix
K und der Festlegung des Parameters . Zunédchst wird die Stabilisierung
der Ruhelage a:éfjv)rk = 0 betrachtet, d.h. w = 0 und z = 0, woraus die
stationére Stellgrofe y!™ = 0 folgt. Nach Satz 7.1 kann der Parameter
« in diesem Fall beliebig aus dem Intervall (0,1) gewidhlt werden. Hier
wird a = 0,999 gewihlt, damit die Einflussméglichkeit der Zustandsriick-
fiihrung sat,q(—K&.w) auf die Systemdynamik von ES nicht zu stark
eingeschrankt wird.

Die noch zu wahlende Anti-Windup-Matrix K liefert der neue Entwurfs-
algorithmus. Um die initiale Losung zu berechnen wird das Optimierungs-
problem 7.2 mit der optionalen Nebenbedingung (7.18) und A = 250 geldst.

Das Ergebnis ist die Matrix

-5,913 —0,016 47,260 —51,947

Ko = 91,727 0,325 —-763,830 832,884 |’

die eine Ly-Verstarkung des Ersatzsystems (7.7) von v = 269,832 ga-
rantiert. Fiir Eingangssignale der Signalklasse Y(0,971) liegt die Lo-
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Abbildung 7.5: Logarithmisches Verstiarkungsdiagramm. Je kleiner die Ver-
starkung, desto geringer ist die Abweichung des Anti-Windup-Regelkreises
vom unbeschriankten Verhalten. Die initiale Losung Ky fiihrt zu groflen Ver-
starkungen (—e—). Die optimierte Matrix K garantiert eine niedrigere Lo-
Kleinsignalverstirkung (—e—) fiir die Signalklassen Y (0,97 I), aber auch fiir alle
anderen getesteten Signalklassen Y (¢ II) bzw. Sektoren ®(0, ¢ I).

Kleinsignalverstarkung bei vy, , = 9,345. Mit einer initialen Schrittweite
von » = 0,1 wird diese Losung iterativ mit dem in Abbildung 7.2 gezeig-
ten Algorithmus verbessert. Ein Abbruch der Optimierung erfolgt, wenn
sich die obere Schranke der Ls-Kleinsignalverstarkung des Ersatzsystems
um weniger als 107° #ndert. Das fiihrt zu dem Ergebnis

o [-13297 0003 36994 123,335
=~ —0813 0,037 —138817 114,507 |°

Diese Matrix garantiert fiir die betrachtete Eingangssignalklasse eine rund
23-mal niedrigere Ls-Kleinsignalverstarkung von ~,, = 0,395. Auch fiir
andere Eingangssignale ergibt sich eine kleinere Verstarkung, wie das aus
Kapitel 5 bekannte Verstarkungsdiagramm in Abbildung 7.5 verdeutlicht.
Die hohere Regelgiite der optimierten Anti-Windup-Matrix zeigt sich
auch in der Simulation. Betrachtet wird die Ausregelung einer Abweichung
des Pitchwinkels x5 4 von 15 deg. Das entspricht dem Anfangszustand

z(0)"=1[0 0 0 15|, ,(0) =0, x.(0) =0. (7.23)

Die Ausregel- und Stellgréftenverlaufe fiir den unbeschriankten und den
beschriankten Regelkreis sowie die Anti-Windup-Regelkreise mit Ky und
der optimierten Matrix K finden sich in Abbildung 7.6. Es ist deutlich
erkennbar, dass der Anti-Windup-Regelkreis mit K die geringste Abwei-
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Abbildung 7.6: Verlaufe der Ausgidnge und Stellgrofsen des unbeschrankten
Regelkreises ( ), des beschrankten Regelkreises ( ), des Anti-Windup-
Regelkreises mit Ko ( ) sowie des Anti-Windup-Regelkreises mit der opti-
mierten Matrix K ( ) fiir den Anfangszustand (7.23). Zum Vergleich zeigt
(- - =) den Ausregelverlauf fiir ein Anti-Windup nach Turner [191].
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chung von dem aufgrund der Stellbegrenzungen nicht realisierbaren unbe-
schrankten Verhalten aufweist. Zum Vergleich wurde auch ein Entwurf
mit der Methode von Turner [191, Satz 1] durchgefiihrt, die auf qua-
dratischen Ljapunov-Funktionen basiert. Die Simulation zeigt, dass dieses
Anti-Windup zu dhnlichen Verldufen fiihrt wie das Anti-Windup mit K.
Somit bleibt festzuhalten, dass durch die Verwendung nichtquadratischer
Ljapunov-Funktionen eine deutliche Steigerung der Regelgiite moglich ist.

7.4.2 Fiihrungsregelung

Um die Fahigkeiten des Anti-Windup-Regelkreises im Bezug auf die Fest-
wert-Fiihrungsregelung zu demonstrieren wird nun die Aufgabe betrach-
tet, den Streckenausgang ys mit dem Sollwert w™ = [25 20] in Uberein-
stimmung zu bringen. Das entspricht einem Pitchwinkel ys; von 25 deg
und einem Bahnneigungswinkel ys o von 20 deg. Der Anfangszustand sei
Zawrk (0) = 0 und eine Storung tritt nicht auf, d. h. z = 0.

Die zu stabilisierende Ruhelage ergibt sich aus (6.13) und ist zuléssig,
da die benoétigte stationdre Stellgrofe

y™ = [-0,832 —2,068]"

mit der Stellbegrenzung iy = iy = 25 realisierbar ist. Um die Stabilitéat
der Ruhelage zu garantieren, muss das modellbasierte Anti-Windup ange-
passt werden. Die Matrix K bleibt mit Abschnitt 7.4.1 identisch, nur der
Parameter o wird verdndert und aus dem Intervall (0, &) gewéhlt. Fiir die
obere Schranke (7.11) des Intervalls gilt

= 0,9173.
25 7 25 25 09173

. { 0,832 2,068 } 2,068
a =1 — max =1-

Hier wird @ = 0,9 gewéhlt, womit nach Satz 7.1 globale Stabilitdt der
Ruhelage garantiert ist.

Die Simulationsergebnisse zeigt Abbildung 7.7. Zum Vergleich ist auch
der Verlauf des Anti-Windup-Regelkreises mit Ky aus dem letzten Ab-
schnitt dargestellt. Es ist deutlich erkennbar, dass sich die gewiinschten
Sollwerte an den Streckenausgéngen einstellen. Die Ruhelage wird erfolg-
reich stabilisiert. Im Bezug auf die Regelgiite zeigt sich erneut, dass die
mit dem neuen Entwurfsalgorithmus parametrierte Matrix K dem Anti-
Windup-Regelkreis durch gute Ausnutzung der Stellgrofe zu einem Ver-

halten verhilft, welches sehr nahe an der unbeschrinkten Dynamik liegt.
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Abbildung 7.7: Verlaufe der Ausgidnge und Stellgrofsen des unbeschrankten

Regelkreises (
Regelkreises mit Ko (
mierten Matrix K (

), des beschrankten Regelkreises (

(——) mit dem Wert w' = [25 20}.

), des Anti-Windup-
) sowie des Anti-Windup-Regelkreises mit der opti-
) fiir den Anfangszustand @aw.x(0) = 0 und die Sollgrofe
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7.5 Zusammenfassung und Fazit

In diesem Kapitel wurde ein neues Entwurfsverfahren fiir lineares modell-
basiertes Anti-Windup vorgestellt. Im Vergleich zu den existierenden Ent-
wurfsmethoden garantiert es globale Stabilitdt und verwendet ein auf der
Lo-Kleinsignalverstarkung des Ersatzsystems ES basierendes Giitekriteri-
um. Dazu ist ein nichtkonvexes Optimierungsproblem lokal zu 16sen. Der
benotigte initiale Parametersatz kann allerdings durch Losen eines kon-
vexen Optimierungsproblems sehr einfach bestimmt werden. Ein Beispiel
demonstriert, dass mit dem Verfahren eine hohe Regelgiite erzielbar ist.

Wie eingangs erwahnt, wurde die Grundidee der Entwurfsmethodik be-
reits in [148] verdffentlicht. Die hier vorgestellte Variante stellt allerdings
eine bedeutende Vereinfachung dar, weil lediglich der Entwurfsparameter
® (optional \) zu wihlen ist. In [148] kommen in Abhingigkeit der Stre-
ckenordnung ng noch mehrere Parameter hinzu.
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8 Anti-Windup mit variabler
Struktur fur stabile Strecken

In diesem Kapitel wird ein neues nichtlineares modellbasiertes Anti-
Windup auf Basis des in [98] beschriebenen séittigenden weich struktur-
variablen Zustandsreglers entwickelt. Die Vorteile dieses weich strukturva-
riablen Anti-Windup bestehen in einem einfachen Entwurf, einer schlanken
Systemstruktur und einer hohen Regelgiite. Ausziige dieses Kapitels wur-
den bereits in [150] verdffentlicht.

8.1 Problembeschreibung

Das letzte Kapitel hat gezeigt, dass sich der Entwurf eines linearen mo-
dellbasierten Anti-Windup

Taw = AsTaw + Bs,u Sataﬁ<_K$aw> + Bs,u57
AW : Yaw,u = _Csmavw
Yawy — — Sataﬁ(_Kmaw)

auf den Entwurf eines sdttigenden linearen Zustandsreglers fiir das in
Mismatch-Koordinaten vorliegende Anti-Windup-Ersatzsystem

éaw - Asgaw + Bs,u Sataﬁ<_K£aW) + Bs,uCa
Yaw,u = ngaw

reduziert. Da der Ausgang Yawu = Cs€aw die Abweichung von dem idealen
unbeschriankten Verhalten darstellt, besteht das Entwurfsziel fiir die Zu-
standsriickfiihrung darin, den Zustand &,y in einer moglichst kleinen Um-
gebung des Ursprungs zu halten bzw. eine moglichst schnelle Ausregelung
in den Ursprung zu garantieren. Durch die Verwendung eines linearen Zu-
standsreglers entsteht die einfachst mogliche Anti-Windup-Strategie, die
in vielen Féallen gute Ergebnisse liefert.

Der Einfachheit einer linearen Zustandsriickfiihrung steht jedoch eine
mafige Regelgiite in einer Umgebung des Ursprungs gegeniiber. Das liegt
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an der durch die Linearitdt des Regelgesetzes bedingte schlechte Ausnut-
zung der Stellgrofe. Eine strukturvariable Zustandsriickfiihrung 16st die-
ses Problem. Die seit langem bekannte Grundidee ist, immer aggressivere
Zustandsregler zu aktivieren je ndher die Systemzustinde dem Ursprung
kommen [109, 110].

Die Arbeiten [53, 210] setzen diese Idee erstmals im Kontext von mo-
dellbasiertem Anti-Windup um. Dabei wird in Abhéngigkeit des System-
zustandes zwischen einer festen Anzahl an linearen Zustandsriickfithrun-
gen K, ..., Ky umgeschaltet. Eine weitere Steigerung ist durch unendlich
viele Zustandsregler und infinitesimal kleine Umschaltintervalle erreichbar.
Die Reglerparameter andern sich dann kontinuierlich und man spricht von
weich strukturvariablen Zustandsregelungen [4, 38, 97].

Die hinsichtlich der Regelgiite am weitesten entwickelte modellbasier-
te Anti-Windup-Mafsnahme ist bislang das weich strukturvariable Anti-
Windup aus [52, 54]. Dabei werden die Parameter der Zustandsriickfiih-
rung durch eine konvexe Kombination linearer Zustandsregler kontinuier-
lich an den aktuellen Systemzustand angepasst. Problematisch ist der ho-
he Entwurfsaufwand und die Komplexitat des entstehenden Anti-Windup.
Letztere kann zu Schwierigkeiten bei der Implementierung fiihren. Wiin-
schenswert ist deshalb ein Anti-Windup mit vergleichbarer hoher Regelgii-
te, das eine schlankere Systemstruktur aufweist und sich einfach entwerfen
und implementieren lasst.

Dieses Kapitel stellt ein neues, auf impliziten Ljapunov-Funktionen ba-
sierendes Anti-Windup-Konzept vor, das mit ISOVAW (engl. Implicit
SOft Variable-structure Anti-Windup) bezeichnet wird. Es baut auf der
in [38, 122, 123] entwickelten und in [98] vereinfachten impliziten weich
strukturvariablen Zustandsregelung auf. Die Vorteile gegeniiber [52, 54]
sind ein wesentlich geringerer Entwurfsaufwand und eine unkompliziertere
Regelstrategie bei vergleichbarer Regelgiite.

8.2 Weich strukturvariable Regelung

Im diesem Abschnitt werden die Grundlagen der vereinfachten impliziten
weich strukturvariablen Zustandsregelung aus [98] kurz zusammengefasst.
Anschliefsend erfolgt eine Erweiterung des Regelkonzeptes, die es ermog-
licht, stabile Strecken global zu stabilisieren. Diese Voriiberlegungen bilden
die Basis fiir Abschnitt 8.3, in dem die Zustandsregelung mithilfe der Er-
gebnisse aus Kapitel 6 in ein modellbasiertes Anti-Windup integriert wird.
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8.2.1 Grundlagen

Ausgangspunkt ist eine lineare, steuer- und beobachtbare Strecke
x = Ax + bsatg(u) (8.1)

mit dem Zustand x € R"™ und dem Eingang satg(u) € R. Diese liege in
Steuerungsnormalform vor, d. h., die Systemmatrizen besitzen die Gestalt

[0 1 o --- 0 (0]
A - b =
; : : 0 ’ ;
0 - - 0 1 0
-—ao o o e o o e o e e _an—l_ -]_-

Die letzte Zeile der Matrix A enthélt die negativen Koeflizienten des cha-
rakteristischen Polynoms der Strecke. Da die Polynomkoeffizienten im Wei-
teren mehrfach benétigt werden, bietet es sich an, diese kompakt zusam-
menzufassen in dem Vektor

a" =la ... an—1]. (8.2)

Nun lasst sich das weich strukturvariable Regelgesetz angeben. Dessen
grundlegende Idee, die schon in [1, 110] formuliert wurde, besteht darin,
die Reglerparameter einer linearen Zustandsriickfiihrung kontinuierlich zu
verandern, so dass ,eine gute Ausnutzung der Stellgréfte trotz des zuneh-
mend geringer werdenden Abstandes zur Ruhelage gewéhrleistet ist“ [97].

Dies wird mit der Reglerstruktur

u=—k'(v)x, (8.3a)
k(v) = H '(v)k; — a, (8.3b)
H (v) = diag(v", ..., v2, v) (8.3¢)

realisiert [1, 4], wobei k; € R™ ein beim Entwurf zu bestimmender Vektor
und v € (0, 1] der wihrend des Ausregelverlaufes zu berechnende Selekti-
onsparameter ist. Letzterer bestimmt die Verdnderung der Reglerkoeffizi-
enten und wird in Abhéngigkeit des Systemzustandes durch ein Auswahl-
gesetz, die sogenannte Selektionsstrategie, berechnet. Abbildung 8.1 zeigt
das Blockschaltbild des Regelkreises.

Der Selektionsparameter ist implizit iiber das Auswahlgesetz

g(v,xz)=0 (8.4a)
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Zustandsregler | u U Strecke

u=—k'(v)x o = Ax + bu
T,
Selektions- *
strategie

Abbildung 8.1: Regelkreis mit weich strukturvariabler Zustandsregelung.

definiert, wobei die linke Seite der Gleichung durch

g(v,x)=x"R(v)x — 1, (8.4b)
R(v) =H '(v)RiH ' (v) (8.4c)

mit einer beim Entwurf zu bestimmenden symmetrischen, positiv definiten
Matrix Ry € 5™ gegeben ist. Somit beschreibt die Menge

E(v) = {x € R™

g(v,x) <0}

fiir alle v € (0, 1] ellipsoide Bereiche im Zustandsraum. Diese Hyperellip-
soide sind ineinander geschachtelt, d. h. fiir 0 < v; < vg <1 gilt

8(1}1) C 8(1)2).

Im Fall n = 2 ergeben sich Ellipsen, wie Abbildung 8.2 beispielhaft fiir
drei Werte des Selektionsparameters illustriert. Jeder Ellipse £€(v) ist dabei
iiber die Selektionsstrategie ein Reglervektor k(v) zugeordnet. Die speziel-
le Wahl des Regelgesetzes (8.3) garantiert, dass die Eigenwerte der Matrix
A — bk"(v) mit sinkendem v in der komplexen Ebene auf Strahlen nach
links verschoben werden [4, 122|. Beim Eintritt des Systemzustandes in
eine kleinere Ellipse wird demnach ein aggressiverer Regler aktiviert. Das
fiihrt zu einer schnellen Ausregelung. Beziiglich der Stabilitéit des geschlos-
senen Regelkreises gilt

Satz 8.1 (vgl. Satz 1, Satz 4 in |98]). Betrachtet wird die Strecke (8.1)
mit der Zustandsrickfihrung (8.3) und der Selektionsstrategie (8.4). Wenn
eine positiv definite Matrix Ry € S™ und Vektoren k1, ko € R™ existieren,
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Zustandsraum komplexe Ebene
Imlk
X\v\‘ ‘
\Nx‘
0<v3 < <wvy =1 — >
f”x Re
ak'
-
ellipsoide Bereiche & (v) Eigenwerte von A — bk'(v)

Abbildung 8.2: Die Selektionsstrategie (8.4) definiert ineinander geschachtelte
Hyperellipsoide £€(v) im Zustandsraum. Jedem Hyperellipsoid ist ein Reglervek-
tor k(v) zugeordnet. Beim Eintritt des Systemzustandes in eine kleinere Ellipse
wird ein Regler aktiv, der die Eigenwerte der Matrix A—bk' (v) in der komplexen
Ebene weiter nach links verschiebt.

so dass fir N = —diag(n,n—1,...,1) und alle v € (0,1] gilt

(Ao — ka)T R, + R (Ao — bk{) <0 (85&)

(A() — bk;)T R, + R (A() — bk;) < 0, (85b)
u? ki —a"H (v)

ko — H(v)a, R, ~ 0, (8.5C)

NR, + RN <0,

wobei Ag = A+ ba’", dann

(a) hat die Selektionsstrategie (8.4) eine eindeutige Losung auf dem In-
tervall (0,1] fir allex € £(1) = {x € R"|x"Ryx < 1} \ {0} und ist
stetig erweiterbar in x = 0,

(b) ist die Ruhelage ™ = 0 des geschlossenen Regelkreises asympto-
tisch stabil,

(c) ist durch (8.4) in £(1) \ {0} eine Funktion v(x) implizit definiert,
die in x = 0 durch v(0) = 0 stetig erweiterbar ist. Diese erweiterte
Funktion ist eine Ljapunov-Funktion des geschlossenen Regelkreises,

(d) ist fir v € (0,1] jede Ellipse £(v) = {x € R"|g(v,x) < 0} ein
FEinzugsgebiet der Ruhelage ™™ = 0.
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Beweis. Die Punkte (a) bis (c) folgen direkt aus Satz 1 bzw. Satz 4 in [98|.
Punkt (d) folgt aus Satz 5 in [2]. [

Aus numerischen Griinden ist es im Hinblick auf eine praktische Im-
plementierung der Regelung sinnvoll, einen Minimalwert v,,;, > 0 fiir den
Selektionsparameter v festzulegen [4, 122|, zum Beispiel vp,i, = 0,01. Nach-
folgend wird deshalb v € [vmin, 1] angenommen. Fiir v < vy, d. h. fir alle
Zustinde x in der Hyperellipse

E(Vmin) = {x € R™

€' R(vmin)x — 1 <0},
wird dann k(v) = k(vmin) gewéhlt. Die Selektionsstrategie lautet

v = { Umin; T c g(vmin>7

eindeutige Losung von g (v, ) =0, x € E(1)\ &(Vmin)- (8.6)

Auch mit dieser Selektionsstrategie bleibt der Ursprung des geschlossenen
Regelkreises eine asymptotisch stabile Ruhelage mit dem Einzugsgebiet
E(1). Das garantiert

Lemma 8.1. Betrachtet wird die Strecke (8.1) mit der Zustandsrickfih-
rung (8.3) und der Selektionsstrategie (8.6). Wenn alle Bedingungen des
Satzes 8.1 erfillt sind, dann ist die Ruhelage ™ = 0 des geschlossenen
Regelkreises asymptotisch stabil und E(1) ist ein Finzugsgebiet.

Beweis. Der Beweis findet sich in C.3.12 ]

8.2.2 Entwurf mittels konvexer Optimierung

Wie in [98] lassen sich die Bedingungen (8.5) aus Satz 8.1 mittels der
Substitutionen

Q=R;' q=R;'ki,q =Rk,

fiir den Reglerentwurf als lineare Matrixungleichungen formulieren. Es
muss dann fiir alle v € [Vyin, 1] gelten

Q >0, (8.7a)
QN +NQ <0, (8.7b)
—2 T T
PO~ | _omma " g ¢ =0 (8.7¢)
QA] + AgQ — g2b" — bgl < 0, (8.7d)

QAB + ApQ — qle — bq{ < 0. (876)
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Die Matrix P(v) in (8.7¢) ist aufgrund von H (v) geméf folgender De-
finition ein Matrixpolynom.

Definition 8.1 (Matrixpolynom). Eine Matrix P(v), deren Elemente
pi.j(v) Polynome in v sind, heifst Matrixpolynom.

Beim Entwurf miissen die Matrix @ und der Vektor gy so gewahlt
werden, dass die positive Semidefinitheit von P(v) fiir alle v € [vpyin, 1]
garantiert ist. Im Allgemeinen ist das ein schwieriges Problem. Be-
schridnkt man sich allerdings auf Sum-of-Squares-Matrixpolynome (SOS-
Matrixpolynome) P(v), so kann die Wahl von @ und g2 mittels der Sum-
of-Squares-Zerlegung sehr recheneffizient durchgefiihrt werden! [33, 153].
SOS-Matrixpolynome sind wie folgt definiert.

Definition 8.2 (SOS-Matrixpolynom, [73]). Die Menge der SOS-Matrix-
polynome X"[v] der Dimension r ist die Menge aller symmetrischen Ma-
trixpolynome P(v) € §", die sich mit den Matrixpolynomen P;(v) € R"*"
darstellen lassen als

P(v) = Z P (v)P;(v).

Alle SOS-Matrixpolynome sind positiv semidefinit fiir alle v € IR. Wenn
sich zeigen lésst, dass ein Matrixpolynom zur Menge X" [v] gehort, dann
ist dessen positive Semidefinitheit gezeigt, d.h.

Pwv)eXv] = Pv) =0 YveR.

Um die positive Semidefinitheit eines Matrixpolynoms in einem Intervall
zu testen, verwendet man

Lemma 8.2 (S-Prozedur, |96]). Gegeben sei ein Matrizpolynom P(v) € §”
und ein Polynom

n(v) = cpv™ + ... + c1v + co.
Wenn ein SOS-Matrizpolynom T'(v) € X" [v] existiert, so dass
P(v) = T(v)n(v) € X"[v], (8.8)

dann gilt P(v) = 0 YveH ={veR|n(v) > 0}.

'In [98] wird eine alternative Vorgehensweise gewihlt.
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Eine sinnvolle Wahl fiir die Festlegung des Intervalls H = [vpin, 1] ist
das Polynom

N(v) = —=(v = Vmin) (v = 1),

dessen zwei Nullstellen den Intervallgrenzen entsprechen. Um die posi-
tive Semidefinitheit von P(v) in # zu testen, muss nach einem SOS-
Matrixpolynom T'(v) gesucht werden, so dass Bedingung (8.8) erfiillt ist.
Die spezielle Struktur von P(v) aus (8.7c) erlaubt allerdings eine Ver-
einfachung der Bedingung, so dass sich die Suche auf ein SOS-Polynom
beschranken kann.

Mithilfe des Schur-Komplements (Lemma B.1) kann gezeigt werden,
dass folgende Bedingungen dquivalent sind

_ u? g —a'H(v)Q
PO g -Qrwa — @ 7
W (g~ HW)Q) @ (g - HWQ) 20 (89

Es reicht somit aus, die Nichtnegativitdt des Polynoms (8.9) fiir alle v €
[Umin, 1] sicherzustellen. Nach Lemma 8.2 fiihrt das zu der Forderung

1’ — (g3 —a'H)Q) Q' (¢ —a"H(v)Q)" — x(v)n(v) >0

mit dem Polynom x(v) > 0 fiir alle v € R.
Eine erneute Anwendung des Schur-Komplements liefert

5oy |8 = x()n(v) g5 —a"H((v)Q
PO) =g, - QH(v)a Q =0

mit x(v) > 0 fiir alle v € R. Ersetzen von x(v) durch ein SOS-Polynom
und die Forderung P(v) € X" *1[y] fiihren zu SOS-Entwurfsbedingungen,
welche mittels der frei erhéltlichen MATLAB-Toolbox YALMIP [134] auto-
matisiert in LMI-Bedingungen umgewandelt werden konnen.

Moéchte man den Vektor kq vorgeben und ausschliellich R, entwerfen,
ergeben sich nach der Riicksubstitution

q, = Rl_lkl
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aus (8.7) die Bedingungen

Q > 0, (8.10a)

QN +NQ <0, (8.10b)

QA)+ ApQ — g2b" — bg; < 0, (8.10¢)
QA! + AoQ — Qk;b" — bETQ < 0, (8.10d)
x(v) € X[v], (8.10f)

mit dem Polynom 7n(v) = —(v — vpin ) (v —1). Der Grad des Hilfspolynoms
x(v) kann frei gewahlt werden.

Ein Nachteil der in diesem Abschnitt vorgestellten weich strukturvaria-
blen Zustandsregelung ist, dass der Ursprung immer nur lokal stabilisiert
werden kann. Ein Einzugsgebiet ist durch die dufserste Ellipse £(1) ge-
geben. Durch eine kleine Modifikation der Selektionsstrategie und einen
weiteren Entwurfsschritt ldsst sich jedoch ein unendlich grofses Einzugsge-
biet fiir stabile Strecken erreichen. Details des zugehorigen nichtlinearen
Zustandsreglers werden im néchsten Abschnitt erlautert.

8.2.3 Erweiterung des Regelkonzeptes
In diesem Abschnitt wird eine stabile SISO-Strecke der Form

x = Az + bsatg(u) (8.11)

betrachtet, die durch ein modifiziertes weich strukturvariables Regelge-
setz global stabilisiert werden soll. Das Ziel der weich strukturvariablen
Zustandsregelung besteht darin, den Ausregelvorgang in der N&ahe der
Ruhelage zu beschleunigen. Dazu wird der Parameter v und damit der
Reglervektor k in Abhéngigkeit des Systemzustandes verdndert. In einer
ellipsoiden Umgebung der Ruhelage

E)={xzeR™| z"R(1)x < 1}
kommt das in Abschnitt 8.2.1 vorgestellte Regelgesetz

u=—k'(v)x, (8.12a)
k(v)=H '(v)k; —a (8.12b)
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zum Einsatz, mit dem zu wahlenden Vektor k;. Der Parameter v wird in
Abhéngigkeit des Zustandes @ wie folgt bestimmt

v — Umin s T c E(Umin)_,
| eindeutige Losung von g (v, £)=0, @« € E(1)\ €(Vmin),

wobei die Hyperellipse &€ (vmin) wie folgt definiert ist

E(Vmin) = {x € R™| 2" R(vpin)x < 1}. (8.13)

Offensichtlich ist das Regelgesetz bzw. die Selektionsstrategie nur auf einer
Teilmenge £(1) des R™ definiert. Um globale Stabilitét zu erreichen, muss
die Definition auf den gesamten Zustandsraum ausgeweitet werden. Eine
naheliegende Wahl ist

Umin T c g(vmin)a
v = { eindeutige Losung von g (v, £)=0, x € &(1) \E(Umin), (8.14)
1, x € R™\ E(1).

Abbildung 8.3 visualisiert die neue Selektionsstrategie beispielhaft im IR?
fiir vmin = 0,3. Auferhalb der Ellipse £(1) wird demnach der lineare Zu-
standsregler k(1) eingesetzt, fiir den gemafs (8.12) gilt

k(1) =H '(1)k; —a =k, —a.
Der Vektor a lésst sich durch die spezielle Wahl
kﬁl = kg + a

eliminieren, so dass sich fiir die Dynamik des geschlossenen Regelkreises
aufserhalb der Ellipse £(1) die folgende Differentialgleichung ergibt

& = Az + bsatg(— kjx). (8.15)
Innerhalb der Ellipse £(1) gilt wie in den vorherigen Abschnitten
& = Az + bsaty( — k' (v)z),

wobei v {iber die Selektionsstrategie (8.14) bestimmt wird. Der entschei-
dende Punkt fiir die weiteren Uberlegungen ist, dass die Ellipse £(1) durch
eine geschickte Wahl des Reglers k, global attraktiv wird. Dann streben
alle Trajektorien, die auferhalb von £(1) starten, in die Ellipse. Ist dar-
iiber hinaus die Ellipse ein Einzugsgebiet der Ruhelage ™ = 0, streben
die Trajektorien sogar in die Ruhelage. Es gilt
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Abbildung 8.3: Visualisierung der Selektionsstrategie v(x) im R®. Der Rand
von &£(1) ist in ( ) dargestellt, der Rand von & (vmin = 0,3) in (—).

Lemma 8.3. Gegeben sei die stabile Strecke (8.11), das Regelgesetz
u=—k'(v)x,
k(v) = H '(v)(k, +a) —a
und die Selektionsstrategie (8.14) mit
g, )= "H '(v)RiH *(v)x — 1.

Die Matriz Ry und der Vektor k1 = k, + a erfillen die Bedingungen
(8.10). Wenn die Ruhelage x™ = 0 des Systems

Tr=Ax+ bsat@( — k:;w)

global asymptotisch stabil ist, dann ist auch der Ursprung des geschlosse-
nen Regelkreises

& = Az + bsaty( — k(v)'z)
eine global asymptotisch stabile Ruhelage.
Beweis. Der Beweis findet sich im Anhang C.3.13. ]

Im néchsten Abschnitt wird gezeigt, wie die global stabilisierende weich
strukturvariable Zustandsregelung in einer modellbasierten Anti-Windup-
Mafnahme eingesetzt werden kann.
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8.3 Weich strukturvariables Anti-Windup

Erneut wird der in Kapitel 6 beschriebene Anti-Windup-Regelkreis mit
der Dynamik (6.3) betrachtet, der aus einer in Regelungsnormalform vor-
liegenden SISO-Strecke

S { $s - Asws + bs,uus + bs,zza

[
ys —_— Csms

(8.16)

einem Regler R und einem modellbasierten Anti-Windup der Form

$aw - Aswaw + bs,u Sataﬁ(_k(maw)) + bs,u(Sa
AW : ¢ Yawu = —ClTaw, (8.17)
Yaw,y = _Sataﬁ(_k(maw))

besteht. Die Zustandsriickfiithrung k(#.,) wird gemif den Uberlegungen
aus dem letzten Abschnitt wie folgt festgelegt

k(Taw) = (HH(0)(ky +a) — a) Ty,

H™'(v) = diag(v™"™,...,07") (8.18)
mit der Selektionsstrategie
Umin, Law € E(Umin),
V(Xaw) = { eindeutige Losung von ¢ (v, Taw ) =0, Taw € E(1)\ E(Vmin),
1, Taw € R™ \ £(1),
(8.19a)
wobei die Funktion g (v, @y ) fiir ein R; > 0 wie folgt definiert ist
gV, Taw) =L H ()R H (V)T 0y — 1. (8.19b)

Das so entstehende weich strukturvariable Anti-Windup wird mit ISOVAW
(Implicit SOft Variable-structure Anti-Windup) bezeichnet.

Wenn die Matrix R; und der Vektor k; = k,+a die Bedingungen (8.10)
erfiillen, ist sichergestellt, dass die Selektionsstrategie eindeutig ist bzw.
die Gleichung g (v, x) = 0 in £(1) \ €(Vmin) eine eindeutige Losung besitzt
(vgl. Satz 8.1). Des Weiteren ist die Funktion (8.18) punktsymmetrisch.
Das folgt aus v(T.y) = v(—Xaw), da Ty und —x,, auf dem Rand der
gleichen Ellipse £(v) liegen und

k(Taw) = (H 7 (0(Taw)) (kg — @) — @) Tay
= — (H ' (0(~@aw)) (kg — @) — @) (—@aw) = —k(—Taw).
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Die lokale Lipschitzstetigkeit des Regelgesetzes (8.18) ist ebenfalls gegeben,
denn es gilt

Lemma 8.4. Wenn die Matriz Ry und der Vektor ki = k, + a des
Regelgesetzes (8.18), (8.19) die Bedingungen (8.10) erfillen, dann ist das
Regelgesetz lokal lipschitzstetig in @,y gemafl Definition 6.1.

Beweis. Der Beweis findet sich in Abschnitt C.3.14. ]

Damit sind die in Annahme 6.1 vorausgesetzten Eigenschaften sicher-
gestellt und alle Sétze aus Kapitel 6 besitzen Giiltigkeit. Um die globale
Stabilitédt einer zuldssigen Ruhelage :céljv)rk des Anti-Windup-Regelkreises
mit zugehdriger stationdrer Stellgrofie y ™ sicherzustellen, kann Satz 6.6

genutzt werden. Dieser Satz stellt die folgenden zwei Forderungen.

1. Der Parameter o muss aus dem offenen Intervall (0, &) gewéhlt wer-
den, wobei gilt

a=1-|y™|

2. Die Ruhelage £ = 0 des autonomen Anti-Windup-Ersatzsystems

aw

éaw — Asgaw + bs,u Sataﬁ<_k(£aw))

muss global asymptotisch stabil sein.

Die zweite Forderung kann nach Lemma 8.3 durch zwei alternative Be-
dingungen ersetzt werden. Zum einen miissen die Ungleichungen (8.10) fiir
die reduzierte Stellbegrenzung adi erfiillt sein und zum anderen muss die
Ruhelage €% = 0 des Systems

aw

éaw - Asgaw + bs,u Sataﬁ( - k;gaw>

mit dem linearen sittigenden Zustandsregler k, global asymptotisch stabil
sein. Diese Uberlegung fiihrt unmittelbar zu

Satz 8.2. Gegeben sei der Anti- Windup-Regelkreis aus Abbildung 6.1 mait
der Dynamik (6.3), der aus einer in Regelungsnormalform vorliegenden
Strecke (8.16), einem Regler R und einem modellbasierten Anti- Windup
(8.17) besteht. Die Funktion k : R™ +— R des Anti-Windup sei weich
strukturvariabel gemdfs (8.18) mit der Selektionsstrategie (8.19). Der An-
fangszustand des Anti- Windup-Regelkreises sei x'°) . € R2%T™  die zu

awrk
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stabilisierende zuldssige Ruhelage w . besitze die stationdre Stellgroffe
®) . Wenn o aus dem Intervall

Yy
(0, 1|y u™)

gewahlt wird, die Matrix Ry und der Vektor k; = k, + a die Bedingun-
gen (8.10) fir die reduzierte Stellbegrenzung o erfillen und die Ruhelage
&) =0 des Systems

éaw = Asgaw + bs,u sataﬁ(_kggaw)

global asymptotisch stabil ist, dann existiert ein ¢ > 0, so dass fiir die
Trajektorien des Anti- Windup-Regelkreises gilt

(R)
awrk"

Hwawrk(t) awrkH <cVt > 0 E)Igo wawrk(t) =&

Der Entwurf des Anti-Windup reduziert sich damit auf die Parametrie-
rung der Matrix I2; und des Vektors k,. Es bietet sich ein zweistufiges
Entwurfsverfahren an. Zuerst wird durch eine geeignete Wahl des Vektors
k, die globale Stabilitdt der Ruhelage &) = 0 des Ersatzsystems

an — Asgaw + bs,u Sataﬁ <_k;£aw) + bS,uCa

-
Yaw,u = Cg gaw

fiir ¢ = 0 sichergestellt. Um die Regelgiite zu beriicksichtigen, kann dabei
die Lo-Verstarkung « des Systems vom Eingang ¢ zum Ausgang Yawu
minimiert werden. Ein derartiger Regler k, ldsst sich beispielsweise mit
Lemma 7.3 entwerfen. Dazu wird die Sektorgrenze ® = ¢; = 1 gewahlt und
das Optimierungsproblem 7.2 gelost. Angepasst an den hier vorliegenden
SISO-Fall lautet das konvexe Optimierungsproblem wie folgt.

Optimierungsproblem 8.1.

Minimiere v unter den Nebenbedingungen
an\I’am7’Y

Q, -0, V>0, v>0,

[(AQ,—b,,m" 0 0 0 |
b, +m"™ —U 0 0
H S,u 0.
¢ b, 0 -1y o |"
I c.Q, 0 0 —%7_
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Der gesuchte Vektor k, ergibt sich durch den Zusammenhang
T TMH—1
k,=m Q,".

In einem zweiten Entwurfsschritt wird eine passende Matrix R; gesucht,
so dass der Vektor k; = k,+ a und die Matrix R; die Bedingungen (8.10)
fiir die reduzierte Stellbegrenzung ad erfiillen. Um die Regelgiite zu erho-
hen, empfiehlt es sich, die Matrix R; so zu wahlen, dass die Hyperellipse
£ (1) moglichst groft wird. Dann werden aggressivere Zustandsregler zu ei-
nem fritheren Zeitpunkt aktiviert. Ein sinnvolles Mals fiir die Gréfie einer
Hyperellipse ist das Volumen. In [120, Anhang B.2| wird gezeigt, dass die
Maximierung des Volumens von £(1) auf die Minimierung der konvexen
Funktion

—(det @)Y/(m) mit Q=R;' >0

zuriickgefiihrt werden kann. Diese Zielfunktion in Kombination mit den
bekannten Nebenbedingungen bildet das konvexe

Optimierungsproblem 8.2.

Minimiere — (det Q)'/(2"s) unter den Nebenbedingungen

Q,q2,x(v)
Q >0,
QN + NQ <0,
Q(A;+ba’)"+A0Q — g2b" — bg) < 0,
Aj

QA] + A.Q — Qk,b" — bEIQ < 0,

x(v) € Xlv].

Anmerkung 8.1. Im Vergleich mit dem existierenden weich strukturva-
riablen Anti-Windup [52, 54| hat das ISOVAW eine deutlich schlankere
Struktur, da weniger Parameter benétigt werden, wie Tabelle 8.1 zeigt.
Das liegt daran, dass in [52, 54| zwischen N Zustandsreglern interpoliert
wird und jeder Zustandsregler gesondert entworfen werden muss. In [150]
wird anhand eines Beispiels gezeigt, dass sich eine vergleichbare Regelgiite
fiir N = 5 ergibt. Ein weiterer Vorteil des ISOVAW ist der einfache Ent-
wurf, da keine Entwurfsparameter zu wéhlen und lediglich zwei konvexe
Optimierungsprobleme zu losen sind.
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Um k(x,y) bestimmen zu kénnen, muss der Selektionsparameter v wéh-
rend des Ausregelvorganges fiir den aktuellen Zustand @, berechnet wer-
den. Dazu ist in dem Gebiet £(1) \ €(vmin) die Gleichung g (v, Tay) = 0
zu 16sen. Das ldsst sich wie folgt implementieren (vgl. [98]). Eine Multipli-
kation der Gleichung mit v?™ liefert

g (U7 waW) Uzns = m;WIEI(U)Rlﬂ—(U)maW - U2ns = 0

mit I:I(v) = diag(l,v, : ..,v”s_l). Das ist ein Polynom in v vom Grad
2ns. Nach Satz 8.1 besitzt es fiir alle @,y € £(1) genau eine Nullstelle im
Intervall (0, 1], die sich durch ein Bisektionsverfahren einfach finden lésst.

Anmerkung 8.2. In [52, 54| ist die direkte Berechnung des dort benttigten
Selektionsparameters wesentlich komplizierter und fiihrt auf ein Optimie-
rungsproblem [211, Seite 206]. Die in [54, 211] vorgeschlagene alternative
Methode schéitzt deshalb den Selektionsparameter mit einer beobachter-
ahnlichen Struktur. Die Frage nach einem geeigneten Entwurf des Beob-
achters wird allerdings nicht beantwortet. Auch der Zusammenhang zwi-
schen der Parametrierung des Beobachters und der Regelgiite wird nicht
thematisiert. Der Anwender ist auf Ausprobieren angewiesen.

8.4 Beispiel: elektrisches Netzwerk

Es wird das elektrische Netzwerk aus |71]| betrachtet, das in Abbildung 8.4
dargestellt ist. Die Eingangsspannung ug ist durch eine Sattigungsfunktion
auf £1V begrenzt. Die Ausgangsspannung ys soll geregelt werden.

Durch Anwendung der Kirchhoff’schen Gesetze ergibt sich ein Zustands-
raummodell dritter Ordnung des Systems. Die Zusténde beschreiben dabei

Tabelle 8.1: Gegeniiberstellung des Aufwandes fiir den Entwurf eines weich
strukturvariablen Anti-Windup geméf [52, 54| und eines ISOVAW. Es bezeichnet
ns die Systemordnung der Strecke, n* = 2 'ng(ns + 1) und N die Anzahl der
Zustandsriickfithrungen, zwischen denen in [52, 54| interpoliert wird. Fiir eine
hohe Regelgiite ist N > 1 zu wahlen.

Anzahl der ... ISOVAW [52, 54|
... AW-Parameter n*+ns (N+1)(n*+ng)
... Entwurfsparameter 0 2

... Optimierungsprobleme 2 N +1
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R, Rs Rs
o— I
Ry Ra I
Us Ys
C C C —= i
T T

v T pullig

O

Abbildung 8.4: Elektrisches Netzwerk mit der Eingangsspannung us und der
Ausgangsspannung ys. Die Widerstidnde besitzen folgende Werte R; = 313 (2,
Ry =209, R3 =315Q, R4 =17, Rs =100, R¢ = 88,92, R7 = 1 und die
Kapazitiaten C' = 0,01 F. Der Operationsverstarker sei ideal.

die Ladungsmenge auf den Kapazitdten. Eine Transformation in Rege-
lungsnormalform liefert die Systemmatrizen

0 1 0 0
A, = | 0 0 1 b= 0],
~0,33 —529 —8,12 1

¢l = [29,41 10,88 1].

Zur Regelung des Systems wird ein PID-Regler mit der Ubertragungs-
funktion
_3,961(s + 0,062)(s + 0,641)
N s(s + 3,658)

yr(s) (w(s) —ys(s))
verwendet, der die Sollwertfolge sicherstellt und dabei Uberschwingen ver-
meidet. In dem nachfolgend betrachteten Szenario wird ein Ausgangsspan-
nung von ys = 2 V gefordert. Die zugehorige stationére Stellgréfie betragt
(F) = 0,0222 V. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 befinden sich alle Zustédnde im
Ursprung. Abbildung 8.5 zeigt das ideale Verhalten des unbeschrankten
Regelkreises mit einer Ausregelzeit von 0,9s (1%-Band). Ebenfalls darge-
stellt ist das Verhalten des beschrinkten Regelkreises ohne Anti-Windup.
Auffillig ist die sehr langsame Konvergenz zu dem Sollwert und das Uber-
schwingen. Ohne Anti-Windup verlédngert sich die Ausregelzeit auf etwa
29 s, was aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht dargestellt ist.
Um die Windup-Effekte zu minimieren wird zunachst mit Optimierungs-
problem 8.1 ein lineares modellbasiertes Anti-Windup entworfen. Der Anti-
Windup-Parameter o wird aus dem Intervall (0, 1 — ™) = (0,0,9778) zu
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2 R
>
k= 1 |
=3

0 \ \ \ \ -

Abbildung 8.5: Verlaufe der Ausgidnge und Stellgréffen des unbeschréankten
Regelkreises ( ), des beschrankten Regelkreises ( ), des Anti-Windup-
Regelkreises mit einem linearen Anti-Windup (——) und des ISOVAW (—).
Ebenfalls dargestellt ist der Verlauf des Selektionsparameters v.

a = 0,97 gewahlt. Fir den Vektor k, ergibt sich

k:; = [ —60,570 —98,668 —12,200 } :
Abbildung 8.5 zeigt die Simulationsergebnisse. Das Uberschwingen wird
vermieden, die Ausregelzeit von 6,77 s (1%-Band) ist allerdings noch weit
von dem idealen Verhalten entfernt. Deshalb wird durch das Loésen des
Optimierungsproblems 8.2 mit v,;n = 0,01, dem Polynom

N(v) = =(V = Vmin)(v = 1)
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und einem Hilfspolynom y(v) vierten Grades eine passende Matrix

175,691 278,788 32,654
R, = | 278,788 463,423 63,533
32,654 63,533 23,417

bestimmt, die zusammen mit dem Vektor k, ein ISOVAW parametriert.
Dieses weich strukturvariable Anti-Windup nutzt die Stellgréfie besser aus
und fiihrt zu einer Ausregelzeit von 1,98 s.

8.5 Zusammenfassung und Fazit

In diesem Kapitel wurde ein nichtlineares modellbasiertes Anti-Windup
vorgestellt, das im Vergleich zu linearen Anti-Windup-Mafnahmen eine
sehr hohe Regelgiite erzielen kann. Die Zustandsriickfiihrung des modell-
basierten Anti-Windup basiert auf dem in [98| beschriebenen Konzept der
vereinfachten impliziten weich strukturvariablen Zustandsregelung. In Ab-
schnitt 8.2.3 wurde dieses Regelgesetz so modifiziert, dass die globale Sta-
bilisierung von Strecken mit ausschlieftlich negativen Eigenwerten moglich
wird. Der resultierende Zustandsregler liefs sich dann in einem modellba-
sierten Anti-Windup einsetzen.

Die Vorteile dieses impliziten weich strukturvariablen Anti-Windup
(ISOVAW) bestehen im Vergleich zu der existierenden Methode [52, 54]
in einem einfacheren Entwurf, da keine Entwurfsparameter zu wihlen und
lediglich zwei konvexe Optimierungsprobleme zu l6sen sind (vgl. Tabelle
8.1). Dariiber hinaus reduziert sich die Berechnung des Selektionsparame-
ters auf die Berechnung einer Nullstelle eines Polynoms. In [52, 54| muss
zur Berechnung des Selektionsparameters ein Optimierungsproblem gelost
werden, was die Echtzeitfdhigkeit des Ansatzes beeintrachtigt [211, Seite
206]. Alternativ kann eine beobachterahnliche Struktur zur Schétzung des
Selektionsparameters ausgelegt werden, deren Entwurf aufwendig ist.
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9 Lineares Anti-Windup fur
grenz- und instabile Strecken

Bisher wurden ausschlieftlich Anti-Windup-Entwurfsverfahren fiir stabile
Strecken vorgestellt. In diesem Kapitel wird gezeigt, wie modellbasiertes
Anti-Windup mithilfe des Stabilitdtssatzes 6.7 aus Kapitel 6 auch in Re-
gelkreisen mit grenz- und instabilen Strecken eingesetzt werden kann. Die
Vorgehensweise beim Entwurf stellt eine Erweiterung der bereits in [149]
veroffentlichten Grundidee dar.

9.1 Problembeschreibung

Betrachtet wird der in Kapitel 6 detailliert beschriebene Anti-Windup-
Regelkreis. Dieser besteht aus einer linearen Strecke

S Ty = Asms + Bs,uus + Bs,zza
| ys = Gz,

einem linearen Regler mit der Dynamik

R : T, = Armr + Br,uur + Br,ww7
. Y, = Crwr + Dr,uur + Dr,ww

und einem durch u charakterisierten realen Aktor, der den Streckeneingang
us begrenzt. Auftretende Windup-Probleme lassen sich durch ein lineares
modellbasiertes Anti-Windup der Form

Taw = AsTaw + Bs,u Sataﬁ(_Kwaw) + Bs,u(sa
AW : Yawyu = —Csyay,
Yawy = — Sataﬁ<_Ewaw)

beheben. Abbildung 9.1 zeigt den durch die Verschaltung der Teilsysteme
entstehenden Anti-Windup-Regelkreis.

Wie in Kapitel 6 detailliert erlautert wurde, reduziert sich der Anti-
Windup-Entwurf auf die Wahl der Funktion k,w(x), die hier durch
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Yaw,y

<j
AW 0

Abbildung 9.1: Anti-Windup-Regelkreis.

Yaw,u

2 Yr  Ua Yo =1Us Ys
Uy R :>OT _/- ———> S =
— ol |

§<

sat g (—L( a:aw) gegeben ist. Folglich sind beim Entwurf die Matrix K und
der Parameter o € (0, 1) so festzulegen, dass die in Abschnitt 4.2 beschrie-
benen Ziele erreicht werden. Insbesondere soll das Verhalten des Anti-
Windup-Regelkreises nahe an dem idealen Verhalten des unbeschrankten
Regelkreises liegen. In einer Ruhelage diirfen keine Abweichungen vorhan-
den sein. Eine Ruhelage des unbeschriankten Regelkreises entspricht des-
halb im Anti-Windup-Regelkreis der Ruhelage

(R)

(R) _ (R) (R) _
by Ty =T x, = 0. (9.1)

R) _
Ly’ =T r,ub?’

Dabei besteht die in Abschnitt 6.4 beschriebene Einschrinkung auf zu-
lassige Ruhelagen (Definition 6.2), d. h., die stationér bendtigte Stellgrofe
muss physikalisch mit dem vorhandenen Aktor realisierbar sein.

In Mismatch-Koordinaten &, lasst sich das Entwurfsproblem sehr iiber-
sichtlich darstellen, da der Regelkreis in das Teilsystem

gs = Asfs + Bs,uyr + Bs,zza
L: €r = Ar€r + Br,ucsfs + Br,wwa (92)
Yr = Crgr + Dr,ucsgs + Dr,ww7

welches dem unbeschrankten Regelkreis entspricht, und das Teilsystem

ES : { éaw = Asgaw + Bs,u Sataﬁ(_Kgaw) + BS,UC7
Yawu = ngaw

mit dem Zustand &, zerfillt. Die Ruhelage (9.1) entspricht

R) — R (R) — R R) _
£’S _ ws,ub’ €r - mr,ub’ £'é?uW =0
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U7 160 < 2lsaten, () — i
w yl‘ C yaw,u
———> L .:> ES —————>
unbeschrankter Anti-Windup-
Regelkreis Ersatzsystem

Abbildung 9.2: Reihenschaltung aus dem linearen Teilsystem L, dem Ersatz-
system ES . Das schwarz eingefiarbte System erzeugt die stetigen Storsignale ¢,
die der komponentenweisen Abschétzung (9.3) gentigen.

und der Entwurf reduziert sich auf den Entwurf eines Zustandsreglers fiir
ES. Gelingt es den Ausgang yaw. klein zu halten, bleibt auch die Abwei-
chung des Anti-Windup-Regelkreises vom unbeschriankten Systemverhal-
ten klein. Diese Aufgabe wird durch die Storung ¢ erschwert, fiir die eine
komponentenweise Abschatzung

il < 2saton, (yr,i) = Yr.il = 2 Az, (Yr,i)| < 2|yi] (9-3)

gilt. Dabei ist ¢ = 1 — o und y, ; entspricht der i-ten Komponente des
Ausgangs von L. Abbildung 9.2 zeigt das fiir den Entwurf in Mismatch-
Koordinaten mafgebliche Blockschaltbild.

Die Wahl des Anti-Windup-Parameters a wurde bereits in Abschnitt
6.4 gekldrt. Entscheidend ist dabei die durch w = wg und z = zy vorge-
gebene Ruhelage und damit die bendtigte stationdre Stellgrofe y{™. Der
Beweis des Stabilitdtssatzes 6.7 beruht darauf, dass die Festlegung von
a = 1 — p sicherstellt, dass dz,5(y,;) und damit geméf (9.3) auch ¢ zu
einem endlichen Zeitpunkt 0 < t* < oo null wird. Nach Lemma 6.3 ist das
der Fall, wenn der Anti-Windup-Parameter o aus dem offenen Intervall
(0, &) gewahlt wird mit

. ()| 5—1
a=1- max A{[y7|un")

Fiir den Anti-Windup-Entwurf ist demnach nur noch die Frage nach der
Parametrierung von K zu beantworten. Aufgabe des Zustandsreglers ist
es, die Stabilitdt der Ruhelage &%) = 0 des Systems ES mit dem Anfangs-
zustand &%) = 0 trotz auftretender Storungen ¢ zu garantieren. Dabei
steht jedoch lediglich die begrenzte Stellgréfe au zur Verfiigung. Dies ist
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problematisch, wenn die Strecke S grenz- oder instabil ist, wie in Abschnitt
3.1 ausgefiihrt wurde. Weist die Matrix Ay Eigenwerte mit nichtnegativem
Realteil auf, lasst sich fiir das System ES nur lokale Stabilitat der Ruhelage

() = 0 erreichen. Eine grofse Storung kénnte den Systemzustand €,y aus
diesem lokalen Stabilitdtsgebiet hinaustragen und eine Stabilisierung wé-
re dann selbst bei einer zum Zeitpunkt ¢* verschwindenden Storung nicht
mehr moglich.

Da Stabilitat nicht fiir beliebig grofe Stérungen erreichbar ist, wird im
Weiteren angenommen, dass die Storung ¢ begrenzt ist, was eine Begren-
zung der Sollwerte w, Storgrofen z und Anfangswerte £, £{” des linearen
Systems L nach sich zieht. Der Anti-Windup-Entwurf zerfallt deshalb bei

genauerer Betrachtung in zwei Teilprobleme:

1. Wie l&sst sich der Zusammenhang zwischen w, z, £{”, £&° und der
Storung ¢ quantifizieren? Inwieweit ist ¢ begrenzt, wenn w, z, £
und & begrenzt sind?

2. Wie muss der Zustandsregler K parametriert werden, so dass die
Stabilitdt der Ruhelage &%) = 0 des Ersatzsystems ES fiir die be-
grenzte Storung ¢ garantiert ist?

Die fiir grenz- und instabile Strecken geeigneten Entwurfsverfahren
[52, 173, 175, 185, 191, 210] fiir lineares modellbasiertes Anti-Windup 16-
sen nur das zweite Teilproblem. Stabilitdt des Anti-Windup-Regelkreises
ist dann aufgrund der Linearitdt des Systems L fiir gentigend kleine An-
fangszusténde, Sollwerte und Storungen garantiert. Eine Quantifizierung
von gentgend klein erfolgt nicht. Man ist auf Ausprobieren und Simulie-
ren angewiesen. Eine Ausnahme bildet das Entwurfsverfahren [208], das
mit einem linearen Zustandsregler globale Stabilitiat des Anti-Windup-
Regelkreises fiir eine spezielle Streckenklasse garantiert. Diese Klasse um-
fasst alle Strecken mit nichtpositiven Eigenwerten, wobei die Eigenwerte
auf der imagindren Achse nur einfach seien diirfen. Der Nachteil des Ent-
wurfs ist, dass die Regelgiite nicht optimiert werden kann [211, S. 182ff].

Eine alternative Entwurfsmethode, die beide Teilprobleme beriicksich-
tigt, beschreiben die nédchsten Abschnitte. Das erste Teilproblem wird
durch einen Zusammenhang zwischen den Anfangswerten £{”, £ und
der Energie der Storung ¢ gelost. Abschnitt 9.3 stellt einen auf dem Zu-
standsreglerentwurf [31] basierendes Anti-Windup vor. Abschliefend folgt
die Demonstration der Entwurfsmethodik an einem Beispiel.
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9.2 Abschatzen der Storenergie

Eine Moglichkeit, das Ausmaf der Storung ¢ zu charakterisieren bietet
die Ly-Norm |[|{]|z, (vgl. Abschnitt 4.2), die ein Maf fiir die Energie des
Signals ist. Nach Definition 4.1 gilt

t
<l = Jim [ ¢T(r¢(ar
0

Um die Lo-Norm abzuschétzen, erweist sich der Zusammenhang (9.3) als
sehr niitzlich. Ist jede Komponente von ¢ durch die entsprechende Kom-
ponente von y, beschriankt, so folgt

IC@)[l2 < 21 dzpa (y: ())]]2-

Quadrieren dieser Ungleichung und anschlieffendes Integrieren nach der
Zeit fiihrt zu

t

/C(T)TC(T)CZT < 4/dzgu (yr(T))T dz,q (yr(T))dT,
0

0

Die Grenzwertbildung ¢t — oo liefert das Endergebnis

HCH%Q S 4” dZQﬁ <yr) H%Q

Um die Energie von ( abzuschétzen, wird demnach die Energie von
dz,q (yr) bendétigt, die offensichtlich von dem Ausgang y, des linearen
Teilsystems L abhéngt. Der néchste Abschnitt beschreibt, wie die Ab-
schatzung gelingen kann.

9.2.1 Zustandstransformation

Betrachtet wird das lineare Teilsystem L gemé&f (9.2), das dem unbe-
schrénkten Regelkreis (2.3) entspricht. Fasst man die Zustdnde & und
& in einem Vektor

& =& &
und die Eingénge w, z in dem Vektor

r = ['wT zT]



9.2 Abschétzen der Storenergie 169

zusammen, lasst es sich durch die Dynamik
&L= AwéL + Bur,
Yr = CubgL + Dubr

beschreiben, mit Ay, Bup geméf (2.4) und Cy,, Dy geméf (6.14). Der
Anfangswert ist £.(0) = &”. Fiir » = 0 liegt die Ruhelage des Systems im
Ursprung. Fiir 7 = ry # 0 ergibt sich die Ruhelage zu

(R) __ -1

(9.4)

Die zugehorige stationére Stellgrofe y,(t — oo) lautet

=~ (Curdy! By~ Duo) 70

r

Um die Energie von dz,g (yr) abzuschéatzen, wird es sich als niitzlich
erweisen, die Ruhelage im Fall » = ry # 0 in den Ursprung zu transfor-
mieren. Dazu wird das System (9.4) mithilfe des neuen Zustandsvektors

5* — £L - £|(_R) <~ £L — 5* + £|(_R)

dargestellt. Das fiihrt zu dem neuen Anfangswert £, (0) = &~ — €™ und
£ = Awés, (9.5a)
Yy = Cubg* - (CubAJblBub - Dub) ro = Cubg* + ylgR)- (95b>

Der Vorteil dieser Systemdarstellung ist, dass die Differentialgleichung
(9.5a) ein autonomes System beschreibt und somit die Abschétzung der
Ausgangsenergie mittels der in [21, Abschnitt 6.2.1] beschriebenen Vorge-
hensweise einfach mo6glich ist. Storend ist lediglich der konstante Summand
y™ der Ausgangsgrofe y,. Hier kommt allerdings die Tatsache zu Hilfe,
dass nicht die Energie von y,, sondern die von dz,q(y,(t)) interessiert.
Anstelle von (9.5) wird deshalb das System

é* = Aubé*a (96&)
dz,q(yr) = dza(Cupés + y™) (9.6b)
betrachtet, fiir das sich folgendes Lemma beweisen lasst.

Lemma 9.1. Gegeben sei das System (9.6). Wenn die Bedingung ou; >
|y$)\ fiir allei =1, ..., m, positive Skalare w; und ein o € (0,1) erfillt ist,
dann gilt fir alle t > 0 folgende Abschdtzung

I dzgu(y: (t)ll2 = || dzou (Cunés () + ) ll2 < [|Cupés(®)ll2 (9.7)

mit u = [@1 ce ﬂm]T.
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Beweis. Der Beweis basiert auf einer komponentenweisen Betrachtung der
Totzone und findet sich in Abschnitt C.3.15. L]

Die Bedingung ou; > |y$)\ ist fir alle i« = 1,...,m erfiillt, da o =
1 — « gilt und a aus dem Intervall (0,&) gemif den Uberlegungen aus
Abschnitt 9.1 gewéhlt wird. Die Abschéitzung (9.7) gilt deshalb fiir den
hier betrachteten Fall. Quadrieren dieser Ungleichung und Integrieren iiber
die Zeit fithrt zu

t t
/ | dzya (y: (7)) ||5dT < / |Cunés ()] 2dr.
0 0

Bilden des Grenzwertes fiir t — oo fithrt zu

1Az (3:(7))IIZ, < [[Cubés (7)1,

Der entscheidende Punkt ist, dass die Energie von y,(t) = Cyp&€.(t) im-
mer grofer ist als die Energie von dz,g (y:(t)). Folglich geniigt es, fiir die
Energieabschéitzung das lineare System

é* — Aubﬁ*,
Y. = Cubg*
mit dem Anfangswert £,(0) zu betrachten. Der néchste Abschnitt zeigt,

wie eine Abschitzung der Ausgangsenergie durch Losen eines konvexen
Optimierungsproblems maoglich ist.

(9.8)

9.2.2 Ausgangsenergie eines linearen Systems

Nach einer Idee aus [21] lasst sich die Ausgangsenergie des Systems (9.8)
mithilfe der Ljapunov-Funktion

V() =& R, R=0
abschéitzen. Ausgangspunkt ist der Ansatz
V(&) +ECLCupks <0 VE. #0. (9.9)
Integrieren dieser Ungleichung nach der Zeit fiihrt zu
t

V(g*(t)) _ V(é* (0)) + /'SI(T)CLleCube* (T)dT <0.

0
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Da V(:S*) > 0 fiir alle &, # 0 gilt, folgt die Abschétzung

t

/EHﬂC&Cw&UMTS
0
t

‘4&@D+/fﬂﬂ0&0w&UMT<V@A®)

0

fiir alle ¢ > 0. Bilden des Grenzwertes t — oo liefert

[Cubésll7, <V (£:(0)) = £L(0)RE.(0).

Somit ist der Ausdruck & (0)R&.(0) eine obere Abschétzung fiir die Ener-
gie von Cyp€, und damit auch von dz,q(y,), wobei R eine symmetrische,
positiv definite Matrix ist, die (9.9) erfiillen muss. Mit

V= f*Ré* + f*RS* — él (ALbR + RAub) &«
lasst sich diese Bedingung auf die lineare Matrixungleichung

AlLR+ RA,, + CChp < 0

zuriickfithren. Der folgende Satz fasst die Uberlegungen zusammen.

Satz 9.1. Gegeben sei das System (9.4) mit dem Anfangswert El(_o). Die
Ruhelage dieses Systems fiir Eingangsgroffien w = wg und z = zq ist

|(_R) = —A;blBubro mit T = [wg zg} .

Fiir den stationdren Wert der Ausgangsgrifie yi™ gelte ou; > \yg)| fur alle
i=1,...,m, positive Skalare w; und ein o € (0,1). Wenn eine symmetri-
sche, positiv definite Matriz R existiert, so dass die Matrizungleichung

Al R+ RA,, + C,Cyp, < 0

erfillt ist, dann ist £L(0) R €.(0) mit £,(0) = £L(0)—&™ eine obere Grenze
fir || dzoa (ye) |3 mit w=[u1 ... u,]"

Um eine moglichst gute Abschétzung zu erhalten, bietet es sich an, die
Funktion &} (0)R&.(0) zu minimieren. Das fiihrt zu dem konvexen
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Optimierungsproblem 9.1.
Minir}giere (& — ER))TR( (7 — &™) unter den Nebenbedingungen

R > 0,
AL, R+ RA,, + C,Cy < 0.

Bisher wurde nur die Energie von dz,g (yr) flir einen Anfangswert El(_o)

abgeschéatzt. Oftmals liegen mdogliche Anfangszustinde in einem Gebiet
X© € R*% ™" Auch in diesem Fall lisst sich eine obere Grenze fiir die
maximale Ausgangsenergie abschitzen, die fiir alle £” € X gilt. Be-
sonders einfach ist dies fiir Anfangsgebiete, die sich durch ein konvexes
Polytop beschreiben lassen. Konvexe Polytope sind vollstandig durch ihre
Eckpunkte definiert, denn jeder Punkt im Inneren des Polytops lasst sich
als konvexe Kombination der Eckpunkte darstellen. Im Weiteren wird eine
Menge P bestehend aus p € N \ {0} Eckpunkten

_ (0) (0)
’P—{ Ll,...,ng}

betrachtet. Das konvexe Polytop X'* ergibt sich dann als konvexe Hiille
von P [22] wie folgt

X0 =coP =cofely,....&0} (9.10)
Nach den Uberlegungen in [21, Abschnitt 6.2.1] nimmt die Zielfunktion

(67 -&") R(&” - &")

auf der Menge X” an einem der Eckpunkte £ ihr Maximum an. Somit
ist das Optimierungsproblem 9.1 fiir jedes Element &7 der Menge P zu
l6sen, um die entsprechende Ausgangsenergie abzuschétzen. Die grofste
Ausgangsenergie 0* stellt die gesuchte Abschatzung dar. Fiir die auf das
Anti-Windup-Ersatzsystem ES wirkende Storung ¢ gilt folglich

1€]17, < 46* =0. (9.11)

Damit ist ein Zusammenhang zwischen der Begrenzung der Anfangswerte

= (€9 €] sowie der Begrenzung der EingangsgroRen w, z und
der Grofse der Storung ¢ hergestellt. Das in Abschnitt 9.1 beschriebene
erste Teilproblem kann als gelost betrachtet werden. Der nachste Abschnitt
betrachtet das zweite Teilproblem.
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9.3 Anti-Windup-Entwurf

Das zweite Teilproblem besteht in der Fragestellung, wie die Anti-Windup-
Matrix K parametriert werden muss, so dass die Stabilitdt von

gaw - Asgaw + Bs,u Sataﬁ(_Kgaw) + BS,UC7
Yaw,y = ngaw

mit £ = 0 fiir die durch (9.11) begrenzte Stérung ¢ garantiert ist. Eine
allgemeine Antwort gibt Satz 6.7, der die folgenden Bedingungen stellt.

(A) Der Zustand &, (t) verbleibt fiir ¢ # 0 und alle ¢ > 0 in einer
begrenzten Umgebung des Ursprungs G, C IR"s.

(B) Fiir ¢ = 0 soll der Zustand &£,y in die im Ursprung gelegene Ruhe-
lage streben. Das ist garantiert, wenn G, im Einzugsgebiet G(0) der
Ruhelage liegt, d.h. G(0) D G,,.

Um auch das Anti-Windup-Ziel Rickgewinnung des unbeschrinkten Ver-
haltens in den Entwurf mit einzubeziehen, werden die beiden Forderungen
um eine dritte Anforderung ergénzt.

(C) Die Lo-Verstarkung von ¢ nach yay,y ist begrenzt und moglichst klein

fiir energiebegrenzte Eingangssignale (.

9.3.1 Parametrierung der Anti-Windup-Matrix

Der in [31] vorgestellte Zustandsreglerentwurf gibt hinreichende Bedingun-
gen fiir die Matrix K in Form linearer Matrixungleichungen an, die obige
Anforderungen sicherstellen. Die Grundidee ist, das Gebiet G, durch eine
Ho6henlinie der quadratischen Ljapunov-Funktion

V(€aw) =EryPlaw, P >0

zu beschreiben. Im Weiteren wird eine Umgebung des Ursprungs ID C R"s
betrachtet. Der Ansatz

: 1
V(€aw) + Yhwy Yawy — ECTC <0 V&, €D (9.12)

mit n > 0 und

V(€aw) = &Ly Pl + €L, Play,
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fithrt zu geeigneten Entwurfsbedingungen. Integrieren von (9.12) nach der
Zeit liefert unter Beachtung von V (€, (0)) = 0 die Ungleichung

V%Mm+/%Mmmy /c )dr <0, (9.13)
0 0

SIH

welche die gewiinschten Eigenschaften garantiert.
(A) Stabilitét lasst sich durch Auflésen nach V(€. (t)) zeigen, was zu

t

1 T
V@Mm<5/cwxmms

0

I |

fithrt. Da V(&aw(t)) fiir alle ¢ > 0 durch 6/n begrenzt ist, verbleibt der
Zustand €,y (t) fiir alle ¢ > 0 in dem Gebiet

Gu=E(P,0/n) ={&w € Rns\ﬁlwpﬁaw <0/n}.

(B) Des Weiteren gilt fiir ¢ = 0, dass V(£aw) < O fiir alle &,y € D.
Wenn das Gebiet G,, im Inneren von D liegt, was durch eine zuséatzliche
Bedingung iiberpriift werden kann, gilt V (£aw) < 0 auch fiir alle £, € G.,.
Folglich ist G, ein Einzugsgebiet der Ruhelage &%) = 0.

(C) Auch die Lo-Verstarkung des Systems von C zum Ausgang Yawy ist
begrenzt, wenn (9.13) gilt. Bilden des Grenzwertes t — oo liefert

1
Hya‘W,}’H%Q < EHCH%Q

Die konsequente Weiterentwicklung der oben skizzierten Grundidee
fiihrt zu einem Satz, der hinreichende Stabilitdtsbedingungen angibt.

Satz 9.2 (nach [31]). Gegeben sei das System

éaw - Asgaw + Bs,u Sataﬁ(u) + BS,UC7

(9.14)
Yaw,y = ngaw

mit €2 = 0. Die Storung ¢ besitze eine begrenzte Energie, d. h. HCHL2 <4.
Wenn eine symmetrische, positiv definite Matrix W € S™s, eine positiv
definite Diagonalmatric N € S™, Matrizen J € R"*"s X € R™*"s,
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Y € R™*"™ und positive Skalare n, B existieren, so dass mit der Abkiirzung
M*=W —J" 4+ AJ + B, , X firallet=1,...,m die Ungleichungen

(AJ + By, X 0 0 0 0
M* —J 0 0 0
He| Y -N'B;, —-N'B;, —-N 0 0 <0 (9.15)
nB;, nB;, 0 —3nI 0
C.J 0 0 0 —1iI
w (X = Yy)T (X — Yi)T|
XYy 1/8- (auz)z 0 =0 (9.16)
Xy — Y 0 n/0 - (aw;)?
erfullt sind, wobei Xy bzw. Yy die i-te Zeile der Matriv X bzw. Y
bezeichnet, dann garantiert der Regler u = —Ké&,, mit K = —XJ!

folgende Eigenschaften des geschlossenen Regelkreises:

(a) Fiir { # 0 verbleiben die Trajektorien des geschlossenen Regelkreises
fur alle t > 0 wn der Hyperellipse

E(P,c) = {&uw € R™| &, Plaw < c}
mit P=J 'WJ =0 und c=3+0/n.

(b) Fir ¢ = 0 ist die Ruhelage €& = 0 lokal asymptotisch stabil und
E(P,c) ist ein Einzugsgebiet der Ruhelage.

(c) Der geschlossene Regelkreis besitzt eine endliche Lo-Verstdrkung fir
Storungen ||¢||7, < 0. Es gilt

Yeyllzo < (L/ VDS L, + V5.
Beweis. Der Satz folgt direkt aus Proposition 2.1 in [31]. [

Durch Hinzufiigen einer weiteren Entwurfsbedingung lasst sich eine ge-
wisse Regelgiite in der Nahe des Ursprungs vorgeben. Fiir einen gegebenen
Skalar A > 0 und ein W) > 0 garantiert die lineare Matrixungleichung

AsJ + B, X +AJ 0

Mol w y AT+ BLLX — T+ A -

<0, (9.17)
dass die Realteile der Eigenwerte von As — Bs ,, K kleiner als —\ sind [31].
Der Zustandsreglerentwurf lasst sich folglich als konvexes Optimierungs-
problem formulieren.
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Optimierungsproblem 9.2. Fiir gegebene Skalare 6 > 0, A > 0,

minimiere — 7 unter den Nebenbedingungen
W, Wy, J,N, X, Y, n,p
W =0, W, >0, N >0,
n>0,8>0,

(9.15), (9.16) fir alle i = 1,...,m, (9.17).

Mit Optimierungsproblem 9.1 und Optimierungsproblem 9.2 stehen alle
notigen Werkzeuge bereit, um den Anti-Windup-Entwurf durchzufiihren.
Der néchste Abschnitt fasst die einzelnen Entwurfsschritte zusammen.

9.3.2 Zusammenfassung der Entwurfsschritte

Gegeben sei der Anti-Windup-Regelkreis bestehend aus einer linearen Stre-
cke S, einem linearen Regler R und dem durch u charakterisierten realen

Aktor. Der geforderte Sollwert sei w = wg und die auftretende kon-
stante Storung sei z = zg. Aus Sollwert und Storung ergibt sich mit
r) = [w) z{] und A,,, Byp gemif (2.4) die zu stabilisierende Ruhela-

ge des Anti-Windup-Regelkreises wie folgt

x (Y (R) 1 (R)

S _ _ - —_

s | = Ty = —A [ Byro, =z, =0.
r

Die zugehorige stationédre Stellgréfie
= Cuwyy + Dupro

mit den Matrizen C\y,, Dy, nach (6.14) sei mit der zur Verfiigung stehen-
den Stellgrofie realisierbar und damit die Ruhelage geméfl Definition 6.2
zuldssig. Aufgrund der Beziehung (4.9) ist die Ruhelage invariant gegen-
iiber einer Transformation in Mismatch-Koordinaten, d. h., es gilt
P =, e =
Die Anfangszustinde x(”, x{” von Strecke und Regler liegen in einem
konvexen Polytop X, das durch die Menge seiner Eckpunkte

(0) (0)

P { [wll [m] }
—_— (0) 9 oy (O)
Ly wrp
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eindeutig gegeben ist, d.h. X” = coP. Da fiir den Anfangszustand des
linearen modellbasierten Anti-Windup (), = 0 gilt, ist X® ebenfalls in-
variant gegeniiber der Transformation in Mismatch-Koordinaten und kann
somit direkt fiir den Entwurf verwendet werden. Insbesondere gilt

(0) _ ¢(0) (0) _ ¢(0) (0) — __¢(0)
ws - Ss wr _£r7 waw_ aw

Fiir den Entwurf empfiehlt sich ein Vorgehen in drei Schritten.

Schritt 1: Wahl des Anti-Windup-Parameters a = 1 — p aus dem offenen
Intervall (0, &) mit

y=1— R g1,
g e Ay 107
Dabei sollte a moglichst groft gewédhlt werden, um die Einflussmoglich-
keit der Zustandsriickfiihrung u = sat,q(—K €,y ) auf die Systemdynamik
(9.14) nicht zu stark einzuschrianken.

Schritt 2: Abschétzen einer oberen Grenze 6 der Energie von ¢ fiir das
konvexe Polytop X‘® mdoglicher Anfangszustinde. Dazu wird das Opti-
mierungsproblem 9.1 p-mal gel6st, d. h. fiir die berechnete Ruhelage

= lgw] = e
und jeweils einen der p Eckpunkte von X». Bezeichne 0* das Maximum
der p Losungen, dann gilt

)2, < 46" =9

Schritt 3. Parametrieren der Anti-Windup-Matrix K durch Losen des
Optimierungsproblems 9.2.

Falls das Optimierungsproblem 9.2 losbar ist, wird die Stabilitdt der
Ruhelage des Anti-Windup-Regelkreises durch Satz 6.7 sichergestellt. Die
Existenz einer Losung ist allerdings nicht garantiert, denn mit einer be-
grenzten Stellgrofe sind die Einflussmoglichkeiten auf den Zustand &,y
des Systems ES beschrénkt. Zu grofie Storungen fiithren, unabhéngig von
dem verwendeten Zustandsregler, immer zu einem instabilen Verhalten. In
diesem Fall ist Stabilitdt des Anti-Windup-Regelkreises nur fiir ein kleine-
res Anfangsgebiet X” oder einen weniger aggressiven linearen Regler R
erreichbar.



178 9 Lineares Anti-Windup fiir grenz- und instabile Strecken

Abbildung 9.3: Forschungsunterseeboot mit Ballasttank.

9.4 Beispiel: Tauchtiefe eines U-Bootes

Dieser Abschnitt demonstriert das neue Entwurfsverfahren fiir lineares mo-
dellbasiertes Anti-Windup an einem Beispiel. Betrachtet wird die Tiefen-
regelung eines U-Bootes fiir statisches Tauchen. Das sogenannte statische
Tauchen basiert auf einer Anderung der Bootsmasse durch Aufnahme oder
Abgabe von Meerwasser [3|. Das Wasser kann in speziellen Tanks gespei-
chert werden, wie Abbildung 9.3 zeigt. Die zusétzliche Masse erzeugt eine
vertikale Kraft, die das U-Boot absinken lasst.

Das in [3, 74| verwendete lineare Modell eines U-Bootes fiir statisches
Tauchen besitzt drei Zustdnde und ist durch die Matrizen

0 1 0 0
A;=[0 0 1 , beu=10
0 0 —0,005 0,005

gegeben. Dabei beschreibt z 1 die Abweichung der Tauchtiefe von einem
Referenzwert in m. Der Zustand z, o stellt die vertikale Geschwindigkeit
in m/s dar und x4 3 die vertikale Beschleunigung des U-Bootes in m/s?,
Der einzig messbare Zustand sei die Tauchtiefe, d. h.

ce=1[1 0 0].

Zur Regelung kommt ein Kontrollbeobachter zum Einsatz. Die Regler-
matrizen sind folglich durch

Ar = As - er; - bs,ukza by, = lra bs,w = 0,
c, = —k,, dyo =0, diw =0
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gegeben und durch die zwei Vektoren
ki =[10"* 0,128 49,373], 1] =[5,569 9,770 5,438]

vollstdndig parametriert. Die in der Arbeit [74| betrachteten Anfangszu-
stdnde der Strecke lassen sich durch

|zs 1] < 10, |xs2| < 0,05, |xs3| < 0,005

beschreiben. Fiir den Anfangszustand des Reglers wird {” = 0 angenom-
men. Mit den Vektoren

]
2 | 0,05 0,005 0 0 0]

[ 10

z,=[10 005 —0,005 0 0 0]
[ 10
[ 10

]
z{ ~0,05 0,005 0 0 0]
~0,06 —0,006 0 0 0]

(0)
ub 4

fiihrt dies zu dem Anfangsgebiet

(0) _ (0) (0) (0) (0) _ 50 _ (0 _ (0 _ (0
X = Co {wub,l’ wub,2’ wub,B’ Lub 47 wub 1 wub 29 wub 30 ~Lyp 4}

Fiihrungsgroften und Sollwerte werden in dem betrachteten Szenario zu
null angenommen, d.h. w = 0 und z = 0. Die zu stabilisierende Ruhelage
des Regelkreises ist folglich der Ursprung. Abbildung 9.4 zeigt den Verlauf
der Tauchtiefe sowie die zugehorige Stellgrofie fiir den Anfangswert der
Strecke 7(0) = [-10 0 0]. In der Realitét léisst sich ein derartiger Ver-
lauf nicht erreichen, da die aufzunehmende bzw. abzugebende Menge des
Ballastwassers pro Zeit durch physikalische Gegebenheiten begrenzt ist.
In [74] wird dies durch die Stellbegrenzung u = 0,005 beriicksichtigt, die
Windup-Effekte nach sich zieht. In Abbildung 9.5 ist zu erkennen, dass die
Ausregelung mit Stellbegrenzung viel langer dauert. Die Ausregelzeit be-
tragt in etwa 83 Minuten. Um die Situation zu verbessern wird ein lineares
modellbasiertes Anti-Windup entworfen.

Der Entwurf erfolgt, wie im letzten Abschnitt beschrieben, in drei Schrit-
ten. Zunachst wird im ersten Schritt der Parameter « festgelegt. Da die
Ruhelage im Ursprung liegt, gilt & = 1 und eine zulassige Wahl fiir a aus
dem Intervall (0,1) ist a = 0,99. Der zweite Schritt besteht in der Ab-
schitzung der Storenergie [|¢[|7, . Dazu wird Optimierungsproblem 9.1 mit
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Ys In M

—10 ‘ R

300 N
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Abbildung 9.4: Verlauf der Tauchtiefe und der Stellgréfie fiir den unbeschrank-
ten Regelkreis mit dem Anfangszustand «{(0) = [-10 0 0] der Strecke.

= 0 fiir jeden der acht Eckpunkte des Gebietes X© gelost. Fiir die
quadrierte Lo-Norm von ( ergibt sich

€12, <40 =6 =2,834-10°.

Im dritten Schritt kann der Anti-Windup-Vektor k parametriert werden.
Mit dem berechneten Wert fiir # und der Wahl A = 0,01 fiihrt das Losen
des Optimierungsproblems 9.2 zu

k" = (0,067 11,744 567,801].

Abbildung 9.5 zeigt den Verlauf der Tauchtiefe fiir den Anti-Windup-
Regelkreis mit dem Anfangszustand

S

w1 (0) = [21(0) 0 0].

zI(0)=[-10 0 0],
awrk S

Die Ausregelzeit sinkt erheblich auf etwa 10 min, was einer Reduzierung
um 88% gegeniiber dem beschrankten Regelkreis entspricht.
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Abbildung 9.5: Verlauf der Tauchtiefe und der Stellgrofie fiir den beschrankten
Regelkreis ( ) und den Anti-Windup-Regelkreis ( ) mit dem Anfangszu-
stand x{(0) = [—10 0 0} der Strecke. Zum Vergleich ist auch der Ausregel-
verlauf des unbeschrinkten Regelkreises ( ) dargestellt.

9.5 Zusammenfassung und Fazit

In diesem Kapitel wurde ein Entwurfsverfahren fiir lineares modellbasier-
tes Anti-Windup vorgestellt, das in Regelkreisen mit grenz- und instabi-
len Strecken eingesetzt werden kann. Fiir den benétigten Zustandsreg-
lerentwurf kommen Ergebnisse aus [31] zum Tragen. Im Gegensatz zu
|52, 173, 175, 185, 191, 210] garantiert der Anti-Windup-Entwurf die Sta-
bilitat des Anti-Windup-Regelkreises fiir ein Gebiet moglicher Anfangszu-
stdnde, wenn das angegebene Optimierungsproblem lésbar ist. Die genaue
Beschreibung des Stabilitatsgebietes durch ein konvexes Polytop in Kom-
bination mit einem Entwurf, der ein die Regelgiite betreffendes Giitekri-
terium minimiert, stellt eine Neuerung gegeniiber dem Stand der Technik
dar. Anhand der Tauchtiefenregelung eines U-Bootes wird die Effektivitat
der Methode demonstriert.
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10 Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war die Entwicklung von systematischen Entwurfsme-
thoden fiir Anti-Windup-Mafnahmen, die drei wesentliche Anforderungen
erfiillen. Neben einer Stabilitdtsgarantie des Anti-Windup-Regelkreises fiir
ein moglichst grofles, genau spezifiziertes Anfangsgebiet und einer hohen
Regelgiite, lag der Fokus auf einem einfach durchfiihrbaren Entwurf mit
moglichst wenigen vom Anwender zu wahlenden Parametern.

Nach einer detaillierten Charakterisierung des durch Stellbegrenzungen
ausgelosten Windup-Problems in Kapitel 2, beschreiben die Kapitel 3 und
4 die historische Entwicklung der Anti-Windup-Strategien bis hin zum ak-
tuellen Stand der Technik. Dabei stellt sich heraus, dass die zunehmende
Komplexitat der Anti-Windup-Methoden mit einer hoheren Leistungsfé-
higkeit in Bezug auf die Stabilitdt und Regelgiite einhergeht.

Um das gesteckte Ziel zu erreichen, erweist sich das Prinzip des mo-
dellbasierten Anti-Windup-Ansatzes als gut geeignet. Das liegt zum einen
daran, dass sich der Entwurf auf die Parametrierung eines Zustandsreglers
reduziert, was im Einklang mit der Anforderung nach Einfachheit steht.
Zum anderen kann die Regelgiite des Anti-Windup auf eine sehr intuitive
Art und Weise bewertet werden, wodurch sich die Forderung nach einer
hohen Regelgiite direkt im Entwurfsprozess beriicksichtigen lasst.

Die Bewertung der Regelgiite fufst auf einer Transformation des Anti-
Windup-Regelkreises, der in neuen Koordinaten einer Reihenschaltung aus
zwei Teilsystemen entspricht. Das erste Teilsystem ist identisch mit dem
unbeschrinkten Regelkreis, der Ausgang des zweiten Systems reprasentiert
die Abweichung von diesem Verhalten. Die Lo-Verstarkung des zweiten
Systems eignet sich deshalb zur Bewertung der Regelgiite.

Die in Kapitel 5 vorgestellte Umformung macht diese Vorgehensweise
auch fiir die Parametrierung der Beobachtertechnik des modularen Anti-
Windup nutzbar. Die Beobachtertechnik ist eine statische Anti-Windup-
Mafsnahme fiir stabile Strecken, deren Entwurf sich auf die Wahl eines Vek-
tors aus einer gegebenen Menge reduziert. Dabei ist zunéchst nicht klar,
welcher Vektor globale Stabilitdt garantiert und zu der héchsten Regelgiite
fiihrt. Die neu entwickelte Auswahlmethode beantwortet diese Frage und
ersetzt das bisher notwendige iterative Ausprobieren und Simulieren.
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Um auf Basis des modellbasierten Anti-Windup-Ansatzes neue Anti-
Windup-Strategien mit passenden Entwurfsverfahren entwickeln zu kon-
nen, werden grundlegende Stabilitatssatze benotigt. Kapitel 6 erweitert die
bisher in der Literatur verfiigbaren Resultate und bildet die Grundlage fiir
die drei folgenden Kapitel 7 bis 9.

Die Kapitel 7 und 8 behandeln stabile Strecken und zielen auf globa-
le Stabilitdat des Anti-Windup-Regelkreises ab. Das ist Stand der Technik
und steht im Einklang mit der Forderung nach einem moglichst grofsen
Stabilitdtsgebiet. Um eine hohe Regelgiite zu erzielen werden zwei unter-
schiedliche Wege eingeschlagen.

Kapitel 7 betrachtet lineares modellbasiertes Anti-Windup, d. h., der zu
entwerfende Zustandsregler besitzt eine lineare Struktur. Im Gegensatz zu
existierenden Verfahren basiert dessen Parametrierung allerdings auf ei-
nem lokalen Maf fiir die Regelgiite, der Lo-Kleinsignalverstarkung des er-
wahnten zweiten Teilsystems. Dadurch wird lokal eine sehr hohe Regelgiite
erreicht, was zu einer geringeren Abweichung vom idealen unbeschrankten
Regelkreisverhalten fiihrt. Globale Stabilitat lasst sich mit dem Satz von
Lee garantieren. Zur Losung des resultierenden nichtkonvexen Optimie-
rungsproblems wird ein geeigneter Algorithmus vorgeschlagen.

Das in Kapitel 8 vorgestellte nichtlineare modellbasierte Anti-Windup
basiert auf der impliziten weich strukturvariablen Zustandsregelung [98].
Durch die variable Struktur lasst sich ein grofer Nachteil linearer Zu-
standsregler umgehen: die schlechte Ausnutzung der Stellgréfte in ei-
ner Umgebung des Ursprungs. Im Vergleich zu linearen Anti-Windup-
Methoden kann auf diese Weise eine hohe Regelgiite erreicht werden. Die
wesentlichen Vorteile gegeniiber dem bislang existierenden strukturvaria-
blen Anti-Windup [52] bestehen in einem einfacheren Entwurf, da keine
Entwurfsparameter zu wahlen sind, einem weniger komplexen Regelgesetz
und somit einer besseren Implementierbarkeit.

Kapitel 9 behandelt lokale Stabilitat. Die vorgestellte Entwurfsmetho-
dik fiir lineares modellbasiertes Anti-Windup ist somit fiir Regelkreise mit
grenz- und instabilen Strecken geeignet. Der Hauptunterschied im Ver-
gleich zu existierenden Entwurfsverfahren besteht in der Stabilitdtsgaran-
tie. Falls ein konvexes Optimierungsproblem l6sbar ist, garantiert der Ent-
wurf die Stabilitat des Anti-Windup-Regelkreises fiir ein exakt spezifizier-
bares Gebiet moglicher Anfangszustiande.

Zusammenfassend bleibt festzuhalten, dass die neuen Verfahren durch
den Einsatz konvexer Optimierung und einer geringen Zahl zu wahlender
Entwurfsparameter einfach anwendbar sind. Die erzielbare hohe Regelgiite
konnte anhand vier verschiedener Beispiele demonstriert werden.
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A Mathematischer Anhang

A.1 Eigenschaften der Spektralnorm

Die Spektralnorm || - ||2 einer Matrix Q € R™*", auch induzierte 2-Norm
genannt, ist wie folgt definiert

Qs = max 19712

x€R™\0 HiBHz ’

wobei ||x||2 die euklidische Norm des Vektors & € R™ ist.
Diese induzierte Norm besitzt folgende Eigenschaften.

1. Geméf Theorem 9.4.2 in [16] gilt ||I||; = 1 fiir die Einheitsmatrix.

2. Die induzierte 2-Norm einer Matrix ist vertraglich mit der euklidi-
schen Norm eines Vektors. Somit gilt

1Qzll2 < [|Q]l2[|]|2- (A.1)

3. Die induzierte 2-Norm ist nach [16, Proposition 9.3.5| submultiplika-
tiv, d. h., es gilt

IQBIl2 < 1Qll2]Bll2- (A.2)

A.2 Satze uber lipschitzstetige Funktionen

Satz A.1 (Verkettung). Gegeben sei die Funktion g : D, C R™ — R"
und die Funktion f : Dy CIR" — IDy,. Des Weiteren geniige g auf ID, der
Lipschitz- Bedingung

lg(®) = 9(@)]]2 < Lylz — 2l Yo,z D,
mit Ly > 0 und f geniige auf Dy der Lipschitz-Bedingung
[f(®) — f(@)]l2 < Lylle — |2 Vo,z e Dy

mit Ly > 0. Unter diesen Voraussetzungen ist die Verkettung (g o f)(x)
auf D¢ global lipschitzstetig mit der Lipschitz-Konstante L = Ly L.
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Bewets. Da die Funktion g auf D, einer Lipschitz-Bedingung geniigt, gilt
fiir die Verkettung von g und f die Abschéitzung

lg(f(x)) —g(£(@))|, < Lol f (=) — F@)l2 VF(=), f(Z) € D,.

Da die Funktion f auf D; ebenfalls einer Lipschitz-Bedingung geniigt,
lasst sich die rechte Seite nach oben abschéitzen. Es gilt

[f(x) = f(@)|l2 < Lylle — |2 vz, @ € Dy.
Kombinieren der beiden Ergebnisse liefert

lg(f(@)) —g(f(@))|, < LyLsllz — 2|2 Vz,2 € Dy,

womit die globale Lipschitz-Stetigkeit der Verkettung go f auf ID; bewie-
sen ist. []

Satz A.2 (Produkt). Gegeben sei eine offene Menge ID C R™, die Funk-
tion g : ID — R"™ und die Funktion f : 1D — IR". Beide Funktionen seien
stetig und gentigen auf D einer Lipschitz- Bedingung, d. h., fiir zwei positive
Konstanten Ly und L, gilt

lg(x) — g(@)||2 < Ly|lz — x|z Vz,z €D,
|f(x) = f()||]2 < Lyl|lz — x| Ve,xcD.

Unter diesen Voraussetzungen ist das Produkt f™(x)g(x) lokal lipschitz-
stetig in ID.

Beweis. Der Beweis orientiert sich an [10, Beweis von Satz 2.4.7|. Zu je-
dem Punkt  in D gibt es wegen der Offenheit von D eine kompakte,
ganz in ID gelegene Umgebung K. Auf dieser Umgebung sind die steti-
gen, reellwertigen Funktionen ||f(x)||2 und ||g(x)||2 beschréankt und neh-
men ihr Maximum an [46, Kapitel 11, Satz 2|, das mit maxy || f||2 und
maxy ||g|l2 bezeichnet wird. Fiir die lokale Lipschitz-Stetigkeit des Pro-
duktes fT(x)g(x) auf ID ist zu zeigen, dass mit einem L > 0 gilt

£ (x)g(z) — f1(@)g(@)||]2 < L||x — |2 Vz,% € K.
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Die linke Seite lédsst sich wie folgt umschreiben
[f'(z)g(x) — f'(T)g(@)]|2
=f'(x)g(z) — f'(x)g(x) — f(@)g(x) + f'(T)g(x)]|2
<|f'(x)g(x) — f1(@)g(z)|2 + [ f (@)g(x) — f'(Z)g()]
=[[f"(x) — fF1(@)]g(@)|2 + [ f (@)[g(x) — g(@)][|2
< (z) = fF1(@)ll2llg(@)]2 + | FT (@) ]2llg(z) — g(@)]2

< Lylz - &[ls max||gll2 + max || fll2 Ly[lx — 2[5
— (L mpxlgll + Ly mpx 12 ) o -

womit die Aussage des Satzes gezeigt ist. ]

A.3 Matrizen und Details zu den Beispielen

A.3.1 Matrizen des linearen Teilsystems

A, 0 0
AE - (Br,u + DaW,XDr,u)Cs Ar + Daw,xCr Cz
BzDr,qu BzCr Az + BZCZ
0 B,
Bé,w - Br,w + Daw,xDr,w ’ Bé,u - _Daw,x
BzDr,w _Bz
Bs,z
B,,=1| 0
0

A.3.2 Matrizen des Anti-Windup-Regelkreises

Aq 0 0
A - Br,qu Ar Br,qu
Bs,uDr,qu Bs,uCr As + Bs,uDr,qu
Bs U Bs,z 0
B,=| 0 |, B,=|0]|, B,=| B,
_Bs,u 0 Bs,uDr,w
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A.3.3 Reglermatrizen aus Abschnitt 7.4
[ —5223 —3,36 73,10 —6-10~% —93,48 1072,03 0 O |
-336 —29,70 —2,19 —6-1073 92230 —92293 0 O
—-19,00 —-3,00 -0,80 —6-10"%* —11,70 061 0 O
A _ | —066 —050 0 —1,4-102 —1,64 020 0 O
" | —-0,16 —0,50 1,00 —104 —6,30 012 0 0
0 0 1,00 0 0,14 —496 0 0
—5223 —336 73,10 —6-10"* —94,30 1072,00 0 O
| —336 —29,70 —2,19 —6-1073 908,90 —921,00 0 O |
-0,84 0,82 ] [0 0]
—11,54 1347 0 0
-0,86 0,25 0 0
—47,40 15,00 0 0
BI‘,’LL - 4768 —4,80 - _Br’w, CI—‘I— = O O 9 Dr u — DI‘,’LU - O
482 0,14 0 0
0 0 1 0
|0 0 | 0 1|

A.3.4 Giutefunktion aus Abschnitt 3.3.3

440
i 420
Cgi 400
8“ 380
<2 360
340 U \ \ \ \ \
010 50 100 150 200 250
Anti-Windup-Parameter k.
344.5 i i \ \
%
= 3444 | -
NQ.)
80 344,3:.““- i
=
344,2 L \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
7 71 72 73 74 75 76 7.7 78 79 8

Anti-Windup-Parameter k.

Abbildung A.1: Bestimmung von k,, fiir das Beispiel aus Abschnitt 3.3.3.
Dargestellt ist das Integral der quadrierten Regelabweichung in Abhéingigkeit
ausgewahlter Anti-Windup-Parameter k., fir den Anti-Windup-Regelkreis mit
Back Calculation und einem Sollwert von w = 20 cm. Der kleinste Wert der
Giitefunktion ergibt sich fiir kaw = 7,26.



188

B Konvexe Optimierung

Die in der vorliegenden Arbeit préasentierten Entwurfsmethoden fiir Anti-
Windup-Mafnahmen basieren alle auf konvexer Optimierung. Dieses Kapi-
tel definiert deshalb einige Grundbegriffe, die im Zusammenhang mit Op-
timierungsproblemen und konvexer Optimierung auftreten. Den Vorteil,
ein Entwurfsproblem als konvexes Optimierungsproblem zu formulieren,
beschreibt Boyd in [22] wie folgt:

,There are great advantages to recognizing or formulating a
problem as a convex optimization problem. The most basic ad-
vantage is that the problem can then be solved, very reliably
and efficiently |[...]“.

Die folgende Darstellung orientiert sich an [21, 22, 38, 73]. Dabei stellt
das Buch [22] ein Standardwerk dar, das konvexe Optimierung ausfiihrlich
und mit Blick auf regelungstechnische Probleme behandelt.

B.1 Optimierungsprobleme

Ein mathematisches Optimierungsproblem besitzt die folgende Form:

Minimiere fy(x) unter den Nebenbedingungen B.1)
) B.1
filx)<0, i=1,...,m.

Dabei beinhaltet der Vektor x = [x;...x,|" die Variablen des Optimie-
rungsproblems. Die Funktion fy : R™ — R ist die Zielfunktion und die
Funktionen f; : R™ — IR,7 = 1,...,m stellen die Nebenbedingungen des
Optimierungsproblems dar. Vektoren x, die samtliche Nebenbedingungen
erfiillen, werden in der zuldssigen Menge

X={xeR"|fi(x)<0,i=1,...,m}

zusammengefasst. Ein Vektor x* € X wird als optimal oder als Lésung des
Optimierungsproblems (B.1) bezeichnet, wenn der ihm tiber die Zielfunk-
tion fy zugeordnete Wert fy(x*) kleiner ist als die entsprechenden Werte
fo(x) aller anderen Vektoren x der zuléssigen Menge X.
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Anhand der Eigenschaften und der Gestalt der Funktionen fy,..., fi,
lassen sich Optimierungsprobleme in verschiedene Klassen einteilen. Sind
die Funktionen f;,7 = 0,..., m beispielsweise linear, d. h., es gilt

filax + By) = afi(x) + Bfi(y)

fiir alle x,y € R™ und alle a,8 € R, wird das Optimierungsproblem
als lineares Programm bezeichnet. Eine andere Klasse stellen sogenannte
konvexe Optimierungsprobleme dar. Diese zeichnen sich dadurch aus, dass
die Funktionen f;,7 = 0,...,m konvex sind, d. h. die Bedingung

filax + By) < afi(x) + Bfi(y) (B.2)

fiir alle x,y € IR™ und alle positiven «, 5 € R>o mit ao + 8 = 1 erfiillen.
Die zulédssige Menge X ist in diesem Fall eine konvexe Menge. Konvexe
Mengen besitzen die Eigenschaft, dass jede Verbindungslinie zwischen zwei
Punkten x,y der Menge X ebenfalls in der Menge X liegt.

Der grofse Vorteil eines konvexen Optimierungsproblems ist, dass schnel-
le und zuverlassige numerische Losungsmethoden existieren, wie zum Bei-
spiel Innere-Punkte-Methoden [22|. Die Losung x* von (B.1) lésst sich
damit auf einem heute iiblichen Rechner in sehr kurzer Zeit berechnen.
Das ist ein wesentlicher Unterschied zu allgemeinen nichtlinearen Opti-
mierungsproblemen, die — wenn iiberhaupt — in der Regel nur mit sehr ho-
hem Aufwand gelost werden konnen. Wie im néichsten Abschnitt gezeigt
wird, lassen sich viele regelungstechnische Probleme durch gewisse Um-
formungen als spezielles konvexes Optimierungsproblem, als sogenanntes
semidefinites Programm formulieren.

B.2 Lineare Matrixungleichungen und
semidefinite Programme

Ein semidefinites Programm ist ein konvexes Optimierungsproblem mit ei-
ner linearen Zielfunktion und einer Nebenbedingung in Form einer linearen
Matrizungleichung! [22]. Das ist eine Ungleichung der Form

=1

Lengl. linear matriz inequality, Abkiirzung LMI.
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in den Variablen x" = [x;...x,] mit gegebenen symmetrischen Matrizen
F;, €5 i=0,...,n. Die Notation > bedeutet hier, dass die Matrix F'(x)
positiv semidefinit fiir alle x € R™ ist. Semidefinite Programme haben
demnach folgende Struktur:

Minimiere c¢'x unter der Nebenbedingung
x (B.4)
F(X) =Fy+x1F1+ - +x,F, = 0.

Aus dem letzten Abschnitt ist bekannt, dass die Nebenbedingungen ei-
nes konvexen Optimierungsproblems konvexe Funktionen sind. Dies muss
folglich auch auf die linearen Matrixungleichungen zutreffen. In der Tat
lasst sich mit Bedingung (B.2) die Konvexitét zeigen. Fiir 5 = 1 — « folgt

F(ax+ By) = Fy + Z (ax; + (1 - )yi) F;

=;%+a§:mﬂ+(bﬂﬁ§:%E
1=1 =1

:F0+aF0—aF0+aZXiF‘i+(1—a)ZyiE
i=1 i=1

—04F0+042X1F+(1_04F0 (1-« ZYZ

1=1

= aF(x) 4+ fF(y).

Die bisher verwendete Schreibweise (B.3) einer linearen Matrixunglei-
chung wird als kanonische Form bezeichnet [38]. Im Zusammenhang mit
regelungstechnischen Problemstellungen taucht héufig eine andere Form
auf, in der die Variablen x in einer Matrix zusammengefasst sind. Bei-
spielsweise besitzt die Ljapunov-Ungleichung die Form

A'Q+QA <0, Q ~ 0, (B.5)

wobei die Matrix A € IR” gegeben ist und die Variablen den Elementen der
symmetrischen Matrix € §™ entsprechen. Diese Form lasst sich durch
eine geeignete Wahl von n(n+1)/2 Basismatrizen immer in die kanonische
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Darstellung tiberfithren [21]. Fiir n = 2 gilt exemplarisch

_ [%1 qi2

] = qu1E11 + qraFE12 + qaoFEos
qi2 (g22

1 0 0 1 0 0
= {11 [0 0]+Q12 [1 0]+Q22 [O 1]-

Daraus folgt die Ljapunov-Ungleichung in kanonischer Darstellung
q11(A'Ey + Ej1A) + qi2(A'Ep + EpA) + qo2(A"Eyy + ExA) < 0.

Da die Darstellung einer linearen Matrixungleichung mit Matrixvariablen
viel tibersichtlicher ist, wird in der vorliegenden Arbeit ausschliefslich diese
Schreibweise verwendet, um konvexe Optimierungsprobleme bzw. semide-
finite Programme zu formulieren. Ebenso werden mehrere lineare Matri-
xungleichungen nicht zu einer Ungleichung zusammengefasst, um die Form
(B.4) zu erhalten. Dass dies immer moglich ist, ldsst sich erneut an der
Ljapunov-Ungleichung veranschaulichen, denn (B.5) ist dquivalent zu

—(AT"Q+QA) ©
0 Q

Um die formulierten konvexen Optimierungsprobleme zu lésen, ist aller-
dings eine Umformung der Nebenbedingungen und der Zielfunktion in eine
fiir den Losungsalgorithmus geeignete Darstellung erforderlich. Dies kann
jedoch automatisiert mit der Matlab-Toolbox YALMIP [134] erfolgen, die
kompatibel zu den meisten Algorithmen ist. In dieser Arbeit wird aus-
schlieflich der Losungsalgorithmus SDPT3 [188] verwendet.

= 0.

B.3 Rechenregeln fiir LMIs

Viele regelungstechnische Entwurfsprobleme lassen sich als konvexes Op-
timierungsproblem mit Nebenbedingungen in Form linearer Matrixunglei-
chungen formulieren. Allerdings sind dazu oft einige Umformungen notig.
Die Wichtigsten werden im Folgenden angegeben.

Kongruenztransformation

Die beidseitige Multiplikation einer Matrix A mit einer reguldren Matrix
M bzw. ihrer Transponierten M ' &dndert die Definitheit der Matrix A
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nicht [81]. Folglich sind die beiden Forderungen
A-0 & M'AM >0

zueinander aquivalent.

Variablensubstitution

Eine Matrixungleichung, in der Produkte aus zwei oder mehr Matrixva-
riablen vorkommen, ist nicht mehr linear. Beispielsweise trifft dies auf die
Matrixungleichung

A' Q"+ QA+ BFQ"+QF'B" <0

mit den Matrixvariablen @ und F' zu. Falls @ regular ist, lasst sich das
Produkt jedoch durch eine neue Matrixvariable

L=FQ"
substituieren. Die so entstehende Matrixungleichung
A'Q"+QA+BL+L'B"<0

ist eine LMI in den Variablen ), L und kann als konvexe Nebenbedingung
in einem Optimierungsproblem verwendet werden. Nach der Lésung des
Optimierungsproblems ergibt sich F' aus

F=LQ) ™"

Schur-Komplement

Eine andere Moglichkeit, eine nichtlineare Matrixungleichung in eine
aquivalente lineare Matrixungleichung zu iiberfithren, bietet das Schur-
Komplement. Details beschreibt

Lemma B.1 (Schur-Komplement, |21, 190]). Fir eine symmetrische Ma-
triz Ay € S* und eine symmetrische positiv definite Matriz As € S™ sowie
eine Matriz Ay € RF*™ gilt

A A
_ —1 7T 1 2
Aq A2A3 A2 -0 & [AE Ag] > 0.
Fiir eine symmetrische Matriz B, € S* und eine symmetrische negativ
definite Matriz Bs € S™ sowie eine Matrix By € R¥X™ gilt

[Bl B,

. —1 T
B4 3233 B2 <0 & B; B,

| <o
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C Herleitungen und Beweise

C.1 Herleitung des Ersatzsystems

Zunachst wird gezeigt, dass das Anti-Windup-System

éaw = Asgaw + Bs,u ( Satﬁ(yr + yaw,y) - yr)a
Yawy = kaw(gaw)a (C].)
Yawu = ngaw

und das Ersatzsystem

aw = Asbaw + Bsusat_aip) atpn)] (Yawy) + Bsul

Yawy = kaw(gaw)a (CQ)
Yawu = ngaw
fiir die spezielle Wahl
D= Satgﬁ(yr)a (CS)

C =p+ Satﬁ(yr + yaw,y) - Satl—l(p + yaw,y) —Yr

aquivalent sind. Danach werden die Grofen p und ¢ geeignet abgeschatzt.

C.1.1 Aquivalenz

Um die Aquivalenz zu zeigen, wird die in (2.7) definierte Sittigungsfunk-
tion sat,g : R™ — R™ mit den Séittigungsgrenzen
ou' = [Qﬁ1 Qﬁm}
benotigt, wobei o € (0, 1) gilt. Nun wird der Eingang
U = satq(Yr + Yawy) — Yr

des Anti-Windup-Systems betrachtet. Durch geschickte Addition von null
lasst sich dieser nach einer Idee aus [52, 53] wie folgt schreiben
u = Satﬁ(yr + ya,w,y) —Yr + \S&tﬁ("?) - Satﬁ(”)j

~~

0

= sata(n) —yr + 6,
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wobei zwecks einer kompakteren Notation die Abkiirzungen

N = satea(Yr) + Yawy:
0= Satﬁ(yr + yaw,y) - Satﬁ(n)

verwendet werden. Eine erneute Addition von null fiihrt zu

@ = sata(n) — yr + 0 + satya(yr) — satu(yr)

7

0

und schliefslich zu dem gewiinschten Endergebnis

U atﬁ (Satgﬁ(yr> + yaw,y) - Satgﬁ(yr) + C

= [sata (P + Yawy) — P] +¢ (C.4)

mit den abermals abkiirzenden Schreibweisen

b= Satgﬁ(yr)a
C =p+ Satﬁ(yr + yaw,y) - Satﬁ(p + yaw,y) — Y.

Einsetzen der umgeformten Eingangsgrofe (C.4) in die Systemdynamik
(C.1) liefert das dquivalente Anti-Windup-System

éaw - Asgaw + Bs,u [Satﬁ (p + yaw,y) - p] + Bs,uCa
Yawy = kaw(gaw)a
Yaw,u = ngaw-

Dabei kann der Ausdruck

satg (P + Yawy) — P (C.5)

als zeitvariante Sattigungsfunktion interpretiert werden, denn die einzel-
nen Komponenten

(pi — DU, Yawyi < (pi — 1)1,
satg, (P + Yawy,i) —Pi = § (L4 D)Wy Yawyi > (L +p)u,  (C.6)
Yaw,y,is sonst

mit p; = sat,g, (yri) sind entlang der ersten Winkelhalbierenden verscho-
bene Sattigungsfunktionen. Die maximale Verschiebung ist durch p; = ot
bzw. p; = —pu; gegeben. Fiir diese Werte von p; ist die Funktion (C.6)
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in Abbildung 4.9 des Abschnitts 4.4.2 (Seite 57) dargestellt. Aufgrund der
Zeitabhéngigkeit von p; ist (C.6) eine zeitvariante Sattigungsfunktion, de-
ren Grenzen variieren. Deshalb ldsst sich fiir (C.5) schreiben

sata (P + Yawy) — P = Sat[_atp(t),utp(t)] (Yawy);

woraus die Aquivalenz von (C.1) und (C.2) fiir p und ¢ gemiR (C.3) folgt.

C.1.2 Abschatzung

Die Groften p und ¢ lassen sich geeignet abschétzen. Fiir p gilt nach (C.3)
offensichtlich

—ou; < p; < ou;.

Eine Abschéitzung von ¢ ist komplizierter und erfordert eine langere Vor-
bereitung. Zunachst wird das folgende Lemma benotigt.

Lemma C.1. Gegeben sei die entlang der Ursprungsgeraden mit Steigung
eins verschobene Sdttigungsfunktion

—Uu—C, y < —u-—c,
sata(y +¢) —c =, —u—c<y<u-—c,
u— c, Yy>u—=c

mit der Konstanten ¢ € R und dem Sdttigungslevel u € Rsq. Fiir Kon-
stanten cq1,co € R mit c1 > co gilt

satz(y +c1) —c1 <satg(y+co) —ca Vy e R (C.7)

Beweis. Zu beweisen ist, dass (C.7) fiir beliebige Konstanten c1,co € R,
c1 > co gilt. Bei der Funktion auf der linken Seite handelt es sich um eine
Sattigungsfunktion mit Sattigungslevel 1, die entlang der Ursprungsgera-
den mit Steigung eins verschoben ist. Gleiches gilt fiir die Funktion auf der
rechten Seite. Das Ausmaf der Verschiebung wird durch die Konstanten
c1 und co bestimmt. Abbildung C.1 stellt die Sattigungsfunktionen

satg(y +c1) —c1, satg(y+ca)—ca, c1>co

fiir den Fall (a): @ —c; > —0 — c2 und den Fall (b): @ —¢; < —10 — c2
dar. Im Fall (a) iiberlappen beide Funktionen, im Fall (b) gibt es keine
gemeinsamen Punkte. Offensichtlich gilt fiir jeden der fiinf Bereiche 1-v in
beiden Féllen die Ungleichung (C.7).

[]
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(a) t—c1>—-u—co (b) T—ci<-—-u—c2
sata(y +¢c) —c A sata(y +¢c) —c A
—Uu—cCo u—co —Uu—cCo u—co
o
) &
I II I = Co // I 1I 111 //
. -
Pd
C =2C2 ‘0"
T >
C =C1 Yy
v \Y%

cl

—Uu—cCq u—cy —Uu—cCy —C1

Abbildung C.1: Verschobene Sattigungsfunktionen.

Mithilfe des obigen Lemmas lasst sich dann die Abschatzung von ¢ vor-
nehmen. Es gilt

Lemma C.2. Die von yr und Yawy abhdingende Grofie
¢ = satya(yr) + salu(Yr + Yawy) — satu(sat,u(yr) + Yawy) — U (C.8)
mit o € (0,1) besitzt die folgenden Eigenschaften:
(I) Der Betrag jeder Komponente kann abgeschdtzt werden zu
|G| < 2] satyn, (Yr,i) — Yril < 2[yril-
(II) Fir den Sonderfall saty(y,) = yr und Yawy = 0 gilt { = 0.

Beweis. Zum Beweis von (I) wird der Betrag von (C.8) gebildet. Es gilt

= Satgﬁ(yr) + satg (yr + yaW,y) - Satﬁ(satgﬁ(yr) + yaW,y) — Y.

Eine Abschéatzung des Betrags liefert

€l < [sata(yr + Yawy) — sata(satoa(yr) + Yawy)| + [ satou(yr) — Y:l-
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Um zu zeigen, dass |(;| < 2|satyq, (Yr,i) — Yr.i| gilt, muss bewiesen werden,
dass folgende Ungleichung erfiillt ist

| saty (yr,i + yaw,y,i> — saty, (Saté’ﬁi (y”) + yaw,y,iﬂ
< |Sa’t9ﬁi (yr,i) - yr,i|- (C-9)

Ungleichung (C.9) muss fiir drei Falle untersucht werden. Im ersten Fall
gilt —ot; < yr; < pu;. Der zweite Fall betrachtet 0 < pt; < y,; und der
dritte Fall y, ; < —pt; < 0. Nachfolgend werden die Félle behandelt.

Fall 1. Es gilt sat g, (Yr,i) = yr,s- Somit vereinfacht sich (C.9) zu

| Sa’tﬁi (yr,i + yavv,y,i) - Satﬁi (yr,i + yaw,y,i)| < |yr,i — Yri

Das ist immer erfiillt.
Fall 2. Es gilt sat,q, (yrs) = oU;. Somit vereinfacht sich (C.9) zu
| satn, (Yr,i + Yawy.i) — Saten, (00 + Yavey.i)| < oW — yril. (C.10)

Der néchste Schritt besteht im Auflosen der Betrége. Auf der rechten Seite
ergibt sich

|0t — yri| = — (00 — Yri) = Yri — OWi, (C.11)
da nach Voraussetzung pu; < v, ; gilt. Ebenso gilt
0U; + Yawy,i < Yr,i T Yawy,i

und deshalb aufgrund der Monotonie der Sattigungsfunktion

saton, (00 + Yawy.i) < sabon, (Yr,i + Yawy,i)-
Folglich kann man den linken Betrag in (C.10) durch den Ausdruck

satou; (Yr,i + Yawy,i) — Sabon, (00 + Yawy,i)
ersetzen und mit (C.11) resultiert die Ungleichung

satgi, (Yr,i + Yawy,i) = Yr,i < Sabon, (00 + Yawy,i) — Ui

Da y,; > ou; ist, gilt die Ungleichung nach Lemma C.1.
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Fall 3. Es gilt sat,q, (yr.i) = —ot;. Somit vereinfacht sich (C.9) zu
| sabou; (Yr,i + Yawy,i) = Sabon, (=0 + Yawy,i)| < | — 0l — yref- (C.12)

Analog zum zweiten Fall werden die Betriage aufgelost. Unter Beachtung
der fiir Fall 3 geltenden Ungleichung

Yri < —0u; <0 & 0< —yr i — o < —Yry

folgt fiir den Betrag auf der rechten Seite

| — 0T — Yri| = —Yri — 0.

Ebenso gilt fiir ein Yawy,i € R die Ungleichung
Yr,i T Yawy,i < —0U; + Yaw,y,i

und deshalb aufgrund der Monotonie der Sattigungsfunktion

saton, (Yri + Yawy.i) < saton, (=00 + Yawy.i)-
Mit diesem Ergebnis folgt fiir den Betrag auf der linken Seite

sabon, (—0UWi + Yawy,i) — Sabon, (Ur,i T Yawy,i)
und man erhélt fiir (C.12) nach Einsetzen der bisherigen Ergebnisse

satou; (—0Wi + Yawy,i) — Sabou, (Yr,i + Yawy,i) < —Yri — 0U;.
Substituieren von ¢ = —pi; und Umstellen der Ungleichung liefert
saton, (¢ + Yawy,i) — ¢ < sabpn, (Yr,i + Yawy,i) = Yr.i-

Diese Ungleichung gilt nach Lemma C.1, da v, ; < ¢ = —pu; erfiillt ist.

Eigenschaft (II) ergibt sich durch Einsetzen der Bedingungen yay,, = 0
sowie satg(y,) = y, in (C.8) und Ausnutzen von

satq (satya(yr)) = satea(y:).

Damit ist das Lemma bewiesen. O
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C.2 Schrittweite beim Path-Following

In [151] wird folgendes Resultat verwendet, aber nicht bewiesen.

Lemma C.3. Gegeben sei eine symmetrische, positiv definite Matriz
Q € R™™ ", eine symmetrische Matrix Qa und ein positiver Skalar c.
Des Weiteren sei ||Q||2 die induzierte 2-Norm von Q. Wenn die Matriz-
ungletchung

aQ Qa
[QA aQ] -0 (C.13)
erfullt ist, dann gilt
1Qall2 < Q]2

Fiir den Beweis werden Eigenschaften der induzierten 2-Norm ausge-
nutzt, die in Abschnitt A.1 angegeben sind. Details finden sich in [16].

Beweis. Ausgangspunkt der Uberlegungen ist (C.13). Nach einer Umfor-
mung mit Lemma B.1, ergibt sich die dquivalente Matrixungleichung

aQ — Qara'Q7'Qa - 0,

die wie folgt umformbar ist

QAQ'QAQ -0’1 < 0.

Offensichtlich muss die Matrix auf der linken Seite negativ definit sein,
was dquivalent zu

' (QaQ 'QAQ ' —a’T)z <0 VzeR"\O0
ist. Umsortieren fiihrt zu
' (QAaQ'QAQ )z < x'’z = ||z |)3. (C.14)

Die Substitution y = (QAQ_lQAQ_l) x € R™ und die Vertraglichkeit
der induzierten 2-Norm mit der euklidischen Norm (A.1) fiihren zusam-
men mit der Eigenschaft | y||2 < ||x||2|ly||2 der euklidischen Norm [16,
Proposition 9.1.6] zu einer Abschitzung der linken Seite der Ungleichung.
Es gilt

12" (QaQ'QaQ ) 2 = [|z"yll2 < |2yl
< |z2|QAQ'QAQ |2 |z|2
<1QAQ'QAQ |2 |Ix||3-
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Kombiniert man (C.14) und die letzte Ungleichung ergibt sich
2" (QaQ@7'QaQ7") 2|2 < 1QaQ7'QaQ 72 |23 < |13,

was fiir alle € R™ \ 0 erfiillt ist, wenn

1QAQ™'QAQ |2 < & (C.15)
gilt. Aufgrund der Submultiplikativitdt (A.2) der 2-Norm folgt

1Q2aQ'QAQ M2 < [Qallz QM2 1Qall2 1Q M2 = 1Qal3 1Q5-

Offensichtlich impliziert die Ungleichung

lQalIZ Q73 < o

die Forderung (C.15), die wiederum (C.14) garantiert. Fiir den letzten
Schritt wird folgendes Resultat fiir nichtsinguldre Matrizen bendotigt

;1
Qllz Q2
das in [16, Fact 9.8.5] angegeben ist. Das fithrt zu

1Qall3
QI3

und nach einer Umformung ergibt sich

1QAall2 < ]| Q]2

womit das Lemma bewiesen ist. []

Q72> |

< [QalZ Q75 < o

C.3 Beweise

C.3.1 Beweis von Lemma 5.2

Beweis. Zuerst werden die Ubertragungsfunktionen (5.11) betrachtet. Die
Ubertragungsfunktion (5.11a) lasst sich durch Ausnutzen der Aquivalenz
(5.16) wie folgt schreiben

B — det(Zr,w(s))
 det (s — Ay — Loy xcT)

G1(8>
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mit

sl — A, — lavv,xcl-— br,w + law,xdr,w

Zr’w(s) = CT _dr w

Bekanntlich wird durch elementare Zeilenumformungen die Determinante
einer Matrix nicht verdndert [16, Proposition 2.7.2], [194]. Dazu z#hlt z. B.
die Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile. Multi-
pliziert man die zweite Zeile von links mit 1.y« und addiert diese zu der
ersten Zeile, ergibt sich die Matrix

Zr7w(8) — [S][ - Ar br,w ]

T
Cr _dr7w

und folglich die Ubertragungsfunktion (5.17a). Die Ubertragungsfunktion
(5.17b) ldsst sich auf analoge Weise aus (5.11b) und der Aquivalenz (5.16)
herleiten. Fiir die Ubertragungsfunktion (5.17c) wird (5.11c) zunéchst ge-
schickt umgeformt. Eine Addition von null liefert

Gg(S) = Gg(s) —14+1= ég(s) + 1.
Jetzt wird die Aquivalenz (5.16) ausgenutzt. Fiir G5(s) lisst sich schreiben

— det(Zs5(s))
det(sl — A, — lawxC])

Gs(s) = G3(s) — 1 = (C.16)

mit
sl — Ar — lawxer  —lawx
Z3(S) _— |: CT ’ 1 9 ] .

T

Eine Multiplikation der dritten Zeile mit 1,y und eine Addition zu der
ersten Zeile andert die Determinante der Matrix nicht und fithrt zu

det(Zs(s)) = det [51[ — A (1)] .

¢,

Die Determinante einer unteren Blockdreiecksmatrix ist das Produkt der
Determinanten der Diagonalblécke [16, Proposition 2.8.1|. Daraus folgt

det(Z3(s)) = det(sI — A,) det(1) = det(sI — A,).

Einsetzen dieses Ergebnisses in (C.16) liefert (5.17c).
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Mit den Ubertragungsfunktionen (5.14) wird #hnlich verfahren. Aus
(5.16) folgt, dass sich (5.14a) auch schreiben lasst als

~ —det (Zr,w(s))

() = GG A

wobei fiir die im Zahler auftretende Matrix gilt

sl — As - bs,udr,ucg _bs,u01T bs,udr,w
Z, w(s) = —b, ., C) sl — A, b:
dr,ucg + ’_<5T CI _dr,w

Eine Multiplikation der dritten Zeile von links mit bg, und eine Addition
des Ergebnisses zu der ersten Zeile fiihrt zu

) sl— Ag+ b k" 0 0
det(Zr,w(s)) = det —b; .. sI—A, by
dr,uc-sr + I_CT CI _dr,w

Ausnutzen der Struktur dieser unteren Blockdreiecksmatrix liefert

~ sl —A, by
det(Zr’w(s)) = det (s][ — A+ bs’u’_ﬂT> det [ o _dr,w]

T

= det (s][ — A+ bs’ul_cT) det(Zryw(s))

und somit (5.18a). Die Ubertragungsfunktion (5.18b) ergibt sich nach dem
gleichen Prinzip aus (5.14b). Die Ubertragungsfunktion (5.14c) wird zu-
néachst geschickt umgeformt. Die Addition von null fiihrt zu

Hg(s) = Hg(s) —14+1= ﬁ[g(s) + 1,
wobei aus (5.16) fiir Hs(s) folgt

Hy(s) = Hs(s) =1 = d;t((f; (—Z 1(4)})»

(C.17)

mit
T T
S]I - AS - bs7udr7ucs _bs7ucr

_bs,u
Z(s) = —b, ,Cl sl — A, 0
dy el + kT c! 1

T
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Eine Multiplikation der dritten Zeile von links mit bg, und eine Addition
des Ergebnisses zu der ersten Zeile fiihrt zu

) sl — Ag + bs kT 0 0
Z(s) = det —b, .l sl—A, O
dyuci + KT c/ 1

= det (s][ — A+ bs7ul_cT) det(sl — A,).

Einsetzen dieses Ergebnisses in (C.17) liefert (5.18c).

C.3.2 Beweis von Lemma 5.3

Beweis. Die Sektorbedingung folgt aus (5.6a) und (5.6b). Zuerst wird

der Fall u; € R>o betrachtet. Fiir einen positiven Skalar v; gilt &y@ =
Wi (ug,t) > 0. Multiplizieren von (5.6a) mit ;y; > 0 liefert

0 < y? <yidius <0< dyi(dius — yi).

Fir den Fall u; € R<o wird analog vorgegangen. Fir 1@1 > 0 gilt zﬂzyl =
Wi (uit) < 0. Multiplizieren von (5.6b) mit v¢;y; < 0 liefert

lziyi(biui > l@zyf >0 & 0<Z lzzyz(szuz — i)

Fasst man die erhaltenen Bedingungen fiir alle Komponenten der Nichtli-
nearitit zusammen ergibt sich (5.24). ]

C.3.3 Beweis von Satz 5.2

Beweis. Zum Beweis wird eine quadratische Ljapunov-Funktion

V(gaw) = ;WRgaw

mit einer symmetrischen, positiv definiten Matrix R € 5™ benétigt. Der
Ansatz

: OV (Eaw . .
V(gaw) - % < ’YeryI‘ - yavv,uyaw,u (Cl8>

garantiert fiir y, = 0 ein global stabiles System, da fiir alle &,,, € R"

V(€aw) < —YmguYawu < 0
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gilt und die Ljapunov-Funktion radial unbeschriankt ist. Fiir energie-
beschrénkte Storungen, d. h. ||y, ||z, < oo, fiihrt die Integration von (C.18)
nach der Zeit im Intervall [0, T,] zu

Te
V(éaW(Te)) - V(éaw(o)) < fY2 eryrdt - /y;w,uyaw,udt-
0

S — 5

Aufgrund von &, (0) = 0 folgt mit V (£, (0)) = 0 sofort

T. T,
/ Y Yamndt < 72 / YTyedt — V(s (T,)).
0 0

Fiir T, — oo ergibt sich geméifs Definition 4.2 der gesuchte Zusammenhang
|Yawull Lo < Y|YrllLys da V(Eaw(Ze)) > 0. Der Ansatz sichert demnach die
gewlinschten Eigenschaften des Systems.

Es bleibt noch zu zeigen, dass der Ansatz erfiillt ist, wenn die Matrix-
ungleichung (5.26) gilt. Mit

V — é;ngaw + ggwRéaw

und der Systemdynamik (5.25) ergibt sich aus (C.18) sowie den Abkiir-
zungen

A= As - Bs,uKa
’g - dzﬁ (Kgaw - yr) (Clg)

die Ungleichung
£1 (AR + RA + CIC\)aw + 29" B, Réa — 7yl y: < 0. (C.20)
Die Totzone (C.19) erfiillt die Sektorbedingung
9729 (Kéaw — y:) = 9) 20

aus Definition 5.1 fiir jede positiv definite Diagonalmatrix 7 Folglich gilt
(C.20), wenn die restriktivere Ungleichung

— YV yly + Y28 (Ko —y) — ) <O
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erfiillt ist. Letztere kann in der kompakteren Schreibweise

AR+ RA+CICs  +  * ] [t

&, ¥ vl]| BIL,R+¥K 20 « g | <0
0 \j:l —’YQII Yy

dargestellt werden!. Offensichtlich ist diese Ungleichung immer erfiillt,
wenn die Matrix negativ definit ist. Eine Umformung der Matrix mit Lem-

ma B.1 (Schur-Komplement) liefert

AR+ RA *
BT R+VK -2 « "
s,u = X < 0. C.21
0 ¥ 21 % ( )
C, 0 0 I

Um die Bedingung (5.26) aus dem Satz zu erhalten, sind einige weitere
Schritte notwendig. Zuerst erfolgt eine Kongruenztransformation, d. h., die
Ungleichung (C.21) wird von links und rechts mit der Matrix

v~ % diag(IL 1, T, yT)

multipliziert. Das fiihrt zu dem Zwischenergebnis

ARy 1+~ 1RA * * *

Bl ,Ry~™' + IO K 2yl * * 0
0 \ilfy_l —~I * B
Cs 0 0 —I

Eine anschlieliende Substitution

Q—l — R’}/_la ‘Il_l — \j:lf)/_l

und eine erneute Kongruenztransformation mit

diag(Q, ¥, I, T)

fithrt zu der Bedingung (5.26).

IDabei bezeichnet * den Term, der bendtigt wird, um eine symmetrische Matrix zu

erhalten.
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C.3.4 Beweis von Satz 5.3

Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten. Zuerst wird in Schritt 1
gezeigt, dass die Matrixungleichung (5.30) aus dem Satz dquivalent ist zu

d
%fgwaaw - ineryr + y;w,uyaw,u_f’

Y20 (B(Kaw — ) —9) <0 (C.22)
fir einen Skalar 7, > 0, eine symmetrische, positiv definite Matrix
R = Q!v,, cine positiv definite Diagonalmatrix ¥ = ¥~1v,, und alle
&aw, Yrs Yawu- Danach wird in Schritt 2 gezeigt, dass diese Ungleichung die

im Satz angegebenen Systemeigenschaften garantiert, d. h. lokale asympto-
tische Stabilitdt der Ruhelage £ = 0 fiir 4, = 0 und eine obere Schranke

aw
vy, flir die Lo-Kleinsignalverstiarkung.

Schritt 1. Analog zu dem Beweis von Satz 5.2 ergibt sich mit

d . .
Eﬁ;ngaW = ;ngaW + ggngaW
und der Systemdynamik (5.29) sowie den Abkiirzungen
A= As - Bs,uKa
lg = dzg (Kgaw - yr)
aus (C.22) die Ungleichung?

A"R+ RA + C[C * * E o
& 9 yl]| BL.R+¥@K —2¥ x || g |<0
0 Q)\il —’)/2][ Yr
Offensichtlich ist diese Ungleichung fiir alle £aw, Yr und Yawy erfiillt, wenn

die Matrix negativ definit ist. Eine Umformung der Matrix mit Lemma
B.1 (Schur-Komplement) liefert

AR+ RA * * *

B' R+VdK 20 * *
8, = it < 0. C.23
0 & 21« ( )

C. 0 0 I

2Dabei bezeichnet * den Term, der benétigt wird, um eine symmetrische Matrix zu
erhalten.



C.3 Beweise 207

Die Matrixungleichung (5.30) aus dem Satz ergibt sich nach drei weite-
ren Umformungen. Zuerst erfolgt eine Kongruenztransformation, d. h., die
Ungleichung (C.23) wird von links und rechts mit der regularen Matrix

72;5 dlag(ﬂa ]17 ][7 ﬂyy][>

multipliziert. Die Substitution Q! = Ryt U1 = \ilfy; 1 und eine er-
neute Kongruenztransformation mit der Diagonalmatrix diag(Q, ¥, I, 1)
fithrt zu (5.30).

Schritt 2. Betrachtet wird die positiv definite Funktion
V(ﬁaw) = ;ngawa R>~0 (024)

und die folgenden zwei Fille.
Fall 1. Sei y, =0 und &, € E(R,c), wobei

8(R7C> = {gaw S ]Rns‘ E;WREa.W < C}a

mit einem ¢ > 0. Des Weiteren sei ¢ ausreichend klein, so dass der Eingang
u = K&, der multivariablen Totzone

Y= dZﬁ(ﬁ)
zur Signalklasse W(®) gehort. Folglich gilt die lokale Sektorbedingung
§ 2@ (®a—g) >0
aus Lemma 5.4 fiir die Totzone. Ungleichung (C.22) impliziert dann
V<0 Véuw € ERC).

Somit ist (C.24) eine Ljapunov-Funktion fiir das System (5.29). Asympto-
tische Stabilitdt der Ruhelage ist sichergestellt und £(R,c) ist ein Einzugs-
gebiet der Ruhelage, da es durch die Hohenlinie ¢ der Ljapunov-Funktion
begrenzt wird.

Fall 2. Sei €£) = 0 und y, € Y(®). Dann gilt ebenfalls die lokale Sektor-
bedingung fiir die Totzone und (C.22) impliziert

V < A2

T T
;yyr Yr — yaw,uyaW,Ll'
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Die Integration der Ungleichung nach der Zeit im Intervall [0, T¢] fiihrt zu

T, T,
V() — V(0) <2 / YTyedt — / Yl Yomadt
0 0

Aufgrund von &, (0) = 0 folgt mit V(€. (0)) = 0 sofort

T, T
/ Yoo Yot < 72 / Tt — V(En(T0).
0 0

Fiir T, — oo ergibt sich geméifs Definition 4.2 der gesuchte Zusammenhang
|Yawullz, < Yy llYelln,, da V(€aw(Te)) > 0. Damit ist gezeigt, dass 7, eine
obere Schranke fiir die Lo-Kleinsignalverstiarkung des Systems ist.

]

C.3.5 Beweis von Satz 6.1

Beweis. Der Satz folgt aus dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz
fiir Differentialgleichungen mit beschrankter rechter Seite [10, Satz 2.5.6,
Seite 87]. Dieser lautet wie folgt.

Satz C.1. Hat die stetige und beziiglich x lokal lipschitzstetige rechte Seite
f :ID— R" einer Differentialgleichung & = f(t,x) einen Definitionsbe-
reich der Form
D := (a,b) x R" mit —oco <a<b< oo,
und ist f(t,x) linear beschrinkt, d. h., es gilt
1f (@& 2)| < fr(@)]] + f2(2) (C.25)

fir alle t € (a,b) und x € R™ mit stetigen Funktionen f1, fo : (a,b) —
R>o, so existiert die mazimale Losung jedes der Anfangswertprobleme

x = f(t,x), =(to) =", (to,z'?) € (a,b) x R"

auf dem ganzen Intervall (a,b).
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Die hier betrachtete rechte Seite der Differentialgleichung (6.3) ist fiir
alle ¢t und alle @,y definiert, d. h., der Definitionsbereich lautet

D := (—00,00) x R?"F7x,

Des Weiteren ist die rechte Seite lokal lipschitzstetig beziiglich @k, da
k.w(T.w) nach Annahme 6.1 lokal lipschitzstetig ist. Das folgt aus der
Tatsache, dass Summen, Produkte und Verkettungen lokal lipschitzstetiger
Funktionen wieder lokal lipschitzstetig sind (vgl. Abschnitt A.2).

Abschliefsend ist noch zu zeigen, dass die rechte Seite linear beschrankt
ist. Es gilt mit den nach Annahme 2.1 konstanten Sollwerten w = wg und
Storgrofsen z = zg die Abschéatzung

HAwawrk + Bu Satﬁ(uawrk> + BWZO + Bzw0H2
< | A amr||2 + || Bu sata(Wawri)||2 + || Bwzol|2 + || Bawo||2
< [[All2[|Zawrk |2 + | Bull2]| sata(wawrk) |2 + || Bwl[2[|zo0ll2 + || Bxll2[lwol2

< [[Allz2l|#awrill2 + [ Bull2l|@ll2 + [ Bwll2l|zoll2 + | B ||2]lwoll2

~
c>0

= || All2 |2 awrill2 + <.

Das entspricht (C.25) mit den Funktionen f; = ||Al|; und fy = c. ]

C.3.6 Beweis von Lemma 6.1

Beweis. Die Dynamik des linearen unbeschrankten Regelkreises L wird
durch (6.4) bestimmt. Die Losung dieses Differentialgleichungssystems ist
zum Beispiel in [132]| angegeben. Fiir w = 0 und z = 0 ergibt sich

EL(t) = e e (0)

mit Ayp geméah (2.4). Aufgrund von Annahme 2.2 besitzt A, ausschliefs-
lich Eigenwerte mit negativem Realteil. Eine Abschétzung mit der eukli-
dischen Norm liefert

lEL®)ll2 = ([ €L (0)]|, < [Je™ =[], 1EL(0)]l2, (C.26)

wobei He H2 die Spektralnorm der Transitionsmatrix ist. Aus dem Er-
gebnis [16, Fakt 11.18.8] folgt die Existenz von positiven Konstanten c|
und A, so dass die Abschitzung

Apt

et < e
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gilt. Einsetzen in (C.26) liefert
1EL @)z < [1€L(0)]]2 cLe™ (C.27)

und komplettiert den Beweis von Aussage (I).
Fiir die euklidische Norm des Vektors y, gilt

e ()2 = H D,.C. Ci] ﬁ >] — IMED) s < | MI2]€(D)]ls.

t)
Ausnutzen der Abschétzung (C.27) liefert
(

ly:(0)ll2 < 1€L(0)[l2 [ M|z cLe™

und somit den Beweis fiir Aussage (II) mit ¢, = || M|z cL. ]

C.3.7 Beweis von Satz 6.2

Beweis. Nach Satz 6.1 besitzt das Anfangswertproblem, das durch die
Differentialgleichung des Anti-Windup-Regelkreises (6.3) und einen An-
fangswert @,k (0) gegeben ist, fiir alle t > 0 eine eindeutige Losung. Das
gilt auch fiir den in Mismatch-Koordinaten transformierten Regelkreis und
folglich auch fiir das Anfangswertproblem

éaw = Asgaw =+ Bs,u Sataﬁ(_k(gaw)) + BS,UC(t)7
Law(0) = gg'

Die Trajektorie &€,y (t) kann deshalb nicht in endlicher Zeit gegen einen
unendlichen Wert laufen. Eine endliche Entweichzeit ist ausgeschlossen
|10, 200|. Folglich existiert ein 6 > 0, das eine obere Schranke fiir die
Norm des Zustandsvektors zum Zeitpunkt ¢t = t* < oo darstellt, d. h., es
gilt die Abschéatzung

[[§aw (£7)[| < & < o0

Da zum Zeitpunkt ¢t = t* die Stérung {(¢) verschwindet, reduziert sich die
Systemdynamik auf das autonome System

éaw — Asgaw + Bs,u Sataﬁ <_k5(€aw))

mit dem Anfangszustand &, (t*). Dieser liegt in einer Umgebung der Ru-
helage €& = 0, die durch

Gs = {an € ]Rn| Héaw” < 5}
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beschrieben werden kann. Da die Ruhelage nach Voraussetzung global
asymptotisch stabil ist, existiert nach Definition 2.2 ein € > 0, so dass

[aw ()] <0 = [|€aw(D)|| <& VE =1t .

Daraus folgt ||€aw(t)]] < € = c fiir alle t > 0. Die Konvergenz der Trajekto-
rie €. (t) zum Ursprung folgt aus der globalen Attraktivitéit einer global
asymptotisch stabilen Ruhelage. [

C.3.8 Beweis von Satz 6.3

Beweis. Aufgrund der einleitenden Uberlegungen des Abschnitts 6.3 lisst
sich der Beweis in Mismatch-Koordinaten fithren. Somit ist zu zeigen, dass
flir ein ¢ > 0 und die Trajektorien des Anti-Windup-Regelkreises gilt

Héms(t)H <cVi>0, tliglo gms(t) =0,

mit dem Zustandsvektor &1 = [&] &I &1.].

Zunichst wird das stabile lineare System L mit der Dynamik (6.4) be-
trachtet. Offensichtlich sind die Trajektorien &5(t) und &,(t) begrenzt und
konvergieren nach Lemma 6.1 fiir beliebige Anfangswerte gegen null, da
der Ursprung eine global exponentiell stabile Ruhelage des Systems ist.

Die Norm der Trajektorien €, (t) des Teilsystems ES ist nach Satz 6.2
begrenzt, wenn die in Satz 6.3 angegebenen Bedingungen erfiillt sind. Die
Konvergenz von &, (t) gegen die Ruhelage im Ursprung ist ebenfalls durch
die Bedingungen und Satz 6.2 sichergestellt. [

C.3.9 Beweis von Satz 6.5

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zu dem Beweis von Satz 6.3. Aufgrund
der Uberlegungen zu Beginn des Abschnitts 6.3 lasst sich der Beweis in
Mismatch-Koordinaten fithren. Somit ist zu zeigen, dass fiir ein ¢ > 0 gilt

€Dl < & V6> 0, lim Eme(t) =0,

mit dem Zustandsvektor & = [&] & &5.].

Zunichst wird das stabile lineare System L mit der Dynamik (6.4) be-
trachtet. Offensichtlich sind die Trajektorien &5(¢) und &,(¢) begrenzt und
konvergieren nach Lemma 6.1 fiir beliebige Anfangswerte gegen null, da

der Ursprung eine global exponentiell stabile Ruhelage des Systems ist.
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Die Norm der Trajektorien €, (t) des Teilsystems ES ist nach Satz 6.4
begrenzt, wenn die in Satz 6.5 angegebenen Bedingungen erfiillt sind. Die
Konvergenz von &, (t) gegen die Ruhelage im Ursprung ist ebenfalls durch
die Bedingungen und Satz 6.4 sichergestellt. [

C.3.10 Beweis von Lemma 6.2

Beweis. Die Losung des Anfangswertproblems (6.17) ist zum Beispiel in
[133, Abschnitt 2.4.1] angegeben. Es gilt

t

EL(t) = eA“thf_O) + /eA“b(t_T)Bub’l“odT.
0

Fiir den Ausgang y, folgt

Yy (t) = CubgL(t) + Dy
t

= el el + Cyp, /eAUb(t_T)dT Bupro + Dupro.
0

Da det(Ayp) # 0 ist, ldsst sich das Integral geschlossen losen, wie zum
Beispiel in [132, Abschnitt 5.5.1] erldutert wird. Das fithrt zu

Ye (1) = Cupe™ 16" + Cup (A e™" = Ayy) Bupro + Do
= Cupe?™¢” + Cup A e Byyrg + (Dyp — Cup Al Bup) 7
= Cype®¢” + Cup A e Byyro + y™

Umstellen und Berechnen der euklidischen Norm ergibt
[ t) ~ 9, = [ Cane ™ + G Ale® B
Dabei lasst sich die rechte Seite wie folgt abschétzen

HC € ubt’f(O)Hz"'_HCH‘DAube Ustubrouz
< [[Cubl[, [le®*[|, €71, + [Cav A [l e[l [ Bubroll,.

Ausklammern der Matrixexponentialfunktion liefert

() = w1, < (1€l 161 + 1Cw A L [ Busroll, ) o]
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Mit [16, Fakt 11.18.8| ldsst sich die Norm der Matrixexponentialfunktion
abschéitzen und es folgt die Existenz von c; > 0, A > 0, so dass gilt

() = 51l < (I Cul, 16711 + [ Can AR | sl e
< ce M,
Damit ist das Lemma bewiesen. O

C.3.11 Beweis von Lemma 7.3

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zu dem Beweis von Satz 5.3 in zwei
Schritten. Zuerst wird in Schritt 1 gezeigt, dass die Matrixungleichung
(7.10) des Lemmas dquivalent ist zu der Bedingung

d U N
% ;,WREELW - ’Y32)<1~T<1" + y;kuyaw,u + yTQ‘I’(‘I)KﬁaW — y) <0 (CQ8)

fiir alle €aw, Cry Yawu- Dabei ist 7y, ein positiver Skalar, R = Q ', eine

symmetrische, positiv definite Matrix und ¥ = W1y, eine positiv definite
Diagonalmatrix. Danach wird in Schritt 2 gezeigt, dass diese Ungleichung
die im Lemma angegebenen Figenschaften des Ersatzsystems (7.7) garan-
tiert, d. h. lokale asymptotische Stabilitdt der Ruhelage € = 0 fiir y, = 0
und eine obere Schranke ~,, fiir die Lo-Kleinsignalverstarkung.

Schritt 1. Analog zu dem Beweis von Satz 5.2 ergibt sich mit

d . :
iR = £ R + € R

und der Systemdynamik (7.7) sowie den Abkiirzungen
A=A -B,K,
Y = dzau (Kaw)

aus (C.28) die Ungleichung?

AR+RA+CCy x| [tuw
€. ¥ ¢]| BIL,R+¥®K 20 « ¥ | <o.
B..R 0 21| ¢

3Dabei bezeichnet * den Term, der bendtigt wird, um eine symmetrische Matrix zu
erhalten.
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Offensichtlich ist diese Ungleichung fiir alle &.,, ¢ und y erfiillt, wenn
die Matrix negativ definit ist. Mit dem Schur-Komplement (Lemma B.1)
ergibt sich die identische Bedingung

A'R+ RA * * *

Bl , R+9®K —2¥ x  «
BT, R 0 21 .| <0 (C.29)

C; 0 0 I

Die Matrixungleichung (7.10) des Lemmas ergibt sich nach drei weiteren
Umformungen. Zuerst erfolgt eine Kongruenztransformation, d. h., die Un-
gleichung (C.29) wird von links und rechts mit der reguldren Matrix

72;% dlag(ﬂa ]Ia ][7 fyy][)

multipliziert. Die Substitution Q! = Ry, Lot = \ilfy; 1 und eine Kon-
gruenztransformation mit diag(Q, ¥, I, I) fithrt zu (7.10).

Schritt 2. Betrachtet wird die positiv definite Funktion
V(€aw) = o REaw, R >0 (C.30)
und das System

éaw - (As - Bs,uK)gaW + Bs,u dzaﬁ (Kgaw) + Bs,uCa
Yaw,u = ngaw

fiir die folgenden zwei Fille.

Fall 1. Sei ¢ = 0 und der Anfangszustand &) € £(R,c). Dabei gelte
8(R7C> - {gaw € ]Rns‘ f;waaw < C}

mit einem ¢ > 0. Des Weiteren sei ¢ ausreichend klein, so dass der Eingang
u = K&, der multivariablen Totzone

y =dzg(u)

fiir alle €, € E(R, c) zur Signalklasse W(®) gemék (7.8) gehort. Folglich
gilt die lokale Sektorbedingung

§ 2T (du—g) >0
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aus Lemma 5.4 fiir die Totzone. Ungleichung (C.28) impliziert dann
V <0 vgaw € S(R,C)

Somit ist (C.30) eine Ljapunov-Funktion fiir das System (7.7). Asymptoti-
sche Stabilitdt der Ruhelage ist sichergestellt und £(R,c) ist ein Einzugs-
gebiet der Ruhelage, da es durch die Héhenlinie ¢ der Ljapunov-Funktion
begrenzt wird.

Fall 2. Sei €£) = 0 und ¢ € Y(P) ein Eingangssignal der Signalklasse
Y(®) geméfh (7.9). Dann gilt ebenfalls die lokale Sektorbedingung fiir die
Totzone und (C.28) impliziert
V <Yl — Yo Yawu-
Die Integration der Ungleichung nach der Zeit im Intervall [0, T}] fiihrt zu
T, T.

V(TL) — V(0) <2 / yTyedt — / Yl Yot
0 0

Aufgrund von &, (0) = 0 folgt mit V (£, (0)) = 0 sofort

T, T,
/ Y Yot < 12 / YTyedt — V(s (T.)).
0 0

Fiir T, — oo ergibt sich geméifs Definition 4.2 der gesuchte Zusammenhang
| Yawull Lo < Yy llYUrll Lo, da V(€aw(Te)) > 0. Damit ist gezeigt, dass 4, eine
obere Schranke fiir die Lo-Kleinsignalverstiarkung des Systems ist.

L

C.3.12 Beweis von Lemma 8.1

Beweis. Da die Selektionsstrategie (8.6) in dem Gebiet G; = £(1)\ € (Viin)
identisch mit der Selektionsstrategie (8.4) ist, besitzt sie dort geméf Punkt
(a) des Satzes 8.1 eine eindeutige Losung. Des Weiteren garantiert der Satz
8.1, dass alle Trajektorien, die in G; starten in Richtung der Ruhelage
streben und dabei in immer kleinere Ellipsen eintreten, die nicht mehr
verlassen werden konnen. In G, erfiillt die implizit definierte Funktion
v(x) ndmlich geméft Punkt (c) des Satzes fiir alle  die Bedingungen

v(x) >0, v(x)<D0.
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Entlang der Systemtrajektorien ist © negativ. Deshalb nimmt v(x) entlang
aller Trajektorien x(¢) ab und der Zustand x lduft aufgrund der Schach-
telung der Gebiete £(v) in Richtung des Ursprungs. Zu einem Zeitpunkt
0 < t; < oo tritt er dann in das Gebiet €(vmin) ein. Der Rand dieser
Ellipse entspricht exakt der Hohenlinie eins der Funktion

V(x) = " R(Vmin)x,
die eine Ljapunov-Funktion fiir die in €(vy,;,) aktive Systemdynamik
& = Az + bsatg(—k" (vmin) )

darstellt. Aus Satz 4.1 folgt die asymptotische Stabilitdt der Ruhelage.

Abschliefend wird gezeigt, dass V(x) eine Ljapunov-Funktion ist. Of-
fensichtlich gilt V'(0) = 0 und V(x) > 0 fiir alle  # 0, da R; gemé&f den
Voraussetzungen von Satz 8.1 positiv definit ist und die Kongruenztrans-
formation

R(vmin) — H_l(vmin)RlH_l(vmin) =0

die Definitheit einer Matrix nicht &ndert. Somit bleibt noch zu zeigen, dass
fiir alle x € €(vmin) \ {0} gilt

_ V()
- Oz

Nach Satz 1 in [122] ist dies erfiillt, wenn fiir alle € & (V) \ {0} gilt

V(z)

(Ax + bsatg(—k" (vmin)x)) < 0.

oV (x)

5 (A~ bk (vmin)) 2 <0, (C.31a)
a‘g;@ (A — bk, (vmin)) T <0, (C.31b)
|k (Vmin )| < T (C.31c)

mit k,(Vmin) = H ™ (vmin) k2 — a. Fiir die erste Bedingung (C.31a) ergibt
sich

22" R(vmin) (A — bk (Vpin)) @ < 0.
Einsetzen von R(vniy) und k(vpgy,) fithrt zu

22" H " (Vmin) R1H ™ (Vmin) (A — b(H " (vmin)k] — a”)) & < 0.
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Da die Strecke in Regelungsnormalform vorliegt, gilt nach [98§]

A—b(H ' (vmin)k] —a’) =
1

H (vmin) [A — b(k1 — @) H™ (vmin).

Umin
Einsetzen in die obige Bedingung fiihrt zu

1

2 wTH_l("Umin>R1 [A — b(kl — CL)T] H_l(l}min>$ < 0.

VUmin

Diese Bedingung ist fiir alle v, > 0 und alle & # 0 erfiillt, wenn
R [A—-bki—a) ]+ [A—bki—a)]" R <0

gilt, was Bedingung (8.5a) des Satzes 8.1 entspricht. Die zweite Bedingung
(C.31b) ldsst sich analog in Bedingung (8.5b) des Satzes 8.1 umformen.
Die dritte Bedingung (C.31c) fithrt nach Lemma B.1 aus [120, Anhang
B.1, Seite 165] zu der Matrixungleichung (8.5c¢). O]

C.3.13 Beweis von Lemma 8.3

Beweis. Um die globale asymptotische Stabilitdt des Ursprungs nachzu-
weisen ist nach Definition 2.2 zu zeigen, dass die Ruhelage ™ = 0 stabil
im Sinne von Ljapunov sowie global attraktiv ist.

Da geméaf Voraussetzung die Bedingungen (8.10) erfiillt sind, folgt nach
Lemma 8.1 die lokale asymptotische Stabilitdt der Ruhelage ™ = 0 mit
dem Einzugsgebiet £(1). Diese Eigenschaft impliziert nach Definition 2.2
die Stabilitdt im Sinne von Ljapunov.

Die globale Attraktivitdt der Ruhelage ist ebenfalls gegeben. Da £(1)
nach Lemma 8.1 ein Einzugsgebiet der Ruhelage ist, folgt fiir alle Trajek-
torien mit Anfangswerten x® € £(1) die Konvergenz in den Ursprung,
d.h. (t) — O fiir ¢ — oo. Alle Trajektorien, die aufierhalb der Ellipse
E(1) starten, d. h. ' ¢ £(1), streben in endlicher Zeit in die Ellipse und
damit geméfs den obigen Ausfithrungen fiir t — oo in den Ursprung.

Das lasst sich wie folgt begriinden. Aufserhalb der Ellipse weist der Re-
gelkreis die Systemdynamik (8.15) auf. Die Ruhelage ™ = 0 dieses Sys-
tems wird von dem Regler k, global asymptotisch stabilisiert. Insbesondere
ist diese Ruhelage dann global attraktiv. Das bedeutet, alle Trajektorien
streben fiir ¢ — oo in den Ursprung. Da die Ellipse £(1) eine Umgebung
des Ursprungs ist, miissen die Trajektorien diese Umgebung in endlicher
Zeit erreichen. ]



218 C Herleitungen und Beweise

C.3.14 Beweis von Lemma 8.4

Beweis. Der Beweis erfolgt in drei Schritten. Im ersten Schritt wird ge-
zeigt, dass das Regelgesetz

F(@aw) = (H ™ (0(@a)) (kg + @) — @) Ta,
H'(v) = diag(v™" (zaw), - - -, v_l(:caw))

lokal lipschitzstetig ist, wenn die Selektionsstrategie

Umin Taw € g(vmin)_a
v(Xaw) = { eindeutige Losung von g (v, Taw) =0, Taw € E(1) \ €(Vmin),
1, Taw € R\ £(1)

global lipschitzstetig ist. Im zweiten Schritt wird gezeigt, dass g (v, Taw)
eine streng monoton fallende Funktion beziiglich v ist, wenn die Bedingun-
gen (8.10) erfiillt sind. Dieses Resultat hilft dann im dritten Schritt beim
Nachweis der globalen Lipschitz-Stetigkeit der Selektionsstrategie.

Schritt 1. Das Regelgesetz kann als Verkettung der Funktion f;(u) =
H~'(u)(k, + a) — a mit der Funktion v(x,) sowie einer anschliefenden
Multiplikation mit der Funktion fo(@.w) = ®ayw aufgefasst werden, d. h.

k(Taw) = [(f10 U)(waW>]T fo(Taw)-

Mit den Sdtzen A.1 und A.2 iiber die Verkettung und das Produkt lip-
schitzstetiger Funktionen folgt die gewiinschte Aussage. Die Funktion
fo(@aw) = @ay erfiillt eine Lipschitz-Bedingung auf ganz R™s, da sie stetig
partiell differenzierbar ist und die Komponenten der partiellen Ableitun-
gen beschrankt sind [10, Satz 2.4.6]. Folglich ist sie global lipschitzstetig
auf ihrem Definitionsbereich IR™. Gleiches gilt fiir die Funktion f;(u) und
den Definitionsbereich [vmin, 1]. Wenn die Selektionsstrategie global lip-
schitzstetig auf R™s ist, folgt aus Satz A.1 die globale Lipschitz-Stetigkeit
der Verkettung (f1 o v)(xay) auf ganz R™ und aus Satz A.2 die lokale
Lipschitz-Stetigkeit des Regelgesetzes.

Schritt 2. Da die Bedingungen (8.10) erfiillt sind, gilt R; > 0 und
NR; + RN <0 mit N =diag(—ng,...,—1).
Die Ungleichungen garantierten, dass die Funktion

g (U, Taw) = Ly R(V)Xaw — 1
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streng monoton fallend beziiglich v ist, denn die partielle Ableitung

W _ %m;WH_l(v) [INR; + Ry N] H ™} (0)Zay

ist negativ fiir alle @,y und alle v € [vyin, 1]. Daraus folgt die sogenannte
Schachtelungseigenschaft. Es gilt fiir zwei Konstanten vy, < v < vg <1

g1, Taw) > g(V2,Law) < o RV1)Taw — 1> ), R(V2)Tayw — 1.

aw

Fordert man x! R(v1)Taw — 1 < 0 folgt 0 > g(v1, Taw) > g(v2,@aw) und
daraus

g(’l)1) C 8(’1)2)
mit
E(vy) = {:r;aw ER™ |z, ,R(v1)Tayw < 1}
E(vg) = {waw € R™|x, R(v2)Tayw < 1}.

Die Menge £(vy) liegt im Inneren von €(vs). Das gilt auch, wenn vy nur
minimal grofser ist als vy, d.h. v = v; 4+ € mit einer beliebig kleinen
positiven Konstante e¢. Das fiihrt zu der Schlussfolgerung: Zwischen den
Punkten des Randes O€ (v1) und allen Punkten der Ellipse £(v2) muss ein
Mindestabstand § > 0 existieren, also

Hwaw - iavaQ Z 0 >0 vwavv S 85('01),@&“7 € 8(’1)2>.
Schritt 3. Dass die Funktion v(@,y) die Lipschitz-Bedingung

[o(®aw) = v(@aw)ll2 < Ll|aw — Zaw |2

fir ein L > 0 und alle @,y , T.w € R™s erfiillt, wird mittels einer Fallunter-
scheidung gezeigt. Fiir eine kompaktere Notation bietet sich die Verwen-
dung folgender Abkiirzungen an

Gl — g(vmin)a
Go = 5(1 \E(Umin)a

Gz = R™\ £(1).

Dabei beinhaltet die geschlossene Menge G5 alle Punkte der offenen Menge
G,. Abbildung C.2 stellt die Gebiete beispielhaft fiir den IR? dar.
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G

gs

Abbildung C.2: Visualisierung der Gebiete im RR?.

Fall 1: Tay,Taw € Gp. Hier gilt v(ay) — v(Zaw) = 0. Die Lipschitz-
Bedingung ist erfiillt fiir ein beliebig kleines L > 0.

Fall 2: Taw,Taw € Go. Fiir diesen Fall wird zunéchst eine Hilfsfunktion
0 : [0,1] = [Umin, 1] definiert, die folgende Gestalt besitzt

(7)) = v(@Taw + T(Taw — Taw))-

Offensichtlich gilt ©(0) = v(x,y) und 9(1) = v(Taw ). Mit der Kettenregel
ergibt sich fiir die Ableitung

d

E@(T) =0 = grad (v(Taw + T(Zaw — Taw))) - (Taw — Taw)-
Der Gradient von v(a) mit & = Tayw +7(Faw — Taw) existiert fiir alle x € Go
und alle v € [vpin, 1]. Er ist stetig, beschrankt und lésst sich berechnen zu

d 1 !

8—; = — (—:L'TD_l(v) [NR, + R|N| D_l(v)az> 22" R(v).
v

Da der Gradient von v nur fiir alle © = T,y + 7(Zaw — Taw) in der offenen

Menge G- existiert, €., und x,, allerdings Randpunkte von G5 sein diir-

fen, existiert die Ableitung ©'(7) in diesen Féllen nur fiir 7 € (0, 1). Mehr

wird im Weiteren allerdings auch nicht benétigt.

Fiir die auf dem abgeschlossenen Intervall [0, 1] definierte Funktion o(7)
existiert nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein 7 € (0,1),
so dass gilt

2(0) —o() =0 (1)(0—1) = —v/(7).
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Das lédsst sich fiir die folgende Abschéatzung ausnutzen. Es gilt fiir ein
7€ (0,1)

lo(®aw) = v(Zaw)ll2
= [15(0) = o(D)l2 = [|2"(7)]]2

= || grad(v(maw + 7(Zaw — acaw))) (Zaw — Taw) ||2-

Mit der Cauchy-Schwartz’schen Ungleichung folgt

[0(@aw) = 0(Zaw) |2 < || grad (v(Taw + T(Zaw — Taw))) |2 [ Zaw — Taw |2
und somit

[o(Zaw) = v(@aw)ll2

Hiaw - waw”2

< L= H grad(v(waw + T(ﬁzaw - maw))) H2

Dabei ist L begrenzt, weil der Gradient fiir alle 7 € (0,1) existiert und
dessen Betrag endliche Werte annimmt.

Fall 3: xay, Taw € G3. Analog zu Fall 1.

Fall 4: Tow € G1,Taw € Go. Dieser Fall lisst sich auf bereits bekannte
Falle zurickfiithren.

Es ldsst sich immer ein € G, finden, dass auf der Verbindungslinie von
T.w und T, liegt. Somit gilt

[®aw = Baw [l2 = |Taw — (]2 + [ — Baw [|2-
Weiter gilt

[0(Zaw) = v(Zaw)ll2 = [[V(Taw) = 0(Taw) + v(z) = v(2)]|2
< [lo(@aw) = v(@)ll2 + [[o(z) = v(Zaw)]|2-

Der erste Term ist null, da .,z € G und dort ist v(Zayw ) = V() = Vmin.
Das entspricht Fall 1 und folglich gilt

[0(Zaw) = 0(@aw)ll2 < Li[|Taw — x|z

fiir ein beliebig kleines L > 0. Der zweite Term lésst sich nach den Uber-
legungen zu Fall 2 wie folgt abschétzen

(@) = v(@aw) 2 < [ grad (v(@ + 7(Taw — ) [l2 | Zaw — 2|2
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mit 7 € (0, 1). Somit gilt analog zu Fall 2:
(@) = v(@aw)ll2 < L2 = || grad (v(@ + 7(Zaw — @))) |2 [Zaw — 2]2-

Daraus und aus der Tatsache, dass L beliebig grofs gewahlt werden kann,
ergibt sich mit Ly = Ly = L

[o(@aw) = v(@aw) 2 < [0(@a) = v(@) |2 + [[0(®) = V(@aw) |12
< Ll|@aw — |2 + L||&aw — |2
< L(||@aw — |2 + [|Taw — z|2)

S LHwaw - iavv”2-
Auflosen nach L liefert

[0(Zaw) — 0(Taw) 2

— < L < 0.
Hmaw _wawH2

Fall 5: x.w € Go, Taw € G3. Analog zu Fall 4.

Fall 6: Tow € G1, Taw € G3. Es gilt v(Xaw) = Vmin und v(Z,y ) = 1. Daraus
folgt

[o(Zaw) = 0(Taw)ll2 = 1 = Vmin-

Die Schachtelungseigenschaft (siehe Schritt 2) garantiert (_,_7 1 C G3. Daraus
folgt ein Mindestabstand zwischen ., € G3 und x,, € G1, also

Hmaw - iauw”2 Z 5 > 0 vwauw S Qlaiaw S g?)-
Aus der Lipschitz-Bedingung
Hv(waw) - U(féaw)HQ =1- Umin < LHwaW - jaw”2

folgt

Ein L > 0, das in allen sechs Féllen den aufgestellten Bedingungen geniigt,
garantiert die globale Lipschitz-Stetigkeit von v(@ay )-

L
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C.3.15 Beweis von Lemma 9.1

Beweis. Fiir jede Komponente von dz,q(y:) gilt mit y, = Cypés(t) +y™
gemaf der Definition der Totzone

5* + y(R) + Quza Quz > Cub () 5* + yIEP;)a
dzgﬁi (yr,i> — 07 _Quz < Cub () 5* + yr P = Quza
bi) &« + Ypy — 0T, i &+ > oty

wobei Cly, ;) die i-te Zeile der Matrix C\y, bezeichnet. Fiir jeden der drei
Bereiche lasst sich der Betrag der Totzone nach oben abschatzen, wie nach-
folgend gezeigt wird. Zu beachten ist, dass \yfm < ot; gilt.

Bereich 1: —ou; > Cp,5) &« + yﬁP;) Aus dieser Ungleichung folgt

ub(z) é* + y + ou; <0 = Cub(z g* < Cub(z €* + y(R) + ou; < 0.

W
>0

Bilden des Betrags liefert die Abschétzung
‘Cub(i> €>|<

‘Cub(z) é* +y +Quz’ > 0.
Bereich 2: —ou; < Cyp,5) &« + yﬁ) < ot;. Hier gilt trivialerweise

’ dzgﬁi (yr,i> ’ =0< ‘Cub@') 5* ;

Bereich 3: Cl, ;) & + yipz) > o1;. Aus der Ungleichung folgt direkt

i€ty — 01 >0 = Cupgy & > Cupgiy &« +ypy — 0l > 0.

%,_/
<0

Bilden des Betrags fiihrt zu der Abschéitzung
‘Cub(i> €>|<

‘CUb<7'> g* + yr @ - Quz > 0

Die Abschédtzungen aus den drei Bereichen liefern zusammen die Ab-
schatzung fiir die i-te Komponente der Totzone. Es gilt

‘ dzgﬁi (yr,i) | < ‘Cub(z) 5*’
Daraus folgt die Abschétzung fiir die multivariable Totzone (9.7). [
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