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Synthese von Zustands- und
Ausgangsriickfiihrungen fiir rekurrente

Fuzzy-Systeme

Synthesis of State- and Output-Feedback for Recurrent Fuzzy Systems

Zusammenfassung: Als spezielle Klasse dynamischer
Fuzzy-Systeme bieten rekurrente Fuzzy-Systeme die Mog-
lichkeit, dynamische Prozesse anhand von Expertenwis-
sen oder Messdaten zu modellieren. Dabei zeichnet sich
die Regelbasis durch die Moglichkeit der linguistischen
Interpretierbarkeit und somit der Transparenz aus. Die-
ser Artikel stellt Ansdtze vor, mit denen sowohl (beob-
achterbasierte) Zustands- als auch Ausgangsriickfiihrun-
gen zur Stabilisierung bekannter Ruhelagen mit Hilfe bi-
linearer Matrixungleichungen ausgelegt werden konnen.
Die sich ergebenden Regler sind dabei strukturell dquiva-
lent zu Fuzzy-Reglern und kénnen somit ebenfalls linguis-
tisch interpretiert werden. Hinsichtlich der Ausgangsriick-
fiihrungen wird gezeigt, dass sich bekannte Synthesean-
sdtze aus der linearen Systemtheorie ebenfalls auf Aus-
gangsriickfithrungen fiir rekurrente Fuzzy-Systeme iiber-
tragen lassen.

Schliisselworter: Rekurrente Fuzzy-Systeme, beobachter-
basierte Zustandsriickfiihrungen, Ausgangsriickfiihrun-
gen.

Abstract: As a special class of dynamical fuzzy systems, re-
current fuzzy systems allow for the modeling of dynamical
processes based on expert knowledge or measurements.
The rule base is characterized by the possibility of lin-
guistic interpretability and thus transparency. This arti-
cle presents methods for the synthesis of (observer-based)
state feedback as well as output feedback for stabilization
of known equilibria by means of bilinear matrix inequali-
ties. The structure of the controllers obtained is equivalent
to fuzzy controllers, thus allowing again for a linguistic in-
terpretability. With regards to output feedback it is shown
that well known approaches from linear systems theory
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may be adapted to the synthesis of output feedback for re-
current fuzzy systems.
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1 Einleitung

Bei der Regelung dynamischer Systeme ist die Modellbil-
dung von zentraler Bedeutung, da sie meistens die Grund-
lage fiir den Reglerentwurf bildet. Ist kein prazises System-
modell sondern lediglich Expertenwissen oder Messdaten
vorhanden, so konnen diese Informationen zur approxi-
mativen Modellierung verwendet werden, um anschlie-
Bend einen Regler basierend auf diesem approximativen
Modell zu entwerfen. Auch wenn bereits Regelungsme-
thoden zur Regelung ohne Systemmodell existieren (mo-
del free control, [6]), ist es im allgemeinen dennoch sinn-
voll, bestehende Systeminformationen zur Reglersynthese
nutzbar zu machen. Im Bereich der Gray-box-Modellierung
ist bereits eine Vielzahl von Ansédtzen bekannt, welche ba-
sierend auf Fuzzy Logik eine approximative Beschreibung
der Systemdynamik erreichen wollen. Bei diesen Konzep-
ten sind tendenziell zwei unterschiedliche Zielsetzungen
erkennbar: Zum einen kann versucht werden, messda-
tengestiitzt ein moglichst prazises Modell zu bestimmen.
Neuro-Fuzzy-Systeme (siehe z.B. [16]) seien hier als Bei-
spiel genannt, bei denen mit hinreichend vielen Neuronen
der Modellierungsfehler verschwindet. Mit steigender Pra-
zision geht jedoch bei diesen Ansdtzen eine verminderte
Transparenz einher. Dies steht zundchst im Widerspruch
zur Idee der Fuzzy-Logik, mathematische Systembeschrei-
bung und sprachliche Interpretierbarkeit zu verbinden.
Vielmehr ist bei allen dynamischen Fuzzy-Systemen ein
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Kompromiss zwischen Pradzision und Transparenz zu be-
obachten. Bei den prominenten Takagi-Sugeno-Systemen
[14] ist beispielsweise die Pramisse linguistisch interpre-
tierbar, die Konklusionen sind jedoch lineare oder affine
Subsysteme, sodass sich insgesamt nur eine bedingte lin-
guistische Interpretierbarkeit ergibt. Gleichzeitig gehtren
Takagi-Sugeno-Systemen ebenfalls zur Klasse der univer-
sellen Approximatoren, fiir die Exaktheit des Modells kén-
nen jedoch mitunter beliebig viele Regeln notwendig sein.

Die in diesem Beitrag betrachteten rekurrenten Fuzzy-
Systeme (RFS) [2] unterscheiden sich zu Takagi-Sugeno-
Systemen in der Beschreibung von Zustandsanderungen
durch Konstanten innerhalb der Konklusion. Im Gegen-
satz zu Takagi-Sugeno-Systemen ist so eine linguistische
Interpretierbarkeit einzelner Regeln mdoglich, deren An-
zahl jedoch aufgrund der Einschrankung auf konstante
Konklusionen in der Regel zu einer gréf3eren Regelbasis im
Vergleich zu Takagi-Sugeno-Systemen mit gleicher Prazisi-
on fiihrt.

Dieser Artikel beschreibt nun die Synthese stabilisie-
render Zustands- und Ausgangsriickfiihrungen fiir ein ge-
gebenes RFS. Dazu wird zunédchst in Abschnitt 2 gezeigt,
wie aus der Systembeschreibung anhand der Regelbasis
eine Systemdarstellung in Interpolationsform abgeleitet
werden und diese wiederum in eine hybride Systemdar-
stellung tiberfiihrt werden kann. Nachdem in [8] die Syn-
these von Zustandsreglern anhand heuristischer Kriterien
mit anschlieflender Stabilitdtsanalyse beschrieben wurde,
wird nun in Abschnitt 3 gezeigt, wie fiir das approximative
RFS dhnlich dem Prinzip der parallel distributed compen-
sation [10, 15] eine Zustandsriickfiithrung anhand der In-
terpolationsform ausgelegt werden kann. Diese zeichnet
sich insbesondere durch ihre strukturelle Aquivalenz zu
statischen Fuzzy-Reglern aus und kann ebenfalls linguis-
tisch interpretiert werden. Die verwendeten hinreichende
Stabilitatskriterien fiir das geregelte System fiihren dabei
auf ein Optimierungsproblem mit bilinearen Matrixunglei-
chungen.

Sind nicht alle Zustdnde messbar, so bietet die hybride
Systemdarstellung die Méglichkeit zum Entwurf eines li-
nearisierenden Beobachters, wie in Abschnitt 3.2 skizziert
wird. Ein anderer Ansatz ist die Auslegung von Ausgangs-
riickfiihrungen. Wie Abschnitt 4 zeigt, konnen dazu be-
kannte Anséatze aus der linearen Systemtheorie verwendet
werden. Hierzu zdhlen die Approximation von Zustands-
riickfiihrungen sowie die direkte Beriicksichtigung struk-
tureller Beschrankungen.

Die beschriebenen Regelungsmethoden werden an-
hand eines akademischen Beispiels in Abschnitt 5 verdeut-
licht und abschlief3ende Bemerkungen in Abschnitt 6 ge-
geben.
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2 Rekurrente Fuzzy-Systeme

Die Dynamik rekurrenter Fuzzy-Systeme [1] ist durch lin-
guistische Regeln
Wenn x = L;‘ undu = L;,
dannx = L’fv(j)q) 1

definiert. Die Gesamtheit aller Regeln wird als Regelbasis
bezeichnet und kann als Teil des statischen Fuzzy-Systems
aufgefasst werden, das in Abbildung 1 als Funktion f(x, u)
dargestellt ist.

Die Zustinde x und Eingdnge u sind dabei im
Eingangs-Zustandsraum Z = X x U definiert, mit X = R”",
U c R"und u € [upp, up,, ] Mit L, L, L;(J o Werden in
(1) Vektoren linguistischer Werte L L” L" bezeichnet,
welche die Eingdnge und Zustande sow1e deren Ableitun-
gen qualitativ beschreiben, z.B. als niedrig oder sehr hoch.

Zur Beschreibung des Ausgangsverhaltens definiert
y = g(x) € R" analog zur Dynamikfunktion ein statisches
Fuzzy-System mit Regeln der Form

Wenn x = L;‘,
_1v
danny = L;, @

welche als von der Stellgrof3e u unabhédngig angenommen
werden, was in vielen technischen Systemen eine realisti-
sche Annahme ist.

Um die in Regelbasis-Form vorliegende Systembe-
schreibung (1), (2) in eine numerische Beschreibung zu
iiberfiihren, werden zunéchst Kernpositionsvektoren s;‘ €
R", 53 € [Wpin, Uy, 8] € [Vimin» Ymax] mit den linguisti-
schen Vektoren assoziiert. Dabei wird zur Vereinfachung
der Notation angenommen, dass die Menge der Kernpo-
sitionsvektoren s;‘ in f(x, u) und in g(x) identisch sind.
Durch Verwendung des Indexvektors j fiir Kernpositionen
im Zustandsraum, q im Eingangsraum und w als Index von
Kernpositionsgradienten kann jede Regel ebenfalls als Ab-
bildung (j, q) — w dargestellt werden. Dass die Regelba-
sis Gradienten nur an diskreten Punkten auf einem Git-
ter im Eingangs-Zustandsraum definiert, zeigt auch Ab-
bildung 2. Im Folgenden wird das Gebiet, welches durch
Kernpositionsgradienten adjazent zu einem Vektor (x, u)
begrenzt ist, als Hyperquader H; bezeichnet. Der Index
1 = (j, q) setzt sich dabei aus den kleinsten Indizes der

= f(x,u) =

Abbildung 1: Rekurrentes Fuzzy-System.
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Abbildung 2: Hyperquader des RFS im Eingangs-Zustandsraum.
Beispielhaft sind Kernpositionsgradienten eingezeichnet, welche
die Dynamik im eingefdrbten Gebiet definieren.
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Abbildung 3: Rampen- und dreieckférmige
Zugehorigkeitsfunktionen.

begrenzenden Kernpositionen zusammen. Hyperquader,
welche nur im Zustandsraum oder nur im Eingangsraum
betrachtet werden, sind mit H].X und H:l‘ bezeichnet, so-
dass H, = I—IjX u H:l‘ gilt. Mitunter wird bei Eindeutigkeit
auch die alternative Indexnotation H;" = HjX und H} = H;‘
verwendet.

Um auch im Inneren von Hyperquadern einen nume-
rischen Wert fiir die Zustandsdnderung x sowie den Aus-
gang y des RFS bestimmen zu konnen, werden zur Fuz-
zifizierung zundchst Zugehdrigkeitsfunktionen ;47{" (x,),
yZﬁ (up) eingefiihrt, wobei dreieck- und rampenférmige
Zugehorigkeitsfunktionen

/S i Xi

T Ximin S8 S X <SS Xymap

Jp e

s o—x;

Jier Tt Xi Xi

X; =, Ximin <SS, <X;<S§. <X
‘uj; — sj;+1_ j: > i,min ; i Jist i,max> (3)

1’ xi,min 2 xi \ xi 2 xi,max’
0, sonst

angenommen werden (siehe Abbildung 3). Neben der ein-
fachen Darstellung bieten dreieckférmige Zugehorigkeits-
funktionen den Vorteil, dass kompliziertere Funktionen,
wie z.B. Trapeze, aus ihnen zusammen gesetzt werden
konnen (siehe auch [12]).

Wie in [1] beschrieben, wird nun als Aggregations- und
Implikationsoperator das algebraische Produkt gewahlt,
sodass sich fiir die UND-Verkniipfung der Pramissen einer
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Regel
wteo) = [Tl ) [ mgl () )
i=1 gq=1

sowie durch Auswertung der Implikation

imp _ X agg
Hig (OW =Sy " Hig (1) ©)

ergibt. Zur Akkumulation

u ) = ) (%) 6)
i
wird dann die algebraische Summe gewdhlt sowie die
Center-of-singletons-Methode zur Defuzzifizierung:

‘uakk (X, u)
L thq 6 0)

In [9] wird gezeigt, dass sich dieser Ausdruck weiter ver-
einfacht, wenn sich Zugehorigkeitsfunktionen an jedem
Punkt zu 1 aufsummieren. Diese Bedingung wird durch (3)
erfiillt, sodass sich die folgende Systembeschreibung in In-
terpolationsform ergibt:

@)

x=f(x,u) =

= 00w = ) s [ 6 G0 [ [ @) @2)
jq i=1 p=1

y=80) =) s []uix)
i =l

Setzt man (3) explizit in diese Form ein, so vereinfacht sich
diese Interpolationsform erneut, da lediglich diejenigen
Kernpositionsgradienten mit yif’ig # 0 ausgewertet werden
miissen, welche adjazent zu (x, u) sind. Durch die Mul-
tiplikation abschnittsweise affiner Zugehorigkeitsfunktio-
nen erhdlt man so fiir einen Hyperquader H; ; mit s;‘i" <x; <

(8b)

Xi

u, u, ..
sipundsg’ <u, <s., zundchst

P - dp
x; — s X, —sn
X —si ! A e " Jn .
Wi\ M1 §n g
i+l 71 Jntl Jn
_ _ Um
< Uy = Sg )( Um = Sq, >
Uy — Uy Um _ Um
Sq1+1 Sql Sqm+l S‘Zm

+...+

s —x st —x
Si( ]171 cee ‘7"771 .
w(j+1,q+1) X X, X, X,
S. —S. . —S.
Jitl N S]n+1 S]n
o Uy
sq1+1 U Sqm+1 Uy,
. C— . el B (9)
Sql+1 S‘h Sqm+l SQm

wobei lediglich Zugehorigkeitsfunktionen derjeniegen
Kernpositionen von Null verschieden sind, welche zu Hj)q
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gehoren. Weiter kann dann (9) zusammengefasst werden
zur hybriden Systemdarstellung

n m n j
o1 1 1 1
X=a,+ Z a, x; + Z a, U+ Z Zaxi]_x,-xﬁ

i=1 p=1 j=2i=1

m
1 1
Z upz Qg Xito A Xy Xl Uy (10)

welche die Dynamik in H; = H; ; beschreibt. Die Interpo-
lation zwischen konstanten Kernpositionsgradienten im
Eingangs-Zustandsraum fiihrt so zu einer abschnittsweise
multi-affinen Systemdynamik. Hinsichtlich der angestreb-
ten Reglersynthese werden schon hier zwei wesentliche
Probleme erkennbar: Zum einen ist die Systemdynamik im
allgemeinen nicht eingangs-affin. Zum anderen hingt die
Zustandsdnderung sowohl direkt von u ab, als auch indi-
rekt aufgrund der abschnittsweisen Definition. So gilt (10)
lediglich in einem Teil des Eingangsraums, d.h. fiiru € H:l‘.

In [13] wurde gezeigt, dass sich (10) auch in kompakter
Matrixnotation

x = S{A,,, . Z(x, u) (11)
angeben lasst. Darin fasst
St =[sf .. st (12)

spaltenweise samtliche Kernpositionsgradienten des Hy-
perquaders H; zusammen, wahrend

4,-@v. p=[} 7]
i=1

gilt, wobei die mehrfache Anwendung des Kronecker-
Produkts als

(13)

n
XA, =40 04, (14)
=1
notiert ist. Uber die Matrix
n 1 0
O = ®01,. 0, = [1 L] (15)
i=1 Ez,- S, 5,8,

i

gehen die begrenzenden Kernpositionen s, < (x,u) <'s;
des Hyperquaders H, ein, wahrend der Monomenvektor

oo B1). o[

i=1

(16)

alle Produktterme in x; und u, zusammenfasst.
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Abbildung 4: Hyperquaderabstand d(Hj", 0) zur Ruhelage.

Ausgehend von der Interpolationsform (8) sowie
der hybriden Systemdarstellung in Matrixform (11) wer-
den im ndchsten Abschnitt Reglersynthesemethoden fiir
Zustands- und Ausgangsriickfiihrungen diskutiert. Dazu
wird angenommen, dass das RFS beobachtbar und steuer-
bar ist. Zu Details dieser Systemeigenschaften von RFS sei
auf [5] verwiesen. Des Weiteren wird vereinfachend ange-
nommen, dass sich die zu stabilisierende Ruhelage x* im
Ursprung befindet und mit einer Kernposition s;‘ inzident
ist. Dann kann anhand der Pseudometrik

n
d(H;,s) = mlinkz1 —j,  l:sfeH 17)
der Abstand eines Hyperquaders zur Ruhelage angegeben
werden, wie Abbildung 4 verdeutlicht.

Als weitere Notation bezeichnet im Folgenden H die
Menge aller Hyperquader sowie Jj = {H]X d(HY,0) = O}
die Menge aller Hyperquader, welche die Ruhelage enthal-
ten. Zudem wird mit M > 0, (< 0) eine symmetrische posi-
tiv (negativ) definite Matrix bezeichnet, mit * abgekiirzte
Elemente einer Matrix ergeben sich aus ihrer Symmetrie
und He {M} = M + M”. Mit ® wird das Kronecker-Produkt
bezeichnet und I, ist eine quadratische Einheitsmatrix der
Dimension n.

3 Synthese von
Zustandsriickfiihrungen

3.1 Fuzzy-Regler

Die Dynamik (1), welche an diskreten Kernpositionen defi-
niert ist und sich fiir x # s;‘ durch eine Interpolation be-
nachbarter Kernpositionsgradienten ergibt, legt den An-
satz nahe, auch den Regler anhand konstanter Kernpositi-
onsstellgréflen sjr zu definieren. Daher wird als Regelgesetz
der Ansatz

u=rx) = Z sjr 1_[ ‘uz_‘ (x;) (18)
AR

gewdhlt, welcher mehrere Vorteile bietet: Zum einen kann
das Regelgesetz erneut linguistisch interpretiert werden,
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bei zusitzlicher Einschrankung sjr € Us; in der gleichen
Terminologie wie das RFS selbst:

Wenn x = L;‘,

dannu = L;. (19)
Andererseits ist (18) per Definition stetig, sodass sich trotz
der abschnittsweisen Systemdefinition ein erneut stetiger
Trajektorienverlauf des geregelten Systems ergibt.

Analog zu (11) kann auch der interpolierende Regler
(18) in kompakter Matrixschreibweise
(20)

u=rx) = S;AanZ(X)

mit §; = [sjr, e s]+1] notiert werden.

Werden in der Interpolationsform (8a) die Pramissen-
auswertungen mit wj (x), wq(u) abgekiirzt, kann die Sys-
temdynamik

x—Zs wiia) w(x) w(u)

= z wy Jq A, 2 Z(x, u)
H“ET}C“

= Z wq Z wj, (Aj/qX + aj,q + lequ) (21)
H(‘I'Gj{“ s;‘, EPI]."

als Interpolation zwischen affinen Subsystemen darge-
stellt werden, wobei

Arg = Sbny —=—| . > ()
u=0
= SJqAn-H’Vl s Z(Sjl, 0) A] qSJ,, (22b)
aZ(x, u)
=S} A v (22¢)
u=0

ist. Zu beachten ist hierbei, dass diese Darstellung eine
Ahnlichkeit zu affinen T-S-Systemen aufweist, fiir die [10]
die Reglersynthese diskutiert. Allerdings weist (21) zwei
wesentliche Unterschiede auf: Erstens existiert nicht ein
einziges affines Subsystem fiir jede Kernposition, wie dies
bei T-S-Systemen der Fall ist, sondern 2"*"" in Abhéngig-
keit vom betrachteten Hyperquader. Zweitens spiegelt die
zusatzlich notwendige Interpolation im Eingangsraums
dessen Partitionierung wider.

Ebenso wie (21) kann das interpolierende Regelgesetz
(20) in die Darstellung

as ¥

X X
€H;
s,-’ ;

(23)

Kj,X + kjl,
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uberfithrt werden, mit

r 0Z(x)
Kjl = SJ Aanq ax st (24a)
i
kjl = SJrAn.QJqZ(S;‘/) - Kj,sj;. (24b)

Mit Hilfe einer quadratischen Ljapunow-Funktion
V(x) = x'Px, P > 0, werden nun hinreichende Stabili-
tatskriterien zur Bestimmung der unbekannten Kernposi-
tionsstellgroflen sjr formuliert. Dazu wird gefordert, dass

V(x) = He {XTP)'(}

ZZ%ZW

U u g €HX
qufH 81 €H;

{x P(A, X+.

g + Bj’qu>}

T
= Z Wy Z wy Z w,-He{x P-
sgef}f“ 81 GHJ." S’,‘GH;‘
(25)
wobei die Substitutionen

AJ = A, + BJ qu, (26a)
ﬁj,qr = aj,q + Bj’qkr (26b)

vorgenommen wurden. (25) ist auf H erfiillt, falls
He {x P (Allqrx + a],qr)} <0 (27)

fiir alle Hj)q
nahme, dass auf 3, der affine Term g
folgt aus der Ungleichung

e K, {s;‘,, s;}eH' ,x € Hjx gilt. Unter der An-
identisch 0 ist,

— —T
PAjg + AP <0, (28)
dass (27) auf H, gilt. Fiir H\JH,, ist im allgemeinen ayq je-
doch von 0 verschieden und muss daher in diesem Gebiet
bei der Reglersynthese beriicksichtigt werden. Um die auf

diesen Hyperquadern zu iiberpriifende Ungleichung

il

lokal auf I—IjX zu beschranken, wird dieser Hyperquader zu-

nachst mittels
T T
X E. E. * X
s-(x):{x—[][’T’ T ][]20}
: 1] leE (¢fe-1)] 11
(30)

approximiert, wobei |E;x + ¢l < 1fiirallex € HjX gilt. (30)
beschreibt dann diejenige Ellipse, sodass HjX C g (x). Al-
ternativ kann eine Ellipse mit minimalem Volumen auch

PA.

T
quT+ Aj,qu * [x] <0
a,p ol

(29)
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als eindeutig bestimmtes Léwner-John-Ellipsoids berech-
net werden [3].

Mit Hilfe der S-Prozedur [3] gilt dann (29) lokal auf Hj",
falls ein /\j > 0 existiert, sodass

A T
~He {PA;,} + L,EE, * co. @
Ao P+ e E (¢ - 1)

Als weitere Nebenbedingung muss gefordert werden, dass
das Einzugsgebiet

V= {x ’ x Px < 1} 32)
ganz in H* enthalten ist:
VC}Cx:{x‘ViTx<l}, (33)

wobei mit v; diejenigen Kernpositionen bezeichnet sind,
welche das Gebiet H* begrenzen. Nach [3] ist diese Bedin-
gung erfiillt, falls

viTPv,- <l & 1- viTPv,- > 0. (34)

Mit Hilfe des Schur-Komplements kann diese Forderung
als lineare Matrixungleichung

P v,
[V.T 1]>0

1

(35)

umgeschrieben werden. Da das Volumen von V proportio-
nal zu Vdet P! ist, kann ferner zur Maximierung des Ein-
zugsgebiets log det P~' maximiert werden, was gleichbe-
deutend ist mit der Minimierung von spur {P} [3].

Das gesamte Optimierungsproblem zur Bestimmung
stabilisierender Kernpositionsstellgrofien sowie einer
Ljapunow-Funktion lautet somit

minspur {P}, (36a)
P>0, (36b)
P v
[V;T 1 :| > 0, (36C)
A; >0,  (36d)
VH] € H, :
— —T
PAjig + Ay, P <0, (36e)
‘v’Hjx ¢ I, :
~He {PA, .| + L.ETE, *
iT ]qr} TJ 1) - ] > 0’ (36f)
-, P+ A/ E A (ej € — 1)
Upin <8 < Uy (368)

Hierin wurde auch mit (36g) die Stellgréfenbeschrankung
beriicksichtigt.
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Aufgrund von Produkttermen in P und s].r handelt es
sich bei (36) um ein nichtkonvexes Optimierungsproblem,
fiir das bekanntermaflen verschiedene Losungsstrategi-
en existieren. Ein gidngiger Losungsansatz ist die lineari-
sierende Substitution bilineare Terme durch neue Varia-
blen mit Losung des konvexen Optimierungsproblems und
anschlieflender Riicksubstitution. Ein anderer Ansatz ist
ein iteratives Verfahren (V-K-Iteration, Path-Following), bei
dem jeweils P oder sjr konstant gehalten und das Opti-
mierungsproblem nach der jeweils anderen Variable ge-
16st wird. (36) kann ebenfalls direkt mittels Solvern fiir bili-
neare Matrixungleichungen gelost werden (siehe z.B. [4]).

Die Stabilitdtsbedingungen (36) sind hinreichend,
aber nicht notwendig. Die Konservativitat der Bedingun-
gen entsteht dabei im wesentlichen durch die Linearisie-
rung des RFS, durch die Verwendung der S-Prozedur sowie
die Uberpriifung der Stabilititsbedingungen (36e), (36f)
mit allen Kernpositionsstellgrofien und allen linearisier-
ten Subsystemen, welche mit diesen adjazent sind.

Mit Hinblick auf die Anzahl der zu {iberpriifenden Un-
gleichungen (36e) und (36f) wurde in [10] fiir affine Takagi-
Sugeno-Systeme eine Reduzierung der LMIs erreicht, in-
dem die Mehrfachsumme in (25) geschickt umgeschrieben
wird.

Da das Einzugsgebiet V auch deutlich kleiner als H*
sein kann, ist eine weitere einfache Erweiterungsméglich-
keit die iterative Vergréflerung des mit (36¢) beschrank-
ten Gebiets. Somit wiirde lediglich die Stabilitidt auf H* =
{I—IjX d(Hj", 0) < d} nachgewiesen, wodurch die Anzahl
der Gleichungen in (36) beschrankt werden kann.

3.2 Beobachterbasierte
Zustandsriickfiihrungen

Sind nicht alle Zustandsgrof3en des RFS messbar, so kann
die zuvor beschriebene Zustandsriickfiihrung nicht direkt
angewendet werden. Aufgrund der nichtlinearen System-
darstellung in Interpolationsform (8) oder des hybriden
Systems (11) kann jedoch bekannterweise ein Luenberger-
Beobachter mittels Linearisierung entworfen werden. Da-
zu werden zundchst System- und Ausgangsfunktion (8) im
aktuellen Arbeitspunkt (X", u™) von geschitztem Zustand
X" und bekannter Stellgr6e u* linearisiert

_ of(x,u) C= og(x)

~ > ~
aX R=x* aX

A (37

X=x*

Anschlielend wird ebenfalls online eine Beobachterma-
trix L(X, u) bestimmt, welche zu einer stabilen Dynamik
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(38a)
(38b)

é = Te,
I' = (A%, u) - L(%, u)C(x))

des Schatzfehlers e = x — X fiihrt. Nachteilig sind an die-
sem Vorgehen jedoch der erhéhte Rechenaufwand, wel-
cher durch die Online-Linearisierung sowie die Berech-
nung einer stabilisierenden Beobachtermatrix entsteht.
Zudem ist die Berechnung von (37) bei Verwendung nicht
differenzierbarer Zugehorigkeitsfunktionen (3) schwierig.
Diese motiviert die Betrachtung der im ndchsten Abschnitt
diskutierten Ausgangsriickfiihrungen.

4 Synthese von
Ausgangsriickfiihrungen

Im Bereich der linearen Systemtheorie beschreibt [7] zwei
mogliche Strategien zur Auslegung einer Ausgangsriick-
fiihrung: Zum einen kann sie derart ausgelegt werden,
dass sie eine Zustandsriickfithrung moglichst gut appro-
ximiert. Zum anderen kann die Synthesestrategie fiir Zu-
standsriickfiihrungen derart erweitert werden, dass ledig-
lich messbare Groflen zur Regelung beriicksichtigt wer-
den und so strukturelle Beschrankungen schon in die Reg-
lerauslegung einflieBen. Wie im Folgenden gezeigt wird,
konnen diese Ansitze auch fiir Ausgangsriickfiihrungen
fiir RFS angewendet werden.

4.1 Synthese von Ausgangsriickfiihrungen
unter Beriicksichtung struktureller
Beschrankungen

In einem ersten Ansatz wird eine Ausgangsriickfiihrung
durch explizite Beriicksichtigung der strukturellen Be-
schrankung in Folge der Ausgangsfunktion (8b) entwor-
fen. Im Fall der Zustandsriickfiihrung in Kapitel 3 wur-
de eine spezifische Kernpositionsstellgrofle u= s].r fiir jede
Kernposition s;‘ bestimmt. Es wurde dann angenommen,
dass u = sjr nur dann gilt, wenn x = s;‘. Im Fall einer all-
gemeinen Ausgangsfunktion g : X — Y ist diese direkte
Abhangigkeit nicht mehr gegeben. Daher ist nun das Ziel,
konstante Stellgréfien si‘ fiir jede Kernposition s¥ im Bild
der Ausgangsfunktion zu bestimmen, so dass weiterhin
(25) fiir alle Zustande des Einzugsgebiets erfiillt ist. Dazu
wird zundchst die Ausgangsfunktion (8b) fiir jeden Hyper-
quader I—IjX als

Y = §]A,Q/Z(x) (39)
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notiert und mit th = conv {s}y} diejenige Untermannigfal-
tigkeit im Bild von g(x) bezeichnet, indem alley fiirx € I—IjX
liegen. Als Ausgangsriickfithrung wird nun

u=ky) =Y s [[u () (40)
t i=1

angesetzt, mit Kernpositionsstellgrof3en si‘ fiir jede Kern-
position sf. Analog zur Zustandsriickfithrung wird nun mit
Hilfe des Vektors Si‘ = [si‘, . si‘ﬂ] , welcher alle Kern-
positionsstellgrofien auf th beinhaltet, diese Ausgangs-
riickfiihrung als

k(y) = S;A,Q.Z(y)
= szerZ(sjVAanZ(x))

=Y wy(x) (Kyx + k) (41)
j/
umgeschrieben, wobei
. BZ(Sijn.(')jZ(x))
Ky = 84,0 ———| (42a)
x=s%
j
ky = s{‘A,QtZ(sjYAanZ(s;‘,)) - K; s} (42b)

Mit Hilfe dieser Linearisierung fiihrt nun das Ldsen
des Optimierungsproblems (36) unter Beriicksichtigung
von (42) zur Bestimmung stabilisierender Kernpositions-
stellgr6f3en sf sowie einer Ljapunow-Funktion V (x).

Gegeniiber einer beobachterbasierten Zustandsriick-
fiihrung bietet dieser Ansatz den Vorteil eines deutlich
kleineren Rechenaufwands zur Laufzeit. Andererseits ste-
hen zur Losung des Optimierungsproblems aufgrund der
strukturellen Beschrankung weniger Freiheitsgrade zur
Verfiigung als bei der Zustandsriickfiihrung.

4.2 Synthese von Ausgangsriickfiihrung
durch Approximation einer
Zustandsriickfiihrung

In einem zweiten Ansatz wird eine Ausgangsriickfiihrung
k(y) durch Approximation einer Zustandsriickfiihrung u =
r(x) berechnet. Das Ziel ist es nun, die unbekannten Kern-
positionsstellgrofien si‘ so zu bestimmen, dass

r(x) = Z sjr - w;(x) < k(y) = Z sf ~w(y), (43)
j t

n
wobei erneut die Pramisse mit wj(x) = ]1 yz" (x;) abge-

kiirzt wurde. Fiir die Ausgangsrﬁckft’jhruﬂg k(y) mit Un-
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bekannten si‘ folgt

k(y) = ) 8 w(y) = ) sy - w,(g(x)

= Zsi‘ W, <Z s}’ . w,-(x)).
t j

Darin sind die w,(x) genau dann konstant, wenn x kon-
stant ist. Da r(x) fiir Kernpositionen s;‘ im Zustandsraum
ausgelegt wurde, ist es sinnvoll, die Zustandsriickfiihrung
an diesen Stellen zu approximieren:

(44)

k(s;‘) = r(s;‘), v s;‘ e X. (45)
Zusammen mit den N, Unbekannten §; =
T
[sll‘T, e slf\, T der Ausgangsriickfiihrung ergeben

k
sich aus (45) fiir r(s;‘) Gleichungen der Form

W) - S, = x(s}). (46)

Darin bezeichnet

WT(s;‘) = [wl(s;‘), .. .,ka(s;‘)] ®l, (47)

eine n X N, -Matrix, welche alle Pradmissen der N, Kernpo-
sitionen si‘ der Ausgangsriickfithrung enthalt.

Da WT(s;‘) ausschlieflich Pramissen an Kernpositio-
nen enthalt, sind ihre Elemente entweder 0 oder 1. Durch
Aggregation aller N, = N, Kernpositionen der Zustands-
riickfithrung sjr in einem Vektor S, = [siT, e erT\]' ]T kann
(46) in kompakter Form als lineares Gleichungssystem

Y-§ =S, (48)
notiert werden, mit Y € {0, 1}(n-N,)xNk und
X x T

Y = [W(sl) W(SNX)] ) (49)

Fir dimy < dimx gilt N, < N,, sodass (48) im allge-

meinen {iberbestimmt ist. Eine Losung ist z.B. mit Least-
squares-Verfahren moglich. Dann ist
-1

Se=Y's, =(Y'y) 1's, (50)

eine Losung fiir die gesuchten Kernpositionsstellgréfien si‘

der Ausgangsriickfiihrung, wobei Y die Moore-Penrose-

Pseudoinverse bezeichnet. Die Losung minimiert dabei
den quadratischen Fehler der Summe der Residuen:

min I’ -s, -, (51)
Fiir Konditionszahlen cond (YTY), welche nicht deutlich
grofler als 1 sind, ist die Losung S, robust gegeniiber nu-
merischen Problemen. Ansonsten empfehlen sich eher nu-
merische Verfahren basierend auf der QR-Zerlegung, wie
z.B. die Householder-Transformation.
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5 Simulationsergebnisse

Im Folgenden werden die diskutierten Syntheseansatze
fiir Zustands- und Ausgangsriickfiihrungen am Beispiel
des Van-der-Pol-Oszillators

X5
s 2a
—x; + (1= x7)x, +u (2a)
Yy =X, (52b)
verdeutlicht. Dieser wird zundchst als rekur-
rentes  Fuzzy-System  mit  Kernpositionen  bei
{si=1{s}={-2,-1,0,1,2} modelliert, wel-
che mit linguistischen Werten {L’;;} = {L’J‘.j} =

{neg. grof3, neg. klein, null, pos. klein, pos. grof3} kor-
respondieren. Die Kernpositionen in U befinden befinden
sich bei {s;‘} ={-10,0, 10} und sind mit den linguisti-
schen Werten {Ll;} = {negativ, null, positiv} assoziiert.
Die Kernpositionsgradienten werden auf die Mengen

s e{-2,-1,0,1,2}, (53a)
53 € {0, 21, 24, +8, +12} (53b)

beschrankt, welche mit den linguistischen Werten
L’? = {null, neg./pos. klein/mittel/grof}} (54a)

Lx.j = {null, neg./pos. klein/mittel/gro3/sehr grof3}
(54b)

korrespondieren. Die Wahl der Kernpositonen und
-gradienten erfolgte dabei derart, dass das dynamische
Verhalten des Oszillators qualitativ gut nachgebildet wird.
Damit ergibt sich fiir u = null ein Teil der Regelbasis, wel-
chen Tabelle 1 zeigt. Tabelle 2 gibt zudem die Regelbasis
der Ausgangsfunktion wieder. Die Systemgleichungen (52)
sind bei der Modellierung in der Regel unbekannt, dienen
hier aber als Referenzmodell, an dem die Regelungen
spater simuliert werden.

Ein Phasenportrait des ungeregelten RFS zeigt Abbil-
dung 5, aus dem hervorgeht, dass die Ruhelage bei x* = 0

Tabelle 1: Regelbasis des ungeregelten Systems.

B L
ng nk n pk pg

pg  pg/nm pg/pk pg/pk pg/nk  pg/ng

pk pk/nk  pk/pk  pk/pk  pk/nk  pk/nm

L’Z n n/pk n/pk n/n n/nk n/nk

nk nk/pm nk/pk nk/nk nk/nk nk/pk

ng ng/pg ng/pk ng/nk ng/nk ng/pm
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Tabelle 2: Regelbasis der Ausgangsfunktion.
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Tabelle 3: Kernpositionsstellgrofien der Zustandsriickfithrung.

Xy L"l
i u=s" i
ng nk n pk pg ! nb ns n ps pb
L;' ng nk n pk pg pg 1,147 -5,923 -6,893 -6,128 0,831
pk -5,658 -9,03 -10,000 -9,235 -7,079
Ly n 1,282 -0,157 0 0,157 -1,282
N % : L. L 22T g N ’\ nk 7,079 9,235 10,000 9,183 5,810
2 N A SN % ng -0,906 5953 6,608 5791 0,783
N R /w’/;—d’a:‘\\\
R FEI SR 3
> N
g oo 3
§ R t‘\ A PO gefiihrt. Zusatzlich wurde zur Losung der bilinearen Ma-
i \ B EERIEEEEE Q trixungleichungen das Framework YALMIP [11] sowie der
Moo e bz - N . N
-2 % % T s e frei verfiighare Solver PENLAB [4] verwendet.
\ NN R R BN Als Ergebnis wurde der in Tabelle 3 dokumentierte
-2 -1 0 1 2 Fuzzy-Regler berechnet, fiir den crispe Werte zugelassen
o wurden. Eine Wertediskretisierung kann hierbei nachtrag-

Abbildung 5: Phasenportrait des ungeregelten RFS mit Grenzzyklus.

Abbildung 6: Absoluter Approximationsfehler des RFS.

instabil ist. Zu erkennen ist ebenfalls der (stabile) Grenz-
zyKklus. Dass es sich bei dem RFS um ein approximati-
ves Modell handelt, geht aus Abbildung 6 hervor, welches
den Approximationsfehler e = ||Xpps — Xgr |, zeigt. Offen-
sichtlich ist die Approximation an den Kernposition am
genauesten, wahrend insbesondere an den Randern des
Definitionsgebiets der Fehler ansteigt. Aufgrund der Be-
schrankung der Kernpositionsgradienten auf eine diskrete
Menge (53) ist der Fehler jedoch auch in den Kernpositio-
nen in der Regel von Null verschieden. Wird insbesondere
fiir die Kernpositionsgradienten der gesamte R" zugelas-
sen, kann eine wesentlich bessere Approximation erreicht
werden. In diesem Fall ist eine direkte linguistische Inter-
pretation der Regeln jedoch nicht mehr moglich.
Ausgehend von der Regelbasis des RFS wird zundchst
anhand von (36) eine stabilisierende Zustandsriickfiih-
rung fiir den Oszillator bestimmt. Die Berechnungen sowie
Simulationen wurden dabei in MATLAB/SIMULINK durch-

lich erfolgen, was jedoch eine Neuberechnung der damit
ereichten Stabilitatsregion nétig machen wiirde. Fiir die
Ljapunow-Matrix ergab sich

P [0,25 0,00] ‘ (55)

0,00 0,25

Das daraus resultierende maximale Einzugsgebiet (32) ist
zusammen mit einem Phasenportrait des geschlossenen
Regelkreises in Abbildung 7 dargestellt. Fiir eine Auslen-
kungvonx, = [0 1]7 zeigt Abbildung 8 zudem den Verlauf
der Zustande sowie der Stellgréf3e, welche beide asympto-
tisch konvergieren. Offensichtlich wird die Stellgrof3enbe-
schrankung von —10 < u < 10 stets eingehalten.

Unter der Beriicksichtigung, dass lediglich die Zu-
standsgrofie x, messbar ist, zeigt Abbildung 9 den Ver-
lauf der Zustdnde sowie der Stellgrof3e bei Verwendung
eines Beobachters. Aufgrund des anfdnglichen Schitz-
fehlers kommt es im Gegensatz zur Zustandsriickfithrung
zu einem stirkeren Uber-/Unterschwingen der Zustéinde,

e

A
e

N

et
A=
Wf/j

2
=

T
B @)
> I

X2
o
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S
N
—
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2,
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>

=
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Abbildung 7: Phasenportrait des Van-der-Pol-Oszillators bei
vollstdndiger Zustandsriickfiihrung sowie Einzugsgebiet der
Ruhelage.
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Abbildung 8: Zustands- und StellgroBenverlauf fiir x, = [0 117 bei
vollstdndiger Zustandsriickfiihrung.

Abbildung 10: Simulationsergebnisse fiir Zustandsgréfien mit
x, = [0 1]7 bei Ausgangsriickfiihrung der Approximation (links) und
Ausgangsriickfiihrung mittels direkter Synthese (rechts).

0
s 1 i
-2 N
-3 I I I I 1
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t 13

Abbildung 9: Zustands- und StellgroBenverlauf fiirx, = [0 1]7 bei
beobachterbasierter Zustandsriickfiihrung.

Tabelle 4: Kernpositionsstellgrofien fiir approximierende
Ausgangsriickfiihrung.

r’
1
ng nk n pk pg

L 3,646 8,261 0,000 -8,200 -3,393

welche aber ebenfalls nach ca. 7 Sekunden in die Ruhela-
ge konvergiert sind.

Durch die in Abschnitt 4.2 beschriebene Approxima-
tion der Zustandsriickfithrung wurde eine erste Ausgangs-
riickfiihrung berechnet, welche Tabelle 4 wiedergibt. Dem
Zustandsverlauf, welchen Abbildung 10 (links) zeigt, kann
entnommen werden, dass auch diese Ausgangsriickfiih-
rung ein Stabilisierung der Ruhelage erreicht. Durch die
Approximation ist die stationdre Genauigkeit im allgemei-
nen jedoch nicht mehr gewdhrleistet, sodass im Fall einer
bleibenden Regelabweichung ein weiterer duflerer Regler
notwendig werden kann.

Dem entgegen steht jedoch die in Abschnitt 4.1 be-
schriebene Ausgangsriickfiihrung, welche die strukturel-
le Beschrankung durch die Ausgangsfunktion direkt in
der Synthese beriicksichtigt. Hierbei konnte lediglich ein
deutlich kleineres Einzugsgebiet stabilisiert werden, wel-
ches in H liegt und in Abbildung 11 zu erkennen ist. Das
Einzugsgebiet wird dabei durch (32) mit

1,011 0,1
P:[ 0 009]

0,109 1,075 (6)

beschrieben. Die entsprechende Ausgangsriickfithrung
fiir dieses Gebiet zeigt Tabelle 5. Der Grund fiir dieses deut-

v T SN
2‘7 S R R R S %,
e e N IR WA
&\\L\\\ X\L\L\
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Abbildung 11: Phasenportrait bei Zustandsriickfiihrung (direkte
Synthese) sowie Einzugsgebiet der Ruhelage.

Tabelle 5: KernpositionsstellgroBen fiir Ausgangsriickfithrung
(direkte Synthese).

ng nk n pk pg

L - 10 0 -10 -

lich verkleinerte Einzugsgebiet ist in der zunehmenden
Komplexitdt und Konservativitat des zu 16senden Optimie-
rungsproblems (36) zu sehen.

6 Zusammenfassung

In diesem Artikel wurden Synthesemethoden von
Zustands- und Ausgangsriickfiihrungen fiir rekurrente
Fuzzy-Systeme prisentiert. Ahnlich wie beim Ansatz der
parallel distributed compensation fiir Takagi-Sugeno-
Fuzzy-Systeme basieren die vorgestellten Ansdtze auf
der Idee, jeder Kernposition des Zustands- bzw. Aus-
gangsraums je eine konstante Stellgréfle zuzuordnen,
zwischen denen dann in Abhangigkeit vom Zustand oder
der Messgrofie interpoliert wird.

Der Vorteil des sich so ergebenden Fuzzy-Reglers liegt
sicherlich in seiner relativ einfachen Implementierbarkeit
sowie der Moglichkeit der linguistischen Interpretierbar-
keit. Diese kann dabei mit der gleichen Terminologie wie
jene des rekurrente Fuzzy-Systeme erfolgen. Die Metho-
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de zur Zustandsriickfiihrung wurde zudem auf Ausgangs-
riickfiihrungen erweitert. Hierbei zeigte sich, dass Metho-
den zur Synthese von Ausgangsriickfiihrungen, welche
aus der linearen Systemtheorie bekannt sind, auch auf re-
kurrente Fuzzy-Systeme iibertragbar sind.

Als nachteilig ist sicher zu bewerten, dass die formu-
lierten hinreichenden Stabilitdtsbedinungen in Form bili-
nearer Matrixungleichungen mit zunehmender Gréf3e der
Regelbasis schnell restriktiv werden, sodass insbesonde-
re bei der direkten Beriicksichtigung der Ausgangsfunk-
tion zur Synthese einer Ausgangsriickfithrung mitunter
nur stabilisierende Kernpositionsstellgrofen fiir ein Kklei-
nes Einzugsgebiet berechnet werden konnen. Zudem wur-
den bislang Systeme niedriger Ordnung betrachtet, fiir die
der Bezug zu einer linguistischen Beschreibung sinnvoll
erscheint. In héherdimensionalen Systemen konnen die
betrachteten Syntheseverfahren zwar immer noch ange-
wendet werden, hier gilt es aber die mit der Dimension ex-
ponentiell wachsende Regelbasis zu beriicksichtigen, die
sich auf das zu 16sende Optimierungsproblem auswirkt.

Eine Erweiterung des vorgeschlagenen Konzepts auf
allgemeinere Gain-Scheduling-Regler ist denkbar, was auf-
grund der gréfleren Freiheitsgrade zudem eine bessere
Regelgiite verspricht. Dies wiirde jedoch einerseits die
linguistische Interpretierbarkeit des Reglers mindern als
auch andererseits den Implementierungsaufwand erho-
hen.

Bislang unberiicksichtigt geblieben sind die Auswir-
kungen von Modellierungsfehlern auf die erreichbare
Regelgiite, sodass der Fokus weiterer Arbeiten auf mdog-
lichst robusten Regelungen liegen kann. Zudem wurden
in dieser Arbeit lediglich die Stabilisierung einzelner
Ruhelagen betrachtet, wobei sich die Frage der Erweiter-
barkeit auf Folgeregelungen stellt. Schlief3lich wurde das
rekurrente Fuzzy-Systeme als mit vollstandiger Regelbasis
gegeben angenommen. Hier stellt sich die Frage der
Erweiterbarkeit des prasentierten Ansatzes auf unvoll-
standig spezifizierte rekurrente Fuzzy-Systeme sowie
rekurrente Fuzzy-Systeme mit allgemeineren Partitionie-
rungen des Eingangs-Zustandsraums.
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