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Zusammenfassung: Der Beitrag befasst sich mit der Fra-
ge, wie die Clusteranalyse von dezentral abgelegten ver-
netzten Datenbestinden sowohl im Bezug auf die Kon-
vergenzgeschwindigkeit als auch auf die zu erreichende
Giite der Datenzerlegung verbessert werden kann. Dazu
wird die Idee der Regelung von Daten iiber einen Datenreg-
ler vorgestellt. Fiir das K-means Clusteringverfahren wird
ein beweisbar konvergenter Datenregler entworfen und
anhand eines umfangreichen Benchmarks evaluiert. Des
Weiteren wird eine Matrix zur Beschreibung von Zugeho-
rigkeitsiibergdngen von Clusterdynamiken eingefiihrt und
die Verwandtschaft des Datenreglers zu Kernelmethoden
aufgezeigt. AuRerdem wird die Beziehung zwischen dem
Datenregler und Consensusdynamiken fiir Multi-Agenten-
Systeme hergestellt. Damit ist das vorgestellte Verfahren
verteilt implementierbar und auf grofie dezentral abgeleg-
te Datenmengen anwendbar.

Schliisselwdrter: Datenanalyse, Clustering, verteilte Rege-
lung, Multi-Agenten-Systeme.

Abstract: This paper deals with the question how clus-
tering of decentrally stored and networked data can be
improved in matters of convergence speed and the clus-
tering performance via the influence of data points using
a new data controller. For the K-means clustering algo-
rithm a provably convergent data controller is designed
and evaluated on a comprehensive benchmark. Further
on, a matrix to describe assignment changes along the
clustering iterations is introduced and the affinity of con-
trolling data and kernel methods is shown. In addition, the
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relation between the designed data controller and the con-
sensus protocol for multi-agent-systems is presented. This
shows, that the proposed method can be implemented dis-
tributively and be applied to decentrally stored big data.

Keywords: Data analytics, clustering, distributed control,
multi-agent-systems.

1 Einleitung

Die Umsetzung der Vision von Industrie 4.0 halt laut ei-
nem Expertengesprach im Rahmen der Plattform Indus-
trie 4.0, abgehalten auf der Hannover Messe im Jahr 2015
und auszugsweise abgedruckt in der Zeitschrift Elektro-
technik und Automation [1], jede Menge Herausforderun-
gen an die technische Realisierung bereit. Ein grofles Po-
tential beziiglich der Automation von Prozessen wird hier-
bei im Austausch von Messdaten unterschiedlicher 6rtlich
verteilter Sensoren iiber ein Netzwerk gesehen. Messda-
ten von einem Sensor an einem bestimmten Ort im Pro-
duktionsprozess konnen beispielsweise nicht mehr fiir nur
eine Steuereinheit, die zustdndig fiir nur einen Prozess
am gleichen Ort ist benutzt werden, sondern im Prinzip
iiberall fiir jede beliebige Steuereinheit nutzbar gemacht
werden. Des Weiteren kénnen zur Automatisierung nicht
nur die rohen Messdaten, sondern auch daraus abgeleitete
(abstraktere) Informationen von Nutzen sein. Schlief3lich
beinhaltet die sogenannte Cloud auch Metadaten, welche
iiber das Netzwerk erreichbar sind und in die Prozessleit-
technik integriert werden konnen.

Werden diese Aussagen aus der Expertenrunde gegen-
iiber gestellt, dann ermoglicht das Netzwerk zum einen
das Erzeugen einer Hierarchie unterschiedlicher Informa-
tionen mit unterschiedlichem Abstraktionsgrad und damit
Informationsgehalt basierend auf 6rtlich und zeitlich ver-
teilten Messdaten und zum anderen den Zugriff auf diese
Informationen, im Idealfall an jedem Ort zu jeder Zeit, bei-
spielsweise {iber mobile Webanwendungen [2].
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Wenn man unter diesem Gesichtspunkt an eine Reali-
sierung denkt, dann tauchen unter anderem zwei Fragen
auf:

Erstens, welche relevante Information bzw. Bedeutung
tragen die Daten und wie kann man diese Information aus
den Daten extrahieren?

Zweitens, welche der vielen Daten im Netzwerk lie-
fern iiberhaupt relevante Informationen fiir die Automati-
sierungsaufgabe, die an einem bestimmten Ort zu einer be-
stimmten Zeit gerade ausgefiihrt werden soll?

Das Extrahieren von relevanter Information aus Da-
tenbestdnden entspricht einer klassischen Mustererken-
nungsaufgabe. Diese Aufgabe kann unter anderem mit ei-
ner Clusteranalyse gelost werden. Clusteranalyseverfah-
ren gehoren zur Kategorie des uniiberwachten Lernens [3].
Die Clusteranalyse zielt darauf ab gewisse Strukturen in
Daten zu finden, oder praziser Gruppierungen von Mus-
tern, Punkten oder Objekten zu entdecken [4]. Sie wird da-
zu benutzt, um Einsichten in die Struktur von Daten zu
erhalten, wie beispielsweise die Reprasentation von Infor-
mation in der Genexpression [5] und wird in vielen An-
wendungen benétigt, wie zum Beispiel der Detektion und
Isolation von Ereignissen und Anomalien fiir die indus-
trielle Prozesssteuerung oder der Generierung von Hypo-
thesen und Vorhersagen aus Wetter-, Verkehrs-, Finanz-
oder Wirtschaftsdaten [6]. Dazu wird eine kleine Anzahl
an Reprisentativen, sogenannten Prototypen (Referenz-
vektoren) aus Datenbestdnden extrahiert, indem der Grad
an Ahnlichkeit zwischen den Daten identifiziert wird. Das
wiederum kann weiterfiihrend zur Klassifikation von Da-
ten, zur Datenkompression und zum Codebuchlernen ver-
wendet werden [7].

1.1 Herausforderungen an die
Clusteranalyse vernetzter Datenmengen

Géngige Algorithmen der Clusteranalyse setzen voraus,
dass zu jeder Zeit ein Zugriff auf alle Daten moglich ist
und die Berechnung der Cluster und der Clusterzugeho-
rigkeit zentral an einem Ort stattfinden kann. Sollen die-
se Algorithmen nun auf eine sehr grof3e Menge an Daten
angewendet werden, wobei der Zugriff auf die Daten iiber
ein Netzwerk stattfindet, dann dndert sich nichts an der
Aufgabe der Clusteranalyse, aber an den Randbedingun-
gen denen ein Algorithmus zur Umsetzung der Datenzer-
legung ausgesetzt ist. Das Datenvolumen nimmt zu und
es konnen Unterschiede in Dimensionalitdat und Wertebe-
reich zwischen den Daten vorliegen. Aufierdem kann der
Zugriff auf die Daten nicht mehr synchron erfolgen, wenn
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die Clusteranalyse nicht mehr zentral, sondern dezentral
auf vielen Berechnungseinheiten verteilt ausgefiihrt wird.

In der Literatur finden sich schon einige Losungsvor-
schldge zur verteilten, dezentralen Implementierung von
Clusteralgorithmen [8-10] und der Beriicksichtigung von
sehr groflen Datenmengen mit unterschiedlich dimensio-
nalen Datenrdumen und Wertebereichen [11-13]. Alle die-
se Losungen haben eine starke Zunahme der Laufzeit der
Clusteralgorithmen zur Folge. Jain formuliert deswegen als
dringlichstes Ziel momentaner Zerlegungsalgorithmen ef-
fizientere, schnell berechenbare Losungen zu finden [4].
Viele Ansdtze beschiftigen sich daher mit approximati-
ven Methoden, die bei geringerem Rechenaufwand den-
noch eine Losung mit ausreichender Giite der Zerlegung
finden [14]. Diese Klasse von Algorithmen sind meist als
Optimierungsproblem formuliert und werden iterativ ge-
16st, wobei Rechenersparnis zum einen iiber approximati-
ve Gradientenverfahren oder Abschitzungen von Distanz-
mafen [15] erreicht wird und zum anderen iiber das Ver-
nachlédssigen von Rechenschritten, indem die Auswirkung
der Rechenschritte auf die Veranderung der momentanen
Zerlegungsgiite bewertet wird [16].

Man konnte auch einen komplementdaren Gedanken
verfolgen, der zur Rechenersparnis keine approximativen
Rechenschritte auf Basis von exakten Daten heranzieht,
sondern dazu approximative Daten mit exakten Rechen-
schritten verarbeitet. Dieser Gedanke ist vor allem bei
groflen Datenvolumina einleuchtend, da ein beliebiges
einzelnes Datum sowie der exakte Wert dieses Datums mit
hoher Wahrscheinlichkeit umso weniger relevant fiir das
Ergebnis der Zerlegung wird, je mehr das Datenvolumen
zunimmt. In [17] formuliert Mézard eine weitere Heraus-
forderung, um die Rechenersparnis bei gleichbleibender
Zerlegungsgiite weiter voran zu treiben:

The main open challenge for the improvement of such
algorithms is to understand the limits of these clustering al-
gorithms. At the lowest level this means controlling the con-
vergence properties or the quality of the approximate solu-
tions that they find.

Unter Beriicksichtigung dieser Aussagen, wird in die-
sem Artikel ein alternatives Verfahren vorgestellt, das Ein-
fluss auf die Konvergenzeigenschaften von Zerlegungsal-
gorithmen nimmt, jedoch nicht iiber eine bestimmte Ap-
proximation von Rechenschritten, sondern iiber die ge-
zielte Verdnderung der Datenwerte in Abhdngigkeit von
der momentanen Zerlegungsgiite. Da jeder einzelne Da-
tenpunkt unabhdngig von allen anderen Daten verandert
wird, ist dieses Verfahren komplett verteilt implementier-
bar und somit geeignet fiir die Verarbeitung von dezentral
abgelegten Datenbestanden.
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1.2 Idee der Datenregelung

Jede Datenzerlegung basiert auf einer endlichen Anzahl
N an D-dimensionalen, meist reellwertigen Daten X =
(X, .. Xy]" € RY*P, Bei der Modellierung gehen fast al-
le partitionierenden Clusterverfahren von einem linearen
Zusammenhang zwischen den Daten und einer festen An-
zahlan K Prototypen M = [m,, ..., m]" € R“*? aus, wo-
bei jedes Datum x,, {iber eine Linearkombination von Zu-
gehorigkeiten r,,, der Zugehorigkeitsmatrix R € RYK und
Prototypen m,, rekonstruiert werden kann:

X, ~ Z 7, bzw. X = RM. )
k=1

Hierbei wird angenommen, dass die Anzahl der Prototy-
pen wesentlich kleiner als die Anzahl der Datenist K « N.
Solche Anséatze, welche direkt oder indirekt die Verteilung
und deren Zerlegung modellieren, werden generative Mo-
delle genannt, weil es mit solchen Modellen moglich ist
neue synthetische Datenpunkte zu generieren [15].

Ziel der Datenzerlegung ist es sowohl einen Satz an
Prototypen M* als auch Zugehérigkeiten R* fiir alle Da-
ten X zu finden, so dass die Rekonstruktion der Daten tiber
die Prototypen und die Zugehdrigkeiten so gut wie moglich
unter Beriicksichtigung des Modells (1) wird. Dies wird in
einem Optimierungsproblem formuliert

(M",R") = argming ,J(X,R,M), ®)
s.t. Nebenbedingungen(R, M),

wobei | - | einer beliebigen Matrixnorm entspricht. Die ein-
zelnen Zerlegungsmethoden unterscheiden sich dann le-
diglich in der Art der Norm und den Nebenbedingungen,
die zusétzlich an R und M gestellt werden. Nebenbedin-
gungen kénnen sowohl an die Werte der Zugehorigkeiten
und Prototypen (beispielsweise Nichtnegativitét) als auch
an die Eigenschaften der Zugehorigkeiten und Muster un-
tereinander (beispielsweise Sparlichkeit oder Orthogona-
litit) gestellt werden. Verfahren, die dieser Klasse von Pro-
blemen zugeordnet werden konnen sind unter vielen an-
deren die Principal Component Analysis, die Independent
Component Analysis, die Nonnegative Matrix Factorization
und das K-means Clustering [15, 18].

Solche Optimierungsprobleme kénnen oder miissen
sogar in den meisten Fallen iterativ gelost werden. Konver-
gente iterative Losungsmethoden kdnnen als stabiles zeit-
diskretes (meist) nichtlineares dynamisches System auf-
gefasst werden, wobei die Zeit iiber den einzelnen Itera-
tionsschritten ¢ diskretisiert wird, der Systemeingang den
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Abbildung 1: Regelkreis der Datenzerlegung.

Daten X entspricht und der Ausgang den Prototypen M’
und der Zerlegung R’ zum jeweiligen Iterationsschritt ¢.

Die Idee der Datenregelung geht von solch einer Zer-
legungsdynamik aus und mdéchte die Daten als Eingang
des Systems nun so verdndern, dass sich die Daten dem
System giinstiger fiir eine Zerlegung prasentieren, so dass
die Zerlegungsdynamik schneller konvergiert und im bes-
ten Fall auch die Zerlegungsgiite der stationdaren Losung
(M*,R*) zunimmt. Es wird also angenommen, die Daten
X' kénnen sich virtuell im Datenraum bewegen und wer-
den iterationsabhdngig. Die Frage fiir einen Reglerentwurf
ist nun:

Wie miissen sich die Daten im Datenraum bewegen, da-
mit sie der Zerlegungsalgorithmus schneller und besser zer-
legen kann?

Dazu muss eine geeignete Eigendynamik der Daten
(Datendynamik) angenommen werden und ein Datenreg-
ler entworfen werden, der die Daten nur so bewegt, dass
die Struktur und damit die den Daten innewohnende In-
formation iiber die Zusammengehdrigkeit nicht verloren
geht. In Abbildung 1 ist das Prinzip der Datenregelung als
Regelkreis skizziert. In dieser Arbeit wird diese Idee iiber
eine iterative Losung folgender Erweiterung des Optimie-
rungsproblems (2) realisiert:

(X*,M",R") = argminy g J(X, M, R), (3)

s.t. Nebenbedingungen(X, R,M).

Damit reduziert sich das Problem auf das Finden einer
strukturerhaltenden Nebenbedingung(X) fiir den Bewe-
gungsraum der Daten.

2 Datenregler fiir die K-means
Clusteranalyse

Fiir einen ersten Entwurf eines Datenreglers betrach-
ten wir eine sehr einfache und weit verbreitete Metho-
de der Clusteranalyse, den sogenannten K-means Algo-
rithmus [19]. Er basiert auf einem quadratischen Giite-
kriterium und zerlegt die Daten eines D-dimensionalen
Datenraumes in eine vorgegebene Anzahl an K Gruppen
(Clustern), wobei die Zerlegung linear separierbar ist, was
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bedeutet die Gruppen sind durch (D — 1)-dimensionale
Hyperebenen, also eine Voronoi-Zerlegung, trennbar.

2.1 K-means Algorithmus
Gegeben ist eine Datenmatrix X = [x,..., XN]T e RV*P,
die N Datenpunkte x, € R” des D-dimensionalen Raum-
es (als Zeilenvektoren) beinhaltet. Es wird eine feste Men-
ge an K sogenannten Clusterzentren m; € RP im glei-
chen D-dimensionalen Raum vorgegeben und in der Ma-
trix M = [m,,.. .,mK]T € R®*P zusammengefasst. Jeder
Datenpunkt x,, wird iiber einen Zugehorigkeitsvektor r, €
{0, 1} eindeutig einer Gruppe zugeteilt. Der Zugehdrig-
keitsvektor realisiert eine I-aus-k Kodierung der Grup-
pen und besitzt bindre Vektorelemente r,; € {0, 1}, wo-
bei das Vektorelement r,;, = 1 zu eins gesetzt wird, falls
der Datenpunkt zu Cluster k gehort. Alle anderen Ele-
mente werden zu Null r,,; = 0,V j # k gesetzt. Damit gilt
fiir die Summe aller Vektorelemente jedes Zugehorigkeits-
vektors: Zle r, = 1,V n [15]. Die Zugehorigkeitsmatrix
R=[r,..,ry]" € RVX vereint die Zugehérigkeitsvek-
toren aller Datenpunkte, wobei die Spaltensumme N, =
Zﬁil 7,4 der Anzahl N der Datenpunkte des entsprechen-
den Clusters k entspricht.

Das Ziel des K-means Algorithmus ist die Minimie-
rung folgender Giitefunktion

N K

JXMR) = ) ) rylx, - my]? @)
n=1 k=1

= [X - RMI}, ()

was der Minimierung der Summe der quadrierten eukli-
dischen Distanzen zwischen jedem Datenpunkt x, und
dem jeweiligen Clusterzentrum m,, seiner Gruppe r,, ent-
spricht?. Es kann gezeigt werden, dass dies sowohl gleich-
bedeutend mit der Minimierung der totalen Intra-Cluster-
Varianz

N N K
2
JR) =Y Y rurpdx - xl ©)
i=1 j=1 k=1
als auch der Maximierung der Inter-Cluster-Varianz

||MN

me—zz

i=1 j=1k

-l -x 1P @)

ist [21]. Das globale Minimum der nichtkonvexen Giite-
funktion (5)

(M*,R") = argminy z|X - RM] (8)

1 | - | bezeichnet die euklidische Norm und | - | die Frobeniusnorm.
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entspricht einer optimalen Zerlegung R* mit den dazu-
gehorigen Clusterzentren M*. Der K-means Algorithmus
realisiert die Optimierung der Giitefunktion (8) approxi-
mativ iiber ein Verfahren, welches iterativ, in jeder Itera-
tion ¢ alternierend, zuerst die Zugehorigkeiten R’ und da-
nach die Clusterzentren M’ iiber die Optimierung von zwei
vereinfachten Optimierungsproblemen (9) und (11) erneu-
ert?,

Ausgehend von einer Initialisierung der Clusterzen-
tren M° werden tiber folgendes Optimierungsproblem

R™! = argming |X - R'M']} )

zuerst neue Zugehorigkeiten R**! berechnet, wihrend die
Clusterzentren M' als konstant angenommen werden. Die-
ser Optimierungsschritt fiihrt zu einer Verbesserung der
Zugehorigkeiten

(10)

we {1, falls k = argmin |x, — m§.||2
nk .

0, sonst

und entspricht der geschlossenen Losung des Optimie-
rungsproblems (9), welche gleichzeitig garantiert, dass
diese Losung auch die Gesamtgiitefunktion (5) mono-
ton abnehmen lisst J (X, M, R"*!) < J(X, M’, R). Danach
wird Gleichung (5) nur beziiglich der Clusterzentren M**!
optimiert, wahrend die Zugehorigkeiten R*! unverindert
bleiben

M™! = argminy |X - R'M'[. (11

Dieses Teilproblem fiihrt ebenfalls zu einer geschlossenen
Losung

1 N
mt+1 _ Z rt+1xn
kT t+1 nk >
Nk n=1

Vk (12)
und garantiert ebenfalls eine monotone Abnahme der Ge-
samtgiitefunktion J(X, M, R"™*") < J(X, M, R"*"). Glei-
chung (12) entspricht dem arithmetischen Mittelwert al-
ler Datenpunkte, die momentan zur Gruppe k zugeordnet
werden.

Die Losung der Teilprobleme (10) und (12) wird solan-
ge wiederholt, bis sich die Zugehorigkeiten nicht mehr ver-
dndern bzw. ein geeignetes Abbruchkriterium erfiillt wird.
Ublicherweise wird die relative Anderung der Zugehérig-
keitsmatrix

. IR =R

= (13)
IR g

2 Diese Art von alternierender Optimierung wird auch Expectation
Maximization (EM) Verfahren genannt und die einzelnen Schritte mit
E-Schritt und M-Schritt bezeichnet [15].
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Abbildung 2: Der iterative K-means Algorithmus als stabiles
zeitdiskretes nichtlineares dynamisches System mit den Daten X°
als Eingangsmatrix, den extrahierten Prototypen M’ der Gruppen als
Ausgangsmatrix und den Zugeharigkeiten der Daten zu den
Gruppen als Zustandsmatrix R.

als Maf fiir das Abbruchkriterium €' < ¢, benutzt, wobei
€, ein festzulegender Schwellwert ist.

2.2 K-means Dynamik und Konvergenz

Betrachtet man die iterative Vorschrift des K-means Algo-
rithmus?3, so lasst sich ein diskretes nichtlineares System
fiir die iterative Abfolge der Zugehorigkeiten angeben. Ab-
bildung 2 zeigt das entsprechende Blockschaltbild. Dazu
kann Gleichung (12) in Matrixschreibweise formuliert wer-
den
M= [R'R]'R"X = RX, (14)
wobei die Elemente der Diagonalmatrix [RTR]™! =
diag(1/N,) € R®*X den reziproken Werten von N,
entsprechen und R’ = [RTR]™'R” ¢ IRff’<N die Moore-
Penrose-Pseudoinverse der Zugehorigkeitsmatrix R
darstellt. Die Pseudoinverse R' entspricht der mit N
zeilenweise normierten transponierten Zugehorigkeits-
matrix, wobei fiir die Zeilensumme der Pseudoinversen
gilt: Y vl =1Vk.
Wird Gleichung (14) in Gleichung (9) eingesetzt, dann
ergibt sich die Dynamik der Zugehorigkeiten
R = argming|(I - R(R)NXZ, (15)
die iiber die rekursive Losung eines Optimierungspro-
blems beschrieben ist. Die Rekursion (15) beinhaltet ei-
ne endliche Anzahl an Zugehorigkeiten, konvergiert nach
endlichen Schritten in eine stationére Lésung R* — R_ fiir
t — t,,; und entspricht einem lokalen Minimum der nicht-
konvexen Giitefunktion (15) [15, 20].
In der Literatur werden vier Nachteile des K-means
Algorithmus hervorgehoben, welche sowohl die Giite als

3 Der Iterationsindex ¢ wird ab jetzt vernachldssigt, falls er nichts zur
Verstdndlichkeit beitrdgt, um die Lesbarkeit zu vereinfachen.
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auch die Konvergenz negativ beeinflussen kénnen, ob-
wohl die Anzahl der Clusterzentren K gut gewahlt ist*.

Erstens, die Rekursion kann in lokalen Maxima und
Minima sowie Sattelpunkten stagnieren [20]. Das bedeu-
tet, die Zugehorigkeiten (15) konnen sich dndern, aber der
Wert der Giitefunktion (8) @ndert sich nicht und ist da-
mit nicht streng monoton fallend. Zweitens, wegen der
Nichtkonvexitdt der Giitefunktion ist die Giite der Grup-
pierung R stark von der Initialisierung der Clusterzentren
M° abhingig. Drittens, die euklidische Norm ist nicht ro-
bust gegeniiber Ausreiflern in den Daten [22]. Viertens, die
Daten sind iiber das Modell der Zerlegung mittels Hyper-
ebenen héufig nicht separierbar [23]. Der K-means Algo-
rithmus kann Datenmengen unterschiedlicher Gruppen-
ausdehnungen und -dichten nur unzureichend trennen,
da er dazu tendiert die Daten in Gruppen gleicher Gréfie
und Dichte zu gruppieren.

Zur weiteren Beschreibung der K-means Dynamik
fithren wir hier eine Matrix AR’ € lRIf xK ein, die niitzliche
Informationen iiber die Dynamik der Clustergréfien bein-
haltet:

ARt = (Rt)TRtH — [(Rt)TRt]—l(Rt)TRH—I . (16)
Diese Matrix ist eine zeilenstochastische Matrix und be-
schreibt die Uberginge der Clustergréfien und den Wech-
sel von Zugehorigkeiten zwischen den Clustern aufein-
anderfolgender Iterationen. Anhand der Elemente Ar,td
dieser Matrix kann abgelesen werden, welcher Cluster wie-
viele Datenpunkte an welche Cluster abgibt und welcher
Cluster von welchen Clustern wieviele Datenpunkte be-
kommt, normiert auf die jeweilige momentane Clustergro-
fe N;. Die Spaltensummen der Matrix (R')"R**! € R
ergeben die Clustergréfien N,i“ zum neuen Iterations-
schritt t + 1 und die Zeilensummen ergeben die Cluster-
grofien Nlt zum momentanen Iterationsschritt ¢. Die Dia-
gonalelemente Ar,tck entsprechen den Clustergro6f3en nach
Abgabe aller Datenpunkte an alle anderen Cluster, die
Spaltenelemente Ar{k V1 + k der Spalte k geben an, wie-
viele Datenpunkte Cluster k von Cluster / bekommt und
die Zeilenelemente Ar,tk V k # I der Zeile I geben an, wie-
viele Datenpunkte Cluster [ an Cluster k abgibt, inklusi-
ve entsprechender Zeilennormierung mittels der aktuellen
Clustergrofien le . Ist der K-means Algorithmus konver-
giert, dann gilt: AR = Tund es kann das alternative Maf3
€' = |AR' - I| zum Abbruch benutzt werden.

Die Matrix AR entspricht einer gewichteten Adjazenz-
matrix fiir einen gerichteten schleifenbehafteten Graphen,

4 Bzw. bei Vorwissen iiber die Gruppenanzahl exakt gewdhlt werden
kann.
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Abbildung 3: Beispiel eines gerichteten, schleifenbehafteten
Clustergraphen mit dazugehdoriger Cluster-Adjazenzmatrix AR'.

wobei jeder Knoten die Grof3e eines Clusters reprasentiert
und jede Kante den Ubergang der Anzahl von Zugeh®érig-
keiten von einem zum anderen Cluster darstellt. Abbil-
dung 3 zeigt ein Beispiel einer solchen Matrix und den da-
zugehorigen Graphen fiir Clustergréfiendnderungen von
drei Clustern iiber einem Datenbestand von 400 Daten-
punkten.

Abschlief3end ist der K-means Algorithmus nochmals
im Pseudocode 1 zusammengefasst.

Pseudocode 1 K-means Algorithmus

Wihle K, ¢,

Initialisiere M

while e > ¢, do
R « argming||X — RM|[%
M « R'X
€ — ||AR = 1]|

end while

2.3 Entwurf eines Datenreglers

Abbildung 4 zeigt die Struktur des Regelkreises fiir ei-
ne Datenregelung zur Clusteranalyse iiber den K-means-
Algorithmus. Es wird von einer allgemeinen nichtlinearen
Dynamik der Daten ausgegangen X' = f(X’, R"), was be-
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formieren, dass zum einen die Iterationsanzahl der Da-
tenzerlegung verringert wird und zum anderen die Zerle-
gungsgiite erhdht wird. Beide Forderungen kénnen nicht
explizit formuliert werden und beeinflussen sich gegensei-
tig. Die Clusteranalyse ist ein uniiberwachter Lernvorgang
und deshalb liegen keine Lernvektoren (teaching vectors)
fiir eine Bewertung der Giite der Datenzerlegung vor. Die
Iterationszahl hdngt von der Art und Weise ab, wie die Gii-
tefunktion durchschritten wird und ist von dieser Schritt-
weite abhdngig. Die Schrittweite der Zugehorigkeitsande-
rung ist in Gleichung (15) implizit {iber die Losung des
Optimierungsproblems (9) vorgegeben.

Da angenommen wird, dass kein Wissen iiber die
spezifische Struktur der Daten vorhanden ist, wird die
momentane Intra-Cluster-Varianz in Gleichung (5) zur Da-
tentransformation herangezogen und es werden zwei Be-
dingungen an die Eigenschaft des Reglers gestellt.

Bedingung I Die Datentransformation soll auf je-
den Fall eine monotone Abnahme J (XM, M, Rt) <
J(X!, M', R") der Giitefunktion (5) garantieren.

Des Weiteren ist keine explizite Regel dafiir ableitbar,
inwieweit die Datentransformation strukturerhaltend ist.

Bedingung II Solange die Anderung der Zugehérig-
keiten AR’ — I] groB ist, soll die Anderung der Daten
aufgrund der Datentransformation viel kleiner sein als die
Anderung der Clusterzentren und damit der Referenzda-
ten, welche die Gruppen am besten beschreiben |X*' —
X'|p/N < [M™ — M| /K.

Die Optimierung der Giitefunktion soll also viel stér-
ker von der Veranderung der Zugehorigkeiten R und damit
der Clusterzentren M als von der Verdnderung der Daten
X abhédngen.

Um eine Datentransformation zu finden, welche eine
monotone Abnahme der Giitefunktion (5) garantiert, wird
der Gradient der Giitefunktion nach den Daten gebildet,
unter der Annahme, dass sich die Zugehérigkeiten und die
Clusterzentren nicht &ndern

t t t
a](X )M )R ) _ i"Xt _ RtMt"; o (Xt _ Rl‘Mt) .

deutet, die Daten sind beliebig transformierbar. ox! ox! )
Ziel der Regelung Es wird eine Stellgroflenmatrix
U € RV*P gesucht, um die Daten iterativ so zu trans-
XO MO
l} Ut Xt+1 Xt Rt+1 Rt {} ll Mt
4t (I RYRYTX : S 11 =>{ argming (I - R(R) X" |} —=—==>{ -1 (RNTX! =—=>

Wﬁ

I

Abbildung 4: Regelkreis zur Datenanpassung fiir den K-means Algorithmus.



624 —— V. Willert und M. Schnaubelt, Die Regelung von Daten

Die optimale Datentransformation beziiglich der Giite-
funktion

X* = argminy J (X', M, R") = R'M' (18)
wire bei einem Gradientenvektor 9J(X, M, R")/0X 2 0
und wiirde die Datenpunkte mit ihren momentanen Clus-
terzentren zusammenfallen lassen X* = R"M'. Damit wi-
ren zwar alle Euklidischen Distanzen der Giitefunktion (5)
gleich Null und die Giitefunktion minimal, aber die Daten-
struktur nicht mehr vorhanden.

Damit die Datentransformation garantiert die Giite-
funktion optimiert, aber dennoch die Datenstruktur gréf3-
tenteils erhalten bleibt, verdndern wir die Daten iiber eine
kleine adaptive Schrittweite y' nur ein wenig in Richtung
der negativen Gradientenmatrix (17) der Giitefunktion

Xt = fXLR) =X+ U 19)
. . JX,MLR

=X - ar % (20)

=X -y - X' -R'M) (1)

=[1-y - I-R®R)HX (22)

=pP'X (23)

und es ergibt sich zusammen mit der Teildynamik (15) ein
nichtlineares diskretes adaptives Gesamtsystem fiir beide
GroRen {X', R}, wobei die Datendynamik (23) durch eine
adaptive Systemmatrix P' € RY*Y beschrieben wird. Die-
se Matrix ist von der adaptiven Schrittweite y* und den Zu-
gehorigkeiten R’ abhingig. Die Datendynamik fiihrt dazu,
dass sich alle Daten, die momentan zu einer Gruppe geho-
ren, ein wenig an ihren momentanen Mittelwert anndhern,
also dem momentan angenommenen Clusterzentrum. Der
Mittelwert der Daten verdndert sich dadurch nicht (sie-
he dazu Abschnitt 2.6). Die Intra-Cluster-Varianz (6) wird
kiinstlich iiber die virtuelle Datendynamik verringert. Je-
de Gruppe vergroBert also die Ahnlichkeit zwischen den
Daten, die momentan der gleichen Gruppe zugeordnet
werden.

Um die Separierbarkeit der Gruppierungen zu bewer-
ten, sind die Datenpunkte, die am nédchsten zu den Hy-
perebenen liegen, also deren orthogonaler Abstand — die
sogenannte Toleranz (margin) — zur jeweiligen Hyperebe-
ne am geringsten ist, von Bedeutung. Diese Datenpunkte
werden auch Stiitzvektoren (support vectors) genannt [24].
Die Region, welche durch eine Hyperebene und eine par-
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allele Hyperebene durch einen Stiitzvektor aufgespannt
wird, bezeichnet man als Toleranzband (margin band) [25].
Das Giitekriterium des K-means-Algorithmus maximiert
genau diese Toleranzbdnder. Betrachtet man die Auswir-
kung der Datendynamik nochmal bezogen auf die Sepa-
rierbarkeit der Daten, dann bekraftigen die virtuellen Da-
ten den momentanen Clusterzustand, indem sie ihren Ab-
stand zu den Hyperebenen (der Voronoi Zerlegung) der
momentanen Datenzerlegung vergréf3ern. Um eine Veran-
derung der Zerlegung durch eine Verdanderung der Lage
der Hyperebenen hervorzurufen, muss sich nun die Lage
der Hyperebenen im Vergleich zur Situation ohne Daten-
bewegung starker verdndern.

Die Datendynamik (23) entsteht iiber einen Gradien-
tenabstieg. Damit bleibt die Datenzerlegung stabil fiir ge-
niigend kleine Schrittweiten y’. Die adaptive Schrittweite
yt ist ein ausschlaggebender Parameter dafiir, wie struk-
turerhaltend sich die Datendynamik auswirkt. Damit sich
eine Datenzerlegung auspragen kann, muss die Verdnde-
rung der Daten viel langsamer geschehen, als die Ver-
dnderung der Zugehorigkeiten und damit der Clusterzen-
tren. Hierzu ist eine sehr kleine Schrittweite y nahe Null
notig. Je mehr sich die Datenzerlegung stabilisiert, desto
starker kann die Datendynamik die Zerlegung iiber gréfler
werdende Schrittweiten y* unterstiitzen, da immer weni-
ger Daten die Gruppenzugehorigkeit wechseln und immer
kleinere Verdnderungen der Zerlegung hervorrufen. Hier-
bei kann die Datendynamik die Entscheidung dieser Da-
ten fiir eine Gruppe umso mehr begiinstigen, je grofier die
Schrittweite ' gewhlt wird.

Unter Beriicksichtigung dieser qualitativen Zusam-
menhédnge, wird folgende Adaption der Schrittweite vor-

geschlagen:
t L
Y =Y { t
;)

Die Schrittweite vergro6f3ert sich linear iiber den Iteratio-
nen t von Null bis zu einer festgelegten Sattigung von y,
mit der Steigung 1/7. Dies ist eine sehr einfache Adaption,
welche die momentane Clustergiite und die Verdnderung
der Daten nicht beriicksichtigt, sondern iiber die Parame-
terwahl von 7 und y, eine Adaption vorgibt.

Im Pseudocode 2 ist der Ablauf des datengeregelten
K-means-Algorithmus zusammenfassend dargestellt. Im
Folgenden werden die Eigenschaften der Datenregelung
genauer untersucht.

fallst > 7
. (24)
sonst
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Pseudocode 2 Datengeregelter K-means Algorithmus

Widhle K, €, y,, T
Initialisiere M, P =Lt =0
while e > ¢, do
R «— argming||X - RMllé
M — R'X
Datenregler

X «— PX
t—t+1
ift > 7 then
Y< Y
else
y —t/T
end if
P« [I-y-(I-RR")]

e — ||[AR -1]|
end while

2.4 Konvergenz des datengeregelten
K-means-Algorithmus

Um Konvergenz des datengeregelten K-means-Algorith-
mus zu garantieren, muss die Schrittweite in gewissen
Schranken verbleiben. Die Teildynamik (23) beschreibt ein
diskretes adaptives nichtlineares System, fiir das Stabi-
litdt normalerweise nur schwer zu beweisen ist. Da die
Stellgréf3e jedoch einem Gradientenabstieg entspricht und
wir auflerdem eine analytische Losung fiir das Optimum
des Optimierungsproblems (18) ausrechnen koénnen, ist
der Bereich fiir eine stabile Schrittweite direkt angebbar:
0 <y < 1. Fiir eine Schrittweite von y* = 0 werden die Da-
ten iiberhaupt nicht transformiert, es liegt ein normaler K-
means-Algorithmus vor und dieser konvergiert beweisbar
in endlichen Iterationsschritten [20]. Fiir eine Schrittwei-
te von y* = 1 fallen die Datenpunkte mit ihren momen-
tanen Clusterzentren zusammen X' = R'M’ (siehe auch
Abschnitt 2.3). Dadurch dndern sich die Zugehorigkei-
ten iiber das Optimierungsproblem (9) nicht mehr R"™*! =
R’,Vt und die Clusterzentren bleiben bei der Optimie-
rung des Optimierungsproblems (11) ebenfalls erhalten
Mt =M , Vt. Fiir alle Schrittweiten im Bereich 0 < yt <
1 ist eine strenge monotone Abnahme J(X'*',M’,R’) <
J(X!, M!, R") von (18) garantiert. Deswegen verhindert die
Datenregelung das Stagnieren der Optimierung in einem
lokalen Maximum oder auf einem Sattelpunkt. Ob sich die
Iterationszahl deswegen garantiert verringert im Vergleich
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zum K-means-Algorithmus ohne Datenregelung, konnte
bis jetzt noch nicht bewiesen werden. Allerdings kann ex-
perimentell gezeigt werden, dass hadufig ein Verlauf von yt
gefunden werden kann, der bei gleicher Initialisierung we-
sentlich weniger Iterationen aufweist, als der herkdmm-
liche K-means-Algorithmus und die Giite der Zerlegung
gleich bleibt bzw. besser wird (siehe dazu Abschnitt 3).

2.5 Bezug zur Consensusdynamik

Consensusdynamiken beschreiben die Synchronisierung
von Zustdanden in einem Multi-Agenten-System zu einem
gemeinsamen Zustand X, = X, = .. .X,, wobei die N Agen-
ten iiber ein Netzwerk kommunizieren und die Kommu-
nikationsstruktur iiber einen Graphen dargestellt werden
kann. Die Synchronisierung erfolgt nur {iber lokalen Infor-
mationsaustausch und kann somit verteilt implementiert
werden. Im Folgenden wird die Aquivalenz der Datendy-
namik zu einer speziellen Consensusdynamik hergestellt
und gezeigt, dass die Clusteranalyse iiber eine Datendyna-
mik verteilt implementierbar ist und damit auf grof3e de-
zentral abgelegte Datenmengen anwendbar ist.

Zeitinvariante diskrete Consensusdynamiken werden
tiber die Perron-Matrix f’k beschrieben [26]. Sie sind fiir
alle Graphen G, die einen gerichteten Spannbaum ent-
halten und Abtastzeiten zwischen 0 < At < 1/§, besitzen,
asymptotisch stabil und konvergieren auf die Mittelwer-
te der Anfangszustdnde, da die Eigenwerte A;; € C der
Matrix P, die Eigenschaft 1 = A, > [A,,], Vi > 2 erfiillen
und damit alle A;;, Vi > 2 im Einheitskreis der komple-
xen Ebene liegen, wobei A, dem Spektralradius Q(f)k) ent-
spricht [27]. Zeitvariante diskrete Consensusdynamiken f’f{
konvergieren, falls die Vereinigung der zeitvarianten Gra-
phen G;**" := {G} n... N G;""} innerhalb des endlichen
Zeitintervalls [, t + T'] zusammenhéingend ist [28].

Wird die Matrix R entsprechend der Gruppenzugeho-
rigkeit der Daten permutiert R = IR (Zeilenvertauschun-
gen), wobei II eine entsprechende Permutationsmatrix
ist [29], so dass alle Zugehorigkeitsvektoren r,, welche ei-
ne identische Zugehorigkeit kodieren untereinander ste-
hen und aufsteigend abgelegt werden, dann wird R =
diag(1,,...,1;,..., 1) € {0, 11X zu einer Blockdiago-
nalmatrix, wobei jeder Block einen Vektor 1, € {1}™ dar-
stellt. Die Matrix [I - RR"] entspricht dann einer mit D =

diag(D,,...,Dy,...,Dg) € R™N gewichteten Blockdia-
gonalmatrix L = diag(L,,..., L, ..., Lg) € ZV%:
I-RR"=DL. (25)

Jeder Block beinhaltet eine symmetrische Laplace-
Matrix L, € ZNkXNk, die mit einer Diagonalmatrix
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D, =diag(...,1/N,,...) € ]Rfj"XN" gewichtet wird, so
dass sich D, L, = 1/N, L, ergibt. Jede dieser Cluster-
Laplacematrizen L, beschreibt einen ungerichteten,
vollstindig zusammenhingenden, §-reguldren Graphen
9 =W, &) mit i=1,..,N, Knoten v, € V. (G,),
j=1...(Ny — 1) Kanten e € &(5;) der end-
lichen Kantenmenge &.(S) €V, x V. und Ein-
gangsgrad &, = (N, — 1). Damit entspricht die zei-
lensortierte Matrix der Datendynamik P =1 - yDL
ebenfalls einer symmetrischen Blockdiagonalmatrix
P = diag(P,,...,P,,...,Py) € IRf:]XN, wobei jeder Block
P, =1-AtL, € RY“Ne gine Perron-Matrix mit Abtastzeit
At = y/N, darstellt.

Damit ist gezeigt, dass die Datendynamik verteilt im-
plementiert werden kann und zur Clusteranalyse von de-
zentral gespeicherten Datenbestdnden geeignet ist.

In Abbildung 5 ist ein Beispiel fiir zwei Cluster C,
und C, bei einem Datenbestand von fiinf zweidimensio-
nalen Daten X = (x,, X,, X;, X,,X;)" dargestellt, wobei mo-
mentan die ersten drei Daten {x,,X,,X;} € €, dem Clus-
ter eins und die letzten beiden Daten {x,,x;} € C, dem
Cluster zwei zugeordnet sind. Es sind die entsprechenden
vollstandig zusammenhéngenden Graphen G, und G, der
Cluster-Laplacematrizen L, und L, sowie der Hyperebene
H (Trennlinie) visualisiert.

Eine weitere interessante Beobachtung bei der Evalua-
tion in Abschnitt 3 ist, dass sich bei Datenséitzen, die nicht
iiber Hyperebenen trennbar sind, eine bessere Clustergiite
mit Datendynamik erreichen lasst. Aus diesen Experimen-
ten kann man schlussfolgern, dass die rekursive Daten-
transformation {iber den Datenregler die Daten in einen
Merkmalsraum transformiert, indem diese Merkmale wie-
der linear separierbar sind. Ware das der Fall, dann wiir-
de eine enge Verwandtschaft zu Kernelmethoden beste-
hen [25]. Dies soll im folgenden Abschnitt ndaher betrachtet
werden.

2.6 Verwandtschaft zu Kernelmethoden

Kernelmethoden? [25, 30] umfassen ein etabliertes und ele-
gantes Verfahren des maschinellen Lernens. Ein Kernel
bettet Daten aus dem Datenraum D in einen geeigneten
Merkmalsraum F ein. Dazu wird jedes Datum x des Daten-
raumes in den Merkmalsraum abgebildet @ : x € D
®(x) € F, um dann Muster in diesem Merkmalsraum zu

5 Kernel ist ein Anglizismus und wird hier nicht mit Kern {ibersetzt,
um eine Verwechslung zum Beispiel zum Kern einer Matrix zu ver-
meiden.
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Abbildung 5: Beispiel von zwei vollstdndig zusammenhdngenden
Consensus-Graphen G, und G, mit dazugehérigen
Cluster-Laplacematrizen L, und L, sowie den Clusterzentren m; und
m, und der Hyperebene K.

finden. Anstatt nichtlineare Zusammenhénge in den Da-
ten iiber schwierige nichtlineare Zerlegungsmethoden im
Datenraum zu finden, konnen nichtlineare Zusammen-
hédnge in den Daten jetzt iiber den Umweg einer nichtlinea-
ren Abbildung mit einfachen linearen Zerlegungsmetho-
den im Merkmalsraum gefunden werden. Eine in der Lite-
ratur etablierte Hypothese besagt, dass wenn die Daten in
einen hoherdimensionalen Merkmalsraum D(F) > D(D)
transformiert werden, dann besteht eine bessere Chance
die Daten linear zu separieren als im niederdimensionalen
Datenraum [23]. Kernelmethoden werden auch beim Zerle-
gen von Daten angewandt, unter anderem beim K-means-
Algorithmus und mit Kernel-K-means bezeichnet [30].

Die Abbildung @(x) der Koordinaten der Daten in den
Merkmalsraum muss nicht explizit bekannt sein, sondern
nur das paarweise Skalarprodukt der Merkmalskoordina-
ten, was iiber eine Kernelfunktion x(x;, xj) = (D(xi)T<D(xj)
bzw. eine Kernelmatrix K = @(X)®(X)” mit den Eintriigen
K; = x(x;,x;) beschrieben wird®. Eine Kernelfunktion ist
nur valide, falls die Kernelmatrix fiir alle Daten positiv se-
midefinit ist [25].

Um zu zeigen, dass ein Schritt der Datendynamik ei-
ne Abbildung der Daten in einen Merkmalsraum mit ei-
ner entsprechenden Kernelmatrix beschreibt, wird das

6 Die Berechnung von Distanzen im Merkmalsraum ohne die Trans-
formation zu kennen bzw. auszufiihren, wird in der Literatur mit Ker-
neltrick bezeichnet.
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Giitekriterium (15) folgendermaflen umformuliert:

J(X,R) = |(I - RRNX]}
= tr{[(1 - RRNX][(I - RRNX]"}
= tr{(I - RRHXX" (I - RRN)7}.

(26)
@7)

Die Matrix K = XX” entspricht einer Gramschen Matrix
und stellt die triviale Kernelmatrix mit der Abbildung
des Datenraumes auf sich selbst @(X) = X dar [25]. Nun
wird die Abbildung @(X) durch die Datendynamik (23)
ersetzt: @(X) = PX. Die dazugehérige Gramsche Matrix
K = PXX P ist positiv semidefinit [31] und damit eine va-
lide Kernelmatrix.

Ersetzt man die Matrix P in der Kernelmatrix K mit ih-
rer Herleitung [I -y - (I - RR")] aus Gleichung (22) und
benutzt die Eigenschaften, dass die Matrix (I - RR") sym-
metrisch ist und folgende Projektion (I-RR")* = (I-RR")
gilt [25, 32], dann ergibt sich

J(PX,R) = |(I - RR")PX]; (28)
=|@-RRN[I-y-A-RRHIX];  (29)
= (1-y)’I(I - RRXI (30)
=(1-9)’JXR). (31)

Jede Datentransformation @(X) = PX verringert also das
Distanzmaf3 im Merkmalsraum {iber den Skalierungsfak-
tor (1 — y)2 im Vergleich zum Distanzmaf im Datenraum.

Die Koordinaten der Mittelwerte &ndern sich durch die
Transformation nicht ®(M) = M, denn unter Beriicksich-
tigung der Projektion (RR")* = RR' folgt die Eigenschaft
R'RR" = R und es gilt:

dM) = R'o(X) (32)
= R'[I - p(I - RRH]X 33)
= [(1 - p)R" + yR'RRT]X (34)
=R'X =M. (35)

Da sich die Clusterzentren durch die Transformation der
Daten nicht &ndern, bleibt auch die Voronoi-Zerlegung des
Datenraumes unverandert. Allerdings dndert sich die La-
ge der Daten, wodurch Daten die Voronoizellen im Daten-
raum wechseln kénnen und sich damit fiir jeden Wech-
sel die Zugehorigkeiten dndern. Im Merkmalsraum muss
der Wechsel in eine andere Voronoizelle nicht zwangslau-
fig erfolgen, obwohl im Datenraum ein Wechsel stattge-
funden hat. Je grofier die Schrittweite, desto kleiner ist
die Wahrscheinlichkeit eines Wechsels im Merkmalsraum,
da die Merkmale umso stiarker auf die Clusterzentren kon-
trahieren und sich damit von den Separationsflichen der
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momentanen Datenzerlegung entfernen (siehe auch Ab-
schnitt 2.3). Durch die Datendynamik ergeben sich also
andere Zugehorigkeiten entlang der Iterationen des K-
means, als ohne Datendynamik und damit auch andere
stabile Clusterlosungen nach Konvergenz des datengere-
gelten K-means-Algorithmus.

Bei der Anwendung von klassischen Kernelmetho-
den zur Datenzerlegung wird man mit einem inhdrenten
Problem konfrontiert: Ein geeigneter Kernel zur Datenzer-
legung muss Vorwissen iiber die nichtlinearen Zusammen-
hidnge der Struktur der Daten beinhalten, damit die Daten-
transformation eine lineare Separierbarkeit im Merkmals-
raum erreicht. Da das Ziel der Datenzerlegung gerade das
Finden der unbekannten Struktur der Daten ist, verlagert
sich dieses Problem bei Einbettung in einen Kernel also le-
diglich in das Finden eines geeigneten Kernel, der das Wis-
sen iiber die nichtlinearen Zusammenhédnge in den Daten
besitzt.

Im Unterschied zum klassischen Kernel-k-means, der
die Daten einmalig in einen Merkmalsraum @(X) transfor-
miert, realisiert die vorgestellte Datendynamik eine rekur-
sive Datentransformation @'(X',R") = P*X’, wobei kein
Vorwissen iiber die Struktur bekannt sein muss, sondern
lediglich das bereits vorhandene Wissen iiber die Struktur
zur Transformation herangezogen wird, was iiber den bis-
herigen Verlauf der Datenzerlegung erzeugt wurde und in
den Zugehorigkeiten R reprisentiert ist.

Die rekursive Transformation beriicksichtigt den kom-
pletten bisherigen Verlauf der Daten X'* und der Zugehdo-
rigkeiten R*, da sowohl die Datendynamik (23) als auch
die rekursive Vorschrift der Zugehorigkeiten (15) verkop-
pelt sind:

Xt = (Dt(Xt’ Rt(Xt’Rt—l)) _ (Dt(Xt’ Rt—l) (36)
t
_ H PIRI(X, R™)X! .

i=1

37

Dies entspricht einer neuen Klasse von Kerneln, wel-
che die Daten rekursiv in den Merkmalsraum einbetten,
mit dem Ziel die Separierbarkeit in Abhadngigkeit von
der momentanen Clustergiite schrittweise zu erreichen.
Dazu muss die Kernelmatrix nicht explizit ausgerechnet
werden. Die rekursive Transformationsvorschrift liegt mit
Gleichung (23) vor und die Riicktransformation vom Merk-
malsraum in den Datenraum kann jederzeit erfolgen, so-
lange die Matrix P .= ]_[;:t P’ invertierbar ist. Jede ein-
zelne Transformation P’ ist invertierbar, solange noch kein
Datenpunkt auf ein Clusterzentrum kollabiert ist. Damit
ist auch das Produkt aller Transformationen [P']™! =
]_[::1 [P']™! invertierbar [33].
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3 Evaluation

Das Ziel der folgenden Evaluation ist es festzustellen, ob
die Datenregelung Vorteile im Vergleich zum klassischen
K-means-Algorithmus im Bezug auf die Iterationsanzahl
und die Zerlegungsgiite besitzt und bei welcher Art von
Datensidtzen Unterschiede deutlich zum Vorschein kom-
men. Zur Bewertung der Giite der Datenzerlegung wurde
der Adjusted Rand Index (ARI) verwendet [34]. Der ARI ist
ein zwischen [-1; 1] normiertes Maf8 der Ahnlichkeit von
Datenzerlegungen, wobei 1 komplette Ubereinstimmung
bedeutet.

3.1 Benchmark

Zur Auswertung wurden 48 Datensétze gesammelt [35], fiir
die eine ideale Zerlegung (ground truth), also eine Klassi-
fikation (labels) angegeben ist. Die einzelnen Datensitze
variieren in der Anzahl der Daten N € [210; 5000], der An-
zahl der Gruppen K € [2; 31] und der Anzahl der Dimen-
sionen D € [2;7].

Als Clusteranzahl K wurde in allen Durchldufen die
angegebene Klassenanzahl gewdhlt. Fiir die Parameter
des Datenreglers wurde fiir jeden Datensatz eine Raste-
rung iiber 9 bzw. 13 unterschiedliche Werte logarithmisch
gleichverteilt iiber den Wertebereichen y, € [107%; 1] und
7 € [1;10*] vorgenommen und damit 117 Parameterkon-
figurationen # pro Datensatz getestet. Jede Parameterkon-
figuration wurde fiir jeden Datensatz mit zufdllig aus-
gewihlten Initialisierungen M° hundertmal durchlaufen
und die Mittelwerte der benétigten Iterationszahl I TER,?
und der erreichten Giite ARI, abgespeichert. Als Refe-
renz wurde fiir die gleichen Initialisierungen die mittle-
re Iterationanzahl ITER, und Giite ARI, fiir den klas-
sischen K-means-Algorithmus berechnet. Danach wurde
fiir jeden Datensatz der Lauf (ITER, ARI) ausgewahlt,
bei dem das Verhdltnis ITER,/ITER, minimal ist un-
ter der Bedingung, dass die dazugehorige Giite equiva-
lent oder besser ist ARIW /ARI, > 1. Abbildung 6 zeigt das
Verhéltnis ITER/ITER, aufgetragen iiber dem Verhéltnis
ARI/ARI,. Es ist deutlich zu sehen, dass es fiir jeden Da-
tensatz mindestens eine Parameterkonfiguration gibt, bei
der sowohl die Iterationsanzahl und die Giite sich nicht
verandern. Bei vielen Datensatzen erniedrigt sich die Ite-
rationszahl deutlich und fiir einige dieser Datensitze er-
hoht sich zusadtzlich noch die Giite der Zerlegung. Dies ist
vor allem fiir Datensdtze der Fall, die nicht linear sepa-
rierbar sind. Die mittlere Reduktion der Iterationen belduft
sich auf 87% der Originaliterationsanzahl, die maximale
Reduktion auf 23%. Die mittlere Verbesserung der Giite
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ergibt eine 1,3%-ige Erh6hung. Das Maximum liegt bei ei-
ner Verbesserung von 40% und entsteht bei dem Daten-
satz, der gleichzeitig die maximale Reduktion an Iteratio-
nen auf 23% aufweist. Schaut man sich die Absolutwerte
aller ARI an, dannist eine nahezu optimale Zerlegung von
den meisten Datensdtzen mit dem klassischen K-means-
Algorithmus moglich, wenn geniigend Durchldufe mit
unterschiedlichen Initialisierungen stattgefunden haben.
Das bedeutet, die meisten Datensatze sind linear separier-
bar. Deswegen fillt die mittlere Verbesserung der Giite so
gering aus. Bei den 45 im Benchmark enthaltenen linear
separierbaren Datensdtzen erzeugt der datengeregelte K-
means-Algorithmus einen signifikanten Beschleunigungs-
vorteil mit einer mittleren Reduktion der Iterationen auf
90%. Bei den 3 deutlich nicht linear separierbaren Da-
tensdtzen entsteht eine mittlere Reduktion der Iterations-
zahl auf 35% bei einer mittleren Giitesteigerung auf 15%.
Wiahrend hier bei allen drei Datensadtzen eine deutliche Re-
duktion der Iterationsanzahl méglich ist, ist eine Giitever-
besserung nur bei zwei Datensadtzen zu sehen. Um statis-
tisch signifikante Aussagen zu treffen, sind in Tabelle 1 die
Mittelwerte aller ARI p,,; und die Standardabweichun-
gen o ,p; sSowie die mittleren Iterationszahlen p;pp und
deren Standardabweichungen o,y liber alle Datensdtze
fiir den K-means, den Gaussian-Kernel-K-means und den
datengeregelten K-means aufgetragen. Hierbei wurden fiir
jeden Lauf die freien Parameter des Gaussian-Kernel-K-
means (die Kernelbreite) sowie den datengeregelten K-
means (ein festes y' = y,) optimiert, um kein Verfahren

Tabelle 1: Vergleich zwischen K-means, Gaussian-Kernel-K-means
und datengeregeltem K-means.

K-means Gaussian-Kernel datengeregelter

K-means K-means
Harr 0.55 0.58 0.58
N 0.32 0.31 0.30
WITER 8.50 7.58 5.30
O1TER 4.73 4.62 2.28
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(d) K-means, klassisch, t = 2 (f) K-means, klassisch, t = 8

(g) K-means, datengeregelt, t = 3 (h) K-means, datengeregelt, t = 4 (i) K-means, datengeregelt, t = 8

Abbildung 7: Vergleich zwischen dem des klassischen und datengeregelten K-means-Algorithmus. Die Clusterzugehdrigkeit ist mit Kreisen
der Farben orange, griin und blau gekennzeichnet und in grau ist die Voronoizerlegung iiber den Clusterzentren, die als gefiillte Quadrate in
den gleichen Farben zu sehen sind, visualisiert. Die Daten des momentanen Zeitschritts sind mit gefiillten Kreisen und die des
vorangegangenen Zeitschritts mit ungefiillten Kreisen dargestellt. Mit schwarzen Linien von ungefiillten zu gefiillten Kreisen ist die
Datendynamik zum nédchsten Zeitschritt sichtbar. (a) gibt die equivalente Initialisierung fiir beide Algorithmen an. (b) zeigt das Ergebnis der
Zerlegung fiir den klassischen K-means, der nach 19 Iterationen beendet ist. (c) zeigt das Ergebnis der Zerlegung fiir den datengeregelten
K-means, der bereits nach 8 Iterationen beendet ist. (d)-(f) zeigt den Zerlegungsfortgang des klassischen K-means fiir die
Iterationsschritte 2, 4, und 8. (g)-(i) zeigt den Zerlegungsfortgang des datengeregelten K-means fiir die Iterationsschritte 3, 4, und 8. Der
Iterationsschritt 2 des datengeregelten K-means entspricht dem Iterationsschritt 2 des klassischen K-means, der in (d) zu sehen ist.
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zu bevorzugen. Beziiglich der Giiteverbesserung ist der
datengeregelte K-means vergleichbar mit dem Kernel-K-
means, bendtigt jedoch weniger Iterationen und die Va-
rianz in der Konvergenzgeschwindigkeit nimmt ebenfalls
ab. Zudem ist die Berechnung der Kernelmatrix rechen-
intensiv und nicht verteilt implementierbar, wahrend die
Datendynamik nur geringen Mehraufwand als der klassi-
sche K-means hat und leicht verteilt implementiert werden
kann.

Weitere Einzelheiten zu den Datensdtzen und deren
Quellen sowie detaillierte Auswertungen beziiglich Lauf-
zeit und Rechenzeitersparnis lassen sich in [35] nachlesen.

3.2 Ein Beispiel als Vergleich

Um den positiven Effekt der Datendynamik bei nicht linear
separierbaren Datensdtzen zu veranschaulichen, wird das
Beispiel mit der héchsten Giiteverbesserung des Bench-
marks herangezogen. Der Datensatz besteht aus 400 zwei-
dimensionalen Datenpunkten und drei Clustern. In Abbil-
dung 7 ist ein Vergleichslauf fiir eine bestimmte, gleiche
Initialisierung (a) mit jeweils drei ausgewahlten Iterations-
schritten (d)-(f) bzw. (g)—(i) und den beiden Ergebnissen
fiir die K-means Datenzerlegung ohne (b) und mit (c) Da-
tenregelung zu sehen. Wahrend der klassische K-means-
Algorithmus erst nach 19 Iterationen konvergiert und mit
einem Adjusted Rand Index von ARI = 0.4 nichtin der La-
ge ist eine addquate Zerlegung zu finden, erreicht die da-
tengeregelte K-means Variante fiir die Parameter y, = 0.2
und 7 = 3 bereits nach 8 Iterationen eine fast ideale Zerle-
gung mit nur zwei Fehlklassifikationen und einem Adjus-
ted Rand Index von ARI = 0.98. In Iteration (g) und (h) ist
deutlich zu sehen, wie durch die Datendynamik Cluster-
wechsel stattfinden und damit eine andere Zerlegung pro
Iteration im Vergleich zum klassischen K-means moglich
ist. Betrachtet man das Ergebnis der datengeregelten Zer-
legung im originalen Datenraum (c) dann wird auch deut-
lich, dass die Datenregelung zu einer nichtlinearen Se-
parierbarkeit der Daten fiihrt, denn die Voronoizerlegung
iiber den Clusterzentren entspricht nicht der gefundenen
Zerlegung.

4 Diskussion und Ausblick

Als Fazit lasst sich festhalten, dass es mit dem vorgestell-
ten datengeregelten K-means-Algorithmus fiir alle Bei-
spiele des Benchmark moglich ist einen Parametersatz zu
finden, der sowohl eine Beschleunigung der Datenzerle-
gung als auch eine Verbesserung der Giite erreicht. Diese
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Vorteile treten besonders deutlich zu Tage, wenn der Da-
tensatz nicht linear separierbar ist. Auch ist keine Sensi-
tivitat gegeniiber kleineren Parametervariationen von yt
festzustellen. Fiir jeden Datensatz gibt es einen Parame-
terbereich, der fast identische Zerlegungsergebnisse er-
reicht [35].

Der Zusammenhang zwischen der vorgestellten Da-
tendynamik und der Consensusdynamik ldsst viele Er-
weiterungen zu. Da der klassische K-means auch ver-
teilt berechnet werden kann [9-12] und die Datendy-
namik ebenfalls verteilt berechenbar ist, da sie einer
Consensusdynamik entspricht, kann auch der datenge-
regelte K-means-Algorithmus komplett verteilt entwor-
fen werden und ist damit auch zur Datenzerlegung von
ortlich verteilten und vernetzten Daten einsetzbar. Jeder
d-reguldre Graph konvergiert auf den Mittelwert, wobei
die Konvergenzgeschwindigkeit mit kleinerem § abnimmt.
Anstatt den Wert von yt zu verringern kann also analog
auch der Eingangsgrad § verringert werden, was in einer
verteilten Implementierung zusatzlich Kommunikations-
aufwand einspart. Fiir nicht-§-reguldre Graphen konver-
giert die Consensusdynamik auf einen gewichteten Mit-
telwert. Die Datendynamik konnte dahingehend verallge-
meinert werden, was einen viel grof3eren Spielraum fiir
mogliche Datentrajektorien zulassen wiirde. Die Konver-
genz ist dann allerdings nicht mehr so leicht zu bewei-
sen, da nicht mehr zwangslaufig ein Gradientenabstieg
entlang der K-means Giitefunktion erfolgt. Des Weiteren
ist eine einfache Erweiterung zur robusten Datendyna-
mik und damit auch Datenzerlegung bei storbehafteten
Daten denkbar, indem die Datendynamik Unsicherheiten
in den Daten beriicksichtigt, wie das beispielsweise beim
Bayes’schen Consensus-Algorithmus moglich ist [36].

Die vorgestellte Arbeit entspricht einer speziellen Ab-
wandlung des sogenannten N-Consensus Protokolls [37],
welches allerdings nicht Daten zerlegt, sondern Zustan-
de von mobilen Agenten auf mehrere Gruppen synchroni-
siert, wobei die Gruppenanzahl ebenfalls geschadtzt wird
und dabei eine weiche Zerlegung in Gruppen mittels eines
Bayes’schen Variationsansatzes parallel zur Synchronisie-
rung erfolgt. Damit ldsst sich die Idee der Datendynamik
auch auf Clusteranalyseverfahren mit weicher Partitionie-
rung und unbekannter Clusteranzahl erweitern [35].

Auch der Bezug zu Kernelmethoden bietet eine Rei-
he an Erweiterungsmdoglichkeiten. Im Prinzip kann die Da-
tendynamik auf alle Zerlegungsmethoden angewandt wer-
den, die auf dem gleichen Giitekriterium beruhen, jedoch
andere Nebenbedingungen an die Muster und Zugehorig-
keiten stellen. Vorstellbar sind beispielsweise Erweiterun-
gen der Nicht-Negativen Matrixfaktorisierung [38, 39] oder
der iterativen Hauptkomponentenanalyse [30].
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Nichtzuletzt gehort das vorgestellte Verfahren zur
Klasse der verteilten Optimierungsverfahren und kann
neue Ideen fiir gradientenbasierte Reglerentwiirfe im Be-
reich mobiler Multi-Agenten-Systeme [37, 40] liefern, wo-
bei dazu jedes Datum als Zustand eines mobilen Agenten
aufgefasst wird.
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die hilfreichen Diskussionen iiber die Verwandtschaft zu
Kernelmethoden, bei Tatiana Tatarenko, Sebastian Bern-
hard und Maximillian Loffler fiir die Diskussionen iiber
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Dominik Haumann und Stefan Gering fiir die Vorarbeiten
im Bereich der Consensus Regelung und des N-Consensus
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