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❆❜str❛❝t✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ s✉❞♦❦✉
♣✉③③❧❡s✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧s ♦❢
❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✉♣❞❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❊❉❆✮✳ ❚❤✐s ✉♣❞❛t❡ ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ t❤❡s❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ♣✉③③❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛❧s♦ s♦♠❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡st❛rt t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t❤❡ ❘❊❙❊❉❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦
♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t ♣✉③③❧❡s✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❡st❡❞
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♦♥ ♣✉③③❧❡s ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞✐✣❝✉❧t② st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✈❡r② ❡❛s②
♦♥❡s t♦ ✈❡r② ❤❛r❞ ♦♥❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❢❛♠♦✉s ♣✉③③❧❡ ❆■ ❡s❝❛r❣♦t✳ ❚❤❡ ❈P❯
t✐♠❡s ✈❛r② ❢r♦♠ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ❢♦r t❤❡ ❡❛s② ♦♥❡s t♦ ❛❜♦✉t ♦♥❡
♠✐♥✉t❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t ♦♥❡✳

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙✉❞♦❦✉ ✐s ❛ ✈❡r② ♣♦♣✉❧❛r ❧♦❣✐❝✲❜❛s❡❞ ♣✉③③❧❡ ❣❛♠❡ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ ❊✉r♦♣❡ ✐♥
t❤❡ ❡❛r❧② ✷✵✵✵✬s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ s✉❞♦❦✉ ♣✉③③❧❡s✱ ✐ts ♠❛✐♥
✈❡rs✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ✽✶ ❝❡❧❧s ♦❢ ❛ 9×9 ❣r✐❞✳ ❊❛❝❤ ❝❡❧❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ s②♠❜♦❧s
t❤❛t ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ t♦ ♥✐♥❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣r✐❞ ✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②
❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ♥✐♥❡ 3 × 3 ❜❧♦❝❦s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ ♣r❡✲✜❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉③③❧❡ ❜✉✐❧❞❡r
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣✉③③❧❡ t❤❛t ♠❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✿ t❤❡
♥✉♠❜❡rs ♦♥❡ t♦ ♥✐♥❡ ♠✉st ❛♣♣❡❛r ♦♥❧② ♦♥❝❡ ✐♥ ❡❛❝❤ r♦✇✱ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ ❡❛❝❤
❜❧♦❝❦ 3 × 3. ❆ t②♣✐❝❛❧ ❡❛s② ♣✉③③❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳

■❢ ❤✉♠❛♥ ♣❡♦♣❧❡ tr② t♦ s♦❧✈❡ s✉❞♦❦✉ ♣✉③③❧❡s ❧♦❣✐❝❛❧❧② ✉s✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❜❛s✐❝ ♦r ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ tr✐❝❦s✱ ♠♦st ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ❧♦❣✐❝
❜✉t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧s✳ ❆ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✉s❡❞ ❜❛s❡❞
♦♥ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ❬✶✻❪✱ ❜r✉t❛❧ ❢♦r❝❡ s❡❛r❝❤ ♦r ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❬✷❪✳ ❚❤❡ ♠♦st
r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❙✐♥❦❤♦r♥ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✸❪ ❛♥❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ s♣❛rs❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s
❬✶❪✳

❙t♦❝❤❛st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧s♦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❬✶✶❪
♦r ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✶✹❪ ❧✐❦❡ ❝✉❧t✉r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✶✺❪✱ r❡♣✉❧s✐✈❡
♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❬✾❪ ♦r q✉❛♥t✉♠ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❬✹❪✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜✉t ♠♦r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜② ❏♦❤♥ ❍❛❧t♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✶✾✻✵✬s ❬✻❪ t♦ s♦❧✈❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳ ❚❤❡②
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② t♦ s♦❧✈❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
❧✐❦❡ tr❛♥s♣♦rt ❬✸❪ ♦r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❬✺❪ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦♥
♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s❡s ❬✶✷❪✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡

❑❡② ✇♦r❞s ❛♥❞ ♣❤r❛s❡s✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❙✉❞♦❦✉ ♣✉③③❧❡s✱
❘❡st❛rt t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
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❝❛❧❧❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❊❉❆✮ ❬✽✱✶✵❪✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡
❛❞❛♣t✐✈❡❧② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✉♣❞❛t❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st
♣✉③③❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡s❡ ✉♣❞❛t❡s✳ ❋♦r t❤❡
♠♦st ❞✐✣❝✉❧t ♣✉③③❧❡s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧❡❞ ❘❊❙❊❉❆ ✭❢♦r r❡st❛rt❡❞
❊❉❆✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛rt✐❛❧ r❡st❛rts ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣✉③③❧❡s
t❤❛t ✇❡r❡ ♥♦t ❤✉♥❞r❡❞ ♣❡r❝❡♥t ❝♦rr❡❝t✳

❖✉r ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✐ts ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ✜rst t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t
✇❡ ✉s❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ❣r✐❞ ❛♥❞ ❤♦✇ ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢r♦♠
❛ st❡♣ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ♣✉③③❧❡s ❛t st❡♣ n + 1 ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t st❡♣ n. ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛♥❞ t❤❡ r❡st❛rt ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡✳

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ t❡st ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❡❛s② ♦r ♠❡❞✐✉♠ ❡①❛♠♣❧❡s t♦ ❛♥❛❧②s❡ ✐ts
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛♥❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r ✐ts ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ st❡♣s ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❧♦t ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t♦ r❡st❛rt ♦♥❡ ♦r ❢❡✇ t✐♠❡s
❛ ❝❤❡❛♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❝♦♥✈❡r❣❡ t❤❛♥ ❛ ✈❡r② ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♦♥❡ t❤❛t
❛❧✇❛②s ❞♦❡s✳

❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ r❡st❛rt t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✉s✉❛❧ ❢✉❧❧ r❡st❛rt
t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❲❡
❞❡✈❡❧♦♣ ♣❛rt✐❛❧ r❡st❛rt t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤❡r❡ s♦♠❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r
t❤❡ ✜rst tr② ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✜①❡❞ t♦ st❛rt t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❣❛✐♥✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s r❡❛❧❧②
✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣❛rt ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ❜❧♦❝❦✱ r♦✇ ♦r ❝♦❧✉♠♥✳

❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ♠❛♥② ♣✉③③❧❡s ✇✐t❤
✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞✐✣❝✉❧t② t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❛♥ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ s♦❧✈❡
t❤❡ ❆■ ❡s❝❛r❣♦t ♣✉③③❧❡ ❬✼❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t ♣✉③③❧❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❙♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡st❛rt tr✐❝❦s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ✐ts ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

✷✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✷✳✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡
❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❛t ❡✈❡r② st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧s ♦❢
t❤❡ ♣✉③③❧❡ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ai,j ✇✐t❤ 1 ≤ i, j ≤ 9 ❧✐❦❡ ✐♥ ♠❛tr✐① ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✲

♥♦t❡ ❜② p
(n)
i,j,k t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P (n)(ai,j = k) ❢♦r t❤❡ ❝❡❧❧ ai,jt♦ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s②♠❜♦❧ k

❛t st❡♣ n ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣✉③③❧❡ ❛ s❡t G ⊂ [1, 9]2× [1, 9] ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ M

❝❡❧❧s ❛♥❞ s②♠❜♦❧s ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤✐s s❡t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r✐❝❤ ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣✉③③❧❡
❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ s❡t P (0)(ai,j = k) = 1 ❢♦r ❛❧❧ (i, j, k) ∈ G. ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ 81 − M ❝❡❧❧s ❛♥❞ s②♠❜♦❧s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ Gc ✐s
✉♥✐❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✐♥ts✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ai,j ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡
t❤❡ s❡t Vi,j ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s②♠❜♦❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥ts ∈ G t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❝♦❧✉♠♥✱

❛ r♦✇ ♦r ❛ ❜❧♦❝❦ 3× 3 ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡❧❧ ai,j . ❚❤❡♥ ✇❡ s❡t P (0)(ai,j = k) = 0

✐❢ k ∈ Vi,j ❛♥❞ P (0)(ai,j = k) = 1
9−card(Vi,j)

✐❢ ♥♦t✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥✈♦❧✈❡s s❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ p
(n)
i,j,k ❛♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡

❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ♣✉③③❧❡ ❛♥❞ t♦ st♦♣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥ ❛
s❛♠♣❧❡ ✈❛♥✐s❤❡s t❤✐s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▼❛♥② ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t



❆ ❘❊❙❚❆❘❚❊❉ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ ❖❋ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆ ❆▲●❖❘■❚❍▼ ❋❖❘ ❙❖▲❱■◆● ❙❯❉❖❑❯ P❯❩❩▲❊❙✸

✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ③❡r♦ ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ r♦✇s✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❜❧♦❝❦s
3 × 3 ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ✾ s②♠❜♦❧s✳ ❖✉r ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ r♦✇s✱ ❛❧❧
❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞ ❛❧❧ ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ s②♠❜♦❧s ✐♥ t❤❡ r♦✇s✱ ❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞ ❜❧♦❝❦s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ❛ r♦✇ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s②♠❜♦❧s (2, 2, 3, 3, 3, 5, 6, 7, 8) ✐ts ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✸ ❛s ♥✉♠❜❡rs ✶✱✹ ❛♥❞ ✾ ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣✳

✷✳✷✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p
(n)
i,j,k ✐s ❜✉✐❧t✱

✇❡ ❞r❛✇ Q s❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ✐t ❛♥❞ ❦❡❡♣ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r Q1 ♦❢ t❤❡ ❜❡st ♦♥❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❜❡st s❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦rt✐♥❣ t❤❡ Q s❛♠♣❧❡s
❛♥❞ ❦❡❡♣ t❤❡ Q1 ✇✐t❤ ❧♦✇❡st ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❆♥♦t❤❡r
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ t❛❦❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❧♦✇❡st ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ Q

Q1

s❛♠♣❧❡s ♦❢ s✐③❡

Q1. ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❛ s♠❛❧❧❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜✉t ♠❛② ♦♠✐t ✈❡r② ❣♦♦❞ s❛♠♣❧❡s✳

❚❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ai,j ✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r
(n+1)
i,j,k

♦❢ t❤❡ k s②♠❜♦❧s ❛♠♦♥❣ t❤❡ Q1 s❛♠♣❧❡s✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p
(n+1)
i,j,k ❜② ❧❡tt✐♥❣

p
(n+1)
i,j,k = αp

(n)
i,j,k + (1 − α)r

(n+1)
i,j,k

✇❤❡r❡ 0 ≤ α ≤ 1. ❚❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r α r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦❡♣t ❢r♦♠ ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ■t ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤✐s
❢r❛❝t✐♦♥ ✐s✱ t❤❡ s❧♦✇❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❜✉t t❤❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s✳ ❚❤❡
♥✉♠❜❡r Q1 ♦❢ t❤❡ ❜❡st s❛♠♣❧❡s ❦❡♣t ❛♠♦♥❣ Q s❛♠♣❧❡s ♣❧❛②s t❤❡ s❛♠❡ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■❢ Q1 ✐s ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st ❜✉t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s
s❧♦✇❡r✳

✷✳✸✳ ❙t♦♣ ❛♥❞ r❡st❛rt✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❜✈✐♦✉s❧② st♦♣s ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s
s♦❧✈❡s t❤❡ ♣✉③③❧❡ ❜✉t ✇❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ st♦♣ ✐t ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s t♦♦ s♠❛❧❧✳ ❖✉r st♦♣♣✐♥❣ t❡st ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥

ρ(n) = min
1≤i,j≤9

( max
1≤k≤9

p
(n)
i,j,k).

❲❡ st♦♣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥ ρ(n) > β ✇❤❡r❡ β ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡✳ ■♥❞❡❡❞✱
✐❢ ρ(n) > β t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛r♦✉♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
✐s ♥♦t ③❡r♦ ❛♥❞ ❝❛♥ ♦♥❧② ❡s❝❛♣❡ ❢r♦♠ ✐t ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ♠❛♥②
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✭s♦❧✈❡❞ ♦r ♥♦t ❜② st♦❝❤❛st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✮ ❧✐❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡
tr❛✈❡❧❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ♦♥❡ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
❜✉t ♦♥❧② t♦ ❛ ❣♦♦❞ ♦♥❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ♦✉r
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❛r❡ ♥♦t ✐♥t❡r❡st❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣✉③③❧❡ ✇✐t❤ ✈❡r② ❢❡✇
❡rr♦rs ❜✉t ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ♥♦♥❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢t❡♥ ♥❡❡❞s t♦
❝r♦ss ❛ ❣❛♣ ♦❢ ✸ ♦r ✹ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✳

❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛② ❢❛✐❧ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ ♦♥❡ s❤♦t✱ s♦ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ st❛rt ✐t ❛❣❛✐♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❤✐s ✜rst s❤♦t ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡ ♠♦st s✐♠♣❧❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ❢✉❧❧ r❡st❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rt✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❣r✐❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t t❤✐s tr✐❝❦ ✐s ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t
❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t ♣✉③③❧❡s✳ ❋♦r s✉❝❤ ♣✉③③❧❡s✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ttr❛❝t❡❞ ❛❧♠♦st
❡✈❡r② t✐♠❡ t♦✇❛r❞s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛ ❧❛r❣❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❤❛✈❡ t❤❡ r✐❣❤t s②♠❜♦❧ ❛♥❞ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ✉s✐♥❣ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
t♦ r❡st❛rt t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡st❛rt ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡st❛rt✐♥❣ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✜①❡❞ s②♠❜♦❧s ♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✇✐t❤ s②♠❜♦❧s ✇✐t❤ ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
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✸✳ ❇❛s✐❝ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✇✐t❤♦✉t r❡st❛rt✐♥❣

✸✳✶✳ ❊❛s② ❡①❛♠♣❧❡✳ ❖✉r ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✮ ✐s ❛♥ ❡❛s② ♣✉③③❧❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠
t❤❡ ✇❡❜s✐t❡ ✇✇✇✳❡✲s✉❞♦❦✉✳❢r ✭♣✉③③❧❡ ✶✶✹✾✹✾✮ ✳

✽ ✻ ✼ ✹ ✷

✹ ✷ ✸ ✾

✸ ✼ ✷

✹ ✺

✽ ✾ ✷ ✺ ✶ ✻ ✼

✶ ✸

✾ ✼ ✸

✸ ✺ ✷ ✶

✼ ✺ ✸ ✷ ✾

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❡❛s② ♣✉③③❧❡

❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤♦✉t r❡st❛rt ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✉s✐♥❣ Q1 = 10 ♣✉③③❧❡s ❢r♦♠
❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ Q = 100 ♣✉③③❧❡s t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
st♦♣s ✇❤❡♥ ρ(n) = 0.6✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
t❡sts✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤r❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❣❡ts r✐❞ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜✉t tr✐❡s t♦ ♣✐❝❦ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✐♥
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✾ ❜❧♦❝❦s 3 × 3 ✇❤❡♥❡✈❡r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣✐❝❦✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝❛s❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥❝✐❧✐❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧ ♦❢
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❡❧❧s ❛♥❞ t❤❡ ✇✐❧❧ t♦ ♣✐❝❦ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✐❢ t❤✐s
❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♣t✐♠❛❧❧②✳ ❖✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t♦ ✜rst ♣✐❝❦ ❛ s②♠❜♦❧ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❤❛✈✐♥❣
t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❖♥❝❡ t❤✐s s②♠❜♦❧ ✐s ♣✐❝❦❡❞✱ ✐t ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
s②♠❜♦❧s ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡s❡ ❝❡❧❧s ❛r❡
r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s s②♠❜♦❧ ✐s ♥♦✇ ③❡r♦✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
✐s ✐t❡r❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❧❛st ❝❡❧❧ ✐s ✜❧❧❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦
♣✐❝❦ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❥✉st
♣✐❝❦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s②♠❜♦❧s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst t✇♦ str❛t❡❣✐❡s✿ tr②✐♥❣ t♦ ♣✐❝❦ ♣❡r✲
♠✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ❜❧♦❝❦s ✇❤✐❧❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✜①❡❞
❝❡❧❧s✳ ❚❤✐s ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❜✉t t❤❡s❡
♦♥❡s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❜② t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■❢ ✇❡ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❊❉❆ ❬✶✵❪✱ t❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ ✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✐s ✉♥✐✈❛r✐❛t❡
✇❤✐❧❡ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ♦♥❡s ❛r❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ str❛t❡❣✐❡s ♦♥ t❤❡ ♥✐♥❡ ❝❡❧❧s ♦❢ ❛ ❜❧♦❝❦✳

❚❛❜❧❡ ✷ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♠♦♥❣ ♦♥❡ ❤✉♥❞r❡❞ ❛♥❞
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ α ❢♦r
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳
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♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜♦t❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s
α s✉❝❝❡ss r♦✉♥❞s s✉❝❝❡ss r♦✉♥❞s s✉❝❝❡ss r♦✉♥❞s

✵✳✾✾ ✾✽ ✺✼✹ ✶✵✵ ✺✷✷ ✶✵✵ ✶✽✽
✵✳✾ ✽✷ ✻✼ ✾✻ ✻✵ ✶✵✵ ✷✺
✵✳✼ ✹✷ ✷✺ ✼✶ ✷✷ ✶✵✵ ✾
✵✳✺ ✶✶ ✶✼ ✸✺ ✶✹ ✶✵✵ ✻

❚❛❜❧❡ ✶✿ s✉❝❝❡ss r❛t❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✳

❚❤❡s❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ✐♥ ❛❧❧ ✐ts ✈❡rs✐♦♥s
❛♥❞ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ r✉♥ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳
■♥❞❡❡❞ t❤❡s❡ t♦♦❧s r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ ♠❛♥② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉③③❧❡s✳ ❆s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❲❡ ❝❛♥
❛❧s♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ α ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠♦r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜✉t ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡
❛ ❧♦t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ♦❜t❛✐♥
♦♥ t❤✐s ❡❛s② ♣✉③③❧❡✱ ✐t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❧♦t ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
t✐♠❡s t♦ t❛❦❡ ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ α ❝♦✉♣❧❡❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✇✐t❤ ❛ ❢✉❧❧ r❡st❛rt ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
❲❡ s❤❛❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♦♥ ♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s ✐❢ t❤✐s st✐❧❧ ❤♦❧❞s ❛♥❞ ❝❤♦s❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α

❝❧♦s❡ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■❢ ✇❡ ❝❤♦s❡ ❜♦t❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ α = 0.7✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣✉③③❧❡s t❡st❡❞ ✐s ♦♥❧② ✾✵✵ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❈P❯ t✐♠❡s ❛r❡ ✵✳✵✸ s❡❝♦♥❞s✳ ❖✉r ♣r♦❣r❛♠
✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈✰✰ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❛ ❞❡s❦t♦♣ P❈✱ ✇✐t❤ ❛♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✷ ❉✉♦ ✷✱✻✻●❍③
♣r♦❝❡ss♦r r✉♥♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ●◆❯✴▲✐♥✉①✳

✸✳✷✳ ▼❡❞✐✉♠ ❞✐✣❝✉❧t② ❡①❛♠♣❧❡✳ ❖✉r s❡❝♦♥❞ ♣✉③③❧❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✹❪ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ✜❣✉r❡ ✷ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ♠❡❞✐✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞✐✣❝✉❧t②✳

✷ ✹ ✼

✻

✸ ✻ ✽ ✹ ✶ ✺

✹ ✸ ✶ ✺

✺ ✸ ✷

✼ ✾ ✻

✷ ✾ ✼ ✶ ✽

✹ ✾ ✸

✸ ✶ ✹ ✼ ✺

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ♠❡❞✐✉♠ ♣✉③③❧❡

❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ st✐❧❧ s♦❧✈❡ q✉✐t❡ ❡❛s✐❧② t❤✐s ♣✉③③❧❡ ❜✉t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss
❞❡❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❤❡♥ α ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✇❤❡r❡ α ✐s t❛❦❡♥
❜❡t✇❡❡♥ 0.1 ❛♥❞ 0.99✳
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α s✉❝❝❡ss ✐t❡r❛t✐♦♥s
✵✳✾✾ ✾✾ ✷✼✼
✵✳✾ ✽✶ ✸✼
✵✳✼ ✻✶ ✶✹
✵✳✺ ✹✸ ✽
✵✳✸ ✷✻ ✼
✵✳✶ ✶✷ ✼

❚❛❜❧❡ ✷✿ α ❛♥❞ s✉❝❝❡ss r❛t❡s

❆s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧✇❛②s s♦❧✈❡s t❤❡ ♣✉③③❧❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡st❛rt
♦♥❡ ♦r ❛ ❢❡✇ t✐♠❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✜♥❞ ❛
❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✉♥t✐❧
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r ❛ r❡st❛rt✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❡st❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉③③❧❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢
❞✐✣❝✉❧t② ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ α = 0.7 ❤❛s ❛♣♣❡❛r❡❞ ❛s ❛ ❣♦♦❞ ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡sts✳

✹✳ ❙♦❧✈✐♥❣ s✉❞♦❦✉ ♣✉③③❧❡s ✇✐t❤ ♣❛rt✐❛❧ r❡st❛rt

✹✳✶✳ ❇❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❤❛r❞❡r ♣✉③③❧❡s✳ ❲❡ t❛❦❡ ♥♦✇ ❛♥ ❤❛r❞❡r
❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❬✶❪ ✭✜❣✉r❡ ✸✮✳ ❚❤✐s ♣✉③③❧❡ ✐s ❛ ❧♦t ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ s♦❧✈❡ ✇✐t❤ ♦✉r
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ♦♥❧② s✉❝❝❡❡❞ ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ✐t ✸ t✐♠❡s ♦✉t ♦❢ ❛♥ ❤✉♥❞r❡❞✳

✶ ✼ ✽ ✾

✸ ✽

✾ ✺ ✻

✾ ✼

✸ ✶ ✷

✹ ✺ ✽

✺ ✻ ✷ ✹ ✾

✻ ✼ ✸ ✹ ✾ ✺ ✶

✹ ✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❤❛r❞ ♣✉③③❧❡

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣✉③③❧❡ ✐♥ ♦♥❡ s❤♦t ✐s q✉✐t❡ s♠❛❧❧✱ ✐t ✐s
✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♣✉③③❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t
❝♦♠♣❧❡t❡❧② s♦❧✈❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ♣✉③③❧❡s ♦♥❧② ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡② ❛r❡
tr✉❡ ♦r ✇r♦♥❣ ♠❛② ❤✐❞❡ t❤❛t t❤❡ ✇r♦♥❣ ♣✉③③❧❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦rr❡❝t✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❣r✐❞ ✭✜❣✉r❡ ✹✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ❤✉♥❞r❡❞ tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ♣✉③③❧❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣✉③③❧❡✱
✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❣r❛❞❡ ❆ ✐❢ ✐t ❛❧✇❛②s ❝♦rr❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞❡ ❇ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❝♦rr❡❝t
❜✉t ❛t ❧❡❛st ♥✐♥❡t② t✐♠❡s ♦✉t ♦❢ ❛♥ ❤✉♥❞r❡❞✳ ❆♥ ❡♠♣t② ❝❡❧❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t
✈❛❧✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❧❡ss t❤❛♥ ♥✐♥❡t② t✐♠❡s ♦✉t ♦❢ ❛♥ ❤✉♥❞r❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❤❛r❞ ♣✉③③❧❡✿ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ♠❛♥② r♦✇s✱ ❜❧♦❝❦s ♦r ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♦r ✈❡r② ♦❢t❡♥ ❝♦rr❡❝t
✉s✐♥❣ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❜♦tt♦♠ ❜❧♦❝❦s ✭❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡
t❤r❡❡ ❜♦tt♦♠ r♦✇s✦✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦❧✉♠♥ t✇♦ ❛♥❞ ❢♦✉r ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❝♦rr❡❝t✳ ❙♦♠❡ ♦t❤❡r
r❡❣✐♦♥s ❧✐❦❡ ❝♦❧✉♠♥ ✜✈❡ ♦r ❧✐♥❡ t❤r❡❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❛ ❧❛r❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t✳
■♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ✉s❡ t❤❡s❡ ♥✐❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♣❛rt✐❛❧ r❡st❛rt
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✹✳✷✳ ❘❡st❛rt❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❛ ♣✉③✲
③❧❡ ❞❡♣❡♥❞s ♠❛✐♥❧② ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✜①❡❞ ❝❡❧❧s✳ ❆❞❞✐♥❣ ♦♥❧② ❢❡✇ ♠♦r❡
✜①❡❞ ❝❡❧❧s ❝❛♥ tr❛♥s❢♦r♠ ❛ ✈❡r② ❤❛r❞ ♣✉③③❧❡ ✐♥t♦ ❛♥ ❡❛s② ♦♥❡✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❢❡✇ ❜❛s✐❝ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❣✉❡ss❡s ❢r♦♠ ❤✉♠❛♥ s✉❞♦❦✉
❡①♣❡rts ❜✉t ✇❡ ✐♥t❡♥❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t t♦ ❦❡❡♣ ✐t ❢✉❧❧② st♦❝❤❛st✐❝✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss
✇❡ ❝❛♥ tr② t♦ ♠❛❦❡ t❤❡s❡ ❣✉❡ss❡s ❢r♦♠ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ♠❛♥② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❧❡t❡
r♦✇s ❝♦❧✉♠♥s ♦r ❜❧♦❝❦s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡st❛rts ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❘❊❙❊❉❆✮ ✐s ❜✉✐❧t ✐♥ ❛❞❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✜①❡❞ ❝❡❧❧s ❝♦❧✉♠♥s✱ r♦✇s ♦r
❜❧♦❝❦s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❛ ✜rst r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❧❡ ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ ♦❜✈✐♦✉s❧②
❛♥② ♦❢ t❤❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ ✜① ❝❡❧❧s ❛t r❛♥❞♦♠ ❛♠♦♥❣
t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜✉t t❤✐s ✇❛s ♥♦t r❡❛❧❧②
❡✣❝✐❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s ❛ ❧♦t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ✜①❡❞ ❝❡❧❧s
✐s ✇r♦♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✜①✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❝❡❧❧s ♦❢ ❛ r♦✇✱ ❜❧♦❝❦ ♦r ❝♦❧✉♠♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡
❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❛❞❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ③♦♥❡ ❛t ❛ t✐♠❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t✇♦ ③♦♥❡s
❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝♦rr❡❝t ✐s s♠❛❧❧✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ✷✼ ✇❛②s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉③③❧❡ ✐❢ ✇❡ ❛❞❞ ♦♥❡ ③♦♥❡ ❛t ❛ t✐♠❡✳
❲❡ ❝♦✉❧❞ r✉♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ✷✼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❜✉t ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❛t ✐❢
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢❛✐❧s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ③♦♥❡s ✐t ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡
❢♦r t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❢✉❧❧ r❡st❛rt ✇❤✐❝❤ ❛✈♦✐❞s ✷✹ ♠♦r❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✇r♦♥❣✳

❚❛❜❧❡ ✹ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❤❛r❞ ♣✉③③❧❡✳ ■t ❣✐✈❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s✉❝❝❡ss ❛♠♦♥❣ ✶✵✵✵ ❛tt❡♠♣ts ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t♦t❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡
✐♥ s❡❝♦♥❞s✳ ❋♦✉r ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✿ ✇✐t❤♦✉t r❡st❛rt✱ ✇❤❡♥ ✇❡ r❡st❛rt ✇✐t❤ ♦♥❡
✜①❡❞ ③♦♥❡ ❛t ❛ t✐♠❡ ♦✉t ♦❢ ✸✱ ✾ ♦r ✷✼ ③♦♥❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✸①✸ ❜❧♦❝❦s
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♦♥ t❤❡ ✜rst ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ❛❧❧ t❤❡ ✸①✸ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ r♦❧✉♠♥s✱ r♦✇s ❛♥❞ ✸①✸ ❜❧♦❝❦s✳
❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ t✐♠❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss ✭❊❚❙✮ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥✳

▼❡t❤♦❞ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❝❡ss t✐♠❡ ❊❚❙
◆♦ ♣❛rt✐❛❧ r❡st❛rt ✽✾ ✵✳✶✾✽ ✷✳✷✷✺

❘❡st❛rt ✇✐t❤ ✶ ③♦♥❡ ♦✉t ♦❢ ✸ ✹✼✹ ✵✳✻✶✹ ✶✳✷✾✺
❘❡st❛rt ✇✐t❤ ✶ ③♦♥❡ ♦✉t ♦❢ ✾ ✻✶✾ ✶✳✶✶✸ ✶✳✼✾✽
❘❡st❛rt ✇✐t❤ ✶ ③♦♥❡ ♦✉t ♦❢ ✷✼ ✾✵✻ ✶✳✻✾✹ ✶✳✽✻✾

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❡st❛rt t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥ t❤❡ ❤❛r❞ ♣✉③③❧❡

❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ♦♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❜❡st tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞
s✉❝❝❡ss r❛t❡ ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧ r❡st❛rt ✇✐t❤ ♦♥❡ ❜❧♦❝❦ ❛t ❛ t✐♠❡✱ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✸ ❜❧♦❝❦s ♦♥ t❤❡
✜rst ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❢❛st❡r ✇✐t❤ ❛
♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ♣✉③③❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ q✉✐t❡ ♦❜✈✐♦✉s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✿ ❛❞❞✐♥❣
❝❧✉❡s ♠❛❦❡s t❤❡ ♣✉③③❧❡ ❡❛s✐❡r ❛♥❞ s♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛tt❡♠♣t ♥❡❡❞ ❧❡ss t✐♠❡✳

❖✉r ♣❛rt✐❛❧ r❡st❛rt t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥ ♣✉③③❧❡s ❝♦♠✲
♣❧❡t❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✸ ❜❧♦❝❦s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❛ ✜rst r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
■❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛❢t❡r tr②✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ✸ ❜❧♦❝❦s✱ t❤❡♥ ✇❡ ❞♦
❛ ❢✉❧❧ r❡st❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✺✳ ▼♦r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts

✺✳✶✳ ❚❡st ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞✐✣❝✉❧t②✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦✇ ❣✐✈❡ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹ ♠♦r❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦♥ ♣✉③③❧❡s ✇✐t❤ ✜✈❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞✐✣❝✉❧t②✿ ✈❡r② ❡❛s②✱ ❡❛s②✱ ♠❡❞✐✉♠✱
❤❛r❞ ❛♥❞ ✜❡♥❞✐s❤ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ s✉❞♦❦✉ ✶✳✵✳✶✲✸ ❜② ▼✐❝❤❛❡❧ ❑❡♥✲
♥❡tt✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞✐✣❝✉❧t②✱ ✶✵✵✵ ♣✉③③❧❡s ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛✲
s✉r❡❞ t✐♠❡s ❛r❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s
✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡✳

❋♦r ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ✶✵✵✵ ♣✉③③❧❡s✱ ✇❡ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② s♦❧✈❡❞ ♣✉③③❧❡
❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✜①✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ♦♥❡ ③♦♥❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✷✼ ③♦♥❡s
❛❢t❡r t❤❡ r❡st❛rt✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❞♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ♦♥❧② t❤❡ ♥✐♥❡ ✸①✸ ❜❧♦❝❦s
❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛♠♦♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ✸①✸ ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❞✐❛❣♦♥❛❧✳

✷✼ ③♦♥❡s ✾ ③♦♥❡s ✸ ③♦♥❡s
s✉❝❝❡ss t✐♠❡ s✉❝❝❡ss t✐♠❡ s✉❝❝❡ss t✐♠❡

✈❡r② ❡❛s② ✶✵✵✵ ✵✳✵✹✻ ✶✵✵✵ ✵✳✵✹✾ ✶✵✵✵ ✵✳✵✹✼
❡❛s② ✶✵✵✵ ✵✳✶✶✸ ✾✾✹ ✵✳✶✷✾ ✾✽✷ ✵✳✶✵✹

♠❡❞✐✉♠ ✾✺✾ ✶✳✵✶✺ ✽✽✹ ✵✳✼✶✽ ✻✺✾ ✵✳✺✵✷
❤❛r❞ ✽✶✶ ✷✳✸✾✹ ✺✻✸ ✶✳✹✺✶ ✸✻✺ ✵✳✼✷✻

✜❡♥❞✐s❤ ✻✵✺ ✸✳✹✺✽ ✸✸✻ ✶✳✽✸✶ ✷✷✶ ✵✳✽✷✹

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ♣✉③③❧❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐✣❝✉❧t✐❡s

❚❤❡ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ✐s ❤✐❣❤ ✇❤❡♥ ✇❡ ✜① ❡①❤❛✉st✐✈❡❧② t❤❡ ✷✼ ③♦♥❡s✱ ❜✉t ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡
t❤❛t ✉s✐♥❣ ❧❡ss ③♦♥❡s ✐♥s✉r❡s ❛ ❣♦♦❞ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ q✉✐t❡ ❡❛s✐❧② ✿ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣✐✈❡s ♠❛♥② s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② s♦❧✈❡❞ ③♦♥❡s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❞♦♥✬t ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ③♦♥❡s
❛r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② s♦❧✈❡❞✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡st❛rt✳



❆ ❘❊❙❚❆❘❚❊❉ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ ❖❋ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆ ❆▲●❖❘■❚❍▼ ❋❖❘ ❙❖▲❱■◆● ❙❯❉❖❑❯ P❯❩❩▲❊❙✾

❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡t✐♠❡s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦✉♥❞s ❛ ❧♦❝❛❧
♠✐♥✐♠✉♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ r❡st❛rt✐♥❣ ✐s ❛ ❧♦ss
♦❢ t✐♠❡ ✐❢ ♥♦ ✜①❡❞ ③♦♥❡ ✐s ❝♦rr❡❝t✳ ❚❤✉s✱ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡st❡❞ ✜①❡❞ ❜❧♦❝❦s
❢♦r ❛ r❡st❛rt ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❦❡❡♣s ❛ ❣♦♦❞ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ✐❢ t❤❡ ✜rst st❡♣
❤❛s ❢♦✉♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ t✐♠❡ ✐❢ t❤✐s ✜rst
st❡♣ ❣✐✈❡s ❛ ♣♦♦r ♣❛rt✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

❙♦✱ ✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧ r❡st❛rt ✸ t✐♠❡s✱ ✜①✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✸ ❜❧♦❝❦s
♦♥ t❤❡ ✜rst ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡st❛rt✳ ■❢ ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞✱ t❤❡♥ ✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞
t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❢✉❧❧ r❡st❛rt✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ t✐♠❡ ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤✐s str❛t❡❣② ✐s t❤❡ ♠❡❛♥
t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥ t✐♠❡ ❣♦❡s
❢r♦♠ 0.047 s❡❝♦♥❞s ❢♦r t❤❡ ✈❡r② ❡❛s② ♣✉③③❧❡s t♦ 0.824

0.221 ≃ 3.71 s❡❝♦♥❞s ❢♦r t❤❡ ✜❡♥❞✐s❤
♦♥❡s✳

✺✳✷✳ ❱❡r② ❤❛r❞ ♣✉③③❧❡ ✿ ❆■ ❊s❝❛r❣♦t✳ ❯♥t✐❧ ♥♦✇✱ t❤❡ ♣✉③③❧❡s ✇❡r❡ ❡✐t❤❡r q✉✐t❡
❡❛s② ♣✉③③❧❡s ❜✉✐❧t t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❤✉♠❛♥ ♣❧❛②❡rs✱ ♦r r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣✉③③❧❡s
✇✐t❤ ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞✐✣❝✉❧t② ♠❡❛s✉r❡ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❝r✐t❡r✐❛✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥
❝❤❛✐♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❘❊❙❊❉❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ♥♦✇ ✉s❡ ✐t
t♦ s♦❧✈❡ ❛ ♣✉③③❧❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❦✐♥❞ ✿ ❛ ♣✉③③❧❡ ❜✉✐❧t t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧❡① t♦ s♦❧✈❡✳
❚❤❡ ♣✉③③❧❡ ✇❡ st✉❞② ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❆■ ❊s❝❛r❣♦t ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❆rt♦ ■♥❦❛❧❛
✇❤♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ✐t ❛s t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t ♣✉③③❧❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ❚❤✐s ♣✉③③❧❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s
❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡

✶ ✼ ✾

✸ ✷ ✽

✾ ✻ ✺

✺ ✸ ✾

✶ ✽ ✷

✻ ✹

✸ ✶

✹ ✼

✼ ✸

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❆■ ❊s❝❛r❣♦t ♣✉③③❧❡

❖♥❝❡ ♠♦r❡✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✶✵✵✵ t✐♠❡s ❛♥❞ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺ t❤❡
s✉❝❝❡ss r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✐♥ t❤❡ ✸ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✿ ♣❛rt✐❛❧ r❡st❛rt
✇✐t❤ ♦♥❡ ③♦♥❡ ♦✉t ♦❢ ✸✱ ✾ ♦r ✷✼ ③♦♥❡s✳

◆✉♠❜❡r ♦❢ t❡st❡❞ ③♦♥❡s ◆✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❝❡ss ❈P❯ t✐♠❡
✸ ✵ ✶✳✷✺✶
✾ ✶ ✷✳✽✺✼
✷✼ ✾ ✼✳✵✹✺

❚❛❜❧❡ ✺✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✶✵✵✵ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❆■ ❊s❝❛r❣♦t
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❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡✱ t❤✐s ✐s ❛ ❤❛r❞ ♣✉③③❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❘❊❙❊❉❆✳ ❚❤❡
s✉❝❝❡ss r❛t❡ ✐s ♥♦t ③❡r♦ ✐❢ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧ r❡st❛rt ✇✐t❤ ✾ ♦r ✷✼ ③♦♥❡s✱ ❜✉t ✐t✬s
st✐❧❧ ❧♦✇✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② r❡❛s♦♥s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♣✉③③❧❡ ❤❛s
❢❡✇ ❝❧✉❡s ✿ ♦♥❧② ✷✸ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❤✐♥❞r❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s ❛ ❧♦❝❛❧
♠✐♥✐♠✉♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛ ❢❡✇ ③♦♥❡s
❛r❡ ❧❡ss ❤❛r❞ t♦ s♦❧✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ✸①✸ ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ✜rst
❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❙♦ ❢♦r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣✉③③❧❡✱ ✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ t♦ ✉s❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡❧② t❤❡ ✷✼ ③♦♥❡s
❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡st❛rts✳

❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✭✇✐t❤ s✉❝❝❡ss ♦r ♥♦t✮ ✐s r♦✉❣❤❧② t✇✐❝❡ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦
s♦❧✈❡ ❛ ✜❡♥❞✐s❤ ♣✉③③❧❡ ❜✉t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ✐s ♦♥❧② 9

1000 . ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛
♠❡❛♥ t✐♠❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss ♦❢ ❛❜♦✉t 778 s❡❝♦♥❞s ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ ❧♦♥❣✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡
t❤✐s ❈P❯ t✐♠❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝♦✉♣❧❡ ❘❊❙❊❉❆ ✇✐t❤ ❜r✉t❛❧ ❢♦r❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡
✐❞❡❛ ✐s t♦ r✉♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛s ✜①❡❞ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s
♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✸①✸ ❜❧♦❝❦✳ ■❢ ✇❡ ❞♦ t❤✐s ❢♦r t❤❡ ✉♣ ❧❡❢t ❝♦r♥❡r ❜❧♦❝❦✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✷✹
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s t❤❛t ♠❡t t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✷✹ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✐s t❤❡
r✐❣❤t ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t ❛❞❞s ✻ ❝❧✉❡s t♦ t❤❡ ♣✉③③❧❡✳ ❲❤❡♥ ✐t ✐s ❝♦rr❡❝t❧② ❣✉❡ss❡❞✱
t❤❡ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ❣r♦✇s t♦ 580

1000 ✇✐t❤ ❛ ❈P❯ t✐♠❡ ♦❢ ✶✳✺✶✼ s❡❝♦♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛

♠❡❛♥ t✐♠❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss ♦❢ 1000×24×1.517
580 ≃ 63 s❡❝♦♥❞s✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ♥❡✇ ✐❞❡❛✱ t❤❡ ❈P❯

t✐♠❡s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❡♥✳

✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ❛ ♥❡✇ st♦❝❤❛st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❘❊❙❊❉❆ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣
s✉❞♦❦✉ ♣✉③③❧❡s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✈❡rs✐♦♥s ❡♥❛❜❧❡s t♦ s♦❧✈❡ ❡❛s② ♦r ♠❡❞✐✉♠ ♣✉③③❧❡s ✐♥
♦♥❡ ♦r ❛ ❢❡✇ s❤♦ts✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t ♦♥❡s✱ ♣❛rt✐❛❧ r❡st❛rt t❡❝❤♥✐q✉❡s
✇❡r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❣♦♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❈P❯ t✐♠❡s ✈❛r② ❢r♦♠
❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ t♦ ❛❜♦✉t ♦♥❡ ♠✐♥✉t❡ ❢♦r t❤❡ ❆■ ❡s❝❛r❣♦t ♣✉③③❧❡✳ ❚❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r st♦❝❤❛st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥
❬✶✶✱✶✹❪✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ✇❛②s ❢♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ ♣✉③③❧❡ ✐s ❛ ❦❡② ✐❞❡❛ ❢♦r
❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ ❘❊❙❊❉❆✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❞♦♥❡ ❛ ❜❛s✐❝ ❛tt❡♠♣t ❜❛s❡❞ ♦♥
❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜r✉t❛❧ ❢♦r❝❡ ❜✉t ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❡rt❛✐♥❧② ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♠❜✐♥❡
❘❊❙❊❉❆ ✇✐t❤ ♦t❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r 4×4 ♦r 5×5 ♣✉③③❧❡s✳ ❖♥❡
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