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Zusammenfassung: Der vorliegende Beitrag befasst sich
mit der Ein-/Ausgangsentkopplung quadratischer und
überaktuierter, linearer Systeme mittels statischer Zu-
standsrückführung. Hierfür wird eine spezielle Transfor-
mation genutzt, mit deren Hilfe sich die Koppeleffekte
des Systems einfach veranschaulichen lassen. Neben ei-
nem unkomplizierten Zugang zur vollständigen und teil-
weisen Entkopplung kann hierdurch ein direkter Zusam-
menhang zwischen den Reglerparametern und den resul-
tierenden Übertragungsfunktionen hergestellt werden. Im
Falle überaktuierte Systeme, d.h. Systeme mit mehr Ein-
als Ausgangsgrößen, ermöglicht die verwendete Transfor-
mation eine geschickte Veranschaulichung der zusätzli-
chen Freiheitsgrade und dadurch eine gezielte Manipula-
tion der Systemdynamik über die zusätzlichen Aktoren.

Schlüsselwörter: Entkopplungsregelung, überaktuierte
Systeme, vollständige Entkopplung, teilweise Entkopp-
lung, statische Zustandsrückführung.

Abstract: This paper deals with the input-output decou-
pling of square and overactuated, linear systems by static
state feedback. A transformation is proposedwhichvisual-
izes the coupling effects of the system. This enables a sim-
ple access to full and partial decoupling and highlights
the connection between the controller parameters and the
generated transfer functions. In case of overactuated sys-
tems, i.e. systems having more inputs than outputs, the
transformation leads to an appropriate illustration of the
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degrees of freedom such that the additional actuators can
be used to shape the dynamics in a specific way.

Keywords: Decoupling control, overactuated systems, full
decoupling, partial decoupling, static state feedback.

1 Einleitung
Seit über 50 Jahren stellt die Entkopplung linearer zeit-
invarianter Systeme ein intensiv studiertes und zum Teil
noch ungelöstes Problem in der Regelungstechnik dar.
Das Regelungsziel der Ein-/Ausgangsentkopplung meint
hierbei den Entwurf einer Zustandsrückführung, so dass
im geschlossenen Regelkreis jede Ausgangsgröße durch
genau eine ihr zugeordnete Eingangsgröße angesteuert
wird. Eine allgemeine Formalisierung des Entkopplungs-
problemswurde 1964 von B. S. Morgan unternommen [22].
Seitdemwurden in der Literatur zahlreiche Beiträge doku-
mentiert, wobei die meisten Lösungsansätze lediglich für
bestimmte Systemklassen anwendbar sind oder nur eine
Teillösung präsentieren. Die Artikel [25] und [26] bieten ei-
ne gute Übersicht zur Thematik.

Erste notwendige und hinreichende Bedingungen
für die Ein-/Ausgangsentkopplung quadratischer Systeme
(Systeme mit gleicher Anzahl von Ein- und Ausgängen)
wurden 1967 von P. L. Falb und W.A. Wolovich prä-
sentiert [7]. Demnach sind quadratische Systeme genau
dann entkoppelbar, wenn die sogenannte Entkopplungs-
matrix 𝐷⋆ vollen Zeilenrang aufweist. Für Systeme mit
mehr Ein- als Ausgangsgrößen, auch überaktuierte Sys-
teme genannt, ist diese Bedingung jedoch nur hinrei-
chend [4]. Bislang existieren keine allgemeingültigen not-
wendigen und hinreichenden Kriterien für die Entkoppel-
barkeit überaktuierter Systeme [11].

Eine Schwierigkeit bei der Entkopplung besteht da-
rin, die Stabilität des Systems sicherzustellen. Es lässt sich
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zeigen, dass die Entkopplung eine Kompensation der in-
varianten Nullstellen bedingt [7, 17, 29]. Dementsprechend
lassen sich nicht-minimalphasige Systeme (Systeme, die
invarianteNullstellenmit nicht-negativemRealteil aufwei-
sen) durch eine statische Zustandsrückführung im Allge-
meinen nicht stabil entkoppeln. In diesem Fall kann die
vollständige und stabile Entkopplung nur noch durch ei-
ne dynamische Rückführung realisiert werden [2, 6, 16, 21,
23]. Dynamische Regler können auch eingesetzt werden,
um nicht-entkoppelbare Systeme vollständig zu entkop-
peln [16].

Eine Alternative zum Einsatz dynamischer Regler be-
steht darin vom Ziel der vollständigen Entkopplung abzu-
weichen und stattdessen eine teilweise Entkopplung an-
zustreben. Im Gegensatz zur vollständigen Entkopplung
stellt die teilweise Entkopplung eine weniger restriktive
Anforderung dar, die im Allgemeinen durch eine stati-
sche Rückführung und unter Gewährleistung der Stabili-
tät des Regelkreises erfüllbar ist. In der Literatur spricht
man auch von der Dreiecks- [1, 5, 24] oder Blockentkopp-
lung [14, 15, 30], wobei gemeint ist, dass die Übertra-
gungsmatrix des geregelten Systems eine entsprechende
Struktur aufweist. Als Spezialfall hiervon wurde in [17, 18]
ein parametrisches Verfahren präsentiert, bei dem Kopp-
lungen in lediglich einer Zeile der Übertragungsmatrix
entstehen.

Der vorliegenden Beitrag stellt einen Transformati-
onsansatz zur vollständigen und teilweisen Entkopplung
für quadratische und überaktuierte Systeme vor. Ziel die-
ser Arbeit ist es nicht neue Kriterien für die Entkopplung
herzuleiten, sondern vielmehr eine einfache Analyse- und
Entwurfsmethodik vorzustellen. Transformationsansätze
zur Entkopplung werden auch in [9] und [27] präsentiert,
wobei in [9] lediglich vollständig entkoppelbare, qua-
dratische Systeme thematisiert werden. In [27] wird ei-
ne Dreiecksentkopplung für nicht-entkoppelbare Systeme
betrachtet, allerdings erfordert die hierfür notwendige
Koordinatentransformation einen Algorithmus bestehend
aus mehreren Transformationsschritten und Fallunter-
scheidungen,was letztlich zu einemaufwendigenEntwurf
führt.¹ Außerdemwerden überaktuierte Systeme durch ei-
ne Vorfilterung in quadratische umgewandelt („squaring
down“), wodurch die zusätzlichen Freiheitsgrade unbe-
rücksichtigt bleiben.

Im Gegensatz hierzu stellt die vorliegende Arbeit eine
einfache Zustandsraumtransformation vor, die das System

1 Zur Vereinfachung des Entwurfs wurde ein Protokoll für das
Computeralgebra-System Maple geschrieben, das für die Koordina-
tentransformation genutzt werden kann [10].

in eine für die Entkopplung geeignete Form – die soge-
nannte ausgangsdifferenzierende Form – überführt. Basie-
rend hierauf lassen sich die Koppeleffekte des Systems
einfach interpretieren. Neben der vollständigen Entkopp-
lung wird gezeigt, wie die teilweise Entkopplung (mit
möglichst wenigen Koppelelementen) im Falle nicht- und
nicht-stabil entkoppelbarer Systeme erreicht wird. Anders
als beim parametrischen Ansatz [17, 18], ist der vorliegen-
de Entwurf unmittelbar an den Systemmatrizen der Stre-
cke angelehnt. Dies erlaubt einen systemtheoretischen Zu-
gang und bietet einen direkten Zusammenhang zwischen
den Parametern des Reglers und den einzelnen Übertra-
gungsfunktionen der Ein-/Ausgangskanäle des geregelten
Systems. Dadurch lassen sich Entwurfsfreiheitsgrade an-
schaulich interpretieren und die Übertragungsfunktionen
der einzelnen Kanäle in allgemeinerer Form darstellen.

DesWeiterenwerden zusätzliche Freiheitsgrade durch
eine Überaktuierung berücksichtigt. Solche Systeme sind
meist in sicherheitskritischen Anwendungen, wie in der
Luft- und Raumfahrt, anzutreffen. Eine Möglichkeit zur
Nutzung dieser Freiheitsgrade besteht darin, die für die
Entkopplung erforderliche Stellenergie zuminimieren [13,
29]. Hierbei werden die Übertragungsfunktionen des ent-
koppelten Systems, wie im quadratischen Fall, als reine
Verzögerungsglieder angesetzt. In diesem Beitrag wird je-
doch gezeigt, dass allgemeinere Übertragungsfunktionen
realisierbar sind, bei denen neben dem Nennerpolynom
auch ein nicht-konstantes Zählerpolynom vorgebbar ist.
Ein mögliches Anwendungsfeld hierfür ist das Synchroni-
sierungsproblem von Multi-Agenten-Systemen, bei denen
mit Hilfe der Entkopplung die Übertragungsfunktionen
unterschiedlicher Agenten gezielt manipuliert werden
müssen [12].

Der Rest des Beitrags gliedert sich wie folgt: In
Abschnitt 2 werden einige Grundlagen eingeführt. Ab-
schnitt 3 stellt die Transformation und den Reglerentwurf
für eine vollständige Entkopplung vor. In Abschnitt 4 wird
die teilweise Entkopplung sowohl für nicht-stabil entkop-
pelbare als auch nicht-entkoppelbare Systeme vorgestellt.
Die Effizienz des Verfahrens wird in Abschnitt 5 an zwei
Beispielen demonstriert, gefolgt von einer Zusammenfas-
sung in Abschnitt 6.

2 Grundlagen

2.1 Notation

Die Einheitsmatrix der Dimension 𝑛 wird als 𝐼
𝑛
geschrie-

ben und die Nullmatrix als 0, wobei ihre Dimensionie-
rung aus dem Kontext hervorgeht. 𝑒

𝑖
bezeichnet den
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Einheitsvektor passender Länge, bei demder 𝑖-te Eintrag 1
ist und alle anderen Einträge 0 sind. Die Transponierte ei-
ner Matrix𝑀 wird durch𝑀⊤ dargestellt. Eine Blockdia-
gonalmatrixmit denDiagonalelementen𝑀

1
, . . . ,𝑀

𝑝
wird

abkürzend als diag (𝑀
1
, . . . ,𝑀

𝑝
) geschrieben. rang (𝑀)

und det (𝑀) bezeichnen den Rang und die Determinan-
te von 𝑀. Seien 𝑋 und 𝑌 quadratische Matrizen und
det (𝑌) ≠ 0, dann gilt [31]

det [

𝑋 𝑈

𝑉 𝑌
] = det (𝑌) ⋅ det (𝑋 − 𝑈𝑌

−1

𝑉). (1)

Des Weiteren ist adj (𝑌) die zu𝑌 gehörige adjungierte Ma-
trix, für die adj (𝑌) ⋅𝑌 = 𝑌 ⋅ adj (𝑌) = det (𝑌) gilt [31]. Be-
zeichne 𝑌

−𝑖𝑗
die Matrix die sich durch streichen der 𝑖-ten

Zeile und 𝑗-ten Spalte von 𝑌 ergibt, so berechnet sich das
Element in der 𝑗-ten Zeile und 𝑖-ten Spalte von adj (𝑌) zu
(−1)
𝑖+𝑗

⋅ det (𝑌
−𝑖𝑗

).
Für ein System �̇� = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢, 𝑦 = 𝐶𝑥 bezeichnet 𝛿

𝑘

den relativen Grad bezüglich des 𝑘-ten Ausgangs 𝑦
𝑘
. Die-

ser beschreibt wie oft 𝑦
𝑘
nach der Zeit abgeleitet werden

muss, bis der Eingangsvektor 𝑢 auftaucht [8]. Es gilt 𝛿
𝑘
=

min
𝜈

{𝜈 ≥ 1 : 𝑐
⊤

𝑘
𝐴
𝜈−1

𝐵 ≠ 0}, wobei 𝑐⊤
𝑘
die 𝑘-te Zeile von 𝐶

ist. Der relative Grad des gesamten Systems wird durch
𝛿 = ∑

𝑝

𝑘=1
𝛿
𝑘
beschrieben.

2.2 Problemstellung

Gegeben sei das vollständig steuer- und beobachtbare, li-
neare zeitinvariante System

�̇� = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢, (2a)
𝑦 = 𝐶𝑥 (2b)

mit Zustands-, Eingangs- und Ausgangsvektor 𝑥 ∈ ℝ
𝑛, 𝑢 ∈

ℝ
𝑚 und𝑦 ∈ ℝ

𝑝. Die System-, Eingangs- undAusgangsma-
trizen𝐴 ∈ ℝ

𝑛×𝑛,𝐵 ∈ ℝ
𝑛×𝑚 und𝐶 ∈ ℝ

𝑝×𝑛 werden als kon-
stant und bekannt vorausgesetzt und es gelte rang (𝐵) =

𝑚 ≥ 𝑝 = rang (𝐶). Das Ziel besteht darin, eine statische
Zustandsrückführung

𝑢 = −𝐾𝑥 + 𝐹𝑤 (3)

mit Reglermatrix𝐾 ∈ ℝ
𝑚×𝑛 und Vorfiltermatrix𝐹 ∈ ℝ

𝑚×𝑝

zu entwerfen, so dass der geschlossene Regelkreis

�̇� = (𝐴 − 𝐵𝐾)𝑥 + 𝐵𝐹𝑤, (4a)
𝑦 = 𝐶𝑥 (4b)

stabil und vollständig bzw. teilweise ein-/ausgangs-
entkoppelt ist. Das bedeutet, die Übertragungsmatrix

𝐺
𝑦𝑤

(𝑠) = 𝐶(𝑠𝐼 − 𝐴 + 𝐵𝐾)
−1

𝐵𝐹 soll im Falle einer
vollständigen Entkopplung die Struktur

𝐺
𝑦𝑤

(𝑠) = diag (𝑔
11
(𝑠), . . . , 𝑔

𝑝𝑝
(𝑠)) (5)

aufweisen bzw. im Falle einer teilweisen Entkopplung

𝐺
𝑦𝑤

(𝑠) =

[

[
[

[

[

[
[

[

[

𝑔
11
(𝑠) ⋅ ⋅ ⋅ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

...
. . .

...
...

𝑔
𝑙1
(𝑠) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑔

𝑙𝑙
(𝑠) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑔

𝑙𝑝
(𝑠)

...
...

. . .
...

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑔
𝑝𝑝
(𝑠)

]

]
]

]

]

]
]

]

]

. (6)

Es ist allgemein bekannt, dass eine vollständige Entkopp-
lung im quadratischen Fall (𝑚 = 𝑝) genau dann möglich
ist, wenn die Entkopplungsmatrix

𝐷
⋆

=

[
[

[

[

𝑐
⊤

1
𝐴
𝛿
1
−1

𝐵

...
𝑐
⊤

𝑝
𝐴
𝛿
𝑝
−1

𝐵

]
]

]

]

∈ ℝ
𝑝×𝑚 (7)

vollen Zeilenrang aufweist [7].

3 Vollständige Entkopplung
Im Folgenden wird die betrachtete Strecke (2) durch eine
spezielle Zustandstransformation in eine für die Entkopp-
lung vorteilhafte Darstellung überführt. Basierend hier-
auf wird dann der Entwurf des Reglers für eine vollstän-
dige Ein-/Ausgangsentkopplung diskutiert. Hierbei wird
zunächst von einem quadratischen System ausgegangen
(𝑚 = 𝑝), mit einer anschließenden Diskussion zum über-
aktuierten Fall (𝑚 > 𝑝).

In Abschnitt 3 werden nur vollständig entkoppelbare
Systeme mit rang (𝐷

⋆

) = 𝑝 betrachtet.

3.1 Transformation in
ausgangsdifferenzierende Form

Zunächst wird die Matrix

𝑇
𝛿
=

[

[
[

[

[

[
[

[

[

[
[

[

[

[

𝑐
⊤

1

...
𝑐
⊤

1
𝐴
𝛿
1
−1

...
𝑐
⊤

𝑝

...
𝑐
⊤

𝑝
𝐴
𝛿
𝑝
−1

]

]
]

]

]

]
]

]

]

]
]

]

]

]

∈ ℝ
𝛿×𝑛 (8)

definiert, wobei rang (𝑇
𝛿
) = 𝛿 gilt (vgl. z. B. [7]).
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Lemma 1. Angenommen 𝑚 = 𝑝 und rang (𝐷⋆) = 𝑝, dann
existieren 𝑛−𝛿Vektoren𝜂⊤

𝛿+1
, . . . , 𝜂

⊤

𝑛
, so dass𝜂⊤

𝛿+1
𝐵 = . . . =

𝜂
⊤

𝑛
𝐵 = 0 und

𝑇 =

[
[

[

[

[

𝑇
𝛿

𝜂
⊤

𝛿+1

...
𝜂
⊤

𝑛

]
]

]

]

]

∈ ℝ
𝑛×𝑛 (9)

eine quadratisch reguläre Matrix ist.

Beweis. Wegen rang (𝐵) = 𝑚 = 𝑝 existieren zweiMatrizen
𝐵
𝑖𝑚

∈ ℝ
𝑝×𝑛 und 𝐵

𝑘𝑒𝑟
∈ ℝ
(𝑛−𝑝)×𝑛 mit linear unabhängigen

Zeilenvektoren, so dass rang (𝐵
𝑖𝑚
𝐵) = 𝑝 und 𝐵

𝑘𝑒𝑟
𝐵 = 0

gilt. Demnach stellt 𝐵
𝑖𝑚

eine Basis des Zeilenraums und
𝐵
𝑘𝑒𝑟

eine Basis des Linksnullraums von 𝐵 dar. Aufgrund
von rang (𝐷⋆) = 𝑝 lautet eine mögliche Basis des Zeilen-
raums

𝐵
𝑖𝑚

=

[

[

[

[

𝑐
⊤

1
𝐴
𝛿
1
−1

...
𝑐
⊤

𝑝
𝐴
𝛿
𝑝
−1

]

]

]

]

. (10)

Des Weiteren folgt aus der Definition der relativen
Grade, dass die 𝛿 − 𝑝 linear unabhängigen Vekto-
ren 𝑐⊤

1
, . . . , 𝑐

⊤

1
𝐴
𝛿
1
−2

, . . . , 𝑐
⊤

𝑝
, . . . , 𝑐

⊤

𝑝
𝐴
𝛿
𝑝
−2 im Linksnull-

raumvon𝐵 liegen. Entsprechendmüssennoch𝑛−𝛿 linear
unabhängige Vektoren 𝜂⊤

𝛿+1
, . . . , 𝜂

⊤

𝑛
existieren, so dass ei-

ne Basis des Linksnullraums von 𝐵 durch

𝐵
𝑘𝑒𝑟

=

[

[

[

[
[

[

[

[
[

[

[

[
[

[

[

[
[

[

[

[
[

[

𝑐
⊤

1

...
𝑐
⊤

1
𝐴
𝛿
1
−2

...
𝑐
⊤

𝑝

...
𝑐
⊤

𝑝
𝐴
𝛿
𝑝
−2

𝜂
⊤

𝛿+1

...
𝜂
⊤

𝑛

]

]

]

]
]

]

]

]
]

]

]

]
]

]

]

]
]

]

]

]
]

]

(11)

gegeben ist. Fasst man𝐵
𝑖𝑚
und 𝐵

𝑘𝑒𝑟
zur quadratisch regu-

lären Matrix 𝑇 = [𝐵
⊤

𝑖𝑚
𝐵
⊤

𝑘𝑒𝑟
]

⊤

zusammen, ergibt sich 𝑇
durch eine Umsortierung der Zeilen von𝑇 und ist dement-
sprechend auch quadratisch regulär.

Unter Zuhilfenahme von (9) kann nun die Transformation
𝑥


= 𝑇𝑥 angewendet werden, wodurch sich das transfor-
mierte System

�̇�


= 𝐴


𝑥


+ 𝐵


𝑢, (12a)
𝑦 = 𝐶



𝑥


, (12b)

mit 𝐴 = 𝑇𝐴𝑇−1, 𝐵 = 𝑇𝐵 und 𝐶 = 𝐶𝑇−1, ergibt. Es gilt
𝑥


= [𝑦
⊤

𝛿
𝜂
⊤

𝛿+1
𝑥 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜂

⊤

𝑛
𝑥]
⊤

mit

𝑦
⊤

𝛿
= [𝑦
1

̇𝑦
1

⋅ ⋅ ⋅ 𝑦
(𝛿

1
−1)

1
⋅ ⋅ ⋅ 𝑦

𝑝
⋅ ⋅ ⋅ 𝑦

(𝛿
𝑝
−1)

𝑝
]

(13)
und𝑦

(𝑖)

𝑘
= d𝑖𝑦
𝑘
/d𝑡𝑖. Der neue Zustandweist also eine „aus-

gangsdifferenzierende“ Form auf. Dementsprechend er-
hält man 𝐶 = [𝐶

𝛿
0], 𝐶

𝛿
= diag (𝑐⊤

𝛿,11
, . . . , 𝑐

⊤

𝛿,𝑝𝑝
) und

𝑐
⊤

𝛿,𝑘𝑘
= [1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0] ∈ ℝ

1×𝛿
𝑘 . Führt man die Substi-

tution 𝑑⋆⊤
𝑘

= 𝑐
⊤

𝑘
𝐴
𝛿
𝑘
−1

𝐵 ein, lautet die transformierte
Eingangsmatrix

𝐵


= [0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑑
⋆

1
⋅ ⋅ ⋅ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑑

⋆

𝑝
0 ⋅ ⋅ ⋅ 0]

⊤

.

(14)
Für die transformierte Systemmatrix 𝐴 ergibt sich – wie-
derum aus 𝑥 bzw. 𝑦

𝛿
ersichtlich –

𝐴


= [

𝐴
𝛿
𝐴
𝛾

𝐴
𝜑
𝐴
𝜂

] , (15a)

wobei die Teilmatrizen 𝐴
𝛿
∈ ℝ
𝛿×𝛿, 𝐴

𝛾
∈ ℝ
𝛿×(𝑛−𝛿), 𝐴

𝜑
∈

ℝ
(𝑛−𝛿)×𝛿 und 𝐴

𝜂
∈ ℝ
(𝑛−𝛿)×(𝑛−𝛿) die folgenden Strukturen

aufweisen:

𝐴
𝛿
=

[

[

[

𝐴
𝛿,11

⋅ ⋅ ⋅ 𝐴
𝛿,1𝑝

...
. . .

...
𝐴
𝛿,𝑝1

⋅ ⋅ ⋅ 𝐴
𝛿,𝑝𝑝

]

]

]

, 𝐴
𝛾
=

[

[

[

𝐴
𝛾,1

...
𝐴
𝛾,𝑝

]

]

]

, (15b)

𝐴
𝜑
= [𝐴
𝜑1

⋅ ⋅ ⋅ 𝐴
𝜑,𝑝

] , (15c)

mit

𝐴
𝛿,𝑘𝑘

=

[

[
[

[

[

0 1 ⋅ ⋅ ⋅ 0

...
...

. . .
...

0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 1

⋆ ⋆ ⋅ ⋅ ⋅ ⋆

]

]
]

]

]

, 𝐴
𝛿, 𝑙𝑘

𝑙 ̸=𝑘

=

[

[
[

[

[

0

...
0

⋆

]

]
]

]

]

, 𝐴
𝛾,𝑘

=

[

[
[

[

[

0

...
0

⋆

]

]
]

]

]

.

(15d)

Die Dimensionen der Matrizen in (15d) lauten 𝐴
𝛿,𝑘𝑘

∈

ℝ
𝛿
𝑘
×𝛿

𝑘 ,𝐴
𝛿, 𝑙𝑘

𝑙 ̸=𝑘

∈ ℝ
𝛿
𝑙
×𝛿

𝑘 ,𝐴
𝛾,𝑘

∈ ℝ
𝛿
𝑘
×(𝑛−𝛿) und das Symbol ⋆

bezeichnet Elemente die nicht notwendigerweise 0 sind.

3.2 Reglerentwurf für vollständige
Entkopplung

Diejenigen Zeilen von 𝐵 die ungleich des Nullvek-
tors sind, beschreiben gerade die Zeilen der Entkopp-
lungsmatrix 𝐷⋆. Somit gilt 𝐵(𝐷⋆)−1 = [𝐵

⊤

𝛿
0]
⊤

, mit
𝐵
𝛿
= diag (𝑏

𝛿,11
, . . . , 𝑏

𝛿,𝑝𝑝
) und 𝑏

𝛿,𝑘𝑘
= [0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 1]

⊤

∈
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ℝ
𝛿
𝑘
×1. Aus diesem Grund können die Elemente in der je-

weils letzten Zeile der Matrizen in (15d) mit Hilfe des Re-
gelgesetzes 𝑢 = −(𝐷

⋆

)
−1

�̃�𝑥


+ 𝐹


𝑤, und durch geeigne-
te Wahl von �̃�, beliebig festlegt werden. Wird das Vorfilter
dementsprechend zu𝐹 = (𝐷

⋆

)
−1

𝐹 angesetzt, folgt für den
geschlossenen Regelkreis

𝐴


𝑐𝑙
= 𝐴


− 𝐵


(𝐷
⋆

)
−1

�̃� = [

𝐴
𝛿
𝐴
𝛾

𝐴
𝜑
𝐴
𝜂

] , (16a)

𝐵


𝑐𝑙
= 𝐵


(𝐷
⋆

)
−1

𝐹 = [

𝐵
𝛿

0
]𝐹. (16b)

Es sollte beachtet werden, dass die Matrizen 𝐴
𝜑
und 𝐴

𝜂

nicht verändert werden können. Allerdings ist man frei in
der Wahl der Elemente der letzten Zeile der Matrizen 𝐴

𝛿

und𝐴
𝛾
. Demnach ist esmöglich �̃� so zu bestimmen, dass

𝐴
𝛿, 𝑙𝑘

𝑙 ̸=𝑘

= 0 und𝐴
𝛾,𝑘

= 0 für alle 𝑘, 𝑙 ∈ {1, . . . , 𝑝} gilt. In die-
sem Fall erhält man

𝐴
𝛿
= diag (𝐴

𝛿,11
, . . . ,𝐴

𝛿,𝑝𝑝
) und𝐴

𝛾
= 0. (17)

Wird zusätzlich 𝐹 = diag (𝑏
11
, . . . , 𝑏

𝑝𝑝
) gewählt, ergibt

sich der vollständig entkoppelte Regelkreis

𝐴


𝑐𝑙
=

[
[

[

[

[
[

[

𝐴
𝛿,11

⋅ ⋅ ⋅ 0 0

...
. . .

...
...

0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐴
𝛿,𝑝𝑝
0

𝐴
𝜑,1

⋅ ⋅ ⋅ 𝐴
𝜑,𝑝
𝐴
𝜂

]
]

]

]

]
]

]

,

𝐵


𝑐𝑙
=

[

[
[

[

[

[

[

̃𝑏
𝛿,11

⋅ ⋅ ⋅ 0

...
. . .

...
0 ⋅ ⋅ ⋅

̃𝑏
𝛿,𝑝𝑝

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

]

]
]

]

]

]

]

,

𝐶


=
[

[

[

𝑐
⊤

𝛿,11
⋅ ⋅ ⋅ 0 0

...
. . .

...
...

0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑐
⊤

𝛿,𝑝𝑝
0

]

]

]

mit ̃𝑏
𝛿,𝑘𝑘

= 𝑏
𝑘𝑘

⋅ 𝑏
𝛿,𝑘𝑘

. Die Dynamik des 𝑘-ten Teilsystems
wird hierbei durch (𝐴

𝛿,𝑘𝑘
,
̃𝑏
𝛿,𝑘𝑘

, 𝑐
⊤

𝛿,𝑘𝑘
) festgelegt. Die zuge-

hörige Übertragungsfunktion lautet

𝑔
𝑘𝑘
(𝑠) =

𝑏
𝑘𝑘

𝑎
𝑘𝑘,0

+ 𝑎
𝑘𝑘,1

⋅ 𝑠 + . . . + 𝑠
𝛿
𝑘

, (18)

was sich aufgrund der vorliegenden Steuerungsnormal-
form des Paares (𝐴

𝛿,𝑘𝑘
, 𝑏
𝛿,𝑘𝑘

) leicht nachvollziehen lässt.
Die Koeffizienten 𝑎

𝑘𝑘,𝑙
im Nennerpolynom von 𝑔

𝑘𝑘
(𝑠) sind

die frei wählbaren Elemente der letzten Zeile von 𝐴
𝛿,𝑘𝑘

.
Hierüber lässt sich ein beliebiges Nennerpolynom der

Ordnung 𝛿
𝑘
vorgeben. Über 𝑏

𝑘𝑘
kann außerdem noch

der konstante Zähler der Übertragungsfunktion festgelegt
werden, bspw. für stationäre Genauigkeit zu 𝑏

𝑘𝑘
= 𝑎
𝑘𝑘,0

.
Zusammenfassend erhält man:

Satz 1. Gegeben sei das System (2) mit 𝑚 = 𝑝 und
rang (𝐷

⋆

) = 𝑝. Dann liefern die folgenden Schritte eine
vollständige Ein-/Ausgangsentkopplung:
1. Überführe das System mit Hilfe der Matrix (9) und der

Transformation 𝑥 = 𝑇𝑥 in die Form (12)–(15).
2. Setze für das transformierte System das Regelgesetz
𝑢 = −(𝐷

⋆

)
−1

�̃�𝑥


+ (𝐷
⋆

)
−1

𝐹𝑤 an.
3. Bestimme �̃� so, dass (17) gilt.
4. Setze 𝐹 = diag (𝑏

11
, . . . , 𝑏

𝑝𝑝
) an.

Die Diagonalelemente der Übertragungsmatrix ergeben
sich dann zu (18), wobei die Koeffizienten des Nenner-
polynoms durch die Elemente der letzten Zeile von 𝐴

𝛿,𝑘𝑘

beliebig festgelegt werden können.

Es sei angemerkt, dass für𝐴
𝛾
= 0 die durch𝐴

𝜂
bedingten

Eigenbewegungen unbeobachtbar gemacht werden, wes-
halb man hier auch von der internen Dynamik des Sys-
tems spricht. Außerdem lässt sich überprüfen, dass die Ei-
genwerte von 𝐴

𝜂
gerade die invarianten Nullstellen des

Systems sind. Damit erhält man das bekannte Resultat,
dass eine vollständige Entkopplung mit einer Kompensa-
tion der invariantenNullstellen einhergeht [7, 17] und des-
halb im Falle nicht-minimalphasiger Systeme zu einem in-
stabilen Regelkreis führt.

3.3 Nicht-verkoppelnde Nullstellen

Eine Ausnahme bilden die sogenannten non-interconnect-
ing zeros oder nicht-verkoppelnden Nullstellen [15]. Die
Kompensation dieser Nullstellen ist nicht notwendig und
eine vollständige Entkopplung lässt sich auch dann noch
realisieren, wenn sie unkompensiert bleiben.

Das Vorhandensein einer nicht-verkoppelnden Null-
stelle lässt sich anhand der transformierten Systemmatrix
(15) unmittelbar erkennen. Zur Verdeutlichung wird zu-
nächst 𝑛 − 𝛿 = 1 angenommen, d. h., das System weist
genau eine invariante Nullstelle 𝐴

𝜂
= 𝜂 auf, und es wird

nochmal die geregelte Systemmatrix𝐴
𝑐𝑙
betrachtet.

Nach Satz 1 muss für die Entkopplung 𝐴
𝛾
= 0 gelten.

Auf diese Weise werden die in der Systemmatrix vorhan-
denen, internen Kopplungen eliminiert. Für 𝐴

𝛾,𝑙
≠ 0 er-

gibt sich nämlich eine indirekte Kopplung über 𝐴
𝜑,𝑘

→

𝐴
𝜂
→ 𝐴
𝛾,𝑙
,𝑘 ≠ 𝑙. Gilt jedoch𝐴

𝜑,𝑙
≠ 0 für genau ein 𝑙, wäh-

rend gleichzeitig𝐴
𝜑,𝑘

= 0, ∀𝑘 ≠ 𝑙, dannhandelt es sich bei
𝐴
𝜂
= 𝜂 um eine nicht-verkoppelnde Nullstelle. In diesem
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Fall ist es nicht notwendig 𝐴
𝛾,𝑙

= 0 zu setzen. Es muss le-
diglich𝐴

𝛾,𝑘
= 0, ∀𝑘 ≠ 𝑙, gelten. Dies folgt aus der Tatsache,

dass ausschließlichdas 𝑙-teTeilsystemüber𝐴
𝜑,𝑙
einenEin-

fluss auf die „𝜂-Dynamik“ hat und somit für𝐴
𝛾,𝑙

≠ 0 keine
Kopplungen entstehen. Ist jedoch𝐴

𝜑,𝑘
≠ 0 für mehrere 𝑘,

dann muss 𝐴
𝛾,𝑘

für alle 𝑘 zu 0 gesetzt werden, um die in-
ternen Kopplungen zu eliminieren.

Obigem Gedanken folgend kann die geregelte Sys-
temmatrix bei Vorhandensein einer nicht-verkoppelnden
Nullstelle die folgende Struktur aufweisen

𝐴


𝑐𝑙
=

[
[

[

[

[
[

[

[

[
[

[

[

𝐴
𝛿,11

⋅ ⋅ ⋅ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0

...
. . .

...
...

...
0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐴

𝛿,𝑙𝑙
⋅ ⋅ ⋅ 0 𝐴

𝛾,𝑙

...
...

. . .
...

...
0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐴

𝛿,𝑝𝑝
0

0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐴
𝜑,𝑙

⋅ ⋅ ⋅ 0 𝐴
𝜂

]
]

]

]

]
]

]

]

]
]

]

]

. (19)

DieEigenwerte von𝐴
𝑐𝑙
ergeben sichdementsprechendaus

den Eigenwerten von 𝐴
𝛿,𝑘𝑘

, 𝑘 ≠ 𝑙, und

𝐴
𝑙𝑙
= [

𝐴
𝛿,𝑙𝑙
𝐴
𝛾,𝑙

𝐴
𝜑,𝑙
𝐴
𝜂

] . (20)

Das bedeutet, die Entkopplung kann ohne Kompensati-
on der invarianten Nullstelle erfolgen, da 𝐴

𝜂
= 𝜂, wegen

𝐴
𝛾,𝑙

≠ 0, kein Eigenwert von𝐴
𝑐𝑙
ist. Durch geeignete Wahl

der Elemente in 𝐴𝛿
𝑙𝑙
und 𝐴𝛾

𝑙
können die Eigenwerte der

Matrix (20), und somit auch die Eigenwerte von 𝐴
𝑐𝑙
, be-

liebig festgelegt werden. Dies folgt aus der Steuerbarkeit
des Systems und der Tatsache, dass in𝐵

𝑐𝑙
die letzten 𝑛− 𝛿

Zeilen 0 sind.

Anmerkung 1. Aus selbigem Grund können die Matrizen
𝐴
𝜑

𝑘
nicht für alle 𝑘 gleichzeitig 0 sein.

Die Eingangs-, Ausgangs- und Systemmatrix des 𝑙-ten Teil-
systems lauten [

̃𝑏
⊤

𝛿,𝑙𝑙
0]

⊤

, [𝑐⊤
𝛿,𝑙𝑙

0] und𝐴
𝑙𝑙
. Das Nenner-

polynom der Übertragungsfunktion 𝑔
𝑙𝑙
(𝑠) wird also durch

das charakteristische Polynom von (20) festgelegt. Auf-
grund der speziellen Struktur der Matrizen ergibt sich, un-
ter Berücksichtigung der adjungierten von (𝑠𝐼 − 𝐴

𝑙𝑙
),

𝑔
𝑙𝑙
(𝑠) =

𝑏
𝑙𝑙
⋅ (𝑠 − 𝜂)

det (𝑠𝐼 − 𝐴
𝑙𝑙
)

. (21)

Man erkennt, dass die invariante Nullstelle 𝜂 im Zähler-
polynom von 𝑔

𝑙𝑙
(𝑠) auftaucht.

Dieses Ergebnis lässt sich auf den Fall mehrerer in-
varianter Nullstellen (𝑛 − 𝛿 > 1) erweitern. Hierzu wird

die Matrix 𝐽
𝜂
betrachtet, die𝐴

𝜂
in ihre Jordannormalform

𝐴
𝜂
= 𝐽
𝜂
𝐴
𝜂
𝐽
−1

𝜂
überführt. Wird für (12) die Transformation

𝑥


=
̂𝑇𝑥
 mit ̂𝑇 = diag (𝐼

𝛿
, 𝐽
𝜂
) durchgeführt, ergibt sich

̂𝑇𝐴

̂𝑇
−1

= [

𝐴
𝛿
𝐴
𝛾

𝐴
𝜑
𝐴
𝜂

] , (22)

wobei 𝐴
𝜑
= 𝐽
𝜂
𝐴
𝜑
und 𝐴

𝛾
= 𝐴
𝛾
𝐽
−1

𝜂
gilt. Die Eingangs-

und Ausgangsmatrizen 𝐵 und 𝐶 verändern sich hier-
durch nicht. Angenommen alle invarianten Nullstellen
kommen einfach vor, dann ist𝐴

𝜂
eine Diagonalmatrix mit

den invarianten Nullstellen 𝜂
𝑖
als Diagonalelemente, d. h.

𝐴
𝜂
= diag (𝜂

1
, . . . , 𝜂

𝑛−𝛿
). Ob es sich bei 𝜂

𝑖
um eine nicht-

verkoppelndeNullstelle handelt, lässt sichander 𝑖-ten Zei-
le von𝐴

𝜑
ablesen und ihreWirkung auf das jeweilige Teil-

system über die 𝑖-te Spalte von𝐴
𝛾
beeinflussen.

Satz 2. Die invariante Nullstelle 𝜂
𝑖
ist eine nicht-verkop-

pelnde Nullstelle, wenn genau ein 𝑙 ∈ {1, . . . , 𝑝} existiert, so
dass 𝑒⊤

𝑖
𝐴
𝜑,𝑙

≠ 0 und 𝑒⊤
𝑖
𝐴
𝜑,𝑘

= 0, ∀𝑘 ≠ 𝑙.

Im Falle mehrfacher Nullstellen kann diese Überlegung
auf die eventuell vorkommenden Jordanblöcke in𝐴

𝜂
pro-

blemlos erweitert werden. Hierauf wird in Abschnitt 4.1 im
Detail eingegangen.

3.4 Überaktuierte Systeme

Hat das System mehr Stell- als Ausgangsgrößen, muss die
Transformationsmatrix (9) angepasst werden. In diesem
Fall gilt rang (𝐵) = 𝑚 > 𝑝, d. h., zusätzlich zu den 𝑝 Vek-
toren (10) existieren noch𝑚−𝑝Vektoren 𝑡⊤

𝛿+1
, . . . , 𝑡

⊤

𝛿+𝑚−𝑝
,

die zusammen eine Basis für den Zeilenraum von 𝐵 bil-
den. Entsprechend verkleinert sich der Linksnullraum
von 𝐵 auf 𝑛 − 𝑚, so dass neben den 𝛿 − 𝑝 Vektoren
𝑐
⊤

1
, . . . , 𝑐

⊤

1
𝐴
𝛿
1
−2

, . . . , 𝑐
⊤

𝑝
, . . . , 𝑐

⊤

𝑝
𝐴
𝛿
𝑝
−2 nur noch𝑛−𝛿−𝑚+𝑝

Vektoren 𝜂⊤
𝛿+𝑚−𝑝+1

, . . . , 𝜂
⊤

𝑛
existieren, die zusammen eine

Basis für den Linksnullraumdarstellen. Wird die Transfor-
mation 𝑥 = 𝑇𝑥mit der modifizierten Matrix

𝑇 =

[
[

[

[

[
[

[

[

[
[

[

[

[
[

[

[

[

[

𝑇
𝛿

𝑡
⊤

𝛿+1

...

𝑡
⊤

𝛿+𝑚−𝑝

𝜂
⊤

𝛿+𝑚−𝑝+1

...

𝜂
⊤

𝑛

]
]

]

]

]
]

]

]

]
]

]

]

]
]

]

]

]

]

(23)



DE GRUYTER OLDENBOURG S. Khodaverdian, Vollständige und teilweise Ein-/Ausgangsentkopplung | 967

durchgeführt, weist das transformierte System die selbe
Struktur wie in (12)–(15) auf. Lediglich die transformierte
Eingangsmatrix (14) verändert sich zu

𝐵


= [

[

𝐵
⋆

𝐵

0

]

]

(24)

mit

𝐵
⋆

= [0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑑
⋆

1
⋅ ⋅ ⋅ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑑

⋆

𝑝
]

⊤

, (25a)

𝐵 = [𝑡
𝛿+1

⋅ ⋅ ⋅ 𝑡
𝛿+𝑚−𝑝

]

⊤

𝐵. (25b)

Fasst man die von 0 verschiedenen Zeilen von 𝐵 zusam-
men, erhält man die quadratisch reguläre Matrix

𝐷
⋆

=

[

[

[
[

[

[

𝑑
⋆⊤

1

...
𝑑
⋆⊤

𝑝

𝐵

]

]

]
]

]

]

= [

𝐷
⋆

𝐵
] ∈ ℝ

𝑚×𝑚

. (26)

𝐷
⋆

kannals erweiterte Entkopplungsmatrix aufgefasstwer-
den. Es sei beachtet, dass wegen der Zeilenregularität von
𝐷
⋆ und der regulären Transformation auch die Matrix
𝐷
⋆

regulär und somit invertierbar ist. Dementsprechend
ist folgende Eingangstransformationmöglich:𝐵(𝐷

⋆

)
−1

=

diag (𝐵
𝛿
,𝐵
𝜂
)mit

𝐵
𝜂
= [

𝐼
𝑚−𝑝

0
] . (27)

Verwendet man nun das Regelgesetz

𝑢 = −𝐷
⋆

𝐾𝑥


+𝐷
⋆

𝐹𝑤, mit (28a)

𝐾 = [

𝐾
𝛿
𝐾
𝛾

𝐾
𝜑
𝐾
𝜂

] ∈ ℝ
𝑚×𝑛

, 𝐹 = [

𝐹
𝛿

𝐹
𝜂

] ∈ ℝ
𝑚×𝑝

, (28b)

dann lautet der geschlossene Regelkreis

𝐴


𝑐𝑙
= [

𝐴
𝛿
− 𝐵
𝛿
𝐾
𝛿
𝐴
𝛾
− 𝐵
𝛿
𝐾
𝛾

𝐴
𝜑
− 𝐵
𝜂
𝐾
𝜑
𝐴
𝜂
− 𝐵
𝜂
𝐾
𝜂

]= [

𝐴
𝛿
𝐴
𝛾

𝐴
𝜑
𝐴
𝜂

], (29a)

𝐵


𝑐𝑙
= [

𝐵
𝛿
0

0 𝐵
𝜂

] [

𝐹
𝛿

𝐹
𝜂

] . (29b)

Im Gegensatz zum quadratischen Regelkreis (16) hat man
im überaktuierten Regelkreis (29) die Möglichkeit die Ma-
trizen𝐴

𝜑
und𝐴

𝜂
zu beeinflussen.

Es sei beachtet, dass in der Literatur anstelle der er-
weiterten Entkopplungsmatrix𝐷

⋆

meist die Pseudoinver-
se der gewöhnlichen Entkopplungsmatrix𝐷⋆ im Regelge-
setz (28) verwendet wird. Die Pseudoinverse kann dann

bspw. so ermittelt werden, dass die Stellenergie minimiert
oder die Robustheit des Systems gegen Parameterunsi-
cherheiten optimiert wird [13, 29]. In [29] wird basierend
auf einer Erweiterung des Entwurfs nach Falb und Wolo-
vich [7] erkannt, dass die Freiheitsgrade eine Beeinflus-
sung der internen Dynamik ermöglichen. Dadurch lassen
sich einige der unbeobachtbaren Eigenwerte verändern.
Allerdings wird keine unmittelbare Systematik erkannt.
Der vorliegende Ansatz hingegen erlaubt einen transpa-
renteren Einblick. Wird 𝐴

𝛾
für die Entkopplung zu 0 ge-

setzt, ergibt sich wie im quadratischen Fall eine unbe-
obachtbare, interne Dynamik, die durch 𝐴

𝜂
repräsentiert

wird. Im Gegensatz zum quadratischen Fall besteht bei
einer Überaktuierung jedoch die Möglichkeit, die interne
Dynamik über 𝐵

𝜂
und 𝐾

𝜂
zu beeinflussen. Falls (𝐴

𝜂
,𝐵
𝜂
)

vollständig steuerbar ist, können die Eigenwerte der in-
ternen Dynamik sogar beliebig gesetzt werden. Man erhält
folgendes Resultat:

Satz 3. Die invarianten Nullstellen entsprechen den nicht-
steuerbaren Eigenwerte von (𝐴

𝜂
,𝐵
𝜂
).

Anmerkung 2. In [20, Abschnitt 9.2] wird gezeigt, dass
Entkopplungsnullstellen in überaktuierten Systemen
nicht notwendigerweise invariante Nullstellen sind. Die
steuerbaren Eigenwerte von (𝐴

𝜂
,𝐵
𝜂
) beschreiben die-

jenigen Entkopplungsnullstellen, die keine invarianten
Nullstellen darstellen. Für weitere Einzelheiten zu den
verschiedenen Nullstellendefinitionen wird auf [20] und
[28, Kapitel 4] verwiesen.

Die Darstellung (29) verdeutlicht noch ein weiteres inter-
essantes Resultat. Da 𝐵

𝜂
wie in (27) gegeben ist, können

die ersten 𝑚 − 𝑝 Zeilen von 𝐴
𝜑
und 𝐴

𝜂
beliebig para-

metriert werden. Dadurch ist es möglich einen Teil der
„𝜂-Dynamik“ an die entkoppelten, beobachtbaren Teilsys-
teme anzugliedern. Durch eine geeignete Parametrierung
der veränderbaren Elemente in 𝐴

𝛿
, 𝐴
𝛾
und 𝐴

𝜂
lässt sich

die Dynamik der entkoppelten Teilsysteme gezielt erwei-
tern. So können die zusätzlichen 𝑚 − 𝑝 Aktoren bspw.
genutzt werden, um die Nennerordnung der entkoppelten
Übertragungsfunktion 𝑔

𝑘𝑘
(𝑠) durch eine Verlängerung der

zugehörigen Integriererkette von𝛿
𝑘
(vgl. (18)) auf𝛿

𝑘
+𝑚−𝑝

zu erhöhen. Darüber hinaus kann das Vorfilter so parame-
triert werden, dass sich ein beliebiges Zählerpolynom der
Ordnung𝑚 − 𝑝 ergibt.

Im Allgemeinen können die 𝑚 − 𝑝 zusätzlichen Ak-
toren den einzelnen, entkoppelten Teilsystemen durch ei-
ne geeignete Parametrierung beliebig zugeordnet werden.
Für die 𝑘-te Übertragungsfunktion gilt somit, dass die
Nenner- und Zählerordnung um 𝜏

𝑘
erhöht werden kann,

solange die Bedingung∑
𝑝

𝑘=1
𝜏
𝑘
≤ 𝑚− 𝑝 eingehalten wird.
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Das genaue Vorgehen hierzu wird in Abschnitt 5.1 an ei-
nem Beispiel demonstriert.

4 Teilweise Entkopplung
In den vorangegangenen Abschnitten wurde gezeigt, dass
die vollständige Entkopplung i. d. R. eine Kompensation
der invarianten Nullstellen erfordert. Eine stabile Ent-
kopplung ist somit nur für minimalphasige Systeme mög-
lich oder für Systeme, deren „instabile“, invariante Null-
stellen nicht-verkoppelnd sind. Für rang (𝐷⋆) < 𝑝 ist eine
vollständige Entkopplung, zumindest im quadratischen
Fall, überhaupt nicht möglich.

In diesen Fällen muss auf eine dynamische Rückfüh-
rung zurückgegriffenwerden. Alternativ hat man dieMög-
lichkeit einer teilweisen Entkopplung, falls keine dynami-
sche Regelung gewünscht ist. Nachfolgend wird gezeigt,
wie sich eine teilweise und stabile Entkopplung mittels
statischer Zustandsrückführung erreichen lässt und wel-
che Freiheitsgrade dadurch entstehen.

Für die nachfolgenden Ausführungen werden wieder
quadratische Systeme angenommen (𝑚 = 𝑝), da sich die
genannten Schwierigkeiten der vollständigen Entkopp-
lung für überaktuierte Systeme im Allgemeinen nicht
ergeben.

Anmerkung 3. Überaktuierte Systeme weisen nur selten
invariante Nullstellen auf, so dass Minimalphasigkeit
meist sichergestellt ist. Auch rang (𝐷

⋆

) = 𝑝 ist tendenzi-
ell eher erfüllt, wenn mehr Stellgrößen vorhanden sind.
Dementsprechend sind überaktuierte Systeme im Allge-
meinen vollständig und stabil entkoppelbar [3].

4.1 Nicht-stabil entkoppelbare Systeme

In diesem Abschnitt werden Systeme mit rang (𝐷
⋆

) = 𝑝

betrachtet, die jedoch nicht-stabil entkoppelbar sind.
Ähnlich wie beim parametrischen Entwurfsverfah-

ren in [17] besteht das Ziel darin, Kopplungen lediglich
in einer Zeile der Übertragungsmatrix zuzulassen, wäh-
rend alle anderen Ein-/Ausgangskanäle vollständig ent-
koppelt sind (vgl. (6)) und der geschlossenen Regelkreis
stabil ist. Im Folgenden bezeichnet 𝜅 ≤ 𝑛 − 𝛿 die Anzahl
der invarianten Nullstellen mit nicht-negativem Realteil,
die keine nicht-verkoppelnden Nullstellen sind. Für 𝜅 > 0

ist eine vollständige stabile Entkopplung demnach nicht
möglich. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit wird des
Weiteren angenommen, dass die ersten 𝜅 Diagonalele-
mente der Matrix 𝐴

𝜂
gerade die verkoppelnden, „insta-

bilen“ Nullstellen sind. Somit kann 𝐴
𝜂
= diag (𝐴𝜅

𝜂
,𝐴
𝑟

𝜂
)

geschrieben werden, wobei in 𝐴𝜅
𝜂
∈ ℝ
𝜅×𝜅 die verkop-

pelnden, „instabilen“ und in 𝐴𝑟
𝜂
∈ ℝ
(𝑛−𝛿−𝜅)×(𝑛−𝛿−𝜅) die

restlichen „stabilen“ und/oder nicht-verkoppelnden Null-
stellen vorkommen. Entsprechend werden die Matrizen
𝐴
𝛾
und 𝐴

𝜑
zu 𝐴
𝛾
= [𝐴
𝜅

𝛾
𝐴
𝑟

𝛾
] und 𝐴⊤

𝜑
= [𝐴
𝜅⊤

𝜑
𝐴
𝑟 ⊤

𝜑
]

partitioniert.
Ist man daran interessiert Kopplungen lediglich in ei-

ner Zeile 𝑙 der Übertragungsmatrix zuzulassen und die
restlichen Zeilen vollständig zu entkoppeln, müssen – in
Anlehnung an Abschnitt 3.2 – die Matrizen 𝐴

𝛿,𝑘𝑗
, 𝑗 ≠ 𝑘,

und 𝐴𝜅
𝛾,𝑘

für alle 𝑘 ≠ 𝑙 zu 0 gesetzt werden. Die Matri-
zen 𝐴𝑟

𝛾,𝑘
, 𝑘 ≠ 𝑙, dürfen Elemente verschieden von 0 ha-

ben, abhängig davon ob in 𝐴𝑟
𝜂
nicht-verkoppelnde Null-

stellen auftauchen oder nicht. Im Folgenden wird der
Einfachheit halber angenommen, dass in 𝐴𝑟

𝜂
keine nicht-

verkoppelnden (und somit nur „stabile“) Nullstellen ent-
halten sind. Die teilweise entkoppelte Systemmatrix hat
dann folgende Struktur

𝐴


𝑐𝑙
=

[

[

[
[

[

[

[
[

[

[

[
[

[

[

[

𝐴
𝛿,11

⋅ ⋅ ⋅ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0 0

...
. . .

...
...

...
...

𝐴
𝛿,𝑙1

⋅ ⋅ ⋅ 𝐴
𝛿,𝑙𝑙

⋅ ⋅ ⋅ 𝐴
𝛿,𝑙𝑝
𝐴
𝜅

𝛾,𝑙
𝐴
𝑟

𝛾,𝑙

...
...

. . .
...

...
...

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐴
𝛿,𝑝𝑝
0 0

𝐴
𝜅

𝜑,1
⋅ ⋅ ⋅ 𝐴

𝜅

𝜑,𝑙
⋅ ⋅ ⋅ 𝐴

𝜅

𝜑,𝑝
𝐴
𝜅

𝜂
0

𝐴
𝑟

𝜑,1
⋅ ⋅ ⋅ 𝐴

𝑟

𝜑,𝑙
⋅ ⋅ ⋅ 𝐴

𝑟

𝜑,𝑝
0 𝐴

𝑟

𝜂

]

]

]
]

]

]

]
]

]

]

]
]

]

]

]

.

(30)
Kopplungen entstehen in Zeile 𝑙, wenn zumindest eine der
Matrizen 𝐴

𝛿,𝑙𝑗
, 𝑗 ≠ 𝑙, oder 𝐴

𝛾,𝑙
= [𝐴
𝜅

𝛾,𝑙
𝐴
𝑟

𝛾,𝑙
] ungleich 0

ist. In diesem Fall weist die Systemmatrix 𝐴
𝑐𝑙
, unabhän-

gig von der Eingangsmatrix 𝐵
𝑐𝑙
, eine indirekte Kopplung

auf, die sich über 𝐴
𝛿,𝑙𝑗

bzw. 𝐴
𝜑,𝑗

→ 𝐴
𝜂

→ 𝐴
𝛾,𝑙
, 𝑗 ≠ 𝑙,

an der Ausgangsgröße 𝑦
𝑙
bemerkbar macht. Neben der in-

direkten Kopplung über die Teilmatrizen von 𝐴
𝑐𝑙
ist auch

eine direkte Kopplung über das Vorfilter denkbar, so dass

𝐹 =

[

[

[

[
[

[

[
[

[

𝑏
11

⋅ ⋅ ⋅ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

...
. . .

...
...

𝑏
𝑙1

⋅ ⋅ ⋅ 𝑏
𝑙𝑙

⋅ ⋅ ⋅ 𝑏
𝑙𝑝

...
...

. . .
...

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏
𝑝𝑝

]

]

]

]
]

]

]
]

]

(31)

angesetzt werden kann. Die Koeffizienten 𝑏
𝑙𝑗
, 𝑗 ≠ 𝑙, liefern

zusätzliche Freiheitsgrade zur Beeinflussung der Übertra-
gungsfunktionen 𝑔

𝑙𝑗
(𝑠), 𝑗 ≠ 𝑙, worauf später eingegangen

wird.
Es stellt sich nun die Frage, welche Zeilen für die teil-

weise Entkopplung geeignet sind und wie die Übertra-
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gungsfunktionen 𝑔
𝑙𝑗
(𝑠) aussehen. Hierzu wird zunächst

angenommen, dass die verkoppelnden, „instabilen“ Null-
stellen einfach vorkommen, d. h. 𝐴𝜅

𝜂
ist eine Diagonal-

matrix. Außerdem wird 𝐴𝑟
𝛾,𝑙

= 0 gesetzt. Dadurch kom-
men die Eigenwerte von 𝐴𝑟

𝜂
im geschlossenen Regelkreis

vor, was jedoch unproblematisch ist, da 𝐴𝑟
𝜂
keine nicht-

verkoppelnden und somit nur „stabile“ Nullstellen bzw.
Eigenwerte aufweist.

Zur Ermittlung einer geeigneten Kopplungszeile wer-
den die Eigenwerte von𝐴

𝑐𝑙
betrachtet, die sich offensicht-

lich aus den Eigenwerten der Matrizen𝐴𝛿
𝑘𝑘
, 𝑘 ≠ 𝑙, und

[

[

[

[

𝐴
𝛿,𝑙𝑙
𝐴
𝜅

𝛾,𝑙
0

𝐴
𝜅

𝜑,𝑙
𝐴
𝜅

𝜂
0

𝐴
𝑟

𝜑,𝑙
0 𝐴

𝑟

𝜂

]

]

]

]

(32)

zusammensetzen. Eine Kopplung in Zeile 𝑙 wird als sinn-
voll erachtet, wenn es möglich ist die Eigenwerte von (32)
bzw.

[

[

𝐴
𝛿,𝑙𝑙
𝐴
𝜅

𝛾,𝑙

𝐴
𝜅

𝜑,𝑙
𝐴
𝜅

𝜂

]

]

(33)

über die freien Parameter in𝐴
𝛿,𝑙𝑙

und𝐴𝜅
𝛾,𝑙
zu stabilisieren.

Dies ist jedochnur dannmöglich,wenndie Zeilenvektoren
von 𝐴𝜅

𝜑,𝑙
jeweils nicht identisch 0 sind. Ist der 𝑖-te Zeilen-

vektor von𝐴𝜅
𝜑,𝑙
identisch 0, taucht die „instabile“ Nullstel-

le 𝜂
𝑖
im geregelten System auf, was sich an der Diagonal-

struktur von 𝐴𝜅
𝜂
leicht erkennen lässt. Definiert man

𝐴
𝜅

𝜑,𝑙
=

[

[
[

[

𝜑
⊤

1,𝑙

...
𝜑
⊤

𝜅,𝑙

]

]
]

]

, (34)

dann besteht eine notwendige Bedingung für die Wahl
einer sinnvollen Kopplungszeile darin, dass für alle 𝑖 ∈

{1, . . . , 𝜅} gilt: 𝜑⊤
𝑖,𝑙

≠ 0. Diese Bedingung ist für 𝜂
𝑖
≠ 0 so-

gar hinreichend. D. h., es genügt, dassmindestens ein Ele-
ment des Vektors 𝜑⊤

𝑖,𝑙
= [𝜑
𝑖,𝑙,0

. . . 𝜑
𝑖,𝑙,𝛿

𝑙
−1
] von 0 ver-

schieden ist, wie nachfolgend gezeigt wird.

Satz 4. Betrachtet werden die verkoppelnden, „instabilen“
Nullstellen 𝜂

1
, . . . , 𝜂

𝜅
, mit𝐴

𝜂
= diag (𝜂

1
, . . . , 𝜂

𝜅
) und einer

maximal einfachen Nullstelle in Null. Eine stabile und teil-
weise Entkopplung gemäß (6) lässt sich genau dann errei-
chen, wenn eine Kopplungszeile 𝑙 gewählt wird für die 𝐴𝜅

𝜑,𝑙

keineNullzeile enthält, d. h.𝜑⊤
𝑖,𝑙
≠ 0 ∀𝑖 ∈ {1, . . . , 𝜅}. Existiert

eine Nullstelle 𝜂
𝑖
= 0, muss 𝜑

𝑖,𝑙,0
≠ 0 gelten.

Beweis. Zunächst sollte beachtet werden, dass die Matri-
zen 𝐴

𝛿,𝑙𝑙
und𝐴𝜅

𝛾,𝑙
folgende Struktur aufweisen

𝐴
𝛿,𝑙𝑙

=

[

[
[

[

[

0 1 ⋅ ⋅ ⋅ 0

...
...

. . .
...

0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 1

−𝑎
𝑙𝑙,0

−𝑎
𝑙𝑙,1

⋅ ⋅ ⋅ −𝑎
𝑙𝑙,𝛿

𝑙
−1

]

]
]

]

]

, (35a)

𝐴
𝜅

𝛾,𝑙
=

[
[

[

[

[

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

...
. . .

...
0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

−𝛾
𝑙,1

⋅ ⋅ ⋅ −𝛾
𝑙,𝜅

]
]

]

]

]

, (35b)

wobei die Parameter 𝑎
𝑙𝑙,𝑘

und 𝛾
𝑙,𝑘
durch die Regelung frei

wählbar sind. Die Notwendigkeit der Bedingung𝜑⊤
𝑖,𝑙
≠ 0 ist

offensichtlich, da andernfalls 𝜂
𝑖
als Eigenwert im Regel-

kreis auftaucht. Dass diese Bedingung auch hinreichend
für die Stabilisierbarkeit der Matrix (33) ist, lässt sich wie
folgt zeigen: Das charakteristische Polynom von (33) be-
rechnet sich aus

𝑃
𝑙𝑙
(𝑠) = det [

𝑠𝐼 − 𝐴
𝛿,𝑙𝑙

−𝐴
𝜅

𝛾,𝑙

−𝐴
𝜅

𝜑,𝑙
𝑠𝐼 − 𝐴

𝜅

𝜂

]. (36)

Der Einfachheit halber wird der Index 𝑙 bzw. 𝑙𝑙 im Folgen-
den weggelassen. Mit Hilfe der Identität (1) folgt

𝑃(𝑠) = det(𝑠𝐼 − 𝐴
𝜅

𝜂
) ⋅ . . .

. . . ⋅ det((𝑠𝐼 − 𝐴
𝛿
) − 𝐴
𝜅

𝛾
(𝑠𝐼 − 𝐴

𝜅

𝜂
)
−1

𝐴
𝜅

𝜑
). (37)

Wegen 𝐴
𝜅

𝜂
= diag (𝜂

1
, . . . , 𝜂

𝜅
) gilt außerdem

det(𝑠𝐼 − 𝐴
𝜅

𝜂
) = ∏

𝜅

𝑖=1
(𝑠 − 𝜂

𝑖
) und (𝑠𝐼 − 𝐴

𝜅

𝜂
)
−1

=

diag ((𝑠 − 𝜂
1
)
−1

, . . . , (𝑠 − 𝜂
𝜅
)
−1

). Unter Berücksichtigung
von (34) und (35b) führt dies zu

−𝐴
𝜅

𝛾
(𝑠𝐼 − 𝐴

𝜅

𝜂
)
−1

𝐴
𝜅

𝜑
=

[

[
[

[

[

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

...
. . .

...
0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

Φ
0
(𝑠) ⋅ ⋅ ⋅ Φ

𝛿−1
(𝑠)

]

]
]

]

]

(38)

mitΦ
𝑘
(𝑠) = ∑

𝜅

𝑖=1

𝛾
𝑖
⋅𝜑

𝑖,𝑘

𝑠−𝜂
𝑖

. Demnach erhält man für die Matrix
innerhalb des zweiten det-Operators von (37)

[

[

[

[

[

𝑠 −1 ⋅ ⋅ ⋅ 0

...
...

. . .
...

0 0 ⋅ ⋅ ⋅ −1

𝑎
0
+ Φ
0
(𝑠) 𝑎

1
+ Φ
1
(𝑠) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑠 + 𝑎

𝛿−1
+ Φ
𝛿−1

(𝑠)

]

]

]

]

]

.

(39)
Aufgrund ihrer speziellen Form lässt sich die Determinan-
te dieser Matrix unmittelbar berechnen und lautet

𝑠
𝛿

+ (𝑎
𝛿−1

+ Φ
𝛿−1

(𝑠)) ⋅ 𝑠
𝛿−1

+ . . . + (𝑎
0
+ Φ
0
(𝑠)). (40)
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Wird (40) nochmit∏𝜅
𝑖=1

(𝑠−𝜂
𝑖
)multipliziert, folgt schließ-

lich

𝑃(𝑠) = 𝑠
𝛿

𝜅

∏

𝑖=1

(𝑠 − 𝜂
𝑖
) + (𝑎

𝛿−1

𝜅

∏

𝑖=1

(𝑠 − 𝜂
𝑖
) + . . . (41)

. . . + Φ̃
𝛿−1

(𝑠))𝑠
𝛿−1

+ . . . + (𝑎
0

𝜅

∏

𝑖=1

(𝑠 − 𝜂
𝑖
) + Φ̃

0
(𝑠))

mit Φ̃
𝑘
(𝑠) = ∑

𝜅

𝑖=1
(𝛾
𝑖
⋅ 𝜑
𝑖,𝑘

∏
𝜅

𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖
(𝑠 − 𝜂

𝑗
)). Durch die

frei vorgebbaren Parameter 𝑎
𝑘
und 𝛾

𝑘
kann ein beliebiges

Wunschpolynom

𝑃(𝑠) = 𝑠
𝛿+𝜅

+ 𝑎
𝛿+𝜅−1

𝑠
𝛿+𝜅−1

+ . . . + 𝑎
0

(42)

eingestellt werden, vorausgesetzt für jedes 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝜅}

existiert mindestens ein 𝜑
𝑖,𝑘

≠ 0. Dies folgt aus der Tatsa-
che, dass dieVariable𝑎

𝑘
in𝑎
𝑘
, . . . , 𝑎

𝑘+𝜅
vorkommtund das

Produkt 𝛾
𝑖
⋅ 𝜑
𝑖,𝑘

in 𝑎
𝑘
, . . . , 𝑎

𝑘+𝜅−1
, 𝑘 ∈ {0, . . . , 𝛿 − 1}. Gilt

𝜑
𝑖,𝑘

≠ 0 für mindestens ein 𝑘, kann über die Variable 𝛾
𝑖

einer der Parameter 𝑎
0
, . . . , 𝑎

𝛿+𝜅−2
festgelegt werden (der

Parameter 𝑎
𝛿+𝜅−1

kann nur durch 𝑎
𝛿−1

festgelegt werden).
Dies gilt für jedes 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝜅}, so dass dadurch genau 𝜅

verschiedene Parameter beliebig vorgegeben werden kön-
nen. Die restlichen 𝛿 Parameter in (42) lassen sichüber die
𝛿Variablen𝑎

𝑘
festlegen. Dies ist unproblematisch, da sich

der Einfluss der Variablen 𝑎
𝑘
und 𝛾

𝑖
auf die jeweiligen Pa-

rameter überlappt.
Eine Ausnahme ist gegeben, falls ein 𝜂

𝑖
= 0 existiert.

Der Parameter 𝑎
0
berechnet sich nämlich zu

𝑎
0
= 𝑎
0

𝜅

∏

𝑖=1

(−𝜂
𝑖
) +

𝜅

∑

𝑖=1

(𝛾
𝑖
⋅ 𝜑
𝑖,0

𝜅

∏

𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖

(−𝜂
𝑗
)). (43)

Für den Fall 𝜂
𝑖
= 0muss 𝜑

𝑖,0
≠ 0 gelten, damit 𝑎

0
über die

Variable 𝛾
𝑖
beliebig festgelegt werden kann. Andernfalls

ist 𝑎
0
= 0 und der geschlossene Regelkreis weist einen Ei-

genwert in Null auf.

Bei einer mehrfachen Nullstelle in Null² ergibt (43) stets
𝑎
0
= 0. Dieser Fall ist jedoch nur dann relevant, wenn

die zugehörigen Nullstellenrichtungen linear unabhängig
sind. Andernfalls enthält 𝐴𝜅

𝜂
Jordanblöcke und ist keine

Diagonalmatrix, wie in Satz 4 gefordert.

Korollar 1. Sei 𝜂
𝑖
eine mehrfache („instabile“) Nullstelle,

so dass𝐴𝜅
𝜂
einen Jordanblock der Größe 𝜇 enthält und sei-

en 𝜑⊤
𝑖,𝑙
, . . . ,𝜑

⊤

𝑖+𝜇,𝑙
die zugehörigen Zeilenvektoren aus der

Matrix𝐴𝜅
𝜑,𝑙
. Dann muss 𝜑⊤

𝑖+𝜇,𝑙
≠ 0 gelten, damit die Koeffi-

zienten des Wunschpolynoms (42) beliebig festgelegt wer-
den können. Für den Fall 𝜂

𝑖
= 0, muss 𝜑

𝑖+𝜇,𝑙,0
≠ 0 gelten.

2 Dies ist ein eher theoretischer Fall und spielt aus praktischen Ge-
sichtspunkten eine untergeordnete Rolle.

Der Beweis zu Korollar 1 erfolgt analog zum Beweis von
Satz 4. Einzig die Inverse (𝑠𝐼 − 𝐴

𝜅

𝜂
)
−1 ändert sich und da-

durchdie ElementeΦ
𝑘
(𝑠) in (38). UmWeitläufigkeit zu ver-

meiden wird der Beweis nicht ausgeführt.
Es stellt sich noch die Frage, welche Gestalt die Über-

tragungsfunktionen 𝑔
𝑙𝑗
(𝑠) annehmen. Hierzu wird noch-

mal die Matrix (30) betrachtet, wobei der unbeobachtba-
re Teil bzw. der letzte Zeilen- und Spaltenblock für die
weiteren Ausführungen nicht relevant ist und weggelas-
senwird. Zur besseren Veranschaulichungwerden die Ele-
mente der Matrix (30) umsortiert (was sich durch eine
Transformation stets erreichen lässt), so dass sich

𝐴


𝑐𝑙
=

[

[
[

[

[

[
[

[

[

𝐴
𝛿,11

⋅ ⋅ ⋅ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

...
. . .

...
...

𝐴
𝑙1

⋅ ⋅ ⋅ 𝐴
𝑙𝑙

⋅ ⋅ ⋅ 𝐴
𝑙𝑝

...
...

. . .
...

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐴
𝛿,𝑝𝑝

]

]
]

]

]

]
]

]

]

(44)

mit𝐴
⊤

𝑙𝑗
= [𝐴
⊤

𝛿,𝑙𝑗
𝐴
𝜅⊤

𝜑,𝑗
] und

𝐴
𝑙𝑙
= [

𝐴
𝛿,𝑙𝑙
𝐴
𝜅

𝛾,𝑙

𝐴
𝜅

𝜑,𝑙
𝐴
𝜅

𝜂

] (45)

ergibt. Entsprechend gilt für die Ein- und Ausgangsma-
trix des umsortierten Systems, unter Berücksichtigung der
Filtermatrix (31),

𝐵


𝑐𝑙
=

[

[

[
[

[

[

[
[

[

̃𝑏
𝛿,11

⋅ ⋅ ⋅ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

...
. . .

...
...

𝑏
𝑙1

⋅ ⋅ ⋅ 𝑏
𝑙𝑙

⋅ ⋅ ⋅ 𝑏
𝑙𝑝

...
...

. . .
...

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 ⋅ ⋅ ⋅
̃𝑏
𝛿,𝑝𝑝

]

]

]
]

]

]

]
]

]

, (46a)

𝐶


= diag (𝑐⊤
𝛿,11

, . . . , 𝑐
⊤

𝑙𝑙
, . . . , 𝑐

⊤

𝛿,𝑝𝑝
) , (46b)

mit 𝑏
⊤

𝑙𝑗
= [𝑏
𝑙𝑗
⋅𝑏
⊤

𝛿,𝑙𝑙
0] und 𝑐⊤

𝑙𝑙
= [𝑐
⊤

𝛿,𝑙𝑙
0]. Die Übertra-

gungsfunktionen 𝑔
𝑙𝑗
(𝑠) berechnen sich schließlich zu

[𝑔
𝑙1
(𝑠) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑔

𝑙𝑝
(𝑠)] = 𝑐

⊤

𝑙𝑙
(𝑠𝐼 − 𝐴



𝑐𝑙
)
−1

𝐵


𝑐𝑙
. (47)

Die hier auftauchende Inverse lautet

[

[

[
[

[

[

[
[

[

(𝑠𝐼 − 𝐴
𝛿,11

)
−1

⋅ ⋅ ⋅ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

...
. . .

...
...

Γ
𝑙1
(𝑠) ⋅ ⋅ ⋅ (𝑠𝐼 − 𝐴

𝑙𝑙
)
−1

⋅ ⋅ ⋅ Γ
𝑙𝑝
(𝑠)

...
...

. . .
...

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 ⋅ ⋅ ⋅ (𝑠𝐼 − 𝐴
𝛿,𝑝𝑝

)
−1

]

]

]
]

]

]

]
]

]

,
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mit Γ
𝑙𝑗
(𝑠) = (𝑠𝐼−𝐴

𝑙𝑙
)
−1

𝐴
𝑙𝑗
(𝑠𝐼−𝐴

𝛿,𝑗𝑗
)
−1

, 𝑗 ≠ 𝑙. Somit ergibt
sich

𝑔
𝑙𝑗
(𝑠) = {

𝑐
⊤

𝑙𝑙
((𝑠𝐼 − 𝐴

𝑙𝑙
)
−1

𝑏
𝑙𝑗
+ Γ
𝑙𝑗
(𝑠)

̃𝑏
𝛿,𝑗𝑗

), 𝑗 ≠ 𝑙,

𝑐
⊤

𝑙𝑙
(𝑠𝐼 − 𝐴

𝑙𝑙
)
−1

𝑏
𝑙𝑙
, 𝑗 = 𝑙.

(48)

Das Nennerpolynom von 𝑔
𝑙𝑙
(𝑠) entspricht also dem

Wunschpolynom 𝑃
𝑙𝑙
(𝑠) aus (42) und kann unter der in

Satz 4 bzw. Korollar 1 genannten Bedingung beliebig vor-
gegeben werden. Das Zählerpolynom von 𝑔

𝑙𝑙
(𝑠) lässt sich

mit Hilfe der adjungierten Matrix adj (𝑠𝐼 − 𝐴
𝑙𝑙
) und unter

Berücksichtigung von

(𝑠𝐼 − 𝐴
𝑙𝑙
)
−1

=

1

𝑃
𝑙𝑙
(𝑠)

⋅ adj (𝑠𝐼 − 𝐴
𝑙𝑙
) (49)

ermitteln. Der Vektor 𝑐⊤
𝑙𝑙
bzw. 𝑏

𝑙𝑙
besitzt genau ein nicht-

null Element an der ersten bzw. 𝛿
𝑙
-ten Stelle, so dass ledig-

lich das Element in der ersten Zeile und 𝛿
𝑙
-ten Spalte von

adj (𝑠𝐼 − 𝐴
𝑙𝑙
) in die Berechnung eingeht. Aufgrund der

speziellen Struktur von (𝑠𝐼 −𝐴
𝑙𝑙
) folgt sofort∏𝜅

𝑖=1
(𝑠 − 𝜂

𝑖
).

Somit erhält man letztendlich

𝑔
𝑙𝑙
(𝑠) =

𝑏
𝑙𝑙
⋅ ∏
𝜅

𝑖=1
(𝑠 − 𝜂

𝑖
)

𝑃
𝑙𝑙
(𝑠)

. (50)

Auf ähnliche Weise können die restlichen Übertra-
gungsfunktionen in Zeile 𝑙 berechnet werden. Aus (48)
und Γ

𝑙𝑗
(𝑠) ist ersichtlich, dass das Nennerpolynom

von 𝑔
𝑙𝑗
(𝑠), 𝑗 ≠ 𝑙, durch 𝑃

𝑙𝑙
(𝑠) ⋅ 𝑃

𝑗𝑗
(𝑠) gegeben ist, mit

𝑃
𝑗𝑗
(𝑠) = det (𝑠𝐼 − 𝐴

𝛿,𝑗𝑗
). Das zugehörige Zählerpolynom

lässt sich auch hier aufgrund der speziellen Matrixstruk-
turen relativ einfach bestimmen. Aus Platzgründen wird
hierauf nicht weiter eingegangen. Es kann jedoch gezeigt
werden, dass das Zählerpolynom die Ordnung 𝛿

𝑗
+ 𝜅

aufweist und über die 𝛿
𝑗
Freiheitsgrade in der Matrix

𝐴
𝑙𝑗
bzw. 𝐴

𝛿,𝑙𝑗
beeinflussbar ist. Zusammen mit dem frei

wählbaren Filterparameter 𝑏
𝑙𝑗
ergeben sich dadurch 𝛿

𝑗
+ 1

Freiheitsgrade im Zählerpolynom von 𝑔
𝑙𝑗
(𝑠), 𝑗 ≠ 𝑙. Für den

Fall, dass nicht-verkoppelnde Nullstellen bezüglich eines
Ausgangs 𝑦

𝑗
, 𝑗 ≠ 𝑙, existieren, ergeben sich sogar noch

zusätzliche Freiheitsgrade in𝐴𝑟
𝛾
. Dies wurde bisher außer

Acht gelassen, wird jedoch in Abschnitt 5.2 an einem
Beispiel demonstriert.

Anmerkung 4. Beim parametrischen Entwurfsverfah-
ren [18] wird lediglich ein Freiheitsgrad in den Zählerpo-
lynomen von 𝑔

𝑙𝑗
(𝑠), 𝑗 ≠ 𝑙, aufgezeigt. Der hier vorgestellte

Entwurf ermöglicht demgegenüber die Generierung
allgemeinerer Übertragungsfunktionen.

4.2 Nicht-entkoppelbare Systeme

Eine teilweise Entkopplung kann auch für nicht-entkop-
pelbare Systeme erreicht werden, d. h. für Systeme mit
rang (𝐷

⋆

) < 𝑝. In diesem Fall wirken mehrere Eingangs-
größen auf mindestens eine Ausgangsgröße, weil keine
Vorfilterung existiert, die zu einer eingangsseitigen Ent-
kopplung führt. Die bisherigen Ergebnisse lassen sich je-
doch problemlos auf diesen Fall übertragen.

Für rang (𝐷⋆) < 𝑝 existiert die in (9) gegebene Trans-
formationsmatrix nicht, da keine 𝑛 − 𝛿 linear unabhängi-
gen Vektoren 𝜂⊤

𝛿+1
, . . . , 𝜂

⊤

𝑛
gefunden werden können, die

im Linksnullraum von 𝐵 liegen und zu einer quadratisch
regulären Matrix 𝑇 führen. Das Problem lässt sich umge-
hen, indem die genannten Vektoren anders gewählt wer-
den, so dass 𝑇 regulär ist. Im Folgenden wird jedoch ei-
ne Lösung vorgestellt, die es erlaubt die Methoden der
vorangegangenen Abschnitte ohne Weiteres auf die nicht-
entkoppelbaren Systeme anzuwenden.

4.2.1 rang (D⋆)= p− 1

Zunächst wird angenommen, dass rang (𝐷
⋆

) = 𝑝 − 1 gilt.
Dann existiert ein Vektor 𝜈mit𝐷⋆𝜈 = 0. Die Idee besteht
darin, einen künstlichen Ausgang 𝑦

𝜈
= 𝑐
⊤

𝜈
𝑥 zu finden, wo-

für𝑑⋆⊤
𝜈
𝜈 = 𝑐
⊤

𝜈
𝐴
𝛿
𝜈
−1

𝐵𝜈 ≠ 0gilt.Wie sich einpassenderVek-
tor 𝑐⊤
𝜈
finden lässt, wird weiter unten gezeigt. Ersetzt man

eine geeignete Zeile 𝑙 in 𝐷⋆ durch 𝑑⋆⊤
𝜈
, weist die resul-

tierende Matrix 𝐷⋆
𝑙
vollen Rang auf. Werden also in der

Transformationsmatrix (9) die Vektoren 𝑐⊤
𝑙
, . . . , 𝑐

⊤

𝑙
𝐴
𝛿
𝑙
−1

durch 𝑐⊤
𝜈
, . . . , 𝑐

⊤

𝜈
𝐴
𝛿
𝜈
−1 ersetzt, erhält man die selbe Struk-

tur wie zuvor für die transformierten Systemmatrizen (wo-
bei 𝛿
𝑙
durch 𝛿

𝜈
ersetzt ist). Lediglich die 𝑙-te Zeile der Aus-

gangsmatrix ändert sich. Zur Vereinfachung der Notation
wird angenommen, dass die Elemente der transformierten
Systemmatrizen so umsortiert sind, dass sich die Darstel-
lung (44)–(46) ergibt. In dieser Form lautet die Ausgangs-
matrix

𝐶


=

[

[
[

[

[

[
[

[

[

𝑐
⊤

𝛿,11
⋅ ⋅ ⋅ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

...
. . .

...
...

𝑐
⊤

𝑙1
⋅ ⋅ ⋅ 𝑐

⊤

𝑙𝑙
⋅ ⋅ ⋅ 𝑐

⊤

𝑙𝑝

...
...

. . .
...

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑐
⊤

𝛿,𝑝𝑝

]

]
]

]

]

]
]

]

]

. (51)

Für die Teilmatrizen ([𝐴
𝑙1

⋅ ⋅ ⋅ 𝐴
𝑙𝑝
], [𝑏
𝑙1

⋅ ⋅ ⋅ 𝑏
𝑙𝑝
], 𝑐
⊤

𝑙𝑙
)

können die Techniken zur vollständigen und teilweisen
Entkopplung entsprechend der Abschnitte 3.2, 3.3 und 4.1
genutzt werden. Allerdings wirkt der 𝑘-te Eingang zusätz-
lich auf den 𝑙-ten Ausgang, wenn 𝑐⊤

𝑙𝑘
≠ 0 gilt. Für 𝑐⊤

𝑙𝑘
= 0
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kann jedoch der Einfluss des 𝑘-ten Eingangs auch in 𝐴
𝑙𝑘

und 𝑏
𝑙𝑘
eliminiert werden, so dass sich 𝑔

𝑘𝑙
(𝑠) = 0 ergibt.

Dadurch hat man eine einfache und anschauliche Mög-
lichkeit die Übertragungsfunktionen der Kopplungszeile
gezielt zu beeinflussen.

Anmerkung 5. Als Kopplungszeile 𝑙 kommt jede Zeile, für
die die Ersatzmatrix 𝐷⋆

𝑙
vollen Rang aufweist, in Frage.

Allerdings muss zusätzlich gelten, dass𝐴𝜅
𝜑,𝑙
keine Nullzei-

le enthält. Andernfalls ist das Paar (𝐴
𝑙𝑙
, 𝑏
𝑙𝑙
) nicht stabili-

sierbar.

Es sei noch angemerkt, dass die 𝑙-te Zeile von𝐶


keine be-
sondere Struktur aufweist. Auch der Vektor 𝑐⊤

𝑙𝑙
kann belie-

big belegt sein und muss nicht wie in Abschnitt 4.1 gege-
ben sein. Die Möglichkeit 𝑐⊤

𝑙𝑙
= 0 ist jedoch ausgeschlos-

sen, da die 𝑙-te Zeile der Übertragungsmatrix sonst eine
Linearkombination der restlichen Zeilen und das System
somit degeneriert ist. Des Weiteren gilt für mindestens ei-
nes der Elemente 𝑐⊤

𝑙𝑘
≠ 0, 𝑘 ≠ 𝑙, da das System andernfalls

vollständig entkoppelbar wäre.
Abschließend wird noch auf die Wahl eines passen-

den Ersatzvektors 𝑐⊤
𝜈
eingegangen. Es lässt sich stets ein

Vektor 𝑐⊤
𝜈
ermitteln, für den 𝑐⊤

𝜈
𝐵𝜈 ≠ 0 gilt. In diesem Fall

ist 𝛿
𝜈
= 1. Allerdings kann man auch einen Vektor 𝑐⊤

𝜈
su-

chen für den 𝛿
𝜈
> 1 gilt. Hierbei werden zunächst alle Vek-

toren 𝑐⊤
𝜈
betrachtet die im Linksnullraum von𝐵 liegen. Er-

füllt einer dieser Vektoren 𝑐⊤
𝜈
𝐴𝐵𝜈 ≠ 0, hat man ein 𝑐⊤

𝜈
mit

𝛿
𝜈
= 2 gefunden. Existieren jedoch Vektoren für die auch

noch 𝑐⊤
𝜈
𝐴𝐵 = 0 und 𝑐⊤

𝜈
𝐴
2

𝐵𝜈 ≠ 0 gilt, hat man ein 𝑐⊤
𝜈
mit

𝛿
𝜈
= 3 gefunden usw. Prinzipiell ist es unwesentlich wie

groß 𝛿
𝜈
ist. Allerdings vergrößert sich die Dimension von

𝐴
𝛿,𝑙𝑙

innerhalb der Matrix 𝐴
𝑙𝑙
, wodurch sich die anschlie-

ßende Analyse erleichtert.

4.2.2 rang (D⋆)=p− r

Obiges Resultat lässt sich auf rang (𝐷
⋆

) = 𝑝 − 𝑟 verall-
gemeinern. In diesem Fall existieren 𝑟 Vektoren 𝜈

1
, . . . , 𝜈

𝑟

mit𝐷⋆ [𝜈
1

⋅ ⋅ ⋅ 𝜈
𝑟
] = 0. Entsprechend können 𝑟 Ersatz-

vektoren 𝑐⊤
𝜈
1

, . . . , 𝑐
⊤

𝜈
𝑟

gefunden werden, wodurch letztlich
Verkopplungen in 𝑟 Ausgängen entstehen.

Anmerkung 6. Der Fall 𝑟 > 1 ist ein theoretischer und
kommt in technischen Systemen i. d. R. nicht vor [19].

5 Beispiele

5.1 Vollständig entkoppelbares System

Gegeben sei das System

𝐴 =

[

[
[

[

[

[

−2 2 0 0 1

1 0 −1 1 0

0 3 4 0 −1

0 2 0 −1 0

0 0 0 1 3

]

]
]

]

]

]

, 𝐵 =

[

[
[

[

[

[

0 0

0 0

2 0

0 1

0 0

]

]
]

]

]

]

,

𝐶
⊤

= [

0 0 0 1 0

0 1 0 0 0

]

mit den relativen Graden 𝛿
1
= 1 und 𝛿

2
= 2. Das System ist

wegen rang (𝐷⋆) = 2 = 𝑝 entkoppelbar. Gemäß Lemma 1
wird die Transformationsmatrix

𝑇 =

[

[

[
[

[

[

[

𝑐
⊤

1

𝑐
⊤

2

𝑐
⊤

2
𝐴

𝜂
⊤

4

𝜂
⊤

5

]

]

]
]

]

]

]

=

[

[

[

[
[

[

0 0 0 1 0

0 1 0 0 0

1 0 −1 1 0

0 0 0 0 1

−5 0 0 0 1

]

]

]

]
]

]

(52)

definiert. Das transformierteundgeregelte System (16) lau-
tet dann, mit noch festzulegenden Regler- und Filterpara-
metern,

𝐴


𝑐𝑙
=

[

[

[
[

[

[

[

[

−𝑎
11,0

−𝑎
12,0

−𝑎
12,1

−𝛾
11

−𝛾
12

0 0 1 0 0

−𝑎
21,0

−𝑎
22,0

−𝑎
22,1

−𝛾
21

−𝛾
22

1 0 0 3 0

1 −10 0 0 −2

]

]

]
]

]

]

]

]

, (53a)

𝐵


𝑐𝑙
=

[

[
[

[

[

[

[

𝑏
11

𝑏
12

0 0

𝑏
21

𝑏
22

0 0

0 0

]

]
]

]

]

]

]

, 𝐶


= [

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

] .

(53b)

Hierbei wurden die Vektoren 𝜂⊤
4
und 𝜂⊤

5
in (52) so gewählt,

dass 𝐴
𝜂
eine Diagonalform annimmt. Aus der transfor-

mierten Darstellung erkennt man, dass zwei invariante
Nullstellen 𝜂

1
= 3 und 𝜂

2
= −2 existieren und das Sys-

tem somit nicht-minimalphasig ist. Jedoch ist 𝜂
1
= 3 ei-

ne nicht-verkoppelnde Nullstelle, wegen𝐴
𝜑,1

= 1 ≠ 0 und
𝐴
𝜑,2

= 0. Das bedeutet, für eine vollständige Entkopplung
muss 𝛾

11
nicht notwendigerweise Null sein. Es genügt,

wenndieReglerparameter𝑎
12,0

, 𝑎
12,1

, 𝑎
21,0

, 𝛾
12
, 𝛾
21
, 𝛾
22
und

Filterparameter 𝑏
12
, 𝑏
21

zu Null gesetzt werden. In die-
sem Fall ergibt sich der vollständig entkoppelte Regelkreis
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𝐺
𝑦𝑤

(𝑠) = diag (𝑔
11
(𝑠), 𝑔
22
(𝑠)), mit

𝑔
11
(𝑠) =

𝑏
11

⋅ (𝑠 − 3)

(𝑠 + 𝑎
11,0

) ⋅ (𝑠 − 3) + 𝛾
11

, (54a)

𝑔
22
(𝑠) =

𝑏
22

𝑠
2
+ 𝑎
22,1

⋅ 𝑠 + 𝑎
22,0

. (54b)

Über die freien Parameter 𝑎
11,0

und 𝛾
11
können die beiden

Polstellen von 𝑔
11
(𝑠) beliebig gesetzt werden. Offensicht-

lich taucht 𝜂
1
= 3 im Zählerpolynom von 𝑔

11
(𝑠) auf und

wird für 𝛾
11

= 0 durch eine Polstelle kompensiert.
Als Erweiterungwird nun angenommen, dass das Sys-

tem überaktuiert ist und eine dritte Stellgröße mit

𝐵
⊤

=
[

[

0 0 2 0 0

0 0 0 1 0

1 0 0 0 5

]

]

(55)

aufweist. Es sei beachtet, dass 𝜂⊤
4
𝐵 = [0 0 5] und

𝜂
⊤

5
𝐵 = [0 0 0]. Gemäß den Ausführungen von Ab-

schnitt 3.4 folgt

𝑇𝐵(𝐷
⋆

)
−1

=

[
[

[

[

[
[

[

1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

]
]

]

]

]
]

]

, mit𝐷
⋆

= [

𝐷
⋆

𝜂
⊤

4
𝐵
] . (56)

Die Überaktuierung ermöglicht eine Beeinflussung der in-
ternen Dynamik. Insbesondere kann die vierte Zeile von
𝐴


𝑐𝑙
über die dritte Stellgröße beliebig parametriert wer-

den. Dadurch lässt sich bspw. die Zählernullstelle in𝑔
11
(𝑠)

verändern, wodurch sich ein Freiheitsgrad im Zähler er-
gibt. Alternativ kann𝛾

11
= 0gesetzt undder dadurchunbe-

obachtbar gemachte Eigenwert über die dritte Stellgröße
stabilisiertwerden. Eine andereMöglichkeit besteht darin,
die dritte und vierte Zeile von𝐴

𝑐𝑙
so zumanipulieren, dass

bezüglich des zweiten Ausgangs eine erweiterte Übertra-
gungsfunktion entsteht. Wird das Vorfilter entsprechend
gewählt, erhält man

𝐴


𝑐𝑙
=

[

[
[

[

[

[
[

[

−𝑎
11,0

0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 −𝑎


22,0
−𝑎


22,1
−𝑎


22,2
0

1 −10 0 0 −2

]

]
]

]

]

]
]

]

, (57a)

𝐵


𝑐𝑙
=

[

[
[

[

[

[

[

1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

]

]
]

]

]

]

]

[

[

𝑏
11

0

0 𝑏
𝛿

22

0 𝑏
𝜂

22

]

]

=

[

[
[

[

[

[

[

𝑏
11

0

0 0

0 𝑏
𝛿

22

0 𝑏
𝜂

22

0 0

]

]
]

]

]

]

]

(57b)

und schließlich

𝑔
11
(𝑠) =

𝑏
11

𝑠 + 𝑎
11,0

, (58a)

𝑔
22
(𝑠) =

𝑏
𝛿

22
⋅ (𝑠 + 𝑎

22,2
) + 𝑏
𝜂

22

𝑠
3
+ 𝑎


22,2
⋅ 𝑠
2
+ 𝑎


22,1
⋅ 𝑠 + 𝑎



22,0

. (58b)

Man erkennt, dass sich eine allgemeinere Übertragungs-
funktion 𝑔

22
(𝑠) einstellt. Neben den frei wählbaren Nen-

nerkoeffizienten kann auch das Zählerpolynom über die
Filterparameter 𝑏𝛿

22
und 𝑏

𝜂

22
beliebig festlegt werden. Für

𝑏
𝛿

22
= 0 erhält manbspw. ein reines Verzögerungsglied drit-

ter Ordnung.
Alternativ zur obigen Lösung kann die Übertragungs-

funktion bezüglich des ersten Ausgangs verallgemeinert
werden, indem die erste und vierte Zeile von 𝐴

𝑐𝑙
und

das Vorfilter geeignet parametriert werden. Aufgrund der
Strukturen der transformierten Systemmatrizen lassen
sich die Möglichkeiten einfach verdeutlichen.

5.2 Nicht-entkoppelbares System

Gegeben sei das (mit veränderten Werten aus [19] entnom-
mene) System

𝐴 =

[

[
[

[

[

[
[

[

[

−1 0 0 1 0 0

0 −1 −4 1 0 −1

0 0 −6 0 0 −1

0 0 0 −3 1 0

0 0 0 0 −2 0

0 −1 −7 0 0 0

]

]
]

]

]

]
]

]

]

, 𝐵 =

[

[
[

[

[

[
[

[

[

0 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

1 0 0

0 0 1

]

]
]

]

]

]
]

]

]

,

𝐶 = [

[

0 1 1 0 0 0

1 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

]

]

mit 𝛿
1
= 𝛿
2
= 𝛿
3
= 1 und

𝐷
⋆

= 𝐶𝐵 =
[

[

0 1 1

0 1 0

0 1 0

]

]

. (60)

Wegen rang (𝐷⋆) = 2 < 3 = 𝑝 ist eine vollständige Ent-
kopplung nicht möglich. Es lässt sich jedoch eine teilwei-
se Entkopplung mit Kopplungen in einer Zeile erreichen,
da 𝑟 = 𝑝 − rang (𝐷⋆) = 1 gilt. Weiterhin ist ersichtlich,
dass sich die zweite und dritte Zeile der Übertragungsma-
trix als Kopplungszeile anbieten, da die zweite und dritte
Zeile von𝐷⋆ linear abhängig sind.
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Möglichkeit 1: Kopplung in Zeile 3

Als Kopplungszeile wird 𝑙 = 3 gewählt und gemäß Ab-
schnitt 4.2 der Ersatzvektor 𝑐⊤

𝜈
= [1 0 0 0 0 0]

eingeführt. Die mit dem Ersatzvektor gebildete, reguläre
Entkopplungsmatrix lautet

𝐷
⋆

3
=

[

[

[

𝑐
⊤

1

𝑐
⊤

2

𝑐
⊤

𝜈
𝐴
2

]

]

]

𝐵 =
[

[

0 1 1

0 1 0

1 0 0

]

]

(61)

und die Transformationsmatrix

𝑇 =

[

[

[
[

[

[

[
[

[

[

𝑐
⊤

1

𝑐
⊤

2

𝑐
⊤

𝜈

𝑐
⊤

𝜈
𝐴

𝑐
⊤

𝜈
𝐴
2

𝜂
⊤

5

]

]

]
]

]

]

]
]

]

]

=

[
[

[

[

[
[

[

[

[

0 1 1 0 0 0

1 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

−1 0 0 1 0 0

1 0 0 −4 1 0

0 0 1 0 0 −1

]
]

]

]

]
]

]

]

]

. (62)

Das transformierte und geregelte System, bei dem die
Regelung bereits so ausgelegt ist, dass die ersten bei-
den Ausgänge vollständig entkoppelt sind, lautet (mit der
Eingangsfilterung (𝐷

⋆

3
)
−1

𝐹)

𝐴


𝑐𝑙
=

[

[

[
[

[

[

[
[

[

−𝑎
11,0

0 0 0 0 0

0 −𝑎
22,0

0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

−𝑎
31,0

−𝑎
32,0

−𝑎
33,0

−𝑎
33,1

−𝑎
33,2

−𝛾
3

0 1 −1 0 0 1

]

]

]
]

]

]

]
]

]

,

𝐵


𝑐𝑙
=

[

[

[
[

[

[

[
[

[

𝑏
11

0 0

0 𝑏
22

0

0 0 0

0 0 0

𝑏
31

𝑏
32

𝑏
33

0 0 0

]

]

]
]

]

]

]
]

]

,

𝐶


=
[

[

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 1 −1 0 0 0

]

]

.

Hierbei gilt für die ersten beiden Ausgänge 𝑦
1
(𝑠) = 𝑔

11
(𝑠) ⋅

𝑤
1
(𝑠) und 𝑦

2
(𝑠) = 𝑔

22
(𝑠) ⋅ 𝑤

2
(𝑠), mit

𝑔
11
(𝑠) =

𝑏
11

𝑠 + 𝑎
11,0

, 𝑔
22
(𝑠) =

𝑏
22

𝑠 + 𝑎
22,0

. (64)

Wegen der Beziehung 𝑦
3
= 𝑥


2
− 𝑥


3
= 𝑦
2
− 𝑥


3
tauchen

wie erwartet Kopplungen in der dritten Zeile der Übertra-
gungsmatrix auf. Über die frei vorgebbaren Parameter in
der vierten Zeile von 𝐴

𝑐𝑙
und 𝐵

𝑐𝑙
lassen sich die Übertra-

gungsfunktionen 𝑔
3𝑗
(𝑠), 𝑗 ≠ 3, jedoch noch beeinflussen.

Zunächst fällt auf, dass 𝜂 = 1 eine verkoppelnde und „in-
stabile“, invarianteNullstelle ist. Damit der Regelkreis kei-
ne instabilen Eigenwerte enthält, darf 𝜂 nicht durch einen
Eigenwert kompensiert werden und muss einem Ausgang
zugeordnet werden. Wegen 𝐴

𝜑,3
= 𝐴
𝜅

𝜑,3
≠ 0 ist die dritte

Zeile als Verkopplungszeile sinnvoll (vgl. Anmerkung 5).
Das zugehörige charakteristische Polynom dieses Teilsys-
tems lautet

𝑃
33
(𝑠) = (𝑠

3

+𝑎
33,2

⋅ 𝑠
2

+𝑎
33,1

⋅ 𝑠 + 𝑎
33,0

) ⋅ (𝑠 − 1) − 𝛾
3
, (65)

dessen Nullstellen mit Hilfe von 𝑎
33,0

, 𝑎
33,1

, 𝑎
33,2

und 𝛾
3
be-

liebig vorgegeben werden können.
Da 𝑦
3
(𝑠) = 𝑦

2
(𝑠) − 𝑥



3
(𝑠) = 𝑔

22
(𝑠) ⋅ 𝑤

2
(𝑠) − 𝑥



3
(𝑠) gilt,

kann der Einfluss von 𝑤
2
auf 𝑦

3
nicht entfernt werden.

Der Einfluss von 𝑤
1
lässt sich jedoch eliminieren, indem

𝑎
31,0

= 𝑏
31

= 0 gewählt wird. Eine indirekte Kopplung über
den Zustand 𝑥



5
findet wegen 𝐴

𝜑,1
= 0 auch nicht statt. Es

sollte jedoch beachtet werden, dass, aufgrund von 𝛾
3
≠ 0,

der Eingang𝑤
2
über𝐴

𝜑,2
= 1 ≠ 0 einen zusätzlichen Ein-

fluss auf 𝑦
3
hat. Das Übertragungsverhalten von 𝑤

2
auf

den Zustand 𝑥


3
ergibt sich zu

𝑔
𝑥


3
𝑤
2

(𝑠) =

𝑏
32

⋅ (𝑠 − 1)

𝑃
33
(𝑠)

−

𝑏
22

⋅ (𝛾
3
+ 𝑎
32,0

⋅ (𝑠 − 1))

(𝑠 + 𝑎
22,0

) ⋅ 𝑃
33
(𝑠)

.

Die Übertragungsfunktion zwischen 𝑤
2
und 𝑦

3
lautet

schließlich 𝑔
32
(𝑠) = 𝑔

22
(𝑠) − 𝑔

𝑥


3
𝑤
2

(𝑠). Die Variablen 𝑎
32,0

und 𝑏
32
sind hierbei noch frei wählbar und können zur Be-

einflussung des Zählerpolynoms genutzt werden. Zusam-
menfassend folgt für die Übertragungsmatrix des geregel-
ten Systems

𝐺
𝑦𝑤

(𝑠) =
[

[

𝑔
11
(𝑠) 0 0

0 𝑔
22
(𝑠) 0

0 𝑔
32
(𝑠) 𝑔

33
(𝑠)

]

]

(66)

mit
𝑔
33
(𝑠) = −𝑔

𝑥


3
𝑤
3

(𝑠) =

−𝑏
33

⋅ (𝑠 − 1)

𝑃
33
(𝑠)

. (67)

Es sollte beachtet werden, dass – im Gegensatz zum para-
metrischen Verfahren [18] – zur Beeinflussung des Zähler-
polynoms von𝑔

32
(𝑠) zwei Parameter vorhanden sind. Dies

deckt sich mit der in Abschnitt 4.1 genannten Anzahl von
𝛿
2
+ 1 = 2 Freiheitsgraden.

Möglichkeit 2: Kopplung in Zeile 2

Alternativ kannauch 𝑙 = 2alsKopplungszeile gewähltwer-
den. Das transformierte und geregelte System, bei demder
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erste und dritte Ausgang vollständig entkoppelt sind, lau-
tet (mit der Eingangsfilterung (𝐷

⋆

2
)
−1

𝐹)

𝐴


𝑐𝑙
=

[
[

[

[

[
[

[

[

[

−𝑎
11,0

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

−𝑎
21,0

−𝑎
22,0

−𝑎
22,1

−𝑎
22,2

−𝑎
23,0

−𝛾
2

0 0 0 0 −𝑎
33,0

−𝛾
3

0 0 0 0 1 1

]
]

]

]

]
]

]

]

]

,

𝐵


𝑐𝑙
=

[
[

[

[

[
[

[

[

[

𝑏
11

0 0

0 0 0

0 0 0

𝑏
21

𝑏
22

𝑏
23

0 0 𝑏
33

0 0 0

]
]

]

]

]
]

]

]

]

,

𝐶


=
[

[

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0

]

]

.

Hierbei wird der Parameter 𝛾
3
bewusst offen gelassen. Of-

fenbar ist 𝐴
𝜑,2

= 0, weshalb fälschlicherweise angenom-
menwerdenkönnte, dass 𝑙 = 2alsVerkopplungszeilenicht
sinnvoll ist (s. Anmerkung 5). Allerdings zeigt das trans-
formierte System, dass die invariante Nullstelle 𝜂 = 1 eine
nicht-verkoppelndeNullstelle für𝑦

3
ist. Aus diesemGrund

kanndas Systemmit𝛾
3
≠ 0 stabilisiert und eine vollständi-

ge Entkopplung für 𝑦
3
trotzdem noch erreicht werden. Für

den ersten und dritten Ausgang gilt 𝑦
1
(𝑠) = 𝑔

11
(𝑠) ⋅ 𝑤

1
(𝑠)

und 𝑦
3
(𝑠) = 𝑔

33
(𝑠) ⋅ 𝑤

3
(𝑠), mit

𝑔
11
(𝑠) =

𝑏
11

𝑠 + 𝑎
11,0

, 𝑔
33
(𝑠) =

𝑏
33

⋅ (𝑠 − 1)

(𝑠 + 𝑎
33,0

) ⋅ (𝑠 − 1) + 𝛾
3

.

Der zweite Ausgang wird wegen 𝑦
2
= 𝑥


2
+ 𝑥


5
= 𝑥


2
+ 𝑦
3

auch von 𝑤
3
beeinflusst. Der Einfluss von 𝑤

1
lässt sich

jedoch durch 𝑎
21,0

= 𝑏
21

= 0 eliminieren. Da die Wirkung
von 𝑤

3
auf 𝑦
2
garantiert vorhanden ist, ist es nicht not-

wendig 𝑎
23,0

, 𝛾
2
und 𝑏

23
zu Null zu setzen. Über diese Pa-

rameter kann noch Einfluss auf das Zählerpolynom von
𝑔
23
(𝑠) genommen werden. Der Einfachheit halber wird je-

doch 𝑎
23,0

= 𝛾
2
= 𝑏
23

= 0 gewählt. Die Übertragungsmatrix
lautet dann

𝐺
𝑦𝑤

(𝑠) =
[

[

𝑔
11
(𝑠) 0 0

0 𝑔
22
(𝑠) 𝑔

23
(𝑠)

0 0 𝑔
33
(𝑠)

]

]

(69)

mit 𝑔
23
(𝑠) = 𝑔

33
(𝑠) und

𝑔
22
(𝑠) =

𝑏
22

𝑠
3
+ 𝑎
22,2

⋅ 𝑠
2
+ 𝑎
22,1

⋅ 𝑠 + 𝑎
22,0

. (70)

Interessanterweise sind zur Beeinflussung des Zähler-
polynoms von𝑔

23
(𝑠) drei, also einsmehr als 𝛿

3
+1 = 2, Va-

riablen vorhanden. Das liegt darin begründet, dass 𝜂 zwar
eine nicht-verkoppelnde Nullstelle ist, jedoch nicht für die
Verkopplungszeile 𝑙 = 2. Wie in Abschnitt 4.1 erwähnt, ist
deshalb über 𝛾

𝑙
= 𝛾
2
eine zusätzliche Beeinflussung des

Zählerpolynoms von 𝑔
23
(𝑠)möglich.

6 Zusammenfassung und Ausblick
In diesem Beitrag wurde ein Transformationsansatz zur
vollständigen und teilweisen Entkopplung linearer Sys-
teme präsentiert. Mit Hilfe einer speziellen Transforma-
tion werden die Koppeleffekte zwischen einzelnen Ein-
und Ausgangsgrößen einfach veranschaulicht. Insbeson-
dere für überaktuierte Systeme werden die Einflüsse der
zusätzlichen Aktoren und die sich dadurch ergebenden
Möglichkeiten hervorgehoben. Dies erlaubt wiederum ei-
ne gezielte Manipulation der internen Dynamik und/oder
der generierbaren Übertragungsfunktionen. Darüber hin-
aus wurde gezeigt, welche Freiheitsgrade im Falle einer
teilweisen Entkopplung existieren und wie sie auf die ein-
zelnen Übertragungsfunktionen des geschlossenen Regel-
kreises wirken.

Zusätzlich zur Anwendung des Verfahrens auf ein rea-
les System, besteht ein interessanter Ansatz für eine zu-
künftige Arbeit darin, überaktuierte Systeme mit Hilfe des
vorgestellten Transformationsansatzes auf notwendige
und hinreichende Entkopplungskriterien zu untersuchen.
Einen ersten Ansatz hierfür liefert die in Abschnitt 4.2 be-
schriebeneVorgehensweise, die für überaktuierte Systeme
genauer analysiert werden soll.

Danksagung: Diese Arbeit wurde durch die Deutsche For-
schungsgemeinschaft (DFG) im Rahmen des GRK 1362
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