386

Methoden

at 8/2009

4

Ein pradiktiver Ansatz
zZur Losung nichtlinearer
Ptadverfolgungsprobleme
unter Beschrankungen

A Predictive Solution to Nonlinear Path-Following Problems Subject to Constraints

Timm Faulwasser, Rolf Findeisen, Otto-von-Guericke-Universitat Magdeburg

Zusammenfassung Neben Trajektorienfolgeproblemen und
der Stabilisierung von Arbeitspunkten gibt es viele Regelungs-
probleme, bei denen die prazise Verfolgung einer vorgegebenen,
geometrischen Bahn im Zustandsraum wichtiger ist als die
Konvergenz gegen eine zeitabhangige Solltrajektorie. Beispiele
hierfiir sind Messaufgaben, die Regelung der Fraskopfbahn
von Werkzeugmaschinen oder die Koordination von Satelliten
fur Vermessungsaufgaben. Diese Probleme der Verfolgung
geometrischer Referenzkurven im Zustandsraum werden auch
als Pfadverfolgungsprobleme bezeichnet. In diesem Beitrag
wird ein optimierungsbasierter pradiktiver Ansatz zur Ldsung
des Pfadverfolgungsproblems fir nichtlineare Systeme unter
Beschrankungen der Stell- und ZustandsgroBen vorgestellt.
Basierend auf der Erweiterung eines geeigneten Optimalsteue-
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Keywords

1 Einleitung

Sowohl die Stabilisierung stationdrer Arbeitspunkte als
auch der Entwurf von Folgeregelungen sind wichtige re-
gelungstechnische Herausforderungen. Wahrend bei der
Arbeitspunktstabilisierung im Allgemeinen von einem
konstanten Sollwert ausgegangen wird, ist das Ziel einer
Folgeregelung, dass die Regelgrofle einem zeitlich veran-
derlichen Sollwert folgt. Diese Aufgabe umfasst mehrere
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rungsproblems werden hinreichende Stabilitdtsbedingungen
fir das vorgeschlagene Regelungskonzept gefunden. Daneben
wird ein Ansatz zur Losung des um zusatzliche ortliche Frei-
heitsgrade erweiterten Pfadverfolgungsproblems diskutiert. Die
Anwendung der vorgestellten Methoden wird am Beispiel eines
Fahrzeugs erldutert. »»»  Summary A model predic-
tive control scheme to solve path-following problems for
nonlinear systems subject to input and state constraints is
proposed. Sufficient conditions which guarantee the stability
of the proposed scheme are derived. Furthermore, it is
discussed how additional degrees of freedom in the path
description can be formulated in an extended path-following
setup. The presented schemes are exemplified by simulations
of a vehicle.

model predictive control, constraints

Problemstellungen: Wechsel zwischen verschiedenen sta-
tiondren Arbeitspunkten, Verfolgung von Solltrajektorien
und Probleme der Pfadverfolgung.

Probleme der Verfolgung zeitabhingiger Referenz-
signale, sogenannte Trajektorienfolgeprobleme, treten oft
bei der Regelung von zyklischen Problemen in der Robo-
tik oder bei Synchronisationsaufgaben auf. Insbesondere
die Verfolgung zeitlich bekannter, vorweg berechneter
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(optimaler) Trajektorien eines Systems ist in vielen Be-
reichen von grofer praktischer Bedeutung, u.a. beim
Betrieb von verfahrenstechnischen Anlagen, wie der Fiih-
rung von Batchreaktoren zur Polymerisation.

Im Gegensatz dazu zielt die Pfadverfolgung nicht auf
die Verfolgung einer direkt zeitabhingigen Trajektorie,
sondern auf die Verfolgung einer parametrisierten Kurve
im Zustandsraum — also einer geometrischen Referenz.
Pfadverfolgung ist von vielfiltiger praktischer Bedeu-
tung. So ist fur die Steuerung von Werkzeugmaschinen
das prizise Abfahren einer vorgegebenen Bahn oftmals
erheblich wichtiger als die Einhaltung einer gewissen
Bahngeschwindigkeit. Fehler beim Abfahren des Pfades
fithren unmittelbar dazu, dass das bearbeitete Bauteil
nicht mehr weiterverwendet werden kann, wihrend eine
geringere Abfahrgeschwindgkeit toleriert werden kann.
Ahnliche Aufgaben entstehen bei der Kursfolge von Schif-
fen oder Flugzeugen beispielsweise fiir Vermessungs-
oder Kabellegeaufgaben, welche sich als Pfadverfolgungs-
problem formulieren lassen [4;15]. Doch nicht nur fiir
mechatronische Systeme ist diese Problemstellung von
Bedeutung, auch die Regelung von Kristallisationspro-
zessen kann als Pfadverfolgungsproblem im Phasenraum
aufgefasst werden [14], bei dem der Prozess in einem be-
stimmten Bereich des Phasenraums gefiihrt bzw. gehalten
werden muss. Existierende Verfahren zur Pfadverfolgung
erlauben oft nicht die Beriicksichtigung von Beschrin-
kungen der Stell- oder Zustandsgroflen [1;4;15], diese
spielen jedoch in der Praxis hdufig eine wichtige Rolle.

Optimierungsbasierte pradiktive Verfahren erlauben
die Beriicksichtigung von Beschrinkungen der Stell-
und Zustandsgroflen im Rahmen eines strukturierten
Reglerentwurfs [7;9;11]. Ferner kann die nichtlineare
pradiktive Regelung (engl.: nonlinear model predictive
control) auf Trajektorienfolgeprobleme angewendet wer-
den, siehe zum Beispiel [12]. Es stellt sich daher die
Frage, ob pridiktive Regelungsverfahren auch zur Losung
von Pfadverfolgungsproblemen, d.h. zur Verfolgung pa-
rametrisierter Referenzkurven im Zustandsraum unter
Beschriankungen, geeignet sind.

Die Verwendung parametrisierter Referenzkurven im
Kontext optimierungsbasierter, pradiktiver Regelungsver-
fahren bedeutet, die zeitliche Verdnderung der Referenz
so zu bestimmen, dass die Strecke der Anderung der
Referenz moglichst gut folgen kann. Diese Idee ist ver-
wandt mit dem Ansatz der Sollwertvorgabe durch einen
sogenannten Referenzgouverneur (engl. reference gover-
nor). Unter anderem wird dies fiir optimierungsbasierte
Regelungsverfahren in [2] skizziert. Dabei wird im All-
gemeinen auf eine Kaskade aus einem inneren Regelkreis
— der Beschrinkungen der Stell- und Zustandsgrofien
respektiert — und einem dufleren Regelkreis fiir die Soll-
wertvorgabe zurtckgegriffen. Ein anderer Ansatz [10]
verwendet eine Parametrisierung der Menge erreichba-
rer Arbeitspunkte im Kontext pridiktiver Regelung fiir
zeitdiskrete Systeme. Ziel ist es dabei, die Giite des
Wechsels zwischen stationdren Arbeitspunkten durch pa-

rameterabhingige Referenzterme im Kostenfunktional zu
verbessern.

In dieser Arbeit wird ein pradiktiver Ansatz zur Losung
des Pfadverfolgungsproblems skizziert, der Beschrankun-
gen berticksichtigt und dessen Stabilitit garantiert werden
kann. Im Unterschied zur Idee des Referenzgoverneurs
(vgl. [2]) kommt der vorzustellende pridiktive Ansatz
ohne die Verwendung einer Kaskadenstruktur aus.

In Abschnitt 2 werden die Unterschiede zwischen Tra-
jektorienfolge und Pfadverfolgung herausgearbeitet und
es wird das betrachtete Pfadverfolgungsproblem definiert.
In Abschnitt 3 wird ein pridiktiver Ansatz zur Losung
des nichtlinearen eindimensionalen Pfadverfolgungspro-
blems vorgestellt. Es werden hinreichende Bedingungen
fiir die Stabilitdt des Ansatzes diskutiert. Daneben wird
aufgezeigt, wie die Wahl stabilisierender Endregionen
und Endbestrafungen durch die zusitzlichen Freiheits-
grade des Pfadverfolgungsproblems vereinfacht wird. Die
pradiktive Losung des Pfadverfolgungsproblems fiir ein
Fahrzeug steht im Mittelpunkt des Abschnitts 4. Die
Erweiterung der vorgestellten Ergebnisse auf mehrdimen-
sionale Pfadkorridore ist Gegenstand von Abschnitt 5.
Mit einer Zusammenfassung in Abschnitt 6 schliefit die-
ser Beitrag.

2 Trajektorienfolge und Pfadverfolgung
Betrachtet werden nichtlineare Systeme der Form

x=f(x,u),

xe X CR",

x(O):Xo, (1)
uel CR" (2)

unter Beschrankungen der Stell- und Zustandssignale.
Hierbei ist x der Systemzustand und u der Eingang.
Sowohl der Eingang als auch der Zustand unterliegen
Begrenzungen. D.h. der Systemzustand soll, zum Bei-
spiel aufgrund von Sicherheits- oder Qualitdtsgriinden
auf die Menge X C R" beschrinkt sein und die Stellgro-
Ben unterliegen Begrenzungen der Form u € Y € R™. Im
Folgenden wird zwischen der sogenannten Arbeitspunkt-
stabilisierung, dem Trajektorienfolgeproblem sowie dem
Problem der Pfadverfolgung unterschieden.

Arbeitspunktstabilisierung

Ziel einer Arbeitspunktstabilisierung ist es, eine Riick-
fiihrung bzw. einen Regler zu finden, sodass der
Systemzustand unter Einhaltung der Beschrinkungen
zum vorgegebenen Arbeitspunkt konvergiert und dieser
— zum Beispiel im Sinne von Lyapunov — stabilisiert wird.

Trajektorienfolge

Der Entwurf einer Regelung zur Trajektorienfolge hat
hingegen das Ziel, dass die Systemzustinde x(f) gegen
eine Referenztrajektorie 7(¢) € X € R" konvergieren und
diese Trajektorie stabilisieren. Beispiele fiir Trajektori-
enfolgeprobleme sind Synchronisationsaufgaben in der
Kommunikation oder auch das zeitliche Verfolgen eines
Rezepts in einem chemischen Batchprozess.
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Oftmals wird der Entwurf von Regelungen zur Tra-
jektorienfolge auf das Problem der Stabilisierung eines
Arbeitspunktes zurtckgefithrt. Im ersten Schritt wird
hierzu der Trajektorienfolgefehler er(t) definiert

er(t) =x(t) —r(t). (3)

Unter der Annahme, dass die Referenztrajektorie r(¢)
durch ein bekanntes Exosystem # = h(r) generiert wird,
kann das Trajektorienfolgeproblem in Fehlerkoordinaten
beschrieben werden: tl_l)Iglo er(t) =0.

Pfadverfolgung
Ziel der Pfadverfolgung ist es, nicht einer zeitabhin-
gigen Referenztrajektorie, sondern einer geometrischen
Referenz im Zustandsraum bzw. einer Teilmenge des Zu-
standsraums zu folgen, siche Bild 1. Beispiele hierfiir sind
Fris- und Bearbeitungsvorginge bei Werkzeugmaschinen
oder hochgenaue Messvorginge, bei denen der Fras- oder
Messkopf exakt einer Kontur folgen soll.

Im Rahmen dieser Arbeit wird davon ausgegangen,
dass die Referenz im Zustandsraum durch eine Kurve
gegeben ist. Diese Kurve

RCX
R ={r(0) eR": 0 €[,0] CR— r(0)} (4)

wird im Folgenden als Pfad bezeichnet. Insbeson-
dere wird hierbei, ohne erhebliche Einschrinkung der
Allgemeinheit, davon ausgegangen, dass der Pfad R
als Bild des reellen Intervalls [6,0] unter der Ab-
bildung r: 0 € [6,0] — r(0) € R" gegeben und die
Bewegungsrichtung durch das positive Voranschreiten
in 6 vorgegeben ist. Somit ist der Pfad in Bezug auf
den Pfadparameter negativ parametrisiert und soll im
Ursprung (6 = 0) = 0 enden. Auflerdem wird angenom-
men, dass r eine bijektive und hinreichend oft stetig
differenzierbare Abbildung ist, was insbesondere impli-
ziert, das der Pfad sich nicht selbst kreuzt. Im Folgenden
wird ein Pfad als abstandsregulir in der Menge X
bezeichnet, wenn zu jedem Zustand x € X' genau ein
Pfadparameter 6 existiert, sodass 8 = argmin||x —r(6)]|.

0
Mit Hilfe der Pfadbeschreibung (4) laf3t sich ein zeit-
licher Pfadverfolgungsfehler ep(#) der Form

ep(t) = x(t) —r(6(1)) (5)

Pfadverfolgung

Trajektorienfolge

Bild 1 Trajektorienfolge und Pfadverfolgung. Wihrend bei der Tra-
jektorienfolge die Referenz zeitabhingig beschrieben ist, liegt der
Pfadverfolgung eine geometrische Referenz im Zustandsraum zu Grunde.

definieren. Ziel der Pfadverfolgung ist die Konvergenz des
Systemzustands gegen den Pfad, d. h. es soll gewidhrleistet
werden, dass tli>r£o ep(t) = 0. Hierbei ist der Pfadparameter
0(t) eine zeitabhingige Grofle, deren Dynamik jedoch
nicht a priori bestimmt ist. Somit gibt der Pfad R vor,
welchen Weg durch den Zustandsraum ein System bewil-
tigen soll. Es ist aber nicht vorgegeben, wann das System
wo auf dem Pfad sein soll. Grundidee vieler Regelungsver-
fahren zur Pfadverfolgung ist es, dass der Regler sowohl
die Pfadevolution als auch den Systemeingang vorgibt,
d.h. 6 soll durch den Regler so bestimmt werden, dass
das System dem Pfad gut folgen kann und sich immer
vorwirts entlang des Pfades bewegt. Formal ergibt sich
somit das folgende Pfadverfolgungsproblem, welches im
Rahmen dieser Arbeit mit Hilfe pradiktiver Regelungs-
methoden gelost werden soll:

Definition 1 (Pfadverfolgungsproblem).
Fiir ein nichtlineares System (1) und einen a priori bekann-
ten Pfad gegeben durch R soll ein Regler entworfen werden,
sodass folgende Anforderungen erfiillt sind:

F1 Pfadkonvergenz: Der Pfadfolgefehler konvergiert, d. h.
tlg(r)lo ep(t) = 0.

F2 Vorwirtsbewegung: Das System bewege sich vorwiirts
entlang des Pfades. D.h. 6(t) >0 fiir alle Zeiten t >0
und alle 6 € [6,0).

F3 Beriicksichtigung von Beschrinkungen: Die Be-
schrinkungen der Systemzustinde und der StellgrofSen
werden beriicksichtigt: x € X und u € U.

3 Pradiktive Pfadverfolgung

Ziel des betrachteten Pfadverfolgungsproblems ist insbe-
sondere die Einhaltung von Zustands- und Stellgroflen-
beschrankungen, wie sie oftmals in der Praxis auftreten.
Klassische Ansdtze erlauben oft nicht, direkt solche Be-
schrankungen zu berticksichtigen [1; 15]. Im Folgenden
wird ein pradiktives, optimierungsbasiertes Verfahren
vorgeschlagen, welches erlaubt diese Beschrankungen ex-
plizit zu beriicksichtigen und einzuhalten.

Grundidee der pridiktiven Regelung ist es, das
anzuwendende Eingangssignal auf der Basis einer wie-
derholten Optimierung des iiber den sogenannten
Pridiktionshorizont vorhergesagten, zukiinftigen System-
verhaltens zu bestimmen. Hierzu wird wiederholt ein
Optimalsteuerungsproblem gelost. Beispiele pradiktiver
Regelungsverfahren, die Stabilitdt im Fall einer Arbeits-
punktstabilisierung garantieren, finden sich in [7;9; 11].

Im Fall der Pfadverfolgung gibt es neben dem rea-
len, auf das System wirkenden Eingang einen weiteren
Freiheitsgrad, der bestimmt werden muss: Die Evoluti-
onsgeschwindigkeit, mit der das System dem Pfad folgen
soll. Die im Rahmen dieser Arbeit verfolgte Grundidee
zur Losung des Problems mit Hilfe pridiktiver Rege-
lungsverfahren ist simpel: Anstelle des urspriinglichen
Systems wird von einem System mit einem um den
Pfadparameter erweiterten Zustand ausgegangen. In der
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Kostenfunktion wird neben den vorhergesagten (pridi-
zierten) Systemzustinden und Stellsignalen %, & auch der
Pfadparameter 6 und der noch niher zu spezifizierende —
auf den Pfadparameter wirkende — Eingang v berticksich-
tigt bzw. bestraft. Der Pfadparameter 6 und der virtuelle
Eingang v werden hierbei als interne Groflen des pridik-
tiven Reglers aufgefasst.

Im Sinne einer wiederholten optimalen Losung fthrt
dies zu folgendem, zu den Abtastzeitpunkten f; =k zu
minimierendem Kostenfunktional:

t+Tp
I(xa 1/-[1 9) V) = F()’C, 1/-[, 9, V) dT
I3

+E (%(tx + Tp), 0(tx + Tp)) . (6)

Hierbei ist T, der sogenannte Pridiktionshorizont und
§ ist die — im Rahmen dieser Arbeit als konstant
angesehene — Abtastzeit. Ahnlich dem Fall einer Arbeits-
punktstabilisierung [7;9; 11] wird die Stabilitit durch die
wiederholte Anwendung des sich ergebenden optimalen
Eingangssignals durch eine korrekte Wahl der Endbestra-
fung E(-) als auch der positiv-definiten Kostenfunktion
F(-), welche beide von 0(t; + Tp) bzw. 6 abhingen, er-
zwungen.

Das auf das System angewendete Eingangssignal ist
durch Losung des folgenden Optimalsteuerungsproblems
zu den Abtastzeiten #; gegeben':

‘min J ()Z, i, 0, V) . (7)
(), v(-)

Hierbei ist neben dem vorhergesagten Eingangssignal i
die Pfadgeschwindigkeit v eine der zu bestimmenden
Groflen. Bei der Losung des Optimalsteuerungsproblems
missen die — fur die pridiktive Regelung nichtlinearer
Systeme typischen — Nebenbedingungen an die Systemdy-
namik sowie die Beschrinkungen berticksichtigt werden:

x(7) =f(x(1), a(r)), x(tx) =x(t), (8a)
Vietut+Tpl: %) elX, a(r)eld, (8b)
%t + Tp) eEC X CR". (8¢)

Die Endbedingung (8c) fordert, dass der Systemzustand
zum Ende jeder Pradiktion in einer zu bestimmenden
Endregion £ liegen muss. Diese Bedingung wird im
Weiteren dazu genutzt, die Stabilitit des Verfahrens zu
garantieren. Zusdtzlich impliziert diese Bedingung eine
Mindestlinge fir den Pradiktionshorizont Tp. D.h. der
Pridiktionshorizont muss mindestens so lang sein, dass
das Optimalsteuerungsproblem eine Losung zum Zeit-
punkt o besitzt.

! Der Nachweis der Existenz der Losung eines Optimalsteuerungspro-
blems ist im Allgemeinen schwierig, siche z.B. [9]. Umgangen wird
dies oft durch den Ubergang von der Bestimmung des Minimums auf
die Bestimmung des Infimums. Zur Vereinfachung der Darstellung
schreiben wir jedoch min an Stelle von inf.

Neben der Systemdynamik ist fir die Pfadverfolgungs-
aufgabe die Einhaltung der folgenden Nebenbedingungen
notwendig:

0(7) = g(0(1),v(1)), (9a)
0(ty) = arg;ninllx(tk) -r@), 6(tx) >0(tr1) (9b)

Vre [t + Tpl:  6(1) € [6,0], v(r) € V. (9¢)
Bedingung (9a) beschreibt die Dynamik des Pfadparame-
ters § = g(6,v), d. h. die Sollevolution des Systems entlang
des gewiinschten Pfades. Hierbei ist zu beachten, dass
diese Dynamik vom virtuellen Pfadparametereingang v
(der Pfadgeschwindigkeit) abhingt. Um die Evolution des
Pfadparameters im Rahmen jeder Pridiktion bestimmen
zu konnen, ist eine Anfangsbedingung 6(#;) notwendig.
Um Stérungen zu berticksichtigen, wird zu Beginn jeder
Pridiktion durch eine zusitzliche, skalare Optimierung
der Pfadparameter bestimmt, der den Abstand zwischen
abgetastetem Systemzustand x(#;) und dem Pfad R mini-
miert (9b). Um zu garantieren, dass der Pfad in positiver
Richtung durchlaufen wird, wird bei der Bestimmung
des minimierenden Pfadparameters 0(t+1) > 0(tx) gefor-
dert. Die Dynamik des Pfadparameters ist ein zusitzlicher
Freiheitsgrad des Reglerentwurfs. Sie ist so zu wih-
len, dass fiir alle 6 € [#,0) und alle v € V Forderung F2
(6 = g(6,v) > 0) erfiillt ist.

Die Losung des durch (6)—(9) gegebenen Optimal-
steuerungsproblems fiihrt zu einem optimalen Stell-
signal i (¢, x(tx)), welches das bis zur nichsten Abtastung
des Systemzustands auf die Strecke anzuwendende Stell-
signal definiert:
u(t) =a (t,x(t)), te€ (tte+5]. (10)
Das durch (6)-(10) beschriebene Verfahren zur pri-
diktiven Losung des Pfadverfolgungsproblems ist eine
Erweiterung bekannter pradiktiver Ansitze. Das Opti-
malsteuerungsproblem wird um den Pfadparameter 6
als zusitzliche Zustandsgréfle und den virtuellen Ein-
gang v als zusitzliche Stellgrof3e erweitert. Die Evolution
des Pfadparameters wird dabei durch die Optimierung
so bestimmt, dass das zu regelnde System (1) dem Pfad
moglichst gut folgt. Dabei ist die Geschwindigkeit der
Pfadevolution sekundir gegeniiber der Forderung, mog-
lichst gut dem Pfad zu folgen.

Stabilitat des pradiktiven Pfadverfolgungsreglers
Im Folgenden werden hinreichende Bedingungen vorge-
stellt, die die Stabilitit des geschlossenen Kreises unter
dem vorgestellten Regelungsansatz garantieren. Grund-
sitzlich basieren die dazu erforderlichen Annahmen auf
Arbeiten zur Arbeitspunktstabilisierung mit Hilfe pradik-
tiver Regelungsverfahren, siehe [7;9;11]. Eine detaillierte
Beschreibung der fiir die Pfadverfolgung notwendigen
Annahmen ist in [5] enthalten.
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Satz 1 (Stabilitit pradiktiver Pfadverfolgung).

Angenommen die folgenden Bedingungen sind erfiillt:

(i) Die Endregion & ist kompakt und fiir alle 6 € [6,0]
gilt, dass r(0) € E. Die Endbestrafung E(x, 0) ist stetig
differenzierbar und positiv semidefinit, mit E(0,0) = 0.

(ii) Fiir alle (x,0) € € x [0, 0] existiert ein Paar zuldssiger
Eingangssignale (ug,ve) € U x V), sodass

VE(X,Q) . <f(x’ Mg)

20 Vg))-l-F(x,G,ug,Vg)gO (11)

und die Losungen von x = f(x, ug) und 0 = g(0,ve)
beginnend bei (x,0) € £ x [0, 0] bleiben fiir alle Zeiten
in € x [6,0].
(iii) Das Optimalsteuerungsproblem besitzt eine Losung
zum Zeitpunkt to.
Dann gilt fiir den geschlossenen Kreis gegeben durch (1),
(6)—(10), dass der Pfadfolgefehler tllrgox(t) —-r(0(t)) =0
konvergiert. Des Weiteren ist der Einzugsbereich durch alle
Anfangszustinde, fiir die das Optimalsteuerungsproblem
(6)—(9) eine Losung besitzt, gegeben.

Beweisskizze
Das umrissene Regelungsschema (6)—(10) kann mit Hilfe
der Koordinatentransformation

y=(x-r(0),0)", yeR"!
w=(u,v)7, we RmH

in das Problem der Stabilisierung des Ursprungs des
R"! iiberfiihrt werden. Daher konnen in den neuen
Koordinaten direkt bekannte Ergebnisse zur Stabilitt
pradiktiver Regelung angewendet werden, sieche zum Bei-
spiel [7;9; 11].

In diesen neuen Koordinaten ist die Invarianzbedin-
gung fiir die Endregion (11) gegeben durch

VE(y)-f(y,w) + F(y,w) 0. (12)

Hierbei ist f(y, w) durch % = (x— %9, 0)T bestimmit.
Die Riicktransformation der Endbestrafung E(y) aus
(12) in x, 0, u, v-Koordinaten ergibt

ar

nxXn _

VE(y) = VE(x,0) - 06
01><n 1

Mit Hilfe dieses Zusammenhangs wird die Invarianz-
bedingung (12) zuriick in die Ausgangskoordinaten
iibertragen. Die Bedingungen (i)—(iii) folgen direkt aus
den Forderungen fiir Stabilitit in y, w-Koordinaten.

Bestimmung stabilisierender Endbestrafungen und
Endregionen

Die Bestimmung von passenden Endregionen und End-
bestrafungen ist sowohl fiir die Arbeitspunktstabilisierung
als auch fiir Trajektorienfolge und Pfadverfolgung im All-
gemeinen schwierig. Die Invarianzbedingung (11) aus
Satz1 ist einer Ljapunov-Ungleichung sehr &hnlich.

Daher ist die Bestimmung einer (lokalen) Kontroll-
Ljapunovfunktion als Endbestrafung E(-) und eines
die Stellbeschrinkungen garantierenden Levelsets dieser
Funktion als Endregion & meist hinreichend, um die
Stabilitdt des geschlossenen Kreises unter einer modell-
pradiktiven Regelung zu garantieren, siehe z. B. [3]. Fir
die Endbestrafung E(-) wird in Satz 1 und #hnlichen Er-
gebnissen in [7;9] jedoch nur positive Semidefinitheit
gefordert. Daher ist klar, dass es nicht notwendig ist, dass
die Endbestrafung E(-) eine Kontroll-Ljapunovfunktion
ist. In [9] wird dies an einem Beispiel diskutiert.

Die Betrachtung der Invarianzbedingung (11) aus
Satz 1 macht deutlich, dass die zusitzlichen Freiheits-
grade des Pfadverfolgungsproblems im Reglerentwurf 3
und somit auch bei der Wahl der Endregion und der o
Endbestrafung genutzt werden kénnen. So sind in (11) 8
sowohl die Dynamik des Pfadparameters g(6,v) als auch £
die Endbestrafung E(x,0) und die Endregion £ so zu
bestimmen, dass Voraussetzung (ii) des Satzes 1 erfiillt
ist. Im Folgenden wird gezeigt, wie ausgehend von einem
pfadverfolgenden Stellsignal ug die Endbestrafung E(x, 0)
und die Endregion £ so bestimmt werden konnen, dass
die Stabilititsbedingungen aus Satz 1 erfiillt sind. Unter
einem pfadverfolgenden Stellsignal u¢ verstehen wir hier-
bei ein Eingangssignal, welches das System ausgehend von
einem auf dem Pfad liegenden Startpunkt xy € R entlang
des Pfades in positive Richtung mit 6 = g(8, ve ) > 0 fiihrt.

Zur Vereinfachung der Betrachtung sei im Weiteren
die Kostenfunktion fiir das Optimalsteuerungsproblem
durch
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0
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Q
gegeben. Die Gewichtungsmatrizen Q,R >0 werden
hierbei als strikt positiv definit angenommen. Es gilt
I(0, 6)T||2Q = 46°. i1, 7 sind die konstanten Referenzwerte
der Stellgrolen.

Die Endbestrafung E(x,6) aus (11) muss nicht not-
wendigerweise vom Zustand x und dem Pfadparameter
0 abhingen, da fur E(x,0) positive Semidefinitheit ge-
fordert wird. Wird ein nur von 6 abhidngender Ansatz
fiir die Endbestrafung E(0) gewihlt, vereinfacht sich die
Invarianzbedingung (11) erheblich. Der Zustand x taucht
nur noch als Argument der Kostenfunktion F(x, 6, u,v)
auf.

Sind Stellsignale ug € U und vg € V bekannt, sodass
das System (1) dem Pfad R aus (4) ausgehend von ei-
nem Startpunkt auf dem Pfad mit 6 > 0 folgt, dann kann
&€ =R als Endregion gewihlt werden. Jedem x € R kann
eineindeutig ein Wert des Pfadparameters 6 zugeordnet
werden, sodass x = r(6). Demzufolge ist auf dem Pfad die
Kostenfunktion F(-) nur vom Pfadparameter 6 und den
Eingangssignalen ug und vg abhingig. Die Invarianzbe-
dingung (11) vereinfacht sich damit zu

F(x,0,u,v) = (13)

u—
V-

<t

R

VE©)-g(0,ve) + 367 + |15 1
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Bild 2 Veranschaulichung von Korollar 1. Gleichung (14) aus Korollar 1
bedeutet, dass die Kostenfunktion F entlang des Pfades durch die qua-
dratische Endbestrafung E(6) abgeschitzt wird und schneller als — VE - g
gegen 0 konvergiert.

Diese vereinfachte Invarianzbedingung ist nicht direkt
vom Zustand x abhingig. Die vorangegangene Ar-
gumentation kann in folgendem Korollar zu Satz 1
zusammengefasst werden [6].

Korollar 1.

Sei die Kostenfunktion F(-) der Form (13), und die End-
region £ entspreche dem zu verfolgenden Pfad R aus (4).
Daneben seien ve und ein pfadverfolgendes Stellsignal ug
bekannt und es existiert ein konstantes € >0, sodass fiir alle
6 € [0,0] gilt

02 4 || 1E " 2
g ve —V R
e>— 12" Rs g, (14)
—g(Q,VE)'Q

Dann  garantiert die Endbestrafung E(0) = %92 fiir
den durch (6)—(10) gegebenen, geschlossenen Kreis,
dasstlirn x(t) —r(0(t)) = 0.

—00

Dieses Korollar erlaubt unter den angegebenen Be-
dingungen die Bestimmung einer geeigneten, stabili-
titsgarantierenden Endbestrafung. Die Konvergenz des
geschlossenen Kreises und der Einzugsbereich des Reglers
sind dann nur noch durch die Losbarkeit des Optimal-
steuerungsproblems zum Zeitpunkt ¢ = t, bedingt. Die
durch das Korollar vorgenommene Abschétzung der auf
dem Pfad entstehenden Kosten ist in Bild 2 grafisch ver-
anschaulicht. Sowohl die Kosten entlang des Pfades als
auch die Anderung der Endbestrafung entlang des Pfades
konnen tiber 6 aufgetragen werden. Die Bedingungen aus
Korollar 1 garantieren, dass eine quadratische Endbestra-
fung E(0) die Kosten entlang des Pfades abschitzt und
somit zur Stabilitit des geschlossenen Kreises fiihrt.

4 Beispiel: Pfadverfolgung fiir ein Fahrzeug
Zur Veranschaulichung des vorgeschlagenen Regelungs-
konzepts wird ein vereinfachtes Modell eines Fahrzeuges

mit Lenkeingriff und Antrieb betrachtet:

X1 u1 cos(x3)
X | = | ursin(x;) |. (15)
X3 u; tan(uy)

Die Zustinde x; und x, beschreiben die Position des
Fahrzeugs in der x;-x,-Ebene, x5 ist der beziiglich der
x1-Achse gemessene Gierwinkel. Die Stellgrofien sind die
Vorwirtsgeschwindigkeit #; € [0,6] und der Lenkwinkel
uy € [-0,63,0,63]. Der zu verfolgende Pfad R ist durch

0

o= ", (16)
arctan | —
(%)

gegeben. Es gilt p(0) =—alog(y/(B + 10])) - sin(wb),
0 € [-30,0]. Die Koeffizienten von p(6) sind o =6,
B =5,y =20, w=0,35. Die Definition der dritten Kom-
ponente von r beschreibt, dass das Fahrzeug immer in
Tangentialrichtung entlang der durch (6, p(8))” gegebe-
nen Kurve in der x;-x,;-Ebene fahren soll.

Reglerentwurf

Unter Verwendung des Ergebnisses aus Korollar 1
soll ein Regler entworfen werden. Die Kostenfunktion
F(-) entspricht (13), wobei fiir die Matrizen Q=38
diag(10%,10°,10°, =) und R = diag(10,10,1) gilt. Als
Endregion wird der durch (16) gegebene Pfad R gewihlt.
Um die Uberpriifung der in Korollar 1 angegebenen
Bedingungen zu vereinfachen, wird die Pfadevolution
0=g(0,v)=—A0 +v, A=107, v € [0,6] gewihlt.

Um eine stabilisierende Endbestrafung bestimmen zu
konnen, muss ein zuldssiges, pfadverfolgendes Eingangs-
signal ug € U bekannt sein. Wenn sich das System auf
dem Pfad befindet und die Pfadevolution § vorgegeben
ist, entspricht r(6(t)) der Solltrajektorie des Systems. Das
betrachtete System (15) ist differentiell flach (vgl. [8]),
mit dem flachen Ausgang y = (x1,%2)T. Daher ist ein
pfadverfolgendes Eingangssignal u¢ in Abhingigkeit der
Pfadevolution § = g(6, v) durch

. I\’

- 1+ (a—g)
e 3

ug)z a 2\ 2 2
arctan 1+ o . 8_,0
20 902

gegeben. Es lisst sich leicht tiberpriifen, dass fiir ve =0
die Stellgrofienbeschrinkungen eingehalten werden. Zu
beachten ist, dass das Stellsignal u¢ ; am Ende des Pfades
nicht gleich 0 ist. Daher werden die konstanten Refe-

renzwerte der Stellsignale auf i, = ug 7|9p—o und 7, =0
gesetzt. Auflerdem gilt

(17)

_ 2
. Ug— i
6]92+ £, ~1
L Ugr—U2|p
lim =0.
0—0 103 .02

W
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auch die Ergebnisse fiir eine optimierungsbasierte Lo-
sung des korrespondierenden Trajektorienfolgeproblems
il fiir O = 4,1 = const. dargestellt. In allen Diagrammen in
> Bild 4 sind die Ergebnisse fiir die Pfadverfolgung schwarz
600+ s 1 und die fiir die Trajektorienfolge schwarz gestrichelt auf-
3 haS getragen. Beide Verfahren konvergieren zuerst gut gegen
. -1 den Sollverlauf in der x;-x,-Ebene (vgl. Bild 4a), jedoch
4001 V'~ . ‘ -4 -3 -2 -1 0 | scheitert das Trajektorienfolgeverfahren im Anschluss an
. die letzte Kurve durch die Begrenzung der Stellgrof3e u.
200/ VE "~.. Die gewidhlte Solltrajektorie ist unter den vorgegebenen
- g TNy, Stellgroflenbeschriankungen nicht realisierbar. Die Zeit-

=n (0, ug, ve) verldufe der Zustandsgroflen sind fir beide Verfahren in
or oo R S den Diagrammen 4c und d dargestellt. Im Vergleich der
== F(0,4,0) ‘ Sollverldufe in beiden Abbildungen ist gut zu erkennen,
=30 -20 -10 0 dass fiir die Pfadverfolgung (vgl. Bild 4c) die Zeitverldufe

0 der Sollgroflen erst zeitlich gestreckt und dann gestaucht
Bild 3 Stabilisierende Endbestrafung. Der Verlauf der Kostenfunktion F werden
fiir das Stellsignal ug aus (17) ist entlang des Pfades tiber den Pfadpara- '
meter 6 aufgetragen. Die Endbestrafung E(9) = £62, € = 1740 garantiert . . .
Stabilitit. : 5 Mehrdimensionale Pfadkorridore
Bisher wurde davon ausgegangen, dass sich das System

exakt auf einer vorgegebenen Kurve bewegen soll. In der

8007IIIIIIII-I-I-I-I-I-I-I-I-I-I-I-I-\-\-\-\-\-\-\-L

-
-
-~
....

Dies ist dquivalent dazu, dass die Kosten entlang des Praxis liegen jedoch oftmals zusitzliche Freitheitsgrade
Pfades schneller gegen 0 konvergieren als die Endbestra- vor. So hat eine Strafle eine gewisse Breite und es ist nur
fung E(0). In Bild 3 sind die Kosten entlang des Pfades wichtig, dass ein Fahrzeug diese nicht verlisst. Schiffe
aufgetragen. Mit € = 1740 garantiert die Endbestrafung oder Flugzeuge miissen sich in einem gewissen Korri-
E@0) = %92 die Konvergenz des Systems im Sinne von dor aufhalten. Bildlich gesprochen, soll das System nicht
Korollar 1. mehr nur einer parametrisierten Kurve folgen, sondern
sich in einer mehrdimensionalen Fliche (Mannigfaltig-
Simulationsergebnisse keit) bewegen. D. h. das Pfadverfolgungsproblem wird im
Die Diagramme a—d in Bild 4 zeigen die Simulati- Folgenden um zusitzliche Freiheitsgrade erweitert, sodass
onsergebnisse fiir die Anwendung des vorgeschlagenen neben dem zeitlichen Freiheitsgrad (wann ist das System
pradiktiven Regelungsverfahrens. Die Simulationen wur- wo auf dem Pfad) auch ortliche Freiheitsgrade beziiglich
den mit Hilfe des Softwarepaketes OptCon unter Matlab des Pfades berticksichtigt werden konnen.
durchgefiihrt. Details zu diesem Paket finden sich in [13]. Im Vorangegangenen wurde der zu verfolgende,
Fiir die Simulationen ist Tp = 1 der Pridiktionsho- a priori bekannte Pfad als Kurve R ={r(0) e R": 6 €
rizont und § = 0,5 die Abtastzeit. Zum Vergleich sind [6,0] — 7(0)} im Zustandsraum definiert, vgl. (4). Um
a) Bewegung in x1-z5 Ebene b) Stellsignale ¢) Pfadverfolgung d) Trajektorienfolge
Referenz --uy,traj —uy, pfad ° 0 L
- -Trajektorienfolge sif % SN e
af Sem el lael . X -15 : : -15 o :
—Pfadverfolgung U1 1 r(0(t) | ¥1 "_.-” r(t)
o -30 —a1(1) ~a0p*" ---x1(t)
ol 4 ro(t) '," ~‘.‘
T2 T2 Y $2_(f) ,"l ‘
J —
1 ld-N
o} v . r3(6(t)) Lt ra(t) b
A S S S R Nt —3(t) ---x3(t) )}
-30 -265 -20 -15 -10 -5 0 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
T t t t

Bild4 Simulationsergebnisse. Diagramm (a) zeigt die Bewegung in der x;-x,-Ebene fiir Pfadverfolgung und Trajektorienfolge. Diagramme (b)—(d)
zeigen die zugehorigen Stellsignale und Zustandsgrofien.
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ortliche Freiheitsgrade zu berticksichtigen wird diese Be-
schreibung erweitert

Ri={n(®) eR":0€[0,0] C RF — (@},  (18)

R i ist dabei die Menge der zuldssigen Pfade, die durch die
Abbildung 1, : ® € RF > 1(®) € R”, k < n beschrieben
ist.t © =(01,..,600)T € R¥ ist der Vektor der beschrei-
benden Parameter, deren Definitionsbereiche durch das
vektorwertige Intervall [®,®] gegeben sind, wobei
6, € [01,0] gilt. Die erste Komponente von © gibt die
Bewegungsrichtung und Orientierung in diesem Pfadkor-
ridor an, die anderen Komponenten 6, < ;< 0;, i=2..k
beschreiben ortliche Freiheitsgrade im Pfadkorridor. Das
Ende des Korridors liege im Ursprung r,(® = 0) = 0. Die
Abbildung ry sei ganz entsprechend dem 1-d Fall bijektiv,
hinreichend oft stetig differenzierbar und abstandsregulir
in X.

Die Idee der erweiterten Beschreibung ist es, neben
dem zeitlichen Freiheitsgrad noch zusitzliche ortliche
Freiheitsgrade im Pfadverfolgungsproblem zuzulassen.
Entsprechend Bild 5 soll sich das System in einem a priori
bekannten Pfadkorridor, in einem durch den ersten Pfad-
parameter vorgegebenen Bewegungssinn in den Ursprung
bewegen. Im Gegensatz zum 1d-Pfadverfolgungsproblem
ist nun nicht nur die zeitliche Evolution des Pfadparame-
ters 0; (¢) ein Freiheitsgrad des Reglerentwurfes. Vielmehr
kann mit Hilfe der zusitzlichen Parameter 6,(t)...0:(¢)
auch der ortliche Verlauf der Referenz im Zustandsraum
beeinflusst werden.

Definition 2 (Erweitertes Pfadverfolgungsproblem).

Fiir ein nichtlineares System (1) und einen a priori be-

kannten k-dimensionalen Pfadkorridor Ry aus (18) soll

ein Regler entworfen werden, sodass folgende Anforderun-
gen erfiillt sind:

E1 Konvergenz: Der Pfadfolgefehler konvergiert, d.h.
tlim x(t) — r(O(t)) = 0. Damit das Ende des Pfadkor-
ridors im Ursprung liegt, muss zusdtzlich tlgﬁlo 0i(t) =0
fiir alle i = 2...k gelten.

E2 Vorwirtsbewegung: Die Bedingung zur Vorwiirtsbe-
wegung im Pfadkorridor ist in Abhdngigkeit von 6, (t)
gegeben: Yt >0, Y0, € [0;,0) 6,(t) > 0.

E3 Beriicksichtigung von Beschrinkungen: Die Be-
schrankungen der Systemzustinde und der StellgrofSen
werden beriicksichtigt: x € X und u € U.

Das in Abschnitt 3 vorgeschlagene pridiktive Verfahren

kann auch zur Losung der erweiterten Problemstellung

genutzt werden. Dazu wird der den Korridor beschrei-
bende Vektor © = (61,...,6,)T € RF als zusitzlicher,
durch ® = ¢(®,v) beschriebener Zustand eingefiihrt.

AuBerdem wird auch der virtuelle Eingang v e R*

entsprechend der Dimension von ® erweitert, sodass

© = g(©,v) steuerbar ist.

Hinreichende Bedingungen fiir die Stabilitdt eines sol-
chen Vorgehens konnen entsprechend den Ergebnissen
aus Satz 1 gefunden werden. Eine entsprechende Erwei-
terung von Satz 1 wird in [6] vorgestellt und diskutiert.

Bild5 Prinzipskizze eines 2d-Pfadkorridors. Die erste Komponente
von O gibt die Bewegungsrichtung und Orientierung im Korridor R
vor. Dadurch kann 8; = 0 als Beginn und 6, = 0 als Ende des Korridors
aufgefasst werden.

Beispiel

Fir das Beispiel des Fahrzeugs aus Abschnitt 4
kann anschaulich ein erweitertes Pfadverfolgungspro-
blem formuliert werden. Das Fahrzeug soll nicht
genau dem durch (16) gegebenen Pfad R folgen,
sondern es ist in der Normalenrichtung der Kurve
(61, p(601)) eine Abweichung der variablen Linge 6,
zugelassen. Der in Abhingigkeit von den Parame-
tern ® = (6, 6,)T € [-30,0] x [~ 1,25,1,25] beschrie-
bene Pfadkorridor R, = {p(®) e R*: O — p(®)} ist
gegeben durch

ap 4
— 0, —||(6y, p(O
2 28, 161, p(E)l

0161, (@I | . (19)

" 00,
rctan | —
arcta, %,

Die Dynamik der Pfadparameter ist wieder linear. Es gilt
6, =— 10720, + v, und 8, =— 10726, + v,. 8, und 6, werden
von je einem virtuellen Eingang v; € [0, 6], v, € [-5,5]

p(©) =1(61) +

B i) wa )TN
(O, pASMNT 7 =
‘;{.’\.\ ---2d-Korridor Ro Ly 'I,A.\'\‘.\. |
i \ ‘.]
1 .
iyt
\
L YA
—SIO -2IO T -16 0

Bild 6 2d-Simulationsergebnisse. Der Regler sucht in dem hell hervor-
gehobenen 2d-Pfadkorridor R ; einen 1d-Kurs p(©(t)) (grau), dem das
Fahrzeug (schwarz gestrichelt) folgt. Abgebildet sind die Projektionen
von R und R, in die x;-x, Ebene.
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beeinflusst. Bild 6 zeigt die Ergebnisse fiir dieses Beispiel. [10] D. Limon, L Alvarado, Alamo T., and E.F. Camacho. MPC for

394

Der Regler bewegt das System, auflerhalb des Korridors
startend, in den hell hervorgehobenen Pfadkorridor R,

tracking piecewise constant references for constrained linear sys-
tems. Automatica, 44(9):2382-2387, 2008.

oA ‘me| JybuAdos uewsag Aq pajoajoid si ajonle

.. . 11] D.Q. Mayne, J. B. Rawlings, C.V. Rao, and P. O. Scokaert. Cons-
hinein, um dann der wiederum durch den Regler be- (1] D- Q. Mayne, ] s . iy L
. . trained model predictive control: Stability and optimality.
stimmten Referenz p(®(t)) C R, bis zum Ursprung zu Automatica, 36(6):789-814, 2000.
folgen. [12] H. Michalska. Trajectory tracking control using the receding
horizon strategy. In Symposium on Control, Optimization and
6 Zusammenfassung und Ausblick 3] ;“i”;’”"”:ACE%“ t9_6 IMASS’ 191.96-{ of NMPC - 6
. . . g1 .K. Nagy. ications and application aspects o — from
Im Rahmen dieses Beitrags wurde ein pradiktiver An- . 87- PP o ane app 1 aspe
3 n simulation to industrial implementation via OptCon. In Proc.
S%tz ?ur Losung von Pfadverfolgungsproblemen fiir of the Int. Workshop on Nonlinear Model Predictive Control —
nichtlineare Systeme unter Stellgréflen- und Zustands- Software and Applications (NMPC-SOFAP), Loughborough, UK,
beschrinkungen vorgestellt, dessen Stabilitit garantiert 35-36, 2007.
werden kann. [14] Z.K(iN?gdy. Modlel t}))ased c];);;ltr(;;;}:[‘)/\r/oalc; éor batcht ;r};tatlli;a;ior} 2
. roduct design. In Proc. of the orld Congress the Int. Fed. o
Insbesondere wurden fir das Problem der Verfol- ium Contr. gSeoul Korea, 2008 ¢ >
gung eines eindimensionalen Pfades aufgezeigt, wie bei [15] R. Skjetne, T. Fossen, and P. Kokotovic. Robust output maneuver-

Kenntnis eines nominell pfadverfolgenden Stellsignals
vergleichsweise einfach, die Stabilitdt des vorgeschlagenen
pradiktiven Regelungsschemas garantiert werden kann.
Zusitzlich wurde diskutiert, wie der vorgeschlagene An-
satz auch die Berticksichtigung ortlicher Freiheitsgrade in
der Pfaddefinition zuldsst.

Zukiinftige Arbeiten werden untersuchen, ob und wie
ein Ausgangspfadverfolgungsproblem mit Hilfe pradikti-
ver Methoden geldst werden kann.
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