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Backstepping zur Synchronisierung
nichtlinearer dynamischer Systeme
Backstepping for Synchronization of Nonlinear Dynamical Systems

Kim D. Listmann, Jürgen Adamy, TU Darmstadt,
Craig A. Woolsey, VirginiaTech, Blacksburg

Zusammenfassung Es wird eine systematische Methode
zum Entwurf synchronisierender Regler für Systeme in stren-
ger Rückkopplungsform entwickelt. Dabei wird die Äquivalenz
unter statischer Zustandsrückführung der gegebenen Systeme
zu passiven Systemen ausgenutzt und eine neue Variante des
Backstepping-Verfahrens vorgestellt. Es wird gezeigt, dass
sich ein Kollektiv identischer Agenten synchronisiert, wenn
das Kommunikationsnetzwerk zu allen Zeitpunkten stark zu-
sammenhängend und ausgeglichen ist. Die Methode wird

anhand zweier Beispiele illustriert. ��� Summary This
article presents a methodology to derive control laws syn-
chronizing systems given in strict-feedback form. It exploits
feedback equivalence of such systems to passive systems and
uses a modified backstepping design. The control laws provably
synchronize a collective of identical agents if the underlying
communication network is balanced and strongly connected at
all times. Two examples demonstrate the effectiveness of the
design.

Schlagwörter Multi-Agenten-System, Synchronisierung, Backstepping, Passivität ��� Keywords Multi-agent systems,
synchronization, backstepping, passivity

1 Einleitung
Innerhalb der letzten Jahre wuchs das Interesse an ver-
netzten dynamischen Systemen stetig. Motiviert durch
viele Beispiele aus der Natur und der Technik, wie
Fischschwärme, Neuronen des menschlichen Gehirns, das
Energieversorgungsnetz und automatisierte Fahrzeugko-
lonnen, wird dabei sowohl die Analyse des inhärenten
Verhaltens dieser sogenannten Multi-Agenten-Systeme1

als auch der Entwurf von Regelungen zur Erzeugung
eines bestimmten Verhaltens für diese betrachtet. Ei-
ne fundamentale Rolle spielt dabei in jedem Fall die
Kommunikation zwischen den Agenten [19; 23]. Als Spe-
zialfall solch kollektiven Verhaltens, der aber viele weitere
Fälle einschließt, betrachtet dieser Beitrag die Synchroni-
sierung von Multi-Agenten-Systemen. Darunter versteht
man, dass sich das gesamte Kollektiv der Agenten wie ein
Agent verhält.

1 Das Wort Agent wird hier als Synonym für dynamisches System
benutzt. Man beachte aber, dass dies im Allgemeinen (z. B. in der
Informatik) nicht der Fall sein muss.

Synchronisierungsprobleme besitzen durch die Ver-
bindung von Regelungs-, Kommunikations- und Gra-
phentheorie eine erhöhte Komplexität. Aus diesem
Grund lassen sie sich in zwei Bereiche einteilen: Ei-
nerseits werden Agenten mit einfacher, meist linearer
Dynamik betrachtet, und das Hauptaugenmerk liegt auf
der Analyse der notwendigen Kommunikationstopolo-
gie des Netzwerks der Agenten, um die Synchronisierung
zu garantieren [19; 23; 27]. Andererseits wird versucht,
Entwurfsverfahren für Agenten mit nichtlinearer Dyna-
mik herzuleiten, die – unter starken Einschränkungen an
die mögliche Kommunikationstopologie – wiederum zur
Synchronisierung führen [17; 25]. Diesem letztem Aspekt
widmet sich auch der vorliegende Beitrag.

Es hat sich gezeigt, dass Passivität eine überaus nütz-
liche Eigenschaft zum Entwurf einfacher Regelgesetze
zur Synchronisierung ist [2; 5; 20]. In diesem Beitrag,
der auf [14; 15] aufbaut, wird dazu eine Erweiterung
vorgeschlagen, die es ermöglicht, Systeme in stren-
ger Rückkopplungsform [1] zu synchronisieren. Es ist
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bekannt, dass Systeme in dieser Form unter statischer Zu-
standsrückführung äquivalent zu einem passiven System
sind [29]. Außerdem lässt sich zur Stabilisierung2 dieser
Systeme ein rekursiver Entwurf mittels des Backstepping-
Verfahrens durchführen [1; 10; 24]. Daher schlagen wir
eine neue Variante des Backstepping-Verfahrens vor,
welche systematisch auf ein passives, synchronisierbares
System führt. Dann können zur Synchronisierung Me-
thoden aus [2; 5] verwendet werden. Dabei bleiben die
vorteilhaften Eigenschaften der passivitätsbasierten Syn-
chronisierung erhalten, und das Problem des relativen
Grads bei der Passivierung durch statische Zustandsrück-
führung wird für die Synchronisierung gelöst. Die Klasse
der Systeme in strenger Rückkopplungsform ist dabei
sehr wichtig, da alle vollständig direkt gesteuerten me-
chanischen Systeme und viele nichtholonome Systeme in
dieser Form darstellbar sind [9].

Daraus ergibt sich der Aufbau des Artikels wie folgt:
Zuerst werden einige allgemeine Grundlagen zu Passivi-
tät, Graphentheorie und Synchronisierungsalgorithmen
erläutert. Danach wird das Problem definiert und der
Reglerentwurf durchgeführt. Dabei wird auch die Frage
nach den notwendigen Restriktionen an die Netzwerkto-
pologie beantwortet. Abschließend veranschaulichen die
Lagesynchronisierung von Satelliten und die Posesyn-
chronisierung mobiler Roboter den Entwurf.

2 Grundlagen
2.1 Passivität

Passivität ist eine systemtheoretische Eigenschaft, welche
prinzipiell auf die Erhaltung von Energie innerhalb eines
dynamischen Systems zurückgeht. Eine detaillierte Dar-
stellung hierzu findet sich in [28], eine übersichtliche
Einführung gibt [11; 12].

Gegeben sei das nichtlineare System

ẋ= f (x) + G(x)u ,

y = h(x)
(1)

mit dem Zustand x ∈ Rn, dem Eingang u ∈ Rm und
dem Ausgang y ∈ Rm. Die Funktionen f (·) ∈ Rn, G(·)=
[g1, ..., gm] ∈Rn×m und h(·) ∈Rm werden als hinreichend
glatt angenommen, außerdem gilt f (0)= h(0)= 0. Da-
rüber hinaus setzen wir voraus, dass die Eingänge u
stückweise stetig sind.

Definition 1. Das (nichtlineare) System (1) heißt pas-
siv, wenn eine skalare C1-Speicherfunktion3 V : Rn →
R+

0 , x(t) �→ V(x(t)) mit V(x(t)= 0)= 0 und eine Funk-
tion S : Rn → R+

0 , x(t) �→ S(x(t)) so existieren, dass
V̇(x(t))= u�(t)y(t) – S(x(t)) ∀ t ≥ 0.

Oft wird in diesem Zusammenhang die Speicherfunktion
V(x) als Ljapunov-Funktion zum Nachweis der Stabi-

2 Vereinfachend für Stabilisierung der Gleichgewichtslage eines Systems
im Ursprung verwendet.
3 Cr bezeichnet die Menge der r-fach stetig differenzierbaren
Funktionen.

lität des Systems (1) verwendet. Dabei ist zu beachten,
dass V(x) lediglich eine positiv semidefinite Funktion
sein muss, sodass zum Nachweis der Stabilität zusätzliche
Methoden angewendet werden müssen.

Um bestimmen zu können, wann das System (1)
passiv ist, verwenden wir den Begriff der Äquivalenz
unter statischer Zustandsrückführung. Dies bedeutet,
dass eine statische Zustandsrückführung der Form
u= α(x) + β(x)ν so existiert, dass das System (1) durch
diese Rückführung in ein passives System überführt wird.
Die dafür notwendigen und hinreichenden Bedingungen
entnehmen wir einem bekannten Ergebnis aus [4].

Satz 1. Sei x0 = 0 ein regulärer Punkt4 für (1). Das
System (1) ist genau dann äquivalent unter statischer Zu-
standsrückführung zu einem passiven System mit einer
positiv definiten C2-Speicherfunktion V(x), wenn bei x0

der Vektorrelativgrad (1, ..., 1) und das System schwach
phasenminimal5 ist.

Später wird dies ausgenutzt, um für die betrachteten
Systeme einen Ausgang zu konstruieren, der die Bedin-
gungen aus Satz 1 erfüllt.

2.2 Graphentheorie
Zur Synchronisierung von Multi-Agenten-Systemen ist
Informationsaustausch unbedingt erforderlich. Zur for-
malen Beschreibung dieses Informationsaustauschs wer-
den die Agenten als Knoten und der Informationsfluss
zwischen ihnen als Kanten eines Graphen interpretiert.
Aus diesem Grund werden einige wichtige Begriffe und
Zusammenhänge aus der Graphentheorie kurz erläu-
tert. Detailliertere Darstellungen dazu finden sich z. B.
in [7; 31], wir folgen hier den Ausführungen in [5].

Definition 2. Ein Graph G besteht aus einer endli-
chen Menge V(G)= {v1, ..., vN}, den Knoten, und einer
endlichen Menge E(G) ⊂ V ×V , den Kanten. Er heißt
ungerichtet, wenn ∀i, j sowohl (vi, vj) ∈ E(G) als auch
(vj, vi) ∈ E(G), andernfalls heißt er gerichtet. Der Ein-
gangsgrad (bzw. Ausgangsgrad) eines Knoten vi ∈ V(G)
bezeichnet die Anzahl din (out),i der in den Knoten eingehen-
den (aus dem Knoten austretenden) Kanten. Gilt für alle
Knoten din = dout, so heißt G ausgeglichen. Die Knoten vj,
für die (vj, vi) ∈ E(G) gilt, heißen Nachbarn des Knoten vi.
Ihre Menge ist definiert als N i = {vj | (vj, vi) ∈ E(G)}. Eine
Kante (vi, vi) heißt Schleife. Ein Graph ohne Schleifen heißt
schleifenfrei.

Darüber hinaus benötigen wir eine Beschreibung des
Zusammenhangs von Graphen, um die Vernetzung der
Agenten zu klassifizieren.

4 Für einen regulären Punkt x0 gilt, dass die Entkopplungsmatrix
[Lg1 h, . . ., Lgm h](x0), mit der Lie-Ableitung Lab(x)=∇b(x)�a, regulär
ist. Dabei wird der Gradient ∇b(x) als Spaltenvektor interpretiert.
5 Ist die Nulldynamik eines dynamischen Systems nur stabil im Sinne
von Ljapunov (nicht asymptotisch stabil), so heißt das System schwach
phasenminimal.
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Definition 3. Eine Sequenz {v0, ..., vk} in einem gerich-
teten Graphen heißt Pfad der Länge k, wenn für jedes
i ∈ {0, ..., k – 1} (vi, vi+1) ∈ E(G). Ein gerichteter Graph
heißt vollständig zusammenhängend, wenn für jedes Kno-
tenpaar vi, vj ∈ V(G) mit i 
= j sowohl (vi, vj) ∈ E(G) als
auch (vj, vi) ∈ E(G). Er heißt stark zusammenhängend,
wenn ein Pfad von allen Knoten zu allen anderen Knoten
des Graphen existiert.

Die Eigenschaften des Kommunikationsnetzwerks der
Agenten, dargestellt durch einen gerichteten Graphen,
möchten wir wie folgt einschränken.

Annahme 1. Der Graph des Kommunikationsnetzwerks
der Agenten ist zu jedem Zeitpunkt schleifenfrei, ausgegli-
chen und stark zusammenhängend.

Zur Analyse der Eigenschaften von Graphen dienen spe-
zielle, mit ihnen verknüpfte Matrizen. Diese spielen, wie
im nächsten Abschnitt gezeigt, bei Synchronisierungspro-
blemen ebenfalls eine Schlüsselrolle.

2.3 Synchronisierungsalgorithmen
Bevor auf die Eigenschaften einfacher Synchronisie-
rungsalgorithmen eingegangen wird, benötigen wir eine
allgemeine, formale Beschreibung der Synchronisierung.

Definition 4. Ein dynamisches Multi-Agenten-System mit
identischen Agenten mit der Dynamik (1) heißt syn-
chronisiert, wenn für die Zustände xi aller Agenten
limt→∞ ‖xi(t) – xj(t)‖= 0 gilt.

Der Zusammenhang zwischen Regelungs-, Kommu-
nikations und Graphentheorie soll nun anhand des
Konsensprotokolls [23]

żi = –
N∑

j=1

aij

(
zi – zj

)
, i= 1, ..., N (2)

mit zi ∈ R verdeutlicht werden. Dabei sind die Faktoren
aij die Elemente der Adjazenzmatrix A ∈RN×N eines Gra-
phen G . Die Matrix selbst ist gegeben als

A= [aij]=

{
1, wenn (vj, vi) ∈ E(G),

0, sonst
(3)

und charakterisiert die Menge der Nachbarn N i eines
Knotens. Fasst man alle Zustände zi des Konsensproto-
kolls (2) im Vektor z = [z1, ..., zN]� zusammen, so ergibt
sich

ż = – Lz (4)

mit der Laplacematrix L ∈ RN×N des Graphen. Sie
ist durch L = Din – A, mit der Eingangsgradmatrix
Din = diag(din,i), definiert. Für die Eigenwerte von L
gilt Re{λi} ≥ 0. Außerdem gilt für beliebige Graphen,
dass der kleinste Eigenwert der Laplacematrix λ1 = 0
und der zugehörige Eigenvektor v1 = [1, ..., 1]� = 1 ist.
Die algebraische Vielfachheit des kleinsten Eigenwerts

μ(λ1) zeigt die zusammenhängenden Komponenten ei-
nes Graphen [7]. Damit muss zur Synchronisierung
eines dynamischen Systems μ(λ1)= 1 gelten, da dann
span{v1}= ker(L). Zusammenfassend gilt [19; 23]:

Lemma 1. Gegeben sei ein stark zusammenhängender
Graph. Dann ist λ1 = 0 immer einfacher Eigenwert der
zugehörigen Laplacematrix L und Synchronisierung für das
Konsensprotokoll (2) wird erreicht.

Insgesamt wird damit deutlich, wie die Eigenstruktur der
Laplacematrix L die Synchronisierung beeinflusst. Man
sieht außerdem, dass unter Verwendung von Annah-
me 1 die Bedingungen für die Synchronisierung eines
Multi-Agenten-Systems erfüllt sind. Darüber hinaus ist
Folgendes nützlich für die Stabilitätsanalyse [27; 34].

Lemma 2. Die Laplacematrix L eines Graphen G ist po-
sitiv semidefinit, wenn der Graph ausgeglichen und stark
zusammenhängend ist.

Außerdem kann mit Hilfe der Laplacematrix auch
die Konvergenzrate des Synchronisierungsprozesses be-
stimmt bzw. abgeschätzt werden [19; 33; 35]. Dies wird
bei der Erweiterung des Reglerentwurfs in Abschnitt 3.3
noch eine Rolle spielen.

Lemma 3. Die Konvergenzrate des Konsensprotokoll (2)
ergibt sich für ungerichtete Graphen zu

aG = min
x�1=0

x
=0

x�Lx

x�x
= λ2(L) .

Für gerichtete, stark zusammenhängende und ausgeglichene
Graphen gilt 0 < aG ≤Re{λ2}.

Zur Synchronisierung passiver Systeme gilt [2; 5]:

Satz 2. Gegeben seien identische Agenten, deren Dynamik
der Form (1) passiv ist bezüglich eines Ausgangs yi und
eines Eingangs ui mit den Speicherfunktionen Vi und Si.
Es gelte Annahme 1. Dann wird das Multi-Agenten-System
synchronisiert, wenn für jeden Agenten

ui = – K
∑
j∈N i

(yi – yj) , (5)

mit positiv definiter Matrix K ∈Rm×m und N i aus Defini-
tion 2, gewählt wird.

3 Reglerentwurf
Aufbauend auf den eingeführten Voraussetzungen wird
nun eine Erweiterung der passivitätsbasierten Synchro-
nisierung vorgestellt. Dabei wird die unter Verwendung
des Ergebnisses aus Satz 2 synchronisierbare Klasse von
Systemen erweitert. Zuerst werden daher die Systeme
in strenger Rückkopplungsform eingeführt, bevor im
Anschluss ein, an das Backstepping-Verfahren [1; 10;
24] angelehnter, rekursiver Reglerentwurf durchgeführt
wird.

427



Methoden

3.1 Problemstellung
Der vorgestellte Entwurf beschränkt sich auf Agenten mit
der Dynamik

ξ̇ 0,i = a0,i(ξ0,i) + B0,i(ξ0,i)ξ1,i,

ξ̇ 1,i = a1,i(ξ0,i, ξ1,i) + B1,i(ξ0,i, ξ1,i)ξ2,i,

... (6)

ξ̇ k–1,i = ak–1,i(ξ0,i, · · · , ξk–1,i) + · · ·
+ Bk–1,i(ξ0,i, · · · , ξk–1,i)ξk,i,

ξ̇ k,i = ak,i(ξ0,i, · · · , ξk,i) + Bk,i(ξ0,i, · · · , ξk,i)ui,

mit ξm,i, ui ∈ Rp, am,i(·) ∈ Rp, Bm,i(·) ∈ Rp×p. Für den
Entwurf benötigen wir, dass a0,i(0)= 0 und dass Bm,i(·)
invertierbar ist für alle m= 0, ..., k.

Zur Erweiterung passivitätsbasierter Verfahren wird
Satz 1 betrachtet. Aus diesem können Bedingungen an
eine statische Zustandsrückführung gefolgert werden, so-
dass das System mit dieser Rückführung äquivalent zu
einem passiven System ist. D. h., man kann dann für den
entsprechenden neuen Eingang ν das Ergebnis aus Satz 2
zur Synchronisierung des Systems verwenden. Es muss
also ein Ausgang yk existieren, der sowohl die Relativgrad-
bedingung als auch die Bedingung an die Nulldynamik
erfüllt. Außerdem muss eine geeignete Speicherfunktion
V gefunden werden.

Zur Erfüllung der Relativgradbedingung kann mit-
tels des Backstepping-Verfahrens ein geeigneter Ausgang
rekursiv konstruiert werden. Gleichzeitig wird durch
den Entwurf die Bedingung an die Nulldynamik er-
füllt. Im Folgenden wird also das Ziel sein, eine zur
Synchronisierung (und nicht zur Stabilisierung) geeig-
nete Rückführung auf Basis des Backstepping-Verfahrens
für die betrachteten Systeme zu entwerfen. Anschließend
ermöglicht die Ausgangskopplung aus Satz 2 dann die
Synchronisierung der Agenten. Dies illustriert Bild 1.

Daraus ergibt sich die Aufgabenstellung wie folgt: Fin-
de für jeden Agenten i einen geeigneten Stellgrößenvektor
ui so, dass für den Zustand ξ i = [ξ�

0,i, · · · , ξ�
k,i]

� des Agen-
ten limt→∞ ‖ξ i(t) – ξj(t)‖= 0 ∀j ∈ {1, · · · , N} gilt.

Netzwerk

yyyk,j

Kopplung

Gl. (5)
νννi uuui strenge

RKF

yyyk,i

ξξξ i

interner
Regler

passives System

Bild 1 Darstellung der kaskadierten Synchronisierung durch die passive
Kopplung und den internen Regler für Systeme in strenger Rückkopp-
lungsform (RKF).

3.2 Rekursiver Entwurf
Der Entwurf des Reglers zur Synchronisierung eines Kol-
lektivs identischer Agenten mit der Dynamik (6) lässt
sich in vier Schritten darstellen. Da diese Schritte für alle
Agenten durchgeführt werden müssen, wird zur Verein-
fachung der Notation der Agentenindex i im Folgenden
nur dort verwendet, wo eine Unterscheidung zwischen
den Agenten notwendig ist.

Schritt 1: Erstes Teilsystem
Ausgangspunkt ist das erste Teilsystem von (6),

ξ̇ 0 = a0 + B0ξ1 . (7)

Für jeden Agenten wird nun ξ1 = α0(ξ0) als virtuelle
Stellgröße interpretiert, um diese Dynamik zu stabili-
sieren. D. h., es existiert eine Funktion W1(ξ0) ≥ 0 mit
W1(0)= 0 und Ẇ1 < 0 für alle ξ0 
= 0, die als Ljapunov-
Funktion zum Nachweis der Stabilität von (7) verwendet
werden kann. Wählt man

W1 =
1

2
ξ�

0 ξ0 , (8)

so ergibt sich

Ẇ1 = ξ�
0 ξ̇ 0 = ξ�

0

(
a0 + B0α0

)
.

Als virtuelle Stellgröße verwendet man

α0 = – B–1
0

(
a0 + ξ0

)
, (9)

sodass

Ẇ1(ξ0)= – ξ�
0 ξ0 < 0, ∀ ξ0 
= 0

gilt. Daraus folgt direkt asymptotische Stabilität von
(7). Dieser Schritt entspricht exakt dem Vorgehen beim
Standard-Backstepping-Verfahren.

Schritt 2: Erweiterung des Systems
Da obige Stellgröße α0 aber nur virtuell existiert, führt
man im nächsten Schritt die Fehlerkoordinate

y1 = ξ1 – α0

ein und erweitert das Teilsystem (7) zu

ξ̇ 0 = a0 + B0(α0 + y1) ,

ẏ1 = a1 + B1ξ2 – α̇0 .
(10)

In diesem zweiten Schritt wird ξ2 = α1(ξ0, y1) als virtuelle
Stellgröße interpretiert, um das erweiterte System (10)
zu stabilisieren. D. h., es muss auch hier eine Funktion
W2(ξ0, y1) ≥ 0 gefunden werden, sodass W2(0)= 0 und
Ẇ2 < 0 für alle (ξ0, y1) 
= 0 ist. Verwendet man

W2 =W1 +
1

2
y�

1 y1 (11)

als Kandidatin für eine Ljapunov-Funktion und berech-
net deren Ableitung nach der Zeit, so erhält man

Ẇ2 = ξ�
0

(
a0 + B0α0

)
+ ξ�

0 B0y1 + y�
1 ẏ1

= ˙̃W 1 + y�
1

(
B�

0 ξ0 – α̇0 + a1 + B1α1
)

.
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Dabei ist

˙̃W 1 = Ẇ1|y1=0 = – ξ�
0 ξ0 . (12)

Nun weicht der Entwurf vom Standard-Backstepping-
Verfahren ab und man wählt die virtuelle Stellgröße als

α1 = B –1
1

(
α̇0 – a1 + B�

0 ξ0 – B�
0 B0y1 – y1

)
. (13)

Damit ergibt sich

Ẇ2 = – ˙̃W 2 – y�
1 y1 < 0

für alle (ξ0, y1) 
= 0, mit

˙̃W 2 =
(
ξ0 – B0y1

)� (
ξ0 – B0y1

)
. (14)

Nun ist auch das System (10) asymptotisch stabil.

Schritt 3: Entwurf der virtuellen Stellgrößen ξξξ3, ...,ξξξk

Diesem Schema entsprechend, führt man in jedem Schritt
eine Fehlerkoordinate yr = ξ r – αr–1 mit r= 2, ..., k – 1 ein
und erweitert (10) sukzessive zu

ξ̇ 0 = a0 + B0

(
α0 + y1

)
,

ẏ1 = a1 + B1

(
α1 + y2

)
– α̇0 ,

...

ẏr–1 = ar–1 + Br–1

(
αr–1 + yr

)
– α̇r–2 ,

ẏr = ar + Brξ r+1 – α̇r–1 .

Außerdem wird

Wr+1(ξ0, y1, ..., yr)=Wr +
1

2
y�

r yr (15)

als Kandidatin für eine Ljapunov-Funktion verwendet,
sodass sich die virtuellen Stellgrößen ξ r+1 = αr aus

αr = B –1
r

(
α̇r–1 –ar +B�

r–1yr–1 +B�
r–1Br–1yr –yr

)
(16)

ergeben. Dies führt für die zeitliche Ableitung der
Ljapunov-Funktion jeweils auf

Ẇr+1 = – ˙̃W r+1 – y�
r ẏr ,

mit

˙̃W r+1 =
˙̃W r –

(
yr–1 – Br–1yr

)� (
yr–1 – Br–1yr

)
.

Schritt 4: Entwurf der Stellgrößen ui

Im letzten Schritt wird dann die Fehlerkoordinate
yk = ξk – αk–1(ξ0, y1, ..., yk–1) eingeführt und die letztma-
lige Erweiterung des Systems ergibt

ξ̇ 0 = a0

(
α0 + y1

)
,

ẏ1 = a1 + B1
(
α1 + y2

)
– α̇0 ,

... (17)

ẏk–1 = ak–1 + Bk–1

(
αk–1 + yk

)
– α̇k–2 ,

ẏk = ak + Bku – α̇k–1 .

An diesem Punkt des Entwurfs ist man in der Lage,
die Restriktion an den Relativgrad zur Passivierung des
Systems nach Satz 1 zu erfüllen: Wählt man das so-
eben konstruierte yk als Ausgang, so hängt dessen erste
Zeitableitung bereits vom echten Eingang u ab. Wird
V =Wk + 1

2 y�
k yk als Speicherfunktion verwendet, so gilt

V̇ = – ˙̃W k – y�
k–1yk–1 + y�

k

(
B�

k–1yk–1 – α̇k–1 + ak + Bku
)

.

Um nun Äquivalenz unter statischer Zustandsrückfüh-
rung zu einem passiven System nach Satz 1 zu erreichen,
wählt man

u= B –1
k

(
α̇k–1 – ak + B�

k–1yk–1 – B�
k–1Bk–1yk + ν

)
, (18)

sodass

V̇ = ˙̃W k – (yk–1 + Bk–1yk)�(yk–1 – Bk–1yk) + y�
k ν

= ˙̃V + y�
k ν .

Durch den Entwurf ist sichergestellt, dass ˙̃V ≤ 0 ist. Somit
folgt nach Definition 1, dass das System passiv bezüglich
des neuen Eingangs ν, des Ausgangs yk und der Spei-
cherfunktion V ist. Dann kann die Synchronisierung der
Systeme nach Satz 2 erreicht werden, wenn

νi = – K
∑
j∈N i

(
yk,i – yk,j

)
(19)

mit positiv definitem K für jeden Agenten gewählt wird.

Satz 3. Gegeben sei ein Kollektiv N identischer Agenten
mit der Dynamik (6), verbunden über einen gerichteten
Graphen G . Es gelte Annahme 1. Synchronisierung, nach
Definition 4, ist garantiert, wenn als Stellgröße

ui = B –1
k,i

(
α̇k–1,i – ak,i + B�

k–1,iyk–1,i – · · ·

– B�
k–1,iBk–1,iyk,i – K

∑
j∈N i

(
yk,i – yk,j

))
,

mit N i aus Definition 2, für jeden Agenten gewählt wird.

Beweis. Eine gemeinsame Ljapunov-Funktion für das Kol-
lektiv ist in diesem Fall U = 2

∑N
i=1 Vi. Ihre zeitliche

Ableitung ergibt sich als

U̇ = – 2
N∑

i=1

˙̃V i – 2
N∑

i=1

∑
j∈N i

y�
k,iK

(
yk,i – yk,j

)
.

Der zweite Teil dieser Gleichung kann mittels der Lapla-
cematrix zusammengefasst werden als

U̇ = – 2
N∑

i=1

˙̃V i + 2y�
k K(L ⊗ In)yk

mit dem Kronecker-Produkt ⊗ und der n×n Einheits-
matrix In. Außerdem ist hier yk = [y�

k,1, ..., y�
k,N]�. Wie
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bereits erwähnt, gilt durch den Entwurf

˙̃V i = –
(
ξ0,i – B0,iy1,i

)� (
ξ0,i – B0,iy1,i

)
– · · ·

–
k∑

n=2

(
yn–1,i –Bn–1,iyn,i

)�(
yn–1,i –Bn–1,iyn,i

)
.

Folglich gilt mit Annahme 1 und Lemma 2, dass U̇ ≤ 0.
Um nun noch Synchronisierung nachzuweisen, muss

das Invarianzprinzip nach LaSalle angewendet wer-
den [8]. Dazu betrachten wir eine kompakte Men-
ge Ω ⊂ RkNp, die positiv invariant bezüglich (17)
ist. Dann ist U eine skalare C1-Funktion, für die
U̇ ≤ 0 in Ω gilt. Wir suchen nun die größte in
M =

{
z ∈ Ω | U̇ ≡ 0

}
enthaltene invariante Menge, wo-

bei z =
[
ξ�

0,1, ..., ξ�
0,N , y�

1,1, ..., y�
k,N

]�
ist. Aufgrund der

Struktur von U̇ folgt daraus ξ0 = B0y1, yr–1 = Br–1yr für
r= 2, ..., k – 1 und yk,i = yk,j für alle Agenten in der Grup-
pe. Nach Einsetzen der virtuellen Stellgrößen (9), (13),
(16) und der echten Eingangsgröße u aus (18) in Ver-
bindung mit (19) für jeden Agenten reduziert sich die
Dynamik (17) zu

ξ̇ 0 = –
(
ξ0 – B0y1

) ≡ 0 ,

ẏ1 = B�
0

(
ξ0 – B0y1

)
–

(
y1 – B1y2

) ≡ 0 ,

...

ẏr = B�
r–1

(
yr–1 – Br–1yr

)
–

(
yr – Bryr+1

) ≡ 0 ,

...

ẏk = B�
k–1

(
yk–1 – Bk–1yk

)
+ ν ≡ 0 .

Auch hier ist r = 2, ..., k – 1. Man sieht, dass M eine
Ruhelage von (17) ist, weshalb M selbst die größte in
Ω enthaltene, invariante Menge ist. Aufgrund des Inva-
rianzprinzips wissen wir, dass alle Lösungen, die in Ω

anfangen, für t → ∞ in die Menge M streben. Daraus
folgt, dass yk,i = yk,j, yk–1,i = Bk–1,iyk,j, yp,i =

∏p
n=k–1 Bn,iyk,j

für p= k – 2, ..., 1, und schließlich ξ0,i =
∏0

n=k–1 Bn,iyk,j.
Dabei gibt der Operator

∏p
n eine Linksmultiplikati-

on der aufeinanderfolgenden Faktoren Bn,i an. Da alle
Agenten identisch sind, gilt Bm,i = Bm,j ∀m ∈ {0, ..., k},
und i, j ∈ {1, ..., N}. Folglich ist ξ0,i = ξ0,j, yn,i = yn,j für
n= 1, ..., k, und Synchronisierung nach Definition 4 ge-
zeigt. �
Bemerkung 1. Die Existenz einer positiv invarianten Men-
ge Ω ist durch Konstruktion der Ljapunov-Funktion U
garantiert, da U radial unbeschränkt ist. In diesem Fall ist
eine von einer Höhenlinie der Ljapunov-Funktion einge-
schlossene Menge, also Ω= {z | U(z) ≤ c}, für jedes c > 0
kompakt [8].

3.3 Erweiterung der Systemklasse
Das Backstepping-Verfahren lässt sich auch für nichtho-
lonome Systeme, gegeben in einer sogenannten ver-
ketteten Form, verwenden [18; 32]. Dabei sind viele

nichtholonome System über eine Eingangs- und Zu-
standstransformation in eine verkettete Form überführ-
bar [9]. Eine verkettete Form höherer Ordnung6 ist gegeben
durch

ξ
(κ0)
0 = u1,

ξ
(κ1)
1 = u1ξ2 ,

... (20)

ξ
(κk–1)
k–1 = u1ξk ,

ξ
(κk)
k = u2 ,

wobei κm den Grad der zeitlichen Ableitung der jeweili-
gen Variable ξm ∈ R mit m= 0, · · · , k angibt. Typische
Beispiele dieser Systeme sind mobile Roboter, die
Messerklinge, Chaplygin’s Schlitten [9], oder planare Ma-
nipulatoren, das PVTOL7 ohne Schwerkraft und Modelle
für Unterwasserfahrzeuge [16]. Nun soll gezeigt werden,
wie das Ergebnis aus Satz 3 erweitert werden kann, um
auch Systeme der Form (20) zu synchronisieren.

Zuerst wird dazu die Differenzialgleichung κ0-ter Ord-
nung ξ

(κ0)
0 = u1 in das System erster Ordnung

ξ̇0,1 = ξ0,2, · · · , ξ̇0,κ0 = u1

umgewandelt. Dabei definiert man jeweils ξm,1 := ξm

für m= 0, ..., k. Dieses System liegt dann in der stren-
gen Rückkopplungsform vor, sodass der Entwurf aus
Abschnitt 3.2 angewendet und die erste Stellgröße u1 fest-
gelegt werden kann.

Ganz ähnlich wird nun mit allen weiteren Teilsyste-
men ξ

(κl)
l = u1ξl+1 für l= 1, ..., k – 1 verfahren. Auch diese

werden in Systeme erster Ordnung

ξ̇l,1 = ξl,2, · · · , ξ̇l,κl = u1ξl+1

umgeschrieben und für die ersten κl–1 Schritte nutzt man
ebenfalls den Entwurf aus Abschnitt 3.2.

Schließlich wird beim letzten Schritt, also dem Entwurf
der virtuellen Stellgrößen ξl+1, bei Anwendung der vorge-
stellten Methode eine Division durch u1 notwendig. Da
durch den vorangestellten Entwurf u1 → 0 für t → ∞,
muss in diesem Schritt eine Anpassung erfolgen. Dabei
muss die Beschränktheit und Konvergenz der virtuellen
Stellgrößen sichergestellt werden. Mit der Fehlerkoor-
dinate yl,κl = ξl,κl – αl,κl–1 und Wl,κl =Wl,κl–1 + 1

2 y2
l,κl

als
Kandidatin für eine Ljapunov-Funktion ergibt sich die
virtuelle Stellgröße ξl+1 = αl,κl zu

αl,κl =
(2kl – 1)yl,κl–1 – klyl,κl + α̇l,κl–1

u1
– u1yl,κl . (21)

Dabei beschreiben yl,κl–1 und α̇l,κl–1 die im vorherigen
Schritt κl – 1 verwendete Fehlerkoordinate und die Ab-
leitung der dort festgelegten virtuellen Stellgröße. Zur

6 Nach [16] existiert keine einheitliche Bezeichnung für Systeme dieser
Art.
7 Planar Vertical Take-Off and Landing Aircraft
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Gewährleistung der Beschränktheit und Konvergenz der
virtuellen Stellgröße dient der Faktor kl. Dieser muss so
gewählt werden, dass der Zähler von αl,κl schneller gegen
Null konvergiert als der Nenner, also die Stellgröße u1.
Eine Abschätzung der Konvergenzrate für u1 ist dabei im
Allgemeinen nicht möglich8, hängt jedoch immer vom
Kommunikationsnetzwerk der Agenten ab, da ein Syn-
chronisierungsalgorithmus verwendet wird.

Nur im Fall von κ0 = 1 lässt sich die Konvergenzrate
durch den zweitkleinsten Eigenwert λ2 der Laplacema-
trix angeben, sodass kl > (l + 1)Re{λ2} gewählt werden
muss. Auf diesen Fall gehen wir in einem der Beispiele
noch genauer ein. Für alle weiteren Fälle mit κ0 > 1 muss
der Wert von kl mittels Simulationen bestimmt werden.
Allgemein gilt für die Ableitung der Ljapunov-Funktion
dann

Ẇl,κl =
˙̃W l,κl – u2

1y2
l,κl

≤ 0 , (22)

mit

˙̃W l,κl =
˙̃W l,κl–1 – kl

(
yl,κl–1 – yl,κl

)2
.

Im nächsten Schritt wird erneut ξ
(κl+1)
l+1 = u1ξl+2 nach

ξ̇l+1,1 = ξl+1,2, · · · , ξ̇l+1,κl+1 = u1ξl+2

überführt. Entsprechend führt man den Fehler yl+1,1 =
ξl+1,1 – αl,κl ein und fährt mit Wl+1,1 =Wl,κl + 1

2 y2
l+1,1 als

mögliche Ljapunov-Funktion fort. Die virtuelle Stellgröße
erhält man aus

αl+1,κl+1 = α̇l,κl + u1yl,κl – 2yl+1,1 , (23)

sodass

Ẇl+1,1 =
˙̃W l,κl –

(
u1yl,κl – yl+1,1

)2
– y2

l+1,1 < 0

sichergestellt ist. Im Weiteren wird wieder wie in Ab-
schnitt 3.2 verfahren, außer dass in jedem κl-ten Schritt
die Erweiterung aus (21) verwendet werden muss.
Schließlich wird für die zweite Stellgröße im System
ξ

(κk)
k = u2 dieselbe Prozedur wie für die erste Stellgröße

u1 angewendet und der Entwurf ist abgeschlossen.

Bemerkung 2. Die Beschränktheit und Konvergenz der
virtuellen Stellgrößen kann natürlich nicht mehr sicher-
gestellt werden, wenn durch die Anfangsbedingungen
u1 = 0 für t0 = 0 gilt. In diesem Fall muss das System
für eine (beliebig) kleine Zeit tε durch eine konstante
Stellgröße u1 = const. gesteuert werden.

4 Beispiele
In diesem Abschnitt möchten wir anhand zweier Beispiele
die vorgestellte Methode illustrieren. Dabei gehen wir auf
zwei wichtige Klassen ein, für die der Entwurf möglich
ist: erstens die vollständig direkt gesteuerten mechanischen
Systeme und zweitens die driftfreien nichtholonomen Sys-
teme.

8 Die nur eingeschränkte Möglichkeit, die Güte der Regelung abzu-
schätzen, ist ein bekanntes Problem des Backstepping-Verfahrens.

4.1 Lagesynchronisierung von Satelliten
Das Problem der Lagesynchronisierung von Satelliten
wurde z. B. in den Arbeiten [3; 22; 25] betrachtet. Da-
bei werden die Satelliten als vollständig direkt gesteuerte
Starrkörper modelliert. Ziel ist es nun, die Lage (Orien-
tierung) bezüglich eines raumfesten Koordinatensystems
zu synchronisieren.

Der Schlüssel zur Beschreibung ihrer Dynamik ist die
Wahl einer geeigneten Parametrierung zur Darstellung
der Lage der Starrkörper. Um dabei Singularitäten zu
vermeiden, werden Quaternionen verwendet. Ein Qua-
ternion q= [q0, η�]� mit q0 ∈R, η= [η1, η2, η3]� ∈R3

ist so definiert, dass für den Betrag q2
0 + η�η = 1 gilt.

Nach [30] ergibt sich für die Lagedynamik eines Satelli-
ten

q̇=
1

2
Q(q)ω ,

ω̇= J–1
(
u – ω̂Jω

)
,

(24)

wobei ω ∈ R3 die Winkelgeschwindigkeit, J ∈ R3×3 den
Trägheitstensor und u ∈R3 den Stellgrößenvektor jeweils
bezüglich des körperfesten Koordinatensystems bezeich-
nen. Außerdem ist

Q=

[
– η�

q0I3 + η̂

]
,

und der Operator (̂·) erzeugt eine schiefsymmetrische
Matrix aus einem Vektor a= [a1, a2, a3]� gemäß

â=

⎡⎣ 0 – a3 a2

a3 0 – a1

– a2 a1 0

⎤⎦ .

Da das System vollständig direkt gesteuert ist, lässt sich
ein Moment um jede körperfeste Achse aufbringen.

Zur Anwendung des vorgestellten Entwurfs ist es er-
forderlich, dass die Ruhelage im Ursprung des Systems
liegt. Aufgrund obiger Forderung an den Betrag eines
Quaternions ist dies nicht der Fall. Deshalb führen wir
q̃= q – [ 1, 0�]� ein, sodass (24) wieder die gewünschte
Ruhelage besitzt. Man sieht, dass die Dynamik davon
unbeeinflusst bleibt, da ˙̃q= q̇.

Im ersten Schritt betrachtet man nun ω= α als vir-
tuelle Stellgröße und W = 1

2 q̃�q̃ als Kandidatin für eine
Ljapunov-Funktion. Setzt man

α= – 2Q–1q̃= – 2Q�q̃ ,

so ergibt sich Ẇ = – q̃�q̃ < 0, ∀ q̃ 
= 0. Im zweiten Schritt
führt man den Fehler y = ω – α ein und erweitert die
Dynamik zu

q̇=
1

2
Q [α + y] ,

ẏ = J–1
[

u – (̂α + y)J(α + y)
]

– α̇ .
(25)

Erweitert man gleichermaßen die Ljapunov-Funktion zu
V =W + 1

2 y�y und verwendet

u=
(̂
α + y

)
J
(
α + y

)
+ J

(
1

2
Q� + α̇ –

1

4
y + ν

)
(26)
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als Regelgesetz für jeden Agenten, so gilt

V̇ = –
1

4
ω�ω + y�ν .

Hieran sieht man direkt, dass das System passiv ist und
folglich lässt sich mit

νi = – K
∑
j∈N i

(
yi – yj

)
(27)

die Lagesynchronisierung der Satelliten erreichen. Zur
Vervollständigung des Regelgesetzes in (26) wird noch

α̇= – 2
d

dt
Q�q̃ – α – y = – 2

d

dt
Q�q̃ – ω

benötigt. Die Ergebnisse für zufällig gewählte Anfangsbe-
dingungen und K = I3 zeigt Bild 2.
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Bild 2 Zeitverlauf der Komponenten der Quaternionen qi für drei Sa-
telliten mit dem Regler aus (26) mit (27).

4.2 Posesynchronisierung mobiler Roboter
Einspurmodelle stellen einfache, aber gebräuchliche, Mo-
delle für die Bewegung nichtholonomer, mobiler Roboter
dar. Kooperative Regelungen für diese Systeme wurden
z. B. in den Arbeiten [6; 13; 21] entworfen. Die Bewegung
jedes Agenten wird dabei mittels des Modells

ẋ = v cos θ ,

ẏ = v sin θ ,

θ̇ = ω

(28)

abgebildet, wobei (x, y) ∈ R2 die Position des Ro-
boters und θ ∈ S1 seine Orientierung darstellt. Die
translatorische Geschwindigkeit v ∈R und die Winkelge-
schwindigkeit ω ∈ R werden als Stellgrößen des Systems
betrachtet. Unter Verwendung der Zustands- und Ein-
gangstransformation [9]

ξ0 = θ , u1 = ω ,

ξ1 = x sin θ – y cos θ , u2 = v – ξ2ω ,

ξ2 = x cos θ + y sin θ

erhält man aus (28) die verkettete Form

ξ̇0 = u1 ,

ξ̇1 = u1ξ2 ,

ξ̇2 = u2 .

(29)

Für den Reglerentwurf betrachten wir zunächst die Dy-
namik von ξ0, also die Orientierung der Roboter, und
verwenden das Konsensprotokoll (2), sodass

u1,i = – γ
∑
j∈N i

(
ξ0,i – ξ0,j

)
= – γη , (30)

mit γ > 0 und i = 1, ..., N. Es sei angemerkt, dass (30)
nicht global, sondern nur lokal zur Synchronisierung der
Orientierung führen wird, da ξ0,i ∈ S1 ist (im Gegensatz
zu zi ∈R in (2)). Globale Synchronisierung ist daher nur
unter stärkeren Einschränkungen an die Kommunikati-
onstopologie als in Annahme 1 möglich [26].

Nimmt man zur Vereinfachung an, dass der Graph des
Kommunikationsnetzwerks vollständig zusammenhängt,
so ergibt sich λ2 = N als Abschätzung für die Konver-
genzrate der Orientierungssynchronisierung. Im zweiten
Schritt betrachtet man das System

ξ̇1 = u1ξ2 (31)

und verwendet ξ2 = α als virtuelle Stellgröße und W1 =
1
2ξ

2
1 als Kandidatin für eine Ljapunov-Funktion. Deren

Ableitung nach der Zeit ergibt sich zu

Ẇ1 = ξ1u1α1 = – γk1ξ
2
1 = – 2γk1W1 . (32)

Um Stabilität zu gewährleisten, wurde α1 = k1
ξ1
η

ge-
wählt. Um darüber hinaus auch die Beschränktheit und
Konvergenz der virtuellen Stellgröße α1 sicherzustellen,
muss k1 > N sein. Man sieht anhand von (32), dass die
Ljapunov-Funktion W1 mit 2γk1 abklingt und daher ξ1
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Bild 3 Bewegung der drei mobilen Roboter in der Ebene bei Verwendung
der Regelung (30), (34). Die längere Seite des jeweiligen Dreiecks zeigt
die Orientierung des Roboters an.

mit γk1. Außerdem klingt η nach (30) mit γλ2 ab, sodass
die Bedingung direkt ablesbar ist aus

α1 = k1
exp (– γk1)

exp (– γλ2)
= k1 exp

(
– γ (k1 – λ2)

)
.

Im nächsten Schritt führt man den Fehler y1 = ξ2 – α1

ein und erweitert (31) zu

ξ̇1 = u1(α1 + y1) ,

ẏ1 = u2 – α̇1 .
(33)

Hier taucht bereits die zweite Stellgröße auf und
man verwendet V =W1 + 1

2 y2 als Kandidatin für eine
Ljapunov-Funktion. Deren zeitliche Ableitung ist

V̇ = – γk1ξ
2
1 + y1(ξ1u1 – α̇1 + u2) .

Zur Synchronisierung wählt man nun für jeden Roboter

u2 = (2γk1 – 1)u1ξ1 – γk1u2
1y1 + α̇1 –k2

∑
j∈N i

(
y1,i – y1,j

)
.

(34)

Aufgrund des vollständig zusammenhängenden Kom-
munikationsnetzwerks istN i = {1, ..., N}\{i}. Außerdem
benötigt man

α̇1 = k1

ξ̇1η – ξ1
∑

j∈N i

(
u1,i – u1,j

)
η2

zur Berechnung der zweiten Stellgröße.
Die Ergebnisse für N = 3 Roboter mit den Anfangs-

bedingungen x0 = [12, 10, 5]�, y0 = [– 12, 8, – 15]�, θ0 =
[ π

2 , 2π
3 , π]� und den Verstärkungen γ = 1

N+1 , k1 =N + 1,
k2 = 2 können Bild 3 entnommen werden.

5 Zusammenfassung und Ausblick
In diesem Beitrag wurde ein Verfahren zur Synchroni-
sierung von Systemen in strenger Rückkopplungsform
vorgestellt. Es beruht auf der Äquivalenz unter stati-
scher Zustandsrückführung dieser Systeme zu passiven
Systemen und erweitert daher bestehende Ergebnisse der
passivitätsbasierten Synchronisierung auf diese System-
klasse. Der Reglerentwurf orientiert sich am bekannten
Backstepping-Verfahren und verwendet eine rekursive
Entwurfsprozedur. Die so erhaltenen Regelgesetze sind in
der Lage, ein Netzwerk identischer dynamischer Systeme,
welches stark zusammenhängt, schleifenfrei und ausge-
glichen ist, zu synchronisieren.

In Zukunft wäre es einerseits interessant die star-
ken Einschränkungen an die Kommunikationstopologie
durch realistischere ersetzen zu können. Anderer-
seits wäre Synchronisierung nur unter Verwendung
von Relativinformation eine sinnvolle Erweiterung der
vorgestellten Methode. Darüber hinaus wäre eine Inter-
pretation des Entwurfs im Zusammenhang mit flachen
Systemen interessant, vor allem im Hinblick auf die
in [24] verwendeten quasi-statischen Zustandsrückfüh-
rungen.
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