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Ein einfaches weich
strukturvariables Anti-Windup

A Simple Soft Variable-Structure Anti-Windup

Andreas Ortseifen, Jirgen Adamy, Technische Universitat Darmstadt

Zusammenfassung Dieser Beitrag stellt eine neue, nicht-
lineare Anti-Windup-MaBnahme fir lineare Systeme vor, die
auf der weich strukturvariablen Zustandsregelung mittels im-
pliziter Ljapunov-Funktionen basiert. Durch die variable Struk-
tur des Anti-Windup (AW) kann zum einen die Regelglite
im Vergleich zu linearen AW-Ansatzen betréachtlich gesteigert
werden. Der Vorteil gegenlber existierenden strukturvariablen
AW-Strategien ist zum anderen ein geringerer Entwurfsauf-
wand und eine einfacher zu implementierende Regelstrategie

bei gleicher Regelgiite, wie anhand eines Beispiel demonstriert
wird. »»»  Summary This article presents a new, nonli-
near anti-windup for linear systems. It is based on soft variable-
structure controls using implicit Lyapunov functions leading to
remarkable performance improvements compared to linear AW
techniques. Advantages compared to existing variable-structure
AW approaches are a less complicated design and an easily im-
plementable control strategy. The effectiveness is demonstrated
by an example.

Schlagwérter Anti-Windup, weich strukturvariable Regelung, implizite Ljapunov-Funktion »»»  Keywords Anti-windup,

soft variable-structure control, implicit Lyapunov function

1 Einleitung

Jedes reale Regelsystem ist mit einer Beschrinkung der
Stellamplitude behaftet. Diese physikalische Grenze muss
beim Entwurf des Regelkonzeptes beriicksichtigt werden,
da es sonst zu einem unerwiinschtem Verhalten des Sys-
tems — bis hin zur Instabilitit — kommen kann.

Neben der Moglichkeit die Stellgroflenbeschrankung
wihrend des Reglerentwurfes direkt zu beriicksichtigen,
hat sich ein Vorgehen in zwei Schritten etabliert: Zu-
erst wird die Stellgroflenbeschrinkung ignoriert und ein
Regler fiir die unbeschrinkte Regelstrecke entworfen. In
einem zweiten Schritt wird der Regelkreis um eine struk-
turelle MafSnahme erweitert, die Stabilitit und eine hohe
Regelgiite garantiert, falls die Stellgrofle sittigt. Diese
Mafinahme wird aus historischen Griinden mit Anti-
Windup (AW) bezeichnet und besteht aus einem Modell
der nichtlinearen Begrenzungskennlinie sowie einem dy-
namischen Anteil. Ist letzterer linear, spricht man von
einer linearen AW-Mafinahme.

Ein Vorteil der AW-Methodik ist, dass sich der Regler
im ersten Entwurfsschritt mit einem beliebigen Ver-
fahren sehr einfach entwerfen ldsst. Das Verhalten des

unbeschrinkten Systems, das dem Kleinsignalverhalten
des beschrinkten Systems entspricht, kann somit nahezu
optimal eingestellt werden. Deshalb ist das Ziel einer AW-
Mafinahme das Kleinsignalverhalten nicht zu stéren und
im Sattigungsfall den Regler so zu beeinflussen, dass an-
nihernd unbeschrinktes Systemverhalten resultiert.

Eine Zusammenfassung der existierenden linearen
AW-Strategien geben die Artikel [11;25]. Die Mehrheit
der AW-Ansitze ldsst sich in zwei Kategorien einordnen.
Bei dem filterbasierten AW kommt ein lineares Filter
als AW-Mafinahme zum Einsatz [12;15;23]. Modellba-
sierte AW [14;26;28;29;31] beinhalten ein Modell der
Strecke und das Entwurfsproblem reduziert sich — wie
spéter gezeigt wird — auf die Stabilisierung dieses Modells
unter Storungen durch eine lineare Zustandsriickfiih-
rung.

Der Einfachheit einer linearen Zustandsriickfihrung
steht eine miflige Regelgiite gegeniiber. Durch struktur-
variable Zustandsriickfithrungen lasst sich dieses Problem
beheben. Die seit langem bekannte Grundidee ist, immer
aggressivere Zustandsregler zu aktivieren je niher die Sys-
temzustinde dem Ursprung kommen [18].
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Die Arbeiten [9; 30] setzen diese Idee erstmals im Kon-
text von modellbasiertem AW um. Dabei wird zwischen
einer festen Anzahl an linearen Zustandsriickfithrungen
umgeschaltet. Eine weitere Steigerung ist durch unend-
lich viele Zustandsregler erreichbar. Die Reglerparameter
indern sich dann kontinuierlich und man spricht von
weich strukturvariablen Regelungen (WSVR) [3].

Die hinsichtlich der Regelgiite am weitesten entwi-
ckelte modellbasierte AW-Strategie ist bislang das weich
strukturvariable Anti-Windup in [8;10]. Dabei werden
die Parameter der Zustandsriickfiihrung durch eine kon-
vexe Kombination linearer Zustandsregler kontinuierlich
an den aktuellen Systemzustand angepasst.

Der Hauptbeitrag dieser Arbeit ist ein neues, auf im-
pliziten Ljapunov-Funktionen basierendes AW-Konzept,
das auf der in [7;20;21] entwickelten und in [17]
vereinfachten impliziten WSVR aufbaut. Die Vorteile
gegeniiber [8;10] sind ein wesentlich geringerer Ent-
wurfsaufwand und eine unkompliziertere und einfacher
zu implementierende Regelstrategie bei vergleichbarer
Regelgiite. Es werden nur SISO-Systeme betrachtet, eine
Erweiterung auf MIMO-Systeme ist aber moglich.

Der Artikel gliedert sich wie folgt. Die Abschnitte 2
und 3 wiederholen wichtige Grundlagen linearer AW-
Ansitze. Abschnitt 4 fasst die implizite WSVR aus [17]
zusammen. Das implizite weich strukturvariable AW wird
in Abschnitt 5 vorgestellt und an einem Beispiel in Ab-
schnitt 6 demonstriert.

Notation. Die Menge der symmetrischen Matrizen der
Dimension n ist S”. Die Schreibweise P> 0 (P > 0)
bedeutet, dass die Matrix P symmetrisch und positiv
(semi-)definit ist. Die L,-Norm fiir ein energiebeschrink-
tes Signal x(t) ist ||x||z,, wobei

0 1/2

-
x|z, = fx x dt

0

2 Der betrachtete Regelkreis

Die lineare, vollstindig steuer- und vollstindig be-
obachtbare Strecke der Ordnung n, wird durch die
Zustandsraumdarstellung

X, =A,x, +bou, +d,r,
P p Tpp plp T dp (1)
yP:cpxP

beschrieben. Dabei ist x;, € R"P der Zustand, u, € R der
Eingang, r € R eine auf P wirkende Stérung und y, € R
der Ausgang. Die Strecke sei stabil, d.h., die Matrix A,
besitzt ausschlieSlich Eigenwerte A,; mit negativem Re-
alteil und liege in Regelungsnormalform vor. Der Vektor
a' =lao,..., ay,-1] enthilt die Koeffizienten des charak-
teristischen Polynoms der Strecke

p
s'p +anp_1snp_1+. otaistag = l_[(5+)‘1”") . (2)

i=1

Der Regler besitzt die Zustandsraumdarstellung

Xc :fc(xcy Uce, W) >

Ve = Ze(Xe» Ue, W)

c 3)
mit dem Zustandsvektor x, € R"¢, den Eingdngen u., w €
R und dem Ausgang y. € R. Uber den Eingang u. werden
dem Regler Messgroflen der Strecke zugefiihrt, tiber w
lassen sich Sollwerte vorgeben.

Die Verschaltung von Regler und Strecke gemif3

Up = Yec = Yeub > Ue = Yp = Vp,ub (4)

fithrt zu dem sogenannten unbeschrinkten Regelkreis,
der in Bild 1 dargestellt ist. Um die Unbeschrinktheit
hervorzuheben, werden die Bezeichnungen ycub, Vp,ub
verwendet. Es wird vorausgesetzt, dass der ohne Bertick-
sichtigung von Stellbegrenzungen entworfene Regler (3)
ein optimales Fiihrungs- und Stérverhalten aufweist und
zu einem stabilen Regelkreis fithrt.

In der Realitit ist der Eingang der Strecke beschrinkt.
Das fiithrt zu dem in Bild 2 dargestellten beschriankten
Regelkreis. Fiir den Streckeneingang gilt

Up = satm, (ye) > Ue = yp (5)
mit der Sittigungsfunktion
up = satm (yc) = sgn(y.) min(m, [yc|) (6)

und einer maximal moglichen Stellamplitude m.

Um die durch die sittigende Stellgrofle hervor-
gerufenen Windup-Effekte zu minimieren, wird eine
modellbasierte Anti-Windup-Mafinahme der Form

Xaw = Apxaw + bp(satm()/c +) ) _)’c) >
AW N1 :faw(xaw) 5 (7)
Y2 =€) Xaw

mit Xay (0) = 0 verwendet. Die Verschaltung

Up = satm (Ve + 1), Uc = Yp—)2 (8)

Yo = Up Yp

r Yc,ub

Uec = Yp = Yp,ub
Bild 1 Unbeschrinkter Regelkreis.
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Bild 2 Beschrinkter Regelkreis.
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Bild3 Anti-Windup Regelkreis.

fihrt zu dem in Bild3 dargestellten Anti-Windup-
Regelkreis mit der Zustandsraumdarstellung

Apxp +bysaty, (ye +y1) +dpr

Xp

o |= | folrodGp-xa)m |, O

Xaw ApXaw + by (satm (ye +y1) —ye)
Ve = 8e(er €1 (55— X ), ), (9b)
Y1 = faw (Xaw) » (9¢)
Vo = €% - (9d)

Ziel des Entwurfes ist y; = faw (Xaw) so zu wihlen, dass
Stabilitit und eine hohe Regelgiite im Sattigungsfall
garantiert sind. Dazu sind die folgenden zwei Umfor-
mungen des Regelkreises niitzlich.

2.1 Umformung 1: Mismatch-Koordinaten

Der Anti-Windup-Regelkreis weicht im Sittigungsfall,
je nach gewihltem y; = faw (Xaw), unterschiedlich stark
von dem erwiinschten Verhalten des unbeschrinkten Re-
gelkreises ab. Diese Diskrepanz (engl. mismatch) kann
mithilfe der sogenannten Mismatch-Darstellung des Re-
gelkreises [29;31] veranschaulicht werden.

Mittels der linearen Zustandstransformation

& I 0 -I Xp Xp—Xaw
S = §2 =10 I 0 Xc = Xc ( 10)
& 0 0 I |xaw Xaw

wird der AW-Regelkreis (9) transformiert. Man erhilt
den AW-Regelkreis in den Mismatch-Koordinaten

5’1 ApE +bpyc+dpr

£ |= fe(&2clE1,w) , (11a)

& Ap&s + by (st (ye +71) - ye)
Ve =g (&2, €1, W), (11b)
1 = faw(&3), (11c)
yp =) (E1+&3). (11d)

|11
AW

Y2

’ Ye Yp,ub X Yp

v

P

r yc,ub'

Bild4 Aquivalente Darstellung des Anti-Windup Regelkreises in
Mismatch-Koordinaten.

Durch diese Transformation wird eine Zerlegung des
AW-Regelkreises in den unbeschrinkten Regelkreis

él - Apgl +bpyc+dp1’
[éz} [ JRGRAIRY } ’ (12a)
yC:gc(ELngl,W) (12b)

und ein Anti-Windup System

E3 = Apks+bp(satm (ye +71)-ye) (13a)
1= faw(§3), (13b)
y=c)és (13¢)

erreicht. Bild 4 zeigt das Gesamtsystem in Mismatch-
Koordinaten mit dem Ausgang der Strecke

Yo =Vpubty2 =) (E1+&3). (14)

Der Vorteil ist, dass sich der Entwurf auf das grau
hinterlegte AW-System beschrinken kann, da der un-
beschrankte Regelkreis unter den gemachten Annahmen
stabil ist. Um das AW-System (13) in eine geeignetere
Form zu bringen, ist eine zusitzliche Umformung notig.

2.2 Umformung 2: klassischer Zustandsregler

Es wird das AW-System (13) mit dem Eingang
il = satp, (ye +y1) —ye betrachtet. Wiahlt man n:= (1-
€)m = m—§ mit einem beliebig kleinen € € (0, 1), so lasst
sich i nach einer Idee aus [9] mit den Abkiirzungen

a =sats(ye) +y1, B = satm (Ve + 1) —satm,(«) (15a)
¢ = B—yc+sats(yc) (15b)

wie folgt umformen:

il = saty, (Ve +y1) — Ve +saty, () —saty, («)
0
= saty, (o) —y.+ B
= saty, () —yc + B +sats(ye) —sats(ye)
0
= satm (sats(yc) +y1) —sats(ye) +¢ . (16)
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Mit « = sats(y.) ergibt sich fiir das neue AW-System

é3:Ap’§3+bp(satm(/c+y1)—/<)+bp§, (17a)
71 :faw(sfv)) (17b)
2 :CIT)§3. (17¢)

Auf den ersten Blick scheint diese Umformung keine
Vorteile zu bringen. Die zeitvariante Sittigungsfunk-
tion Y(y;,t) =satm,(k(t) +y1)—«(t) mit -8 <«k(t) =
sats(yc(t)) <8 ldsst sich jedoch durch die eben-
falls im Sektor [0,1] liegende Sittigungsfunktion
satm-s(y1) = sat, (y1) unter Inkaufnahme von Konserva-
tivitdt abschitzen, wie Bild 5 zeigt. Es gilt

| saty,(y1)] < |satm(k(t) +y1)—k(t)], (18)

da der Sittigungslevel n kleiner gleich der tatsichlich zur
Verfiigung stehenden (zeitvarianten) Stellgrof3e ist.

Fir den Entwurf kann man sich deshalb auf das fol-
gende virtuelle System beschrianken

é3:Ap§3+bpsatn(y1)+bp§, (19a)
y1=faw(&3), (19b)
n=crks, (19¢)

das in Bild 6 grau hinterlegt ist. Garantiert ein geeigneter
Entwurf der Zustandsriickfithrung y; = f, (§3) Stabilitit
fiir (19) unter der Stérung ¢, dann garantiert er Stabilitit
fiir (17) und somit fiir (13) [8, Lemma 1]. Fiir die Storung

mt oo A [ v fra= s
m /// """ P(y1,t) fir k =46
n=m—5 | -4 sty (Y1)
:y1
- -n=-m-+é
-m
------- —m—90

Bild5 Der Sektor [0,1] ist hellgrau dargestellt. Die zeitvariante
Sattigungsfunktion v (y1,t) = satm (k(¢) +y1) —«(t) mit -5 <« (t) =
sats(yc(t)) <8 liegt im weifd schraffierten Bereich.

: "

Y2

— c Ye > P yp,ub:
Yec,ub

Yp

Bild6 Aquivalente Darstellung des Mismatch-Systems aus Bild 4.

¢ gilt die in [8] verwendete, aber aus Platzgriinden nicht
bewiesene Abschitzung

€] < 2| sats(ye) —yel - (20)

Ein ausfiihrlicher Beweis ist im Anhang A.1 zu finden.

Eine naheliegende Wabhl fiir y; ist eine lineare Zu-
standsriickfithrung, d.h. :—k;&. Darauf wird im
nichsten Abschnitt ndher eingegangen.

3 Lineare Anti-Windup Strategien

Fir den Entwurf einer linearen Zustandsriickfithrung
Y= —k;& 3, die (19) global stabilisiert, existieren unter-
schiedliche Ansitze [11;25;28;31]. Als Giitekriterium fiir
den Entwurf wird hiufig die L,-Verstirkung des Systems
(19) vom Eingang ¢ zum Ausgang y, gewihlt, die wie
folgt definiert ist.

Definition 1. Das System (19) mit £3(0) =0 hat eine
endliche L,-Verstirkung kleiner gleich y, wenn

alles _

0<li¢liz, <00 € 1IL

Diese Wahl harmoniert mit den AW-Zielen, denn je klei-
ner y ist, desto weniger stark wirkt ¢ auf den Ausgang
¥2. Das wiederum bewirkt eine Anndherung der Dynamik
des Anti-Windup Regelkreises an das optimale Fithrungs-
und Storverhalten des unbeschrinkten Regelkreises, da
¥p = Vp,ub T ¥2. Angelehnt an [28] lsst sich folgender Satz
beweisen.

Satz 1. Wenn eine positiv definite Matrix Qg € S", ein
Vektor ky € R" und positive Skalare p, y existieren, sodass
die Matrixungleichung

Ap QTg + (ngAg by p-Qgk, by, Qp
pb; —kg Q, -2p 0
T 0 ~ o | <0 @)
;Qq 0 0 -y

erfilllt ist, dann stabilisiert die lineare Zustandsriickfiih-
rung y; = —kg§3 das System (19) global. Des Weiteren ist
fiir £5(0) =0 die L,-Verstirkung des Systems (19) vom
Eingang ¢ zum Ausgang y, kleiner als y.

Beweis. Als Ljapunov-Funktion wird V(&;) =& 3TRg§ 3 mit
R, > 0 gewihlt. Der Ansatz

V(E) <y Ty (23)
garantiert fiir { =0 ein global stabiles System, da
dann V(&;3) < —y2Ty2 <0 fiir alle &5 € R" ist. Fiir ener-
giebeschriankte Storungen, d.h. |[|¢||r, <oo, fihrt die
Integration von (23) nach der Zeit im Intervall [0, T,]
zu

T,

Te
V(§3(Te))—v(§3(0))<)/2fCT§dt—/)’zT)/2dt
0

0



und aufgrund &;(0) = 0 folgt mit V(£5(0)) =0

T, T,
/y;yzdt< v? / ¢Tedt—V(T,).
0 0
Fir T, — oo ergibt sich ||y2]l, < v ¢z, da V(T,) > 0.
Mit V(&;) = é:Rg§3 + §3TRgé3 und Einsetzen der Sys-
temdynamik (19) ergibt sich aus (23) mit der Abkiirzung
= sat,,(—kggg)
£ (AR +RA,+cpc)) &3+ (24)
o+ 28 Reb, 1+ 28] Reby L~y T¢ <0,
Die Sittigungsfunktion # erfiillt die Sektorbedingung
it 20(~k] &3-11) > 0 fiir alle 9 >0. (25)
Folglich gilt (24), wenn
&) (AR +RAy+cpc)) €3 +26] Robii+ ...
o+ 28] Rebpt — Y0 T e+ 6 20—k E3—11) <O.
Mit dem Vektor ¢" = [§3T i {] ergibt sich!

AgRg +R,A, + cpcIT) * *
o' bIIRgT— oky =29  * |¢<0. (26)
2
b, R, 0 -y

Eine Umformung mit Lemma 3 in Anhang A.3 liefert

AR +RA, % * %

b'R,-9k, 20 * *
M=| P& 7°% <0. (27)
b R, 0 —y* ¥
c 0 0 -1]

Um (22) zu erhalten ist eine Kongruenztransformation
M, = LlTMLl mit L; = y"l/z diag(I,1,1,y) notig. Die
enstehenden Produkte in M; werden wie folgt substi-
tuiert: Q;' =y 'Ry und p = y~'9. Abschliefend folgt
noch eine Kongruenztransformation M, = L2TM 1L, mit
L2 :diag(ngpalrl)' O
Mittels der Substitution z; = Q,k, in (22) ergibt sich fiir
den Entwurf das konvexe
Optimierungsproblem 1.
Minimiere y

Qg:zg:0Y
unter den Nebenbedingungen
Q>0,p>0,y>0,

A, QgT+ Q%AII b,p—2z, b, Qg
pb, - z, -2p 0 0 -0
b} 0 —y 0 :
b
c, Q 0 0 -y

Aus numerischen Griinden kann es sinnvoll sein, den
Betrag der Eigenwerte der Matrix Ap—bpk; durch die
in [6] gegebene Nebenbedingung zu begrenzen.

I Das Symbol * bezeichnet den Term, der benétigt wird, um eine
symmetrische Matrix zu erhalten.

Wie eingangs erwihnt, steht der strukturellen Ein-
fachheit einer linearen Zustandsriickfithrung und dem
geringen Entwurfsaufwand eine mifSige Regelgiite ge-
geniiber. In dieser Arbeit wird deshalb die in [17]
zur schnellen Regelung von linearen Systemen mit
Stellgrof8enbeschrankungen entwickelte implizite WSVR
erstmalig in einer Anti-Windup-Mafinahme genutzt.

4 Die vereinfachte implizite WSVR
In diesem Abschnitt werden die Grundlagen der verein-
fachten impliziten WSVR aus [17] kurz vorgestellt.

4.1 Grundlagen und Regelgesetz
Fiir das in Steuerungsnormalform vorliegende System

£5=Apks +bysat,(y) (29)

mit dem Zustand &; € R" und dem Eingang sat, (y;) € R
wird folgendes Regelgesetz gewihlt

1= —kT(V)§3 > (30a)
k(v)=D"'()a.—a, (30b)
D(v) = diag(v"™, ..., vv), (30¢)

wobei d, ein beim Entwurf zu bestimmender Vektor und
v € (0,1] der wihrend des Ausregelverlaufes zu berech-
nende Selektionsparameter ist. Letzterer ist implizit {iber
das Auswahlgesetz

§(v,83) =0 (31)

definiert mit g(v,&3) = §3TR(V)§3—1 und R(v) =
D'(v)R,D'(v) sowie einer positiv definiten Matrix
R; € S"r. Auf diese Weise beschreibt die Menge

G(v) = {& e R"™ : g(v,€5) <0} (32)

fiir alle v € (0, 1] ellipsoidale Bereiche im Zustandsraum.
Das Regelgesetz lasst sich wie folgt plausbilisieren:
Je naher der Zustand &; dem Ursprung kommt, desto
kleiner wird v. Das wiederum fithrt zu gofleren Reg-
lerverstirkungen k(v) und somit zu einem besseren
dynamischen Verhalten. Beztiglich der Stabilitit gilt

Satz 2 (vgl. Satz 1, Satz 4 in [17]). Betrachtet wird (29)
mit der Zustandsriickfiihrung (30) und der Selekti-
onsstrategie (31). Wenn eine positiv definite Matrix
R, € S" und Vektoren d,a, € R"™ existieren, sodass fiir
N = diag(—#nyp,...,—1) und alle v € (0, 1] gilt

NR,+R,N <0, (33a)
2 AT TD
(N P (33b)
a-D(v)a R,
[A0-bpa]" R, +R, [Ag—bpa"] <0, (33¢)
[Ao-bpal]" R, + R, [Ag—byal ]| <0, (33d)
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wobei Ag = Ap + bpaT, dann

(a) hat die Selektionsstrategie (31) eine eindeutige Losung
auf dem Intervall (0, 1] fiir alle 3 € G(1) ={&3 e R"p :
ETR &5 <1}\ {0} und ist stetig erweiterbar in &5 = 0,

(b) ist die Ruhelage &5 =0 des geschlossenen Regelkreises
asymptotisch stabil,

(c) ist durch GL (31) in G(1)\ {0} eine Funktion v(&3)
implizit definiert, die in & =0 durch v(0) =0 ste-
tig erweiterbar ist. Diese erweiterte Funktion ist eine
Lyapunov-Funktion des geschlossenen Regelkreises,

(d)ist G(1) ein Einzugsgebiet der Ruhelage &3 = 0.

Beweis. Die Punkte (a) bis (c) folgen direkt aus Satz 1
bzw. Satz 4 in [17]. Punkt (d) folgt aus Satz 5 in [2]. [

Anmerkung 1. In [3;20] wird gezeigt, dass die Eigenwerte
der Matrix Ap—bka(v) mit sinkendem v in der kom-
plexen Ebene auf Strahlen nach links verschoben werden.
Das fiihrt zu einer schnellen Ausregelung.

Anmerkung 2. Aus numerischen Griinden ist es im Hin-
blick auf eine praktische Implementierung der Regelung
sinnvoll, einen Minimalwert v, >0 fiir den Selek-
tionsparameter v festzulegen, z.B. vy, = 0,01 [3;20].
Nachfolgend wird deshalb v € [viin, 1] angenommen.
Fiir v < vyin wird dann k(v) = k(vpin) gewihlt.

4.2 LMI-Entwurf
Wie in [17] lassen sich die Bedingungen (33) aus Satz 2
mittels der Substitutionen

Q=R;', z=R'4, z. = R4, (34)

fiir den Reglerentwurf als lineare Matrixungleichungen
formulieren. Es muss dann fir alle v € [vyin, 1] gelten

Q>0, (35a)

QN+NQ <0, (35b)
_ n’ z'-a"D(v)Q

P(V) - [Z-QD(V)“ Q } E 0) (35C)

QA] +AoQ-zb" -bz" <0, (35d)

QA +A)Q-2z.b" -bz] <0. (35€)

Die Matrix P(v) in der Ungl. (35¢) ist aufgrund von D(v)
gemif folgender Definition ein Matrixpolynom.

Definition 2. Eine Matrix P(v), deren Elemente p;;(v)
Polynome in v sind, heifst Matrixpolynom.

Beim Entwurf miissen die Matrix Q und der Vektor z
so gewidhlt werden, dass die positive Semidefinitheit von
P(v) fiir alle v € [viyin, 1] garantiert ist. Im Allgemeinen
ist das ein schwieriges Problem. Beschrinkt man sich
allerdings auf SOS-Matrixpolynome? P(v), so kann die
Wahl von Q und z mittels der Sum-of-Squares-Zerlegung
sehr recheneffizient durchgefiihrt werden [5;24].

2In [17] wird eine alternative Vorgehensweise gewihlt.

SOS-Matrixpolynome sind wie folgt definiert.

Definition 3 (SOS-Matrixpolynom). Die Menge der SOS-
Matrixpolynome X' [v] der Dimension r ist die Menge aller
Matrixpolynome P(v) € S, die sich mit den Matrixpolyno-
men P;(v) € R™" als

P(v) =) PI(P(v)

darstellen lassen.

Alle SOS-Matrixpolynome sind positiv semidefinit fiir
alle v € R. Wenn sich zeigen lasst, dass ein Matrixpo-
lynom zur Menge X"[v] gehort, dann ist dessen positive
Semidefinitheit gezeigt, d. h.

Pv)eX[v]=PHv)>=0 VvreR.

Um die positive Semidefinitheit eines Matrixpolynoms in
einem Intervall zu testen, verwendet man

Lemma 1 (S-Prozedur, [16]).  Gegeben sei ein Ma-
trixpolynom P(v) € S" und ein Polynom q(v) = cg,v" +
wotegvteg 0. Wenn dann ein SOS-Matrixpolynom
T(v) € X' [v] existiert, sodass

P(v)-T(v)q(v) € X'[v] (36)

ist, dann gilt P(v) =0 VveH = {v eR:qlv) > 0}.

Eine sinnvolle Wahl fiir das Intervall [viin, 1] ist das Po-
lynom q(v) = —(v=vmin)(v—1) und T(v) = diag(t(v),0)
mit einem Hilfspolynom t(v) € [v].

Die Wahl von T(v) ldsst sich wie folgt plausibilisieren:
Mithilfe des Schurkomplements im Anhang A.3 und der
Abkiirzung x(v) = z" —a'D(v)Q kann gezeigt werden,
dass folgende Bedingungen dquivalent sind

B n? z2'-a"D()Q
P(v) = [z_ QD(v)a 0 } >0, (37)
7’ —xQ ' xT(v)>0. (38)

Es reicht somit aus die Nichtnegativitit des Polynoms
(38) fiir v € [Vinin, 1] sicherzustellen. Nach Lemma 1 fiihrt
das zu der Forderung n*—x(v)Q'x"(v)—t(v)q(v) >0
mit #(v) > 0 fiir alle v € R.

Eine erneute Anwendung des Schurkomplementes lie-
fert

5y | =tg(v)  z'-a"D(»)Q
P(v) = [z—QD(v)a Q } =0 (39)

mit #(v) > 0. Ersetzen von t(v) durch ein SOS-Polynom
und die Forderung P(v) € X"»*![v] fithren zu SOS-
Entwurfsbedingungen, welche mittels der frei erhiltlichen
MATLAB-Toolbox YALMIP [22] automatisiert in LMI-
Bedingungen umgewandelt werden konnen.



Mochte man den Vektor d, vorgeben und ausschlief3-
lich R, entwerfen, ergeben sich nach der Riicksubstitution
z, = R;'a, aus (35) die Bedingungen

Q>0, (40a)
QN+NQ <0, (40b)
QA] +A)Q-zb" —bz" <0, (40c)
QA! +40Q-Qab"-balQ <0, (40d)
i A E
t(v) € =[], (40f)

mit g(v) = —(v=¥min) (v—1). Der Grad des Hilfspolynoms
t(v) kann frei gewahlt werden.

5 Ein implizites weich strukturvariables AW
Durch Kombination der linearen Zustandsriickfithrung
aus Abschnitt 3 und der impliziten WSVR aus Abschnitt 4
ergibt sich das neue implizite weich strukturvariable
Anti-Windup (engl. implicit soft variable-structure anti-
windup, ISOVAW).

5.1 Struktur des Anti-Windup und Stabilitat

Wie in Abschnitt 2.2 erliutert, ldsst sich der Entwurf des
Anti-Windup (7) zuriickfithren auf den Entwurf einer
Zustandsriickfithrung y; = faw (&3), die das virtuelle Sys-
tem (19) stabilisiert.

Die lineare Zustandsrtickfithrung y; = —kgg 3 1ost die-
ses Problem, weist aber nur eine miflige Regelgiite in der
Nihe des Ursprungs auf, da die Stellgrofle nicht optimal
ausgenutzt wird. Das Aktivieren von aggressiveren Reg-
lern in einer Umgebung des Ursprungs schaftt Abhilfe.

Konkret wird die ellipsoide Umgebung

G(1)={& €R™ : £ R &5 < 1} (41)
mit R; > 0 betrachtet und die Zustandsriickfithrung y, =
faw (&3) fur das System (19) wie folgt gewihlt:

—k;’s’a, ¢ G(1)
—kT(n)E&5, &e€G(1)

Dabei ist innerhalb des Gebietes G (1) die weich struktur-
variable Riickfiihrung

faw(&3) = { (42)

k(v)=D"'(v)(k;+a)-a (43)

aktiv, mit D(v) gemif (30c). Der Selektionsparameter v
wird mittels der Auswahlstrategie (31) bestimmt.

Um ein Schalten beim Eintritt in G(1) und damit un-
stetige Stellgroflenverldufe zu vermeiden, ist k(1) = k.
Damit entspricht (43) der Riickfithrung (30b) mit
a, =k, +a.

Fir die Stabilitdt des Systems (19) gilt
Satz 3. Das System (19) ist fiir { =0 mit dem Regelge-
setz (42) und der Auswahlstrategie (31) global asymptotisch

stabil, wenn ein Vektor ky und eine Matrix Ry = Q! exis-
tieren, die (22) und (40) erfiillen.

Beweis. In G(1) ist die weiche strukturvariable Zustands-
riickfihrung y; = —k'(v)&; mit k(v) gemafl (43) aktiv.
Da die Bedingungen (40) erfiillt sind, ist das beschrinkte
Gebiet G(1) nach Satz 2 ein Einzugsgebiet der Ruhelage
&5 =0 des Regelkreises. Auflerhalb von G(1) ist der li-
neare Regler y; = —k;& 3 aktiv, der Bedingung (22) geniigt
und deshalb globale Stabilitit garantiert. Somit ist G(1)
global attraktiv und alle Trajektorien, die auerhalb von
G (1) starten, streben nach G(1). O

Anmerkung 3. Aufgrund der Uberlegungen in Ab-
schnitt 2.1 gilt &3 =x,,, und somit ist der Ausgang
Y1 = faw(Xaw) des AW (7) durch (42) festgelegt.

5.2 Entwurf

Der Entwurf des ISOVAW (42) reduziert sich auf die
Wahl der Matrix R, und des Vektors k,. Es empfiehlt
sich ein Vorgehen in zwei Schritten:

Schritt 1: Entwurf einer global stabilisierenden Zustands-
riickfithrung k, fiir das System (19) gemif$ Satz 1 durch
Losen des konvexen Optimierungsproblems 1.

Schritt 2: Wahl der Matrix R; = Q', sodass die Be-
dingungen (40) fiir a, = k, +a erfiillt sind. Zusitzlich
empfiehlt es sich, R; so zu wihlen, dass die Hyperellipse
G (1) moglichst grof} ist, damit aggressivere Regler zu ei-
nem fritheren Zeitpunkt aktiv werden.

Ein sinnvolles Maf3 fiir die Grofle einer Hyperellipse ist
das Volumen. In [19, Anhang B.2] wird gezeigt, dass
die Maximierung des Volumens von G(1) auf die Mi-
nimierung der konvexen Funktion —(det Q)!/?"») mit
Q = Ry' > 0 zuriickgefiihrt werden kann. Mit diesem Gii-
tekriterium ergibt sich das konvexe

Optimierungsproblem 2.

Minimiere —(det Q)Y ?"®)

Q.zp,t(v)

unter den Nebenbedingungen

Q>0,

QN+NQ <0,

QA +A,Q-Qkb] —bpk; Q< 0,

QA; +A0Q-z1b] —byz; <0,

t(v) € X[v],

[nZ—tmq(w z) -a'D(»)Q
z,—QD(v)a Q

Dabei ist die Matrix Ay = A, +bpa’ und das Polynom
q(v) = =(v="min) (v—1).

:| e Xt [y].

Anmerkung 4. Der Grad des Hilfspolynoms #(v) ist frei
wihlbar. In den meisten Fillen wird ein Polynom zweiten
oder vierten Grades ausreichen. Prinzipiell ist zu beach-
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Tabelle 1 Entwurfsaufwand fiir ein System der Ordnung np, wobei
o= Z‘Irtp(np +1). Dabei bezeichnet N in [8;10] die Anzahl der Zu-
standsriickfithrungen, zwischen denen interpoliert wird. Fiir eine hohe
Regelgiite ist i. A. N > 1 zu wihlen.

Anzahl der ... ISOVAW [8;10]
...AW-Parameter o +np (N+1)(o +np)
.. .Entwurfsparameter 0 2
...Optimierungsprobleme 2 N+1

ten: Je hoher der Grad, desto mehr Koeffizienten sind
bei der Losung des Optimierungsproblems festzulegen,
was moglicherweise zu numerischen Problemen fiihrt.
Andererseits kann ein zu niedriger Polynomgrad unter
Umstinden die Losungsmenge einschranken.

Anmerkung 5. Der Entwurf hat das Ziel Abweichungen
zwischen dem Streckenzustand x,(¢) des Anti-Windup
Regelkreises und dem Streckenzustand xp, 1 (¢) des un-
beschrinkten Regelkreises schnell abzubauen. Derartige
Abweichungen entstehen durch sittigende Stellgrof3en,
die sowohl von groflen Storungen r als auch von
groflen Sollwerten w ausgeldst werden konnen. Mit dem
vorgestellten Entwurf ldsst sich deshalb sowohl eine Ver-
besserung des Fiithrungs- als auch des Storverhaltens im
Vergleich zu dem beschrinkten Regelkreis erreichen.

Anmerkung 6. Im Vergleich mit dem existierenden weich
strukturvariablen AW [8; 10] hat das ISOVAW eine deut-
lich schlankere Struktur, da weniger Parameter benotigt
werden, wie Tabelle 1 zeigt. Des Weiteren ist der Entwurf
an sich einfacher, da keine Entwurfsparameter zu wihlen
und lediglich zwei konvexe Optimierungsprobleme zu 16-
sen sind.

5.3 Berechnung des Selektionsparameters

Um den Reglervektor k(v) und somit den Ausgang y,
bestimmen zu koénnen, muss der Selektionsparameter v
wihrend des Ausregelvorganges fiir den aktuellen Zu-
stand &3 berechnet werden. Wie in [17] betrachtet man
dazu die mit v*"P multiplizierte Selektionsstrategie

g(v,&3) v*"™ = E1D(v)R D(v)&5—*"» = 0 (45)

mit 15(1/) = diag(1,v,...,v"™!). Das ist ein Polynom in v
mit dem Grad 2n,. Nach Satz 2 besitzt es fiir alle &3 €
G(1) genau eine Nullstelle im Intervall (0, 1], die sich
durch ein Bisektionsverfahren einfach finden lisst.

Alternativ zur Bisektion ldsst sich der Selektions-
parameter v auch mittels numerischer Integration
berechnen [1]. Dazu leitet man die Selektionsstrategie
g(v, &3) = 0 nach der Zeit ab. Es ergibt sich

d d
53‘(%53) v+ a—&g(%’;'a) §;=0.

Nach weiteren Rechenschritten erhilt man
B 26TD ' (V)RD (v)E; v
~ EID'(v)(NR, +R\N)D ' (v)E;

Damit ist die zeitliche Anderung des Selektionsparame-
ters in G (1) bekannt. Mit dem Anfangswert v(0) = 0 lasst
sich der zeitliche Verlauf v(¢) bestimmen.

Anmerkung 7. Fir das Anti-Windup in [8;10] wurden
zwei dhnliche Vorgehensweisen zur Berechnung des Se-
lektionsparameters vorgestellt. Der Aufwand ist aber in
beiden Fillen hoher, da in jedem Bisektionsschritt vor
der Polynomauswertung bzw. bei jeder Berechnung der
Ableitung des Selektionsparameters eine 1y, X 1,-Matrix
invertiert werden muss.

6 Beispiel: elektrisches Netzwerk
Es wird das elektrische Netzwerk aus [13] betrachtet,
das in Bild 7 dargestellt ist. Die Eingangsspannung u,
ist durch die Sittigungsfunktion (6) auf £1V begrenzt.
Die Ausgangsspannung y,, soll geregelt werden.

Durch Anwendung der Kirchhoff'schen Gesetze ergibt
sich ein Zustandsraummodell des Systems. Eine Trans-
formation in Regelungsnormalform liefert die Matrizen

0 1 0 0
Ap,=| 0 0 1 |,b,=10],
-0,33  -529 -8,12 1
.
c) =[2941 1088 1].
Ry Rz Rs
o—]
Uy Ro|| Ry
C C C
; T T

Bild 7 Elektrisches Netzwerk. Die Widerstinde besitzen die Werte R; =
313 Q,R, =20 Q,R3 =315Q2,Ry =17 Q,R5 =10 Q,Rs = 88,9 Q,R; =
1 Q. Die Kapazitit hat den Wert C = 0.01F. Der Operationsverstirker
sei ideal.

=== ISOVAW
lin. AW

yp in V
S = NWw
T

14

tins

Bild 8 Systemantwortenaufeinen3 V Sollwertpuls der Dauer 7,5 s (oben)
und zugehorige StellgroBen (Mitte). Zeitlicher Verlauf des Selektions-
parameters des ISOVAW (unten).
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Bild9 Vergleich der weich strukturvariablen AW-Ansitze anhand der
Systemantworten auf den 3V Sollwertpuls (1%-Band in grau). Fiir N = 5
erreicht das AW aus [10] (54 Parameter) die gleiche Regelgiite wie das
ISOVAW (9 Parameter).

Gemifl der AW-Methodik wird in [13] zuerst ein PI-
Regler fiir das unbeschrinkte System entworfen. Die
Ubertragungsfunktion lautet

80(s+0,25)
N

yeo(s) = (w(s)=yp(s)) (47)
und garantiert ein fast optimales Systemverhalten, das
in Bild 8 punktiert dargestellt ist. Die Systemantwort
des beschrinkten Regelkreises ohne AW zeigt ein deut-
liches Uberschwingen und konvergiert nur langsam zum
Sollwert. Ein auf Optimierungsproblem 1 basierendes li-
neares AW mit dem Vektor k; = [52,16 85,08 10,52]
vermeidet das Uberschwingen, allerdings auf Kosten ei-
ner hohen Ausregelzeit von 6,77 s (1%-Band).

Ein ISOVAW wird mit der in Abschnitt5 vorge-
stellten Methodik entworfen. Fiir ein Hilfspolynom #(v)
vierten Grades ergibt sich als Losung des Optimierungs-
problems 2 mit dem frei verfiigbaren Solver SDP T3 [27]

146,044 233,323 28,684
R, = | 233,323 390,958 56,811
28,684 56,811 22,167

Die Systemantwort ist in Bild 8 strichliert dargestellt.
Durch den Einsatz des ISOVAW verkiirzt sich die Aus-
regelzeit im Vergleich zu dem linearen AW um ca. 64%.

Bild 9 zeigt noch eimal die Systemantwort des ISO-
VAW im Vergleich zu dem weich strukturvariablen
Ansatz aus [10]. Es wird deutlich, dass eine groflere
Anzahl (N =5) an Zustandsriickfihrungen entworfen
werden muss, um die Regelgiite des ISOVAW zu errei-
chen. Fiir N > 5 sind nur noch marginale Verbesserungen
moglich und das Uberschwingen nimmt zu.

7 Fazit

Dieser Beitrag stellt ein neues weich strukturvariables AW
vor, das auf der in [17] entwickelten vereinfachten impli-
ziten WSVR basiert. Die Hauptvorteile gegeniiber dem
existierenden weich strukturvariablen AW-Ansatz [10]
sind die schlankere Struktur (d.h. weniger Parame-
ter), der unkomplizierte Entwurf und die einfach zu
implementierende Regelstrategie bei vergleichbarer Re-
gelgiite. Diese Punkte sind vor allem im Hinblick auf die
Praxistauglichkeit wichtig. Verglichen mit linearen AW-
Methoden wird eine deutlich bessere Regelgiite erzielt,
was anhand eines Beispiels demonstriert wird.

A Anhang
A.1 Abschatzung des Betrages von ¢
Es wird (20) gezeigt. Offensichtlich gilt

g1 = 1B—yec+sats(ye)l < | Bl +[sats(ye) —yel - (48)

Damit (20) erfiillt ist, muss gelten |B| <|sats(yc)—ycl-
Einsetzen von g fiihrt zu

| satm (ye +y1) —satm(sats(ye) +y1)] < ...
.| sats(ye) = yel (49)

Ungleichung (49) muss fiir die drei Fille -6 <y, < 4,0 <
8 <ye, yo <=6 <0 tiberpriift werden. Dazu wird folgendes
Ergebnis, das in A.2 bewiesen wird, benétigt.

Lemma 2. Gegeben sei die entlang der Ursprungsge-
raden mit Steigung eins verschobene Sittigungsfunktion
y > saty (y+¢) —c, die wie folgt definiert ist

—m—c y<-m-—c
satm(y+c)—c= 1y —-m—c<y<m-c
m—c y>m—c

mit Konstanten ¢ € R und m € R,. Fiir u,v € R mit u >v
gilt

saty, (y+u)—p <saty,(y+v)—v VyeR.

Fiir die drei Fille ergibt sich im Einzelnen:
Fall 1: -6 <y, <§. Nach Voraussetzung ist sats(y.) = ye.
Somit wird (49) zu
|Satm()/c+)/l)_satm()/c+)’l)| =< |yc_)/c|- (50)
Das ist immer erfiillt.
Fall 2: 0 < § < y.. Nach Voraussetzung ist 0 <4 < y.. So-
mit wird (49) zu
| satm (ye +y1) —satm(§+y1)| < 8-yl (51)

und es gilt §—y. <0. Zunidchst werden die Betrige
aufgelost. Fir den Betrag auf der rechten Seite folgt
[6—yc| =—(8—yc) = y.—8. Nach Voraussetzung gilt y. +
y1>8+y; und somit aufgrund der Monotonie der
Sattigungsfunktion saty, (y. +y1) > saty (§+y1). Deshalb
kann man den linken Betrag durch saty,(yc+y1)—
satm (8 +y1) ersetzen.
Es resultiert die Ungleichung

satm (Ve +y1) —satm(8+y1) < ye—9
& satm (Ve +¥1) —ye <satym(8+y1)-6.
Da y. > § ist, gilt die letzte Ungleichung nach Lemma 2.

Fall 3: y. <-6 <0. Nach Voraussetzung ist y. <-§ <0
bzw. 0 <—y.—4. Somit vereinfacht sich (49) zu

| satm (ye +y1)—satm (=6 +y1)| < |-8—yc. (52)

Analog zum zweiten Fall werden die Betrige aufgeldst.
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Fir den rechten Betrag folgt |-8—y.| =—-8—y.. Au-
Berdem gilt y. +y; <—§+y; und unter Ausnutzung der
Monotonie der Sittigungsfunktion folgt

satm (Yo +y1) —satm (=5 +y1) <0.

Mit diesem Ergebnis ergibt sich fiir den linken Betrag

satm (=8 +y1) —satm (Ye +y1)-
Man erhilt fiir (52) nach Auflgsen der Betrige

satm (=0+y1) —satm(ye +y1) < -6-yc
& saty (=54 1) +8 <satm(ye+y1)—ye .-

Substituiert man —§ = §* <0 ergibt sich
satm (8" +y1) =" < satm(yc+y1) -y, (53)

was nach Lemma 2 immer erfiillt ist, da y, < §*.

A.2 Beweis des Lemmas 2
Beweis. Die Aussage des Lemmas ist dquivalent zu
f(y) = satm(y+p)—p—(satm(y+v)-v) <0

fiir alle y € R. Es wird deshalb gezeigt, dass f(y) <0 fiir
alle y € R und p > v. Die Definition der Funktion f(y)
hingt von m, u, v ab und muss fiir den Fall

-m-v<m-u < 0<2m—-pu+v (54)
und den Fall
-m-v>m—-u <  0>2m—-pu+v (55)

getrennt betrachtet werden. Aufgrund der Forderung p >
v gilt in beiden Fillen -m—pu <-m—v bzw. m—pu <m-v.
Fir den ersten Fall gemiaf3 (54) ergibt sich f(y) = fi(y)
und

-ty y<-m-u
y+m+v —m-pu<y<-m-v

) =140 —-m-v<y<m-u
m—p—y m—p<y<m-v
—u+v y>m—v

Offensichtlich ist diese Funktion immer kleiner gleich
null fiir alle y € R unter der Bedingung p > v.
Fiir den zweiten Fall gemafd (55) ergibt sich

—+v y<—m—p
y+tm+v  —m-pu<y<m-pu

Ly)=32m-pu+v m-p<y<-m-v .
m—-p—y —m-v<y<m—v
—n+v y>m—v

Der Ausdruck y+m+v ist fir den Bereich -m—pu <y <
m— kleiner null, da gilt y < m— u, woraus direkt y +m+
v<m4v+m—pu=2m-p+v<0 folgt.

Der Ausdruck m—pu—y ist fiir den Bereich —-m—v <
y <m—v ebenfalls kleiner gleich null, da gilt m+v > —y,
woraus —(t +m+m+v > —y—p+m folgt und somit 0 >
2m—pu+v > m—p—y erfillt ist. O

A.3 Schur-Komplement

Lemma 3 ([4]). Fiir Matrizen M, € Sk, M5 € S", wobei
M; = 0, und M, € Rkxn gilt

M, M
M1—M2M31M2T>0©[ ; 2}>0,

Ml M;
M, M
M,-M,M'M]! =0 & L2 - 0.
1 24Vl 3 2 = M;r M3 -
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