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Zusammenfassung Es wird eine konstruktive Reglerent-
wurfsmethode fiir schaltende nichtlineare steuerungssaffine
Systeme vorgestellt, die dem geschlossenen Regelkreis eine
schaltende Port-Hamiltonsche Struktur mit gemeinsamer Ener-
giefunktion zuweist und so (asymptotische) Stabilitat der Ruhe-
lage erzielt. Die Methode generiert alle schaltenden Zustands-
riickfihrungen, welche die Strecke unter beliebigem Schalten
asymptotisch stabilisieren. Fir eine spezielle Systemklasse wird
ein systematisches Vorgehen fiir den Reglerentwurf prdsen-
tiert. Dabei wird ein neues Ergebnis zur Matrixgleichung AX +
X'A” = Qvorgestellt. »»»  Summary A new construc-

tive controller design methodology for switched nonlinear
input affine systems is presented which achieves (asympto-
tic) stabilization of a desired equilibrium point by assigning
a switched port-controlled Hamiltonian structure with com-
mon energy function to the closed-loop system. The pro-
posed method generates all switching state feedback laws
that asymptotically stabilize the system under arbitrary swit-
ching. For a special class of systems a systematic proce-
dure for the controller design is proposed. In this context,
a new result on the matrix equation AX+X'AT=Q is
presented.

Schlagwérter Schaltende Systeme, passivitatsbasierte Regelung, nichtlineare Regelung »»»  Keywords Switched systems,

passivity-based control, nonlinear control

1 Einleitung

In den letzten Jahrzehnten hat die Klasse der schal-
tenden Systeme grofle Aufmerksamkeit erfahren. Einer
der Hauptgriinde hierfiir ist, dass zahlreiche technische
Systeme schaltender Natur sind, z.B. hydraulische Sys-
teme [10], chemische Prozesse [18] oder Anwendungen
aus dem Automobilbereich [21]. Wihrend sich zahlreiche
Beitrdge mit der Stabilitdtsanalyse schaltender Systeme
beschiftigen (siehe z.B. [13] fiir einen Uberblick), exis-
tieren nur wenige Ergebnisse zum Reglerentwurf. Dieser
wird dadurch erschwert, dass schaltende Systeme in-
stabiles Verhalten aufweisen konnen, selbst wenn alle
Teilsysteme asymptotisch stabil sind. Daher reicht es
nicht aus, jedes Teilsystem fiir sich zu stabilisieren.

In den meisten Beitrdgen wird ausschlieflich die
Reglersynthese fiir schaltende lineare Systeme behan-
delt, sieche z.B. [6;27]. Zur Stabilisierung schaltender
nichtlinearer Systeme unter beliebigem Schalten exis-

tieren hingegen nur wenige Ergebnisse. In [25] wird
ein Ansatz vorgestellt, der auf einer gemeinsamen
Control-Ljapunow-Funktion fiir zwei Teilsysteme basiert.
Allerdings existieren keine systematischen Verfahren, um
fiir ein allgemeines schaltendes nichtlineares System eine
solche Funktion zu bestimmen. In [26] wird die Backstep-
ping-Technik auf die Klasse der schaltenden Systeme in
Strict-Feedback-Form tbertragen, um in systematischer
Weise ein Regelgesetz sowie eine zugehorige gemeinsame
Ljapunow-Funktion zu konstruieren. Die Reglersynthese
fir schaltende Systeme in Feedforward-Form, basierend
auf der Integrator-Forwarding-Technik, wird in [14] vor-
gestellt. In [4] wird die Stabilisierung einer weiteren
speziellen Systemklasse untersucht, bei der samtliche Teil-
systeme in verallgemeinerter Byrnes-Isidori-Normalform
vorliegen. Die Einschrinkung auf diese speziellen Klassen
von Systemen ist jedoch relativ restriktiv. Dariiber hin-
aus besteht selbst fiir lineare schaltende Systeme weiter
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Bedarf an transparenten analytischen Reglerentwurfsme-
thoden, da viele der existierenden Ansitze auf der Losung
linearer Matrix-Ungleichungen basieren [27].

Interconnection and Damping Assignment Passivity
Based Control (IDA-PBC) [19;20] ist eine Reglerent-
wurfmethodik fiir nichtlineare Systeme, welche dem
geschlossenen Regelkreis mittels Zustandsriickfithrung
Port-Hamiltonsche Struktur zuweist. In [8] ist der
IDA-PBC-Ansatz fur die Regelung impulsiver Port-
Hamilton-Systeme adaptiert worden. In [11] wird die
Methode herangezogen, um eine schaltende Reglerstruk-
tur fiir eine nicht-schaltende Strecke zu entwerfen.

In diesem Beitrag wird eine analytische und konstruk-
tive Reglerentwurfsmethode fiir schaltende nichtlineare
steuerungsaffine Systeme, die beliebigen Schaltvorgingen
unterliegen, prisentiert. Dazu wird die Klasse der schal-
tenden Port-Hamilton (SPH) Systeme eingefiihrt, deren
Stabilitit auch in [28] unter gewissen Voraussetzun-
gen betrachtet wird. Motiviert durch die Eigenschaften
von SPH-Systemen wird die IDA-PBC-Methode auf
die Klasse der schaltenden Systeme erweitert, um dem
geschlossenen Regelkreis SPH-Struktur mit einer ge-
meinsamen Energiefunktion zuzuweisen und auf diese
Weise (asymptotische) Stabilitit zu erzielen. Wie beim
konventionellen IDA-PBC wird zunichst die Struk-
tur der gewiinschten Struktur- und Dampfungsmatrizen
festgelegt. AnschlieSend muss die Menge der Ener-
giefunktionen, welche dem geschlossenen Regelkreis
zugewiesen werden konnen, aus einem System linea-
rer partieller Differentialgleichungen (PDgln) bestimmt
werden. Allerdings ist es haufig schwierig, fiir alle Sub-
systeme zuldssige Struktur- und Dampfungsmatrizen zu
finden, so dass zum einen diese PDgln 1sbar sind und
zum anderen auch noch ausreichend Freiheitsgrade fiir
die Formung der Energiefunktion zur Verftigung stehen.
Deshalb wird fiir eine Klasse von Systemen eine syste-
matische Vorgehensweise fiir die Wahl dieser Matrizen
sowie den anschlieBenden Reglerentwurf vorgestellt. In
diesem Zusammenhang wird ein neues Ergebnis zur Ma-
trixgleichung AX + XTAT = Q prisentiert.

Der Beitrag gliedert sich wie folgt: In Abschnitt 2
wird die Klasse der SPH-Systeme eingefiihrt. Abschnitt 3
stellt die Reglerentwurfsmethode in allgemeiner Form
dar. In Abschnitt 4 wird fiir eine spezielle Klasse von
schaltenden Systemen eine systematische Vorgehensweise
fiir den Reglerentwurf vorgestellt. Die Methodik wird in
Abschnitt 5 anhand eines numerischen Beispiels veran-
schaulicht.

Notation. M~7 und M~ sind die transponierte In-
verse bzw. die hermitesche Inverse einer Matrix
MeCY" M= [myl,ie{l,..,n},ke{l,..,m} ist eine
n x m-dimensionale Matrix mit den Eintrdgen myj und
M = diag{m, ..., mu,} eine n x n-dimensionale Diago-
nalmatrix. Fiir Blockmatrizen wird dieselbe Notation
verwendet. Die Moore-Penrose-Pseudoinverse von M
wird mit M’ bezeichnet und |x| ist die Euklidische

Vektor-Norm. Mit dim A wird die Dimension einer Dis-
tribution A bezeichnet und C* ist die Menge von k-mal
stetig differenzierbaren Funktionen. Falls nicht explizit
anders angegeben, sind alle Aussagen lokal giltig und
es wird angenommen, dass alle Funktionen hinreichend
glatt sind. Die Definitionen der verwendeten Stabilitts-
begriffe sind z. B. in [17] nachzulesen.

2 Schaltende Port-Hamilton-Systeme

In diesem Abschnitt wird die Klasse der schaltenden Port-
Hamilton (SPH) Systeme als Verallgemeinerung der Port-
Hamilton (PH) Systeme (siehe z.B. [19;20]) eingefiihrt
und ihre Stabilititseigenschaften werden diskutiert. Ein
SPH-System besitzt die Form

x = [Jo(x) =R, (x)] VH, (%) + G, (X)u,, (1a)
y = GL(x)VH,(x) (1b)

mit dem Zustandsvektor x € R”, der Stellgrofle u € R™
und dem kollokierten Ausgang y € R™. Dabei wird der
Einfachheit halber angenommen, dass alle Teilsysteme
die gleiche Anzahl von Ein- und Ausgingen besitzen.
Fir alle pe P ={1,..,N} sind die Strukturmatrizen
Jp(x) : R" — R™ " schief-symmetrisch ]g (x) =-J,(x), die
Dimpfungsmatrizen Ry(x) : R" — R™" positiv semide-
finit Rg (x) =R,(x) > 0 und fiir die Eingangsmatrizen
G,(x) : R" — R™™ gilt Rang G,(x) = m. Fiir die Ener-
giefunktionen H,(x) wird im Folgenden angenommen,
dass sie ein gemeinsames striktes lokales Minimum in x*
besitzen, d. h. es existiert eine offene Umgebung 2 C R”
von x*, so dass

H,(x) > H,(x") VxeQ\{x"} (2)

fiir alle p € P gilt. Das stiickweise konstante Schaltsignal
o(t):[0,00) — P spezifiziert das jeweils aktive Teilsys-
tem und besitzt eine endliche Anzahl von Unstetigkeiten
in jedem endlichen Zeitintervall.

Aufgrund der PH-Struktur gilt

Hy(x) = - (VH,(x) Ry VH,(x) +yTu<y™u  (3)

fiir alle p € P, d.h. jedes Teilsystem fiir sich ist pas-
siv. Mit u = 0 geht aus Gleichung (3) hervor, dass H,(x)
eine Ljapunow-Funktion fiir das einzelne Teilsystem ist.
Leider folgt daraus nicht, dass x* fiir beliebige o(¢)
eine stabile Ruhelage des gesamten schaltenden Systems
ist (siche z.B. [3] fiir Gegenbeispiele). Jedoch konnen
die Energiefunktionen H,(x) verwendet werden, um mit
Hilfe der Multiple-Ljapunow-Function-Methode [3] Sta-
bilitdt fiir eine Familie von zuldssigen Schaltsignalen
nachzuweisen.

Beschrinkt man sich allerdings auf SPH-Systeme
mit gemeinsamer Energiefunktion H,(x) = Hx)Vp € P,
dann ist das gesamte schaltende System (1) passiv mit der
Speicherfunktion H(x) und es kann folgende Stabilitits-
aussage formuliert werden:

Satz 1. Die Ruhelage x* des Systems (1) mit Hy(x) =
H(x)Y p e P und u =0 ist gleichmdfSig stabil fiir beliebige



Schaltsignale. Wenn R, (x) >0V x € Q fiir alle p € P gilt,
so ist xX* gleichmidfig asymptotisch stabil. Wenn (2) und
R,(x) >0V p € P global erfiillt sind und zusitzlich H(x) —
oo fiir [x—x*| — oo gilt, dann ist x* global gleichmdfig
asymptotisch stabil.

Stabilitdt folgt dabei aus der Tatsache, dass H(x) eine
gemeinsame Ljapunow-Funktion fiir alle Teilsysteme ist.
Wenn R,(x) >0V x € Q fir alle p € P gilt, nimmt inner-
halb @ die Energie H(x) entlang der Trajektorien aller
Teilsysteme streng monoton ab (vgl. (3)), woraus gleich-
miflige asymptotische Stabilitit folgt. Falls R,(x) > 0 fiir
ein oder mehrere p gilt, ist moglicherweise nur H(x) < 0
fir x € Q\{x*} erfiillt. Fiir diesen Fall existieren in der
Literatur LaSalle-dhnliche Stabilitdtskriterien fiir schal-
tende Systeme, um asymptotische Stabilitit nachzuweisen
(siehe z. B. [17] und die enthaltenen Quellen).

Anmerkung 1. Wenn R,(x) >0Vx € Q fiir alle p e P
gilt, ist eine Abschitzung des Einzugsbereiches durch den
zusammenhdingenden Teil Q2. der Menge {x € R"|H(x) < c}
gegeben, welcher x* enthiilt. Dabei ist ¢ der grifSte Wert, fiir
den Q. sowohl beschrinkt als auch in Q enthalten ist und
keine kritischen Punkte von H(x) enthilt aufler x*.

3 Reglerentwurf

Motiviert durch die Stabilititseigenschaften von SPH-
Systemen mit gemeinsamer Energiefunktion, wird in
diesem Abschnitt eine konstruktive Methode fiir den
Entwurf schaltender statischer Zustandsriickfihrungen
u = f,(x) vorgestellt, die ein schaltendes nichtlineares
steuerungsaffines System

x=1,(x)+G,(x)u, o(t):[0,00)— P (4)

mit u € R” und Rang G,(x) = m in ein SPH-System mit
gemeinsamer Energiefunktion tberfithren. Dabei seien
f,(x) und die Spalten der Matrizen G,(x) fiir alle p € P
lokal Lipschitz-stetige Vektorfelder. Es wird folgende An-
nahme getroffen':

Annahme 1. Das Schaltsignal o (t) sei nicht a priori be-
kannt, aber sein aktueller Wert steht dem Regler zu jedem
Zeitpunkt zur Verfiigung.

Der folgende Satz prasentiert die Methode in allgemei-
ner Form. Eine systematische Vorgehensweise fiir den
Reglerentwurf wird in Abschnitt 4 fiir eine spezielle Sys-
temklasse vorgestellt.

Satz 2.  Es seien Matrizen GIJ;(X), Jp(x) = —]g (x),
R,(x) = Rg(x) > 0 und eine Funktion H(x) : R" — R ge-
geben, welche fiir alle p e P das System von linearen
partiellen Differentialgleichungen

G, (%) [J,(x) -Ry(x)] VH(%) = G, (x0f, (%) (5)

erfiillen, wobei G[J;(x) :R" — RU=MX1 oiy inksannihi-
lator von G,(x) (d. h. GIJ; (x)G,(x) = 0) vollen Ranges sei.

'In einigen Fillen wird es moglich sein, die Parameter beim Reg-
lerentwurf so zu wihlen, dass B,(x) = B(x)Vp € P gilt. Dann kann
diese Annahme fallen gelassen werden.

Dariiber hinaus gelte (2) fiir die gewiinschte Ruhelage x* €
R". Dann iiberfithrt das schaltende Regelgesetz u = B, (x)
mit

B,(x) = [GI(0G, (0] GL(x)

x {[Jo (%) =R (%)] VH(x) -, (x)} (6)
das System (4) in die Form
x = [Jo(x) -Rs (x)] VH(x) (7)

und x* ist eine stabile Ruhelage.

Beweis. Analog zum Beweis von Proposition 1 in [19]
erhilt man durch Gleichsetzen der rechten Seiten von
(4), mit u= B,(x), und (7) den Satz von Bestimmungs-
gleichungen

f,(x) +G,(x)B,(x) = [J,(x) -R,(x)] VH(x),, (8)

p € P. Multipliziert man (8) fiir alle p € P mit GPL(x),
ergeben sich die Restriktionsgleichungen (5). Das Regel-
gesetz (6) erhilt man durch Auflgsen von (8) nach ﬂp(x)
mit Hilfe der Pseudoinversen von Gy (x). Stabilitit folgt
unmittelbar aus Satz 1. O

Wird, wie auch beim konventionellen IDA-PBC iiblich,
die Struktur der Entwurfsmatrizen F,(x) :=J,(x) —R,(x)
festgelegt, muss die Menge zuldssiger (gemeinsamer)
Energiefunktionen, welche dem geschlossenen Regelkreis
zugewiesen werden konnen, aus (5) bestimmt werden.
Die Losbarkeit von (5) vorausgesetzt, besitzen die Losun-
gen die Gestalt

Hx) =¥+ (§x) . )

Sie setzen sich zusammen aus einer partikuliren Lo-
sung W(x) und einer homogenen Losung ® (&(x)), wobei
£(x) :R" — R! der Vektor charakteristischer Koordina-
ten ist. Als charakteristische Koordinaten werden die
unabhingigen Losungen des zugehorigen Systems homo-
gener linearer partieller Differentialgleichungen (PDgln)
G;‘(X)FP(X)VS,'(X) =0, p € P bezeichnet. Da auch jede
Funktion von &(x) eine Losung dieses homogenen PDgl-
Systems ist, kann & (E(x)) in (9) beliebig gewdhlt werden
und enthilt folglich Entwurfsfreiheit fur die Reglerausle-
gung. Im Zuge dieser muss @ (£(x)) dann so festgelegt
werden, dass (2) erfiillt ist. Ein hinreichendes Kriterium
dafiir ist

9H (x) r  PH(x)

=0, >0. 10
ox ox2 (10)

x* x*

Eine zentrale Frage ist die nach der Losbarkeit des PDgl-
Systems (5), welches in der Form

G (X)F; (x) G (0f(x)
VH(x) = (11)

Gy (x)fn(x)
_\/__/
s(x):R7— RN (n-m)

G (x)Ey(x)

W(x):R”HRN(”’m)X n

489



490

Methoden

y

dargestellt werden kann. In [5], [22] wird eine notwen-
dige und hinreichende Bedingung fiir die Losbarkeit eines
solchen PDgl-Systems formuliert?:

Satz 3. Es seien die involutiven Abschliisse Ay, Ay der
Distributionen

T
Aw = span{WT(x)}, Aw,s = span {[V:T((;;)}} (12)

reguldr. Das PDgl-System (11) ist genau dann losbar, wenn
gilt

Offensichtlich ist fir die Losbarkeit von (11) notwendig,
dass s(x) € Bild (W(x)) erfiillt ist, oder dquivalent, dass
dim Aw =dim Aw, =r < n gilt. Aufgrund der Regula-
ritit der beiden Distributionen existieren dann Indizes
ki, i € {1,...,7}, so dass (11) dquivalent ist zu

W]Z"] (%) Sk, (%)
: VHx)=| : |, (14)
Wy (x) sk, (%)
———— ———
W(x):R—R*n 5(x):R—R"

wobei mit w!(x) die Zeilen von W(x) und mit s;(x)
die Eintrige von s(x) bezeichnet sind. Ist (11) losbar,
existieren I charakteristische Koordinaten &;(x), wenn die
homogene PDgl W(x)V&;(x) =0 [ unabhingige nicht-
triviale Losungen besitzt. Nach dem Satz von Frobenius
(siehe z. B. [15]) ist [ = n—dim Ay bzw. [=n—dim Ay.

Wie die konventionelle IDA-PBC-Methode fiir nicht-
schaltende Systeme besitzt auch die hier vorgestellte
Verallgemeinerung die Eigenschaft, alle schaltenden stati-
schen Zustandsriickfithrungen, durch die das System (4)
gleichmaflig asymptotisch stabilisiert wird, zu generieren
(universal stabilizing property).

Lemma 1. Gegeben sei die endliche Familie von C'-stetigen
Vektorfeldern {f,(x), p € P}. Besitzt das schaltende System
x = f,(x) fiir beliebige Schaltsignale o (t) eine gleichmiifsig
asymptotisch stabile Ruhelage x*, dann existieren eine C*
Funktion H(x) und matrixwertige C° Funktionen Jp(x) =
—];(x) und Ry(x) = R;(x) > 0, so dass fiir alle p € P gilt

f,(x) = [J,(x) -R,(x)] VH(x) . (15)

Beweis. Aus dem Ljapunow-Umkehrsatz fiir schaltende
Systeme in [16] folgt, dass eine Umgebung £ von
x* existiert, so dass alle Teilsysteme eine gemeinsame
C* Ljapunow-Funktion H(x) mit einem strikten loka-
len Minimum in x* und (9H(x)/9x)f,(x) <0 fiir alle
x € Q\{x*} und alle p € P besitzen. Der Rest des Bewei-
ses folgt aus der Anwendung des Beweises von Lemma 1
in [20] auf jedes einzelne Teilsystem. O

2In [5] ist die Bedingung fir W(x):R" — R?" und s(x):R" —
RY mit g<n formuliert. Diese Voraussetzung ist allerdings nicht
notwendig.

Als unmittelbare Konsequenz aus diesem Lemma er-
gibt sich folgender Satz:

Satz 4. Gegeben sei das schaltende System (4), wobei f,(x)
und die Spalten von Gp(x) C'-stetige Vektorfelder seien.
Existieren C'-stetige Funktionen ,Bp(x) :R"—> R™ peP,
so dass das geregelte System x =f,(x)+ G, (x)B,(x) fiir
beliebige Schaltsignale o (t) eine gleichmdfSig asymptotisch
stabile Ruhelage x* besitzt, dann existieren Matrizen G (x),
Jy(x), Ry(x), p € P und eine Funktion H(x), welche die
Bedingungen von Satz 2 erfiillen.

4 Eine spezielle Klasse von Systemen

In diesem Abschnitt wird fiir eine Klasse schaltender
Systeme ein systematisches Vorgehen zur Wahl der Ent-
wurfsmatrizen F,(x) prisentiert.

4.1 Problemformulierung
Es werden schaltende Systeme der Form

<] (e (o)

mit x* e R”, x" e R"™™, ue R™ betrachtet, die aus
zwei Teilsystemen bestehen, d.h. P = {1,2}. Ein schal-
tendes System (4) mit P = {1,2}, welches nicht in
dieser Form vorliegt, kann genau dann durch eine
Koordinatentransformation in diese Gestalt iiberfiihrt
werden, wenn Ag, = span{G,(x)}, p € {1, 2} reguldre in-
volutive Distributionen der Dimension m sind, fiir die
Ag,1 = Ag; gilt. Andernfalls kann die Form (16) mit
G =1, erzeugt werden, indem man beide Teilsysteme
MUt X1 = ULy e X = Uy UNA Xy ] = Vs evos Xt = Vi
dynamisch erweitert.

Partitioniert man die Entwurfsmatrizen entspre-
chend (16) in Submatrizen F}’j(x) :R" — R™" und
Fy(x):R" — R=mx7 " erhilt man die Bestimmungsglei-
chungen

F}(x) £ [G5x)
- o, o

p € {1,2}. Mit den einfachsten Linksannihilatoren GIJ; =
[0 I] lauten die Restriktionsgleichungen (5)

Fj(x) _ i)
Lﬂm}VH“”‘hﬂm}' (18)
— ———

W(x) s(x)

Die Matrizen F;(x) sind so zu wihlen, dass
die von ihren Zeilen aufgespannten Distributionen
App = span{(F;(x))T} in einer Umgebung der gewtinsch-
ten Ruhelage x* die konstante Dimension n—m besitzen.
Dies ist notwendig, damit Rang F,(x) = # in einer Um-
gebung von x* gilt. Wenn die Entwurfsmatrizen F,(x)
Rangabfall aufweisen, kann das geregelte System Ruhela-
gen besitzen, die keine Extrema der Energiefunktion sind.
Im Falle konstanter Entwurfsmatrizen ist Rang F, = 1 so-
gar notwendig dafiir, dass x* eine isolierte Ruhelage des
geregelten Systems ist.



Aus dieser Forderung folgt wegen Ap, C Ay,
dass dim Ay >dim Aw > dim Ap, = n—m gilt. Damit
erhdlt man fir die Anzahl der verfiigbaren cha-
rakteristischen Koordinaten ! =n-dim Ay <m. Im
Sinne maximaler Entwurfsfreiheit wire es wiinschens-
wert, dass (18) mit der maximalen Zahl charak-
teristischer Koordinaten [=m losbar ist. Dazu ist
nach dem Satz von Frobenius und Satz3 erforder-
lich, dass dim Ay = dim Ay = n—m. Zusammen mit
dim Ap, =n—m folgt die Forderung Ay = Ay =
span((F/(x))7} = span{(F;(x))7} und A= Ay, =
span{[F}(x), f'(x)]7} = span{[F}(x), f5(x)]"}. Dem-
nach muss eine regulire Matrix C(x) existieren, so
dass [Fy(x), f3(x)] = C(x)[F}(x), f}(x)] gilt. Wihrend
Fj(x) = C(x)F] (x) durch die Wahl der Entwurfsparame-
ter sichergestellt werden kann, sind die f;(x) durch die
Systemdynamik (16) gegeben. Daher wird fiir die be-
trachteten Systeme folgende Annahme formuliert.

Annahme 2. Es existiert eine Funktion C(x):R" —
R=mx(n=m) 43t Rang (C(x)) = n—m in einer Umgebung
von x*, so dass £3(x) = C(x)f} (x) gilt. Eigenwerte von C(x)
mit nichtpositivem Realteil besitzen gleiche algebraische und
geometrische Vielfachheit.

Aus dem ersten Teil der Annahme folgt bei entsprechen-
der Wahl der Matrizen F;(x), dass (18) dquivalent zu

F;(X)VH(X) = f;(x) (19)

mit p = 1 oder p = 2 ist. Beim zweiten Teil handelt es sich
um eine technische Annahme, die im Beweis von Satz 7
verwendet wird.

4.2 Definitheit der Dampfungsmatrizen

Damit das zu entwerfende Regelgesetz das System (16) in
SPH-Form tberfiihrt, ist die positive Semidefinitheit der
beiden Dampfungsmatrizen erforderlich, d. h.

R, (x) = _% [Fx+E ]z 0, pe(1,2). (20)

Im Folgenden wird daher untersucht, wann Entwurfsma-
trizen F;(x), F2(x) mit F}(x) = C(x)F](x) existieren, so
dass beide Ddmpfungsmatrizen positiv definit sind. Falls
nur positive Semidefinitheit moglich ist, soll geklart wer-
den, wie viele positive Eigenwerte den beiden Matrizen
zugewiesen werden kénnen. Dazu werden zunichst die
Entwurfsmatrizen gemifd

Fi(x) FP(x
Fy(x) = [F?Exi F?((X))] . pein (21)
partitioniert mit FE(X) (R — ROmmx(=m) - Fg o]t
Fi(0) = (B0, FE0] und Ej(x) = [ES(x), BRG],
Dann kann folgendes Lemma formuliert werden:
Lemma 2. Es sei Fy(x) = C(x)F|(x). Fiir ein gegebenes
C(x) konnen Ry (x) und Ry(x) genau dann gleichzeitig po-
sitiv semidefinit (definit) gewdhlt werden, wenn

FP(x) + (F(x))" <0 (<0), (22)
COFP(x) + (FP(x))" CT(x) <0 (<0). (23)

Beweis. Mit (21) und F§(x) = C(x)F{(x) sowie FY(x) =
C(x)FY(x) folgt

LB+ (R BB+ (ES)'
R—_-|Fi Tk 1) 24
o ”
1 B +(F) B+ (RO) CT
) S 2 2 2 1 , 25
: 2|:CF1C+(F123)T CED+ (B) 7 =

wobei die x-Argumente weggelassen worden sind. Ange-
nommen, es seien R;j(x)> (>0) und Ry(x) > (>0).
Dann folgen (22) und (23) mit Proposition 16.1
und Theorem 16.1 in [7], was die Notwendigkeit
der Bedingungen zeigt. Zum Beweis, dass sie auch
hinreichend sind, sei darauf hingewiesen, dass die
Matrizen F;‘ = [F;‘, Fg ], p € {1,2} unabhingig vonein-
ander vorgegeben werden konnen. Wihlt man z.B.
F? = diag{a;ip}, i € {1,...,m}, p € {1, 2} mit a;;, <0, und
FB(x) = —(F{(x)) sowie F5(x) = —(F{(x))"C" (x), so er-
hilt man

R; diag{R{‘, - (F?+(F?)T)} , (26)

N = N =

R, = diag {R;‘, —— (CF + (F?)TCT)} (27)
mit R;‘ = —diag{a;ip}. Wenn (22), (23) erfiillt sind, ist
offensichtlich R;(x) >0 (>0) und R,(x) >0 (>0). O

Im Folgenden sei mit i, (A), i_(A) und ip(A) die Anzahl
der Eigenwerte einer Matrix A in der rechten komple-
xen Halbebene, in der linken komplexen Halbebene und
auf der imaginidren Achse bezeichnet. Analog seien ' (A),
i (A) und 7, (A) fiir reelle Eigenwerte definiert.

Lemma 3. Es sei RA e Rmxm RB ¢ Rmx(n=m) RD ¢
R(n—m)x(n—m) und
RA R?

R= . 28

) w) 2
Wenn R > 0 und RP > 0, dann ist
max i, (R) = m+i,(RP) . (29)
RA, RB
Beweis. Siehe Anhang A.1. O

Um positive Semidefinitheit beider Dampfungsmatri-
zen zu gewihrleisten, muss F”(x) gemifl Lemma 2 die
Matrixungleichungen (22) und (23) erfiillen. Letztere
lasst sich mit X(x) = —FP(x) dquivalent als Gleichung

C(x)X(x) + X (x)C"(x) = Q(x) (30)

mit (beliebiger) Matrix Q' (x) = Q(x) > 0 formulieren.

4.3 Die Gleichung AX +XTAT =Q
Die Gleichung

AX+XTAT =Q (31)

ist in mehreren Veréffentlichungen untersucht worden,
z.B. in [24]. Es seien A, X, Q € R™" und Q = Q”. Der
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folgende Satz beschreibt die Losbarkeit sowie die Struktur
der Losung (siehe [24]).

Satz 5. (a) Die Matrixgleichung (31) ist genau dann losbar,
wenn EyQE, = 0 gilt, wobei Ey = I—AAT der orthogonale
Projektor auf den Kern von A ist. Die Losung X = XP + X"
setzt sich aus einem partikuliren Anteil XP und der Losung
X" der zugehirigen homogenen Matrixgleichung (d. h. Q =
0) zusammen.

(b) Es sei Q > 0. Dann ist (31) genau dann losbar, wenn
Bild(Q) < Bild(A) gilt.

(c) Wenn A reguliir ist, gilt X" = UAT mit einer beliebigen
Matrix U= -U"T,

Soweit den Autoren bekannt, existieren keine Ergebnisse
zur Definitheit des symmetrischen Anteils %(X+XT) der
Losung. Es kann folgender Satz formuliert werden.

Satz 6. Gegeben sei Gleichung (31) mit Q= QT > 0. Die
algebraische und geometrische Vielfachheit nichtpositiver
Eigenwerte von A sei gleich. Es existieren genau dann Lo-
sungen X mit X+ X > 0, wenn alle Linkseigenvektoren von
A zu reellen nichtpositiven Eigenwerten in Kern(Q) liegen.
Dann gilt

max i, (X+X") =n-i(A). (32)
xhQ

Insbesondere gilt fiir alle Q, deren Kern genau von diesen
Linkseigenvektoren aufgespannt wird

max iy (X+X") =n-i’(A). (33)
XI

Beweis. Siehe Anhang A.2. ]

Anmerkung 2. Die Annahme in Satz 6, dass die al-
gebraische und geometrische Vielfachheit nichtpositiver
Eigenwerte von A gleich sei, ist technischer Natur und dient
dazu, den Beweis zu vereinfachen.

Im Zusammenhang mit der Wahl geeigneter Entwurfs-
matrizen fiir den Reglerentwurf folgt damit:

Satz 7.  Fiir ein gegebenes C(x), welches Annahme 2
erfiillt, existieren Matrizen Fi(x) und Fy(x) mit
F(x) = C(x)F}(x), so dass R;(x) > 0 und Ry(x) > 0 und
es gilt

maxi, (Rp(x)) =n—1i (C(x)) , pefl,2}. (34)

Beweis. Im Weiteren sei X(x) := —FP(x). Aus Lemma 2 ist
bekannt, dass R,(x) >0, p € {1,2} genau dann moglich
ist, wenn X(x) + XT(x) > 0 und

C(OX(x) + X" (x)C" (%) = Q(x) (35)

fir ein Q(x) >0 erfiillt ist. Solche Matrizen existie-
ren immer, z. B. X(x) =0, Q(x) = 0. Mit X(x) = —FlD(x)
und (25), (35) erkennt man, dass RY(x) = 1[C(x)X(x) +
XT(x)CT(x)] = 3Q(x) gilt. Demnach folgt aus Satz 6, dass
eine Losung X(x) von (35) mit X(x)+ X’ (x) > 0 genau
dann existiert, wenn die Linkseigenvektoren von C(x) zu
reellen nichtpositiven Eigenwerten in Kern(RY(x)) ent-
halten sind. Gemafy Annahme 2 besitzt C(x) vollen Rang

und folglich keine Eigenwerte in Null. Demnach gilt
max i, (RD(x)) = (n—m)—i" (C(x)). Auferdem geht aus
Satz 6 hervor, dass fiir RP(x) = 1(X(x) +X"(x)) eben-
falls maxi;(RP(x)) = (n—m)—i"(C(x)) gilt. Da R;‘(x)
und Rg (x), p € {1,2} mit Fg(x) unabhingig voneinander
vorgegeben werden konnen (siche (24), (25)), folgt die
Behauptung aus Lemma 3. (]

Korrolar 1. Fiir ein gegebenes C(x), welches Annahme 2

erfiillt, existieren genau dann Matrizen Fi(x) und F,(x)

mit F5(x) = C(x)F} (x), so dass sowohl Ry(x) >0 als auch

R, (x) > 0 gilt, wenn i" (C(x)) = 0.

Anmerkung 3. Satz 7 bzw. Korrolar 1 basieren auf der

punktweisen Anwendung von Satz 6 und treffen demnach

keine Aussage iiber die Glattheit von R,(x), p € {1,2}. Um
fiir C(x),Q(x) € C* in einer Umgebung D von x* die

Existenz glatter Funktionen Ry(x), welche (34) erfiillen,

sicherzustellen, konnen z. B. folgende hinreichenden Bedin-

gungen formuliert werden.

1. Fiir xe€ D sind die Eigenwerte von C(x) reell und
einfach, d. h. 2(x) <... < ty_m(x). Dann sind die Ei-
genwerte A;(x) und Eigenvektoren v;(x) von CT (x) glatte
Funktionen von x [9], so dass die im Beweis zu Satz 6
verwendete Eigenzerlegung eine glatte Operation ist.

2. Fiir x € D sind die Realteile aller Eigenwerte von C(x)
positiv. Dann besitzt (30) eine eindeutige symmetrische
Losung X(x) = X' (x) > 0, die glatt von den Matrizen
C und Q abhingt.

4.4 Konstruktion der Entwurfsmatrizen

Um geeignete Entwurfsmatrizen F,(x), p € {1,2} zu er-
halten, fir die Ry(x) >0, p € {1,2} gilt, ist eine Menge
von Matrizen X(x) = -FP(x) zu bestimmen, die X(x)+
XT(x) > 0 sowie (30) fiir eine positiv semidefinite Matrix
Q(x) erfiillen. Unter den gegebenen Voraussetzungen be-
sitzt (30) fir jedes Q(x) > 0 unendlich viele Losungen
der Form X(x) = X*(x) +X"(x) mit einer partikuliren
Losung X (x) und der Losung

X"(x) = U(x)C"(x) (36)

der zugehorigen homogenen Gleichung C(x)X(x)+
XT(x)CT(x) = 0, wobei U(x) = U7 (x) beliebig ist (siche
Satz 5). Dariiber hinaus existieren unendlich viele Matri-
zen Q(x) > 0.

Es ist bekannt, dass eine Matrix Q genau dann posi-
tiv semidefinit ist, wenn sie sich als Q = TTT mit einer
oberen Dreiecksmatrix T darstellen lisst> [2]. Fiir den
weiteren Verlauf werden die Matrizen Tj; € R (=) x(n=m)
und Q;; € RU=mx(n=m) yie folgt definiert:

1, k=inl=jnrnk<lI
Tj=[tu], tu= { ! ,
0, sonst

T
Qij = Tij + Tij .

3 Fir den Fall Q>0 ist T der Cholesky-Faktor. Er ist eindeutig und
regulir.



Dann kann jede obere Dreiecksmatrix T(x) in der Form

n—-m n—-m

Tx) =Y Y ki(x)T; (37)

i=1 j=i

dargestellt werden mit (lokal) reellwertigen Funktionen
kij(x) : R" — R. Folglich ist durch

T

Qx) = i: kz] (x)T ij i: i: kij (X)Tij
i=1 j=i i=1 j=i
700 T(x)
= Z Z ki (x) kk](X)sz (38)

i=1 j=i k=1

eine Menge Von positiv (semi-)definiten Matrizen Q(x) :
R" — R=mx(-m) gegeben,

Nun sei Xf (x) : R" — R=m*(n=m) eine partikulire Lo-
sung von (30) fiir Q(x) = Q;;. Da C(x) gemif} Annahme 2
vollen Rang besitzt, ist die Losbarkeit nach Satz 5 (a) si-
chergestellt. Wegen der Linearitit der Matrixgleichung
(30) beschreibt dann

n—m n-m i

XPx) =Y Y ka(0)kg(0XE5(x) (39)

i=1 j=i k=1

eine Menge von partikuliren Losungen von (30) fiir alle
Matrizen in (38). Durch Addition der homogenen Losung
(36) erhalt man schlief3lich eine Menge von Matrizen, fiir
die C(x)X(x) +XT(x)C ' (x) > 0 gilt, als

n—m n-m i

XM= > > ki(kg()X[(x) + UC () . (40)

i=1 j=i k=
1 j=i k=1 Xh(x)

XP(x)

Leider kann im Allgemeinen jedoch keine Aussage tiber
die Definitheit der symmetrischen Anteile der Losungen
(39) und (40) getroffen werden. Um X(x)+X'(x) >0
zu gewihrleisten, ist es notwendig, Bedingungen an die
Funktionen k;i(x) und U(x) bzw. deren Parameter zu
formulieren, z.B. mit Hilfe des Sylvester-Kriteriums. Im
Folgenden werden verschiedene Eigenwertkonfiguratio-
nen von C(x) diskutiert.

Wenn man XZ-(X) = (X‘;(x))T wihlt, so erfiillt jede der
partikuldren Losungen (39) eine Ljapunow-Gleichung
C(x)X?(x) +XP(x)C"(x) = Q(x) > 0. (41)
Diese Wahl ist immer moglich, wenn fiir die Eigen-
werte von C(x) gilt )»,-+)\]T" #0Vi,j, da (41) dann eine
eindeutige symmetrische Losung besitzt [1]. Wenn nun
das Paar [C(x),Q(x)] punktweise steuerbar im linea-
ren Sinne ist, folgt aus Theorem 6.19 in [1], dass
iy (XP(x)) = i1 (C(x)). Fir den Fall, dass alle Eigenwerte
von C(x) in der rechten komplexen Halbebene liegen,
gilt also XP(x) = (XP(x))T >0. Uber X(x) kann man

im Allgemeinen nur aussagen, dass X(x) + X (x) > 0 fiir
hinreichend kleine U(x) gilt, aufler U(x) kann so ge-
wihlt werden, dass X" (x) + (X"(x))T > 0 ist. Fiir den Fall,
dass C(x) nur komplexe Polpaare mit negativem Realteil
besitzt, folgt entsprechend X?(x) = (X?(x))” < 0. Da po-
sitive Definitheit von X(x) + XT(x) gemif8 Satz 6 moglich
ist, kann diese allein durch eine geeignete Wahl von U(x)
erreicht werden, die sicherstellt dass X" (x) + (X"(x))T >0
hinreichend grof3 ist.

Fiir " (C(x)) = 0 kann X(x) + X' (x) > 0 gemif3 Satz 6
unabhingig von den k;;(x) in (38) bzw. (39) immer durch
entsprechende Wahl von X"(x) erreicht werden. Besitzt
C(x) allerdings reelle negative Eigenwerte, miissen die
kij(x) so gewahlt werden, dass die Linkseigenvektoren zu
diesen Eigenwerten in Kern(Q(x)) enthalten sind. In die-
sem Fall ist es einfacher, die Gleichung (30) zunichst in
die Form

D*(x)X(x) + X' (x)D(x) = Q(x) (42)

mit X(x) = V*x)X(x)V(x), Q(x) = V*(x)Q(x)V(x) zu
transformieren (vgl. den Beweis von Satz 6). Dabei
werden die Spalten von V(x) von den Eigen- bzw.
Hauptvektoren von CT(x) gebildet und D(x) ist eine
Jordan-Matrix. Bei geeigneter Wahl von V(x) kann
eine Partitionierung D(x) = diag{D;(x), D2,(x)} gewidhlt
werden, so dass i" (D;;(x)) = 0 gilt und Dy, (x) die reel-
len negativen Eigenwerte von C(x) enthilt. Die Matrizen
X(x) = [Xi(0)], Q) = [Qi(x)], i, k € {1,2} werden ent-
sprechend partitioniert. Mit Xk =0, Q; = 0 aufer fiir
i=k=1 reduziert sich (42) dann auf D, (x)X11(x) +
)A(TI (x)Dy;(x) = Qy;(x). Nachdem fiir diese Gleichung
gemifl (40) eine Menge von Losungen Xy (x) mit
Xll(x)+5(1T1 (x) > 0 konstruiert worden ist, erhilt man
aus X(x) = V*(x)X(x)V!(x) eine Menge von Losungen
zu (30) mit X(x) +XT(x) > 0.

Wenn eine Menge geeigneter Matrizen X(x) bestimmt
worden ist, wihlt man F}(x) = [Flc(x), —-X(x)].In [12] ist
der Entwurfsprozess eines (einzelnen) IDA-PBC Reglers
in mehrere Schritte gegliedert worden. Basierend darauf
wird im Folgenden eine systematische Prozedur fiir die
Bestimmung der Regelgesetze $,(x) und B,(x) vorge-
stellt.

4.5 Systematisches Vorgehen

Im ersten Schritt muss die Struktur der Funktionen Flc(x),
kij(x) und U(x) so gewdhlt werden, dass die Restrikti-
onsgleichungen (19) gemifd Satz 3 Igsbar sind. Dies ist
besonders einfach, wenn die Struktur der Funktionen
so gewidhlt werden kann, dass eine der beiden Matri-
zen Fj(x), Fy(x) konstant wird. In diesem Fall sind die
Restriktionsgleichungen genau dann lésbar, wenn

a vV a vV

8_xfk’i(x)vk’j_ 8_xfk’j(x)vk’i =0 (43)
fir alle i,j=1,...,n—m gilt, wobei k € {1,2} der Index
der konstanten Entwurfsmatrix und vy; die i-te Spalte
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von (FE)T ist [12]. Basierend auf (43) ergeben sich Be-
dingungen an die (konstanten) Eintrage von F;.

Im zweiten Schritt werden Anforderungen an F(x)
und F,(x) formuliert, um R, (x) > 0, p € {1, 2} zu gewihr-
leisten. Dazu werden zunichst Bedingungen abgeleitet,
so dass RID (x) = X(x) + XT(x) > 0 erfiillt ist (siehe obige
Diskussion). Positive Semidefinitheit von R?(x) = %Q(x)
ist per Konstruktion gegeben. Im Anschluss werden Be-
dingungen an F$(x), F¥(x) und F§(x) formuliert, um
die positive Semidefinitheit der Dimpfungsmatrizen zu
gewihrleisten. Dies kann anhand des folgenden Satzes
geschehen.

Satz 8. [7] Wenn R[? >0 ist, dann ist R, > 0 genau dann,
wenn gilt

-1 T
RI-RE (RY)  (RE) >0. (44)

Wenn RI? > 0 ist, dann ist R, > 0 genau dann, wenn gilt

T T
(I—R[’f (r?) > (RE) =0,

T T
RI-R! (RY) (RE) =o0.
Die Bedingung (44) erlaubt es, die positive Definitheit
der n x n-dimensionalen Matrix R nachzuweisen, in-
dem man die positive Definitheit einer kleineren m x m
dimensionalen Matrix tiberpriift. Im Falle positiver Se-
midefinitheit tritt zusitzlich (45a) hinzu. Es handelt
sich hierbei allerdings um eine Gleichungsbedingung, die
weitaus einfacher zu handhaben ist als Ungleichungs-
bedingungen, wie man sie beispielsweise mittels des
Sylvester-Kriteriums erhilt. Es sei angemerkt, dass durch
die Wahl der Matrizen F;‘(x), die im Beweis zu Lemma 2
getroffen worden ist, simtliche Bedingungen von Satz 8
erfiillt werden.

Im dritten Schritt wird (19) fir p=1 oder p=2
gelost, um die Menge der (gemeinsamen) Energiefunk-
tionen H(x) = ¥(x)+ ®(&é(x)) zu bestimmen, die dem
geschlossenen Regelkreis zugewiesen werden kénnen. Die
Parameter in F}(x) und die Funktion ®(&(x)) werden
so festgelegt, dass die Bedingungen (10) erfiillt sind.
Die Parameter in F{(x) und F§(x) sowie die tibrigen
Freiheitsgrade in F}(x) werden verwendet, um die Reg-
lerperformance zu optimieren oder die Grofie des gemify
Anmerkung 1 abgeschitzten Einzugsbereiches zu vergro-
Bern.

(45a)

(45b)

Anmerkung 4. Aufgrund der grofien Anzahl von Para-
metern in den Entwurfsmatrizen sowie in der homogenen
Losung ®(&(x)) ist es meist schwierig geeignete Parame-
terwerte zu bestimmen. In [12] wird die Methode der
Zuweisung lokal linearer Dynamik vorgestellt, die eine sys-
tematische und transparente Wahl der Parameter eines
(nicht-schaltenden) IDA-PBC-Reglers ermdoglicht. Im fol-
genden Beispiel wird diese Methodik herangezogen, um
eine geeignete Parametrierung fiir B,(x) zu ermitteln. Die
Grundidee hierbei ist, die Linearisierung des geregelten Sys-

tems mit lokal linearer Wunschdynamik — spezifiziert durch
eine Hurwitz Matrix Ag — zu vergleichen:

9 (FXVH(X)| =A4. (46)
X -

In [12] wird aus dieser Forderung ein (in der Regel
unterbestimmtes) lineares Gleichungssystem fiir die Ent-
wurfsparameter abgeleitet. Falls diese Gleichungen erfiillt
sind und die Parameter in H(x) so gewihlt werden, dass
die erste Bedingung in (10) gilt, dann impliziert R(x*) > 0
die zweite Bedingung in (10). Damit kann relativ einfach
gewihrleistet werden, dass H(x) in x* ein striktes lokales
Minimum besitzt.

5 Numerisches Beispiel
Um das Vorgehen fiir den Reglerentwurf zu veranschau-
lichen, wird das Beispiel-System

x=1f,(x)+G,(x)u (47)
mit
—x1%3 + 4% —X)X3— X1
fi(x) = 3x; ,  Hix)= 3x;
5x, — 7x§ 9x1 + 5x, — 7x§

G =[1+x 0 0]', G =[3+x 0 0]

betrachtet. Das System ist in der Form (16) gegeben und
es gilt

£(x) = [; ‘1)] £(x). (48)

Folglich liegen beide Eigenwerte A1, =1 von C in
der rechten komplexen Halbebene. Lost man (30) mit
X‘;(x) = (xg(x))T bzw. (41) fiir die rechten Seiten Q1,
Q12, Q2y, erhilt man die Matrizen

1 3 0 0 0 1
p 2 4 p 2
Xy = 3 9 |° Xp = 0 l » X1172: 1 3
! 2 2 2

(49)

Die schief-symmetrische Matrix in (36) wird konstant
gewihlt und es folgt

h_ |0 pl~r_| 0 p
e[ g0 2] 0

Damit kann gemif (40) eine Menge von Losungen der
Gleichung (30) angegeben werden als

X =k, X5, + (I, +K,) X5, + kiokn X, + X", (51)

wobei kij, kaz, k1o konstant gewdhlt worden sind. Um
positive Definitheit von X(x)+X%(x) zu gewihrleis-
ten, konnen mittels Sylvester-Kriterium die Bedingungen
k11 7é 0 und

24p < 9k;, +4k3, (52)
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Bild1 Zeitverldufe der Zustinde des geregelten schaltenden Systems
fir x(0)=1[2, 1, -1]7 und ein zufilliges Schaltsignal (oben) sowie
zugehoriger Verlauf der Stellgrofle (unten).

abgeleitet werden. Indem man F} = [Flc, —X] mit einer
konstanten Matrix FS = [vy1 vy1,;]7 wihlt, erhilt man
schliefSlich eine Menge von geeigneten Matrizen Fj.

Da F} konstant ist, kann (43) zur Uberpriifung der
Losbarkeit herangezogen werden und es folgt

5 3 1 |
31)21,1 + Ek%l +21X§ (Zk%l - Eklzku —,0) =0, (53)

was mit w1 = _%kil und p= %k%I - %klzku gllt

Um R,>0,pe{l,2} zu erreichen, wird Fg =
—(F?)T, p € {1,2} gewihlt, so dass die beiden Dimp-
fungsmatrizen in der Form (26), (27) vorliegen. Es ist
dann R; >0, wenn F{ = a1 <0 und X(x)+X7(x) >0
gilt. Fiir letzteres folgt mit der oben getroffenen Wahl fuir
p aus (52) die Bedingung

—4k§2 + 9k%1 —12k12k11 <O (54)

Fiir positive Definitheit von R, muss entsprechend F4 =
o112 <0 und CX+XTCT = Q >0 sein. Letzteres ist per
Konstruktion erfiillt, wenn k1, ky; # 0 gilt.

Da Ap; von den konstanten Zeilen der Matrix F]
aufgespannt wird, kann leicht eine Losung von (19)
bestimmt werden, indem man Ap; begradigt* (engl.
straightening out, siehe z.B. [15]). Eine entsprechende
lineare Koordinatentransformation ist durch z = Tx mit
T=[(FY)T ;]! gegeben, wobei t; = [m 00]7 ist.
Dann ist z3 eine charakteristische Koordinate und es wird
®(z3) = uoz5 gewihlt.

Zur Wahl der Parameterwerte wird die Zuweisung
lokal linearer Dynamik auf das erste Teilsystem an-
gewandt, wobei A;; drei Eigenwerte in -3 besitzt.
Aus dem zugehorigen linearen Gleichungssystem fol-
gen Abh'eingigkeiten der Form A, = (X]]J(k]],k]z,kzz),
V11,1 = V11,1 (k11> ki2, k22), o = pa(kin, ki, kp). Der Pa-
rameter k;, wird der Einfachheit halber zu —1 festgelegt.
Die verbleibenden Freiheitsgrade o2, ki1 und ky, wer-
den so gewihlt, dass die Linearisierung des zweiten

4Wenn eine Koordinatentransformation z = t(x) eine Distribution A
mit konstanter Dimension s begradigt, dann ist die transformierte

Distribution in z-Koordinaten durch A = span{% ..... %} gegeben.

Teilsystems im geschlossenen Regelkreis die Eigenwerte
Ao =-091, 1, =-79 und Azp =-12,9 besitzt. In Bild 1
sind die Zeitverldufe x; (1), x2(1), x3(¢) des geregelten Sys-
tems sowie die Stellgrofle u(t) fiir den Anfangszustand
x(0) = [2, 1, —1]T und ein zufilliges Schaltsignal darge-
stellt.

6 Zusammenfassung

In diesem Beitrag ist eine konstruktive Reglerentwurfs-
methode fiir schaltende nichtlineare steuerungsaffine
Systeme vorgestellt worden, die fiir beliebige Schalt-
signale (asymptotische) Stabilitdt erzielt. Dazu ist die
Klasse der SPH-Systeme eingefiihrt und die IDA-PBC-
Methode entsprechend erweitert worden. Es ist gezeigt
worden, dass die vorgestellte Methode alle schaltenden
(stiickweise C'-stetigen) Zustandsriickfithrungen gene-
riert, fiir die der geschlossene Regelkreis eine gleichmifig
asymptotisch stabile Ruhelage besitzt. Fiir eine spezielle
Klasse von schaltenden Systemen ist eine systemati-
sche Vorgehensweise fiir die Wahl der Struktur- und
Diampfungsmatrizen sowie fiir den anschlieffenden Reg-
lerentwurf prasentiert worden.

A Anhang
A.1 Beweis von Lemma 3
Aus Theorem 2.3 in [23] ist bekannt, dass

A
R = iR+ | e o | (55)

gilt, wobei Sﬁ =RP—(RB)T(RY)TRE das Schurkomple-
ment von R* und Eﬁ =I-R*[R*)" den orthogonalen
Projektor auf Kern(R*) bezeichnet. Mit Theorem 16.1
in [7] folgt aus R>0, dass R* >0, EgR® =0 und
Sﬁ >0 gilt. Da aus R* > 0 folgt, dass (R*)" >0 ist, ist
Kklar, dass i+(Sﬁ) < i.(RP). Folglich gilt i, (R) = i, (R*) +
i+(S’§) < i, (RY) +i, (RP). Dass das Maximum tatsichlich
angenommen werden kann, folgt mit R® = 0 aus (55).

A.2 Beweis von Satz 6
Zunichst sei angenommen, dass eine Matrix X, mit X, +
Xl > 0 gegeben ist, welche

AX,+X{AT=Q=>0 (56)

erfiillt. Es seien v; die Linkseigenvektoren von A, d.h.
viA = A;v}, 1 <i<n. Multipliziert man (56) von links
mit v} und von rechts mit v; erhdlt man fiir reelle Eigen-
werte, d.h. A; = A},

Av? (XO +Xg) vi=viQv;>0. (57)

Wegen v (XO +Xg ) v; >0 und v/Qv; > 0 muss fiir re-
elle Eigenwerte A; <0 gelten, dass v; € Kern(Xo +Xg ) und
fiir reelle Eigenwerte A; <0, dass v; € Kern(Q). Es folgt
unmittelbar, dass X +X§ > 0 nicht mehr als n—i"(A)
positive Eigenwerte besitzen kann.

Im Folgenden wird gezeigt, dass fiir jedes Q, des-
sen Kern von den Linkseigenvektoren von A zu reellen
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nichtpositiven Eigenwerten aufgespannt wird, eine Lo-
sung existiert, welche (32) erfiillt. Zunichst sei darauf
hingewiesen, dass unter den formulierten Bedingungen
Bild(Q) < Bild(A) gilt und dementsprechend (31) gemaf3
Satz 5 1osbar ist.

Es seien die Spalten der Matrix V die Eigen- bzw.
Hauptvektoren von AT. Gleichung (31) kann in die Form

D’X+X'D=Q (58)

transformiert werden mit X = V*XV und Q = V*QV.
Die Matrix D ist eine Jordan-Matrix, die gemaf3
D = diag {D;;, Dy, D33, D44} partitioniert sei, wobei
D;; € C"*™ alle Eigenwerte in der rechten komple-
xen Halbebene enthilt, Dy, € C"2*" alle komplexen
Eigenwerte mit nichtpositivem Realteil, D33 € C**"™ die
Null-Eigenwerte und Dyy € C"*™ die reellen negativen
Eigenwerte. Durch eine entsprechende Anordnung der
Spalten von V kann diese Form immer erreicht werden.
Nachdem X und Q entsprechend in Blocke partitioniert
worden sind, d.h.

X =[Xi], ike{l,...4}, Xy e C"™ ", (59)

A

Q=[Qu], ikefl,...4}, Qe ™, (60)
und unter Berticksichtigung der Tatsache, dass beide Sei-
ten von (58) hermitesch sind, kann die Gleichung in
10 Matrixgleichungen

DXy + XDk = Qi i € {1,...,4}, k€ {i,....,4}.  (61)
aufgespalten werden. Im Folgenden sei )A([l,l] = [Xul,
i,ke{l,...,]}. Fiir i = k=1 und mit der Wahl X,; = X,
erhilt man aus (61) eine Ljapunow-Gleichung, die we-
gen 1,(Dy;) =n; und QH >0 eine eindeutige Losung
Xy = XITI >0 besitzt. Fiir i = k=2 zeigt sich, dass die
Diagonalelemente von X,, + X, beliebig positiv gewahlt
werden kénnen und zwar unabhingig von den iibrigen
Eintrigen in X +XT1,2]- Fir i=k=3 ist (61) tri-
vial erfiillt, da unter den gegebenen Vorraussetzungen
Q;;=D33=0 gllt Folglich kann X3 so gewdhlt wer-
den, dass Xs; -i—X33 >0. Fur k=3, i € {1,2} vereinfacht
sich (61) zu Dj; Xl3 = 0. Da D;; fiir i € {1,2} vollen Rang
besitzt, muss X,3 = 0 sein, wihrend X5; beliebig gewihlt
werden kann. Zusammenfassend zeigt sich dass unter
den gegebenen Voraussetzungen X[l 3] +X[1 5] > 0 immer
moghch ist. Nun wihlt man X,4 = X41 = 0. Damit ist we-
gen Q;; = 0 Gleichung (61) fiir k =4, i € {1,...,4} erfillt.
Auferdem ist X+X eine positiv semidefinite Matrix
mit ny = i’ (A) Eigenwerten in Null und n—ny = n—i"(A)
positiven Eigenwerten. Folglich ist X = V*XV~! eine
reellwertige Losung von (31) so, dass X+X' >0 eine
Anzahl von " (A) Null-Eigenwerten und n—i"(A) positi-
ven Eigenwerten besitzt. Es sei angemerkt, dass, um aus
X eine reellwertige Losung X = V*XV~! zu erhalten, die
spezielle Struktur der Matrizen X12, X5, und X5, beriick-

sichtigt werden muss, die sich sich aufgrund der Tatsache
ergibt, dass X eine reellwertige Matrix ist und die Links-
eigenvektoren zu komplexen Eigenwerten in konjugiert
komplexen Paaren auftreten.
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