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Parametrierung von IDA-PBC über
Zuweisung lokal linearer Dynamik
Parametrization of IDA-PBC by Assignment of Local Linear Dynamics

Paul Kotyczka, Boris Lohmann, Technische Universität München

Zusammenfassung Der Beitrag beschäftigt sich mit der
Parametrierung der nichtlinearen Zustandsregelung durch Inter-
connection and Damping Assignment Passivity Based Control
(IDA-PBC). Die Struktur der geregelten Strecke als Port-Hamilton
(PH) System ist physikalisch motiviert und beruht auf der Spei-
cherung, dem Austausch und der Dissipation von Energie. Die
Wirkung der Entwurfsparameter in den vorzugebenden Struktur-
und Dämpfungsmatrizen sowie der Energiefunktion auf das
Zeitverhalten ist jedoch in der Regel undurchsichtig. Die Be-
trachtungderLinearisierungdesgeregeltennichtlinearenSystems
in Abhängigkeit der Entwurfsparameter bietet die Möglichkeit,
wenigstens lokal gewünschtes Zeitverhalten systematisch im Re-

gelungsentwurf zu berücksichtigen. ��� Summary This
contribution deals with the parametrization of nonlinear state
feedback control by Interconnection and Damping Assignment
Passivity Based Control (IDA-PBC). The Port Hamiltonian (PH)
structure of the controlled system is physically motivated and
incorporates the idea of storage, exchange and dissipation of
energy. However, in general the effect of the design parameters
in the interconnection and damping matrices and the closed
loop energy on the time behavior is intransparent. Considering
the linearization of the nonlinear closed loop system with respect
to the design parameters is a systematic possibility to include
at least locally desired time behavior in the design procedure.

Schlagwörter Nichtlineare Regelung, passivitätsbasierte Regelung ��� Keywords Nonlinear control, passivity based
control

1 Einleitung
Die Methode Interconnection and Damping Assignment
Passivity Based Control (IDA-PBC) [5–8; 17] ist ein sehr
anschauliches Verfahren zur nichtlinearen Zustandsrege-
lung. Das zu regelnde System wird durch Zustandsrück-
führung in ein Port-Hamilton (PH) System transformiert,
das durch eine Energiefunktion sowie eine Struktur- und
eine Dämpfungsmatrix beschrieben wird. Alle drei Kon-
strukte beeinflussen in gegenseitiger Abhängigkeit das
dynamische Verhalten des geregelten Systems. Üblicher-
weise werden Struktur- und Dämpfungsmatrix vom Ent-
werfer vorgegeben und die Energie als Lösung eines Satzes
linearer partiellen Differentialgleichungen (PDgln.) be-
rechnet. Dabei wird die Energie über die freie homogene
Lösung der PDgln. so geformt (Energy Shaping), dass sie
in der gewünschten Ruhelage minimal wird. Das resultie-
rende PH-System besitzt einen kollokierten Ausgang, mit

dem Passivität bezüglich der Energiefunktion, die gleich-
zeitig Ljapunow-Funktion ist, festgestellt wird.

Da die Energiefunktion des geschlossenen Kreises erst
berechnet werden muss und zudem von den Entwurfs-
matrizen abhängt, fehlt beim Reglerentwurf zunächst
die Anschaulichkeit, die das Konzept von Energiespei-
cherung, -austausch und -dissipation erhoffen lässt. In
den bisherigen Arbeiten zu IDA-PBC geschah die Wahl
der Entwurfsparameter meist nach physikalischen Er-
wägungen, etwa durch Verstärken, Abschwächen oder
Erzeugen von Kopplungen zwischen Teilsystemen [12]
oder gezieltes Einbringen von Dissipation (Damping In-
jection [6; 7]). Weiterhin wurde das Nutzen vorhandener
physikalischer Dämpfung untersucht [13]. Bisher existiert
jedoch kein systematisches Vorgehen zur Festlegung der
Entwurfsparameter anhand quantitativer Vorgaben für
die Wunschdynamik.
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Der in diesem Beitrag vorgestellte Ansatz liefert durch
den Vergleich des linearisierten geregelten Systems mit lo-
kaler Wunschdynamik Parameterwerte für die konstante
Struktur- und Dämpfungsmatrix sowie die freien Para-
meter der Energiefunktion, und zwar bevor die PDgln. für
die Energie gelöst werden. Dazu werden die verfügbaren
Entwurfsparameter sukzessive eingeschränkt und durch
eine Koordinatentransformation die Bestimmungsglei-
chungen in ein lineares Gleichungssystem für die noch
offenen Parameterwerte übersetzt.

Der Aufsatz gliedert sich wie folgt. In Abschnitt 2 wird
die passivitätsbasierte Regelung mit IDA-PBC vorgestellt
und der Unterschied zu klassischen passivitätsbasierten
Verfahren verdeutlicht. Die Parametrierung der Ent-
wurfsmatrizen durch Zuweisen lokal linearer Dynamik
ist Gegenstand von Abschnitt 3 und wird am Beispiel des
Laborversuchs „Schwebende Kugel“ in Abschnitt 4 illus-
triert. Der Beitrag schließt mit einer Zusammenfassung
und einem Ausblick auf weiterführende Arbeiten.

2 Passivitätsbasierte Regelung
Dieser Abschnitt gibt eine kurze Einführung in Grund-
tatsachen der passivitätsbasierten Regelung nichtlinearer
Systeme. Im Mittelpunkt steht die Anwendbarkeit von
IDA-PBC. Für einen breiteren Überblick sei auf die
Übersichtsaufsätze [8; 12], die Bücher [2; 4] und den
Aufsatz [1] verwiesen, der erstmals den Zusammenhang
zwischen Passivität, Differenzordnung und Stabilität der
Nulldynamik eines nichtlinearen Systems herstellt.

2.1 Grundidee
Wir beschränken uns auf steuerungsaffine Systeme

ẋ= f(x) + G(x)u (1a)

y = h(x) (1b)

mit dem Zustandsvektor x ∈Rn und den Ein- und Aus-
gangsvektoren u, y ∈ Rm. (x∗, u∗)= (0, 0) sei o. B. d. A.
eine Ruhelage des Systems. Das System (1) heißt dann
passiv, wenn eine positiv semidefinite Speicherfunktion
S(x) mit S(0)= 01 und S(x) ≥ 0 für x �= 0 existiert, sodass
für alle Anfangswerte x(0) und alle Eingangsgrößen u(t),
t ≥ 0 die Dissipativitätsungleichung

S(x(t)) – S(x(0)) ≤
t∫

0

w(u(τ), y(τ))dτ (2)

mit der speziellen Zufuhrrate

w(u(t), y(t))= yT(t)u(t) (3)

gilt. Für stetig differenzierbare Speicherfunktionen, die
im Folgenden vorausgesetzt werden, erhält man die dif-
ferentielle Passivitätsungleichung

Ṡ(x(t)) ≤ yT(t)u(t) . (4)

1 bzw. nach unten beschränkt mit S(0)= S0

Versteht man S(x(t)) als die im System gespeicherte Ener-
gie, dann ist yT(t)u(t) die dem System über die Tore
(ui, yi), i= 1, ..., m zugeführte Leistung. Gilt das Gleich-
heitszeichen in Gl. (4), dann ist das System verlustlos,
andernfalls wird Energie dissipiert.

Die Eigenschaft, dass bestimmte Verschaltungen passi-
ver Systeme, so die Rückkopplung, Parallelschaltung und
leistungserhaltende Hintereinanderschaltung, auf passive
Gesamtsysteme führen [6], lässt sich zum Regelungs-
entwurf ausnützen. Die einfachste Möglichkeit ist das
Einbringen zusätzlicher Dämpfung durch die Rückfüh-
rung u= – φ(y) des passiven Ausgangs, wobei φ(y) einer
Sektorbedingung genügt [1]. Die Wirkung entspricht
zusätzlicher Reibung im mechanischen oder erhöhtem
ohmschen Widerstand im elektrischen System. Bei passi-
ven Systeme mit positiv definiter Speicherfunktion dient
diese als Ljapunow-Funktion, mit der sich Stabilität der
Ruhelage x∗ des freien Systems beweisen lässt. Zum Nach-
weis asymptotischer Stabilität ist im allgemeinen Fall das
Invarianzprinzip von Krassowskij-LaSalle heranzuziehen.
Die oben genannte Ausgangsrückführung stabilisiert die
Ruhelage des Systems asymptotisch, wenn zusätzlich zur
positiven Definitheit der Speicherfunktion Nullzustands-
Ermittelbarkeit vorliegt.

Da Passivität somit eine erstrebenswerte Systemeigen-
schaft ist, stellt sich die Frage, wann ein System (1),
welches zunächst nicht passiv ist, durch Regelung in ein
passives System mit neuem Eingang v und dem durch
(1b) festgelegten Ausgang überführt werden kann. Wird
eine statische Zustandsrückführung

u= α(x) + β(x)v (5)

mit β(x) invertierbar angesetzt, so lauten die notwendi-
gen und hinreichenden Bedingungen [1] für eine solche
Feedback-Äquivalenz von (1) zu einem passiven System
• relativer Vektordifferenzgrad {1, ..., 1} an der Stelle

x∗, was Regularität der Entkoppelbarkeitsmatrix
[Lg1 h(x∗) ... Lgm h(x∗)] einschließt2, und

• schwache Minimalphasigkeit von (1), also Ljapunow-
Stabilität der Nulldynamik des auf Byrnes-Isidori-
Normalform transformierten Systems.

Es sei nochmals angemerkt, dass Passivität des durch (5)
geregelten Systems mit dem Ausgang (1b) bezüglich des
neuen Eingangs v festgestellt wird3.

Der „klassische“ Ansatz der passivitätsbasierten Rege-
lung ist, siehe z. B. [4], unter Vorgabe einer gewünschten,
in der Regel quadratischen Speicher- und damit Ljapu-
nowfunktion S(x) für (1) ein Regelgesetz zu entwerfen,
mit dem Ṡ(x(t)) ≤ 0 für alle t ≥ 0 gilt. Dieser Ansatz
wurde erfolgreich auf mechanische, elektrische und elek-
tromechanische Systeme angewandt. Problematisch ist
jedoch, dass er für bestimmte vorgegebene Speicherfunk-

2 Lgi h(x) bezeichnet die Lie-Ableitung h(x) in Richtung des i-ten
Spaltenvektors von G(x).
3 Man beachte hierzu, dass das innere Produkt in (3) unter der affinen
Transformation (5) nicht erhalten bleibt.
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tionen auf eine Inversion der Systemdynamik führen
kann und damit dynamische Invertierbarkeit, also Mi-
nimalphasigkeit des ursprünglichen Systems, voraussetzt.

2.2 IDA-PBC
Der relative Grad, die Stabilität der Nulldynamik und da-
mit auch die stabile dynamische Invertierbarkeit hängen
von der Festlegung der Ausgangsgrößen (1b) ab und sind
invariant unter Zustandsrückführung. Daher existiert, be-
trachtet man die Bedingungen für Feedback-Äquivalenz,
keine Zustandsrückführung (5), die ein nichtminimal-
phasiges System (1) in ein passives System mit vom
Entwerfer vorgegebener Speicherfunktion S(x) überführt.

Abhilfe schafft der Ansatz von Interconnection and
Damping Assignment Passivity Based Control (IDA-PBC).
Entwickelt als Methode, die Port-Hamiltonsche (PH)
Struktur eines physikalischen Systems unter Vorgabe ei-
ner neuen Energiefunktion für das geregelte System zu
erhalten, verzichtet IDA-PBC auf die anfängliche Festle-
gung der Ausgangsgrößen. Stattdessen wird für das durch
die Differentialgleichung (1a) beschriebene System (wir
bleiben bei steuerungsaffinen Systemen) eine statische
Zustandsrückführung (5) mit β(x) ≡ I gesucht, die das
System in die PH-Darstellung

ẋ= (Jd(x) – Rd(x))∇Hd(x) + G(x)v (6a)

y = GT (x)∇Hd(x) (6b)

transformiert. Die schiefsymmetrische Strukturmatrix
Jd : Rn → Rn×n und die symmetrische, positiv semi-
definite Dämpfungsmatrix Rd : Rn → Rn×n stellen den
Austausch und die Dissipation der neuen, dem Sys-
tem zugewiesenen Energie Hd(x) dar. Beim üblichen
nicht-algebraischen Ansatz sind beide Matrizen anfangs
festzulegende Entwurfsparameter. Daraufhin ist die Ener-
gie im Schritt des sog. Energy Shaping über die homogene
Lösung eines Satzes partieller Differentialgleichungen so
zu formen, dass sich ein Minimum in der gewünschten
Ruhelage x∗ ergibt:

x∗ = argmin
x

Hd(x) . (7)

Ist dies gelungen, so lässt sich mit dem durch die Energie
festgelegten kollokierten Ausgang (6b) durch

Ḣd(x)= – (∇Hd(x))TRd(x)∇Hd(x) + yTv ≤ yT v (8)

Passivität des geregelten Systems und für v ≡ 0 Stabilität
nach Ljapunow auf einem durch {x | Hd(x) ≤ c} abge-
schätzen Gebiet zeigen. c ist dabei der größte Wert von
Hd(x), für den die Äquipotentialflächen um die Ruhelage
x∗ geschlossen sind. Ist zudem die größte in

{
x ∈ Rn | (∇Hd(x))TRd(x)∇Hd(x)= 0

}
(9)

enthaltene invariante Untermenge die Ruhelage selbst,
dann ist das geregelte System asymptotisch stabil.

Aus dem Vergleich von (1a) mit (6a) ergeben sich die
Bestimmungsgleichungen

f(x) + G(x)u
!
= (Jd(x) – Rd(x))∇Hd(x) + G(x)v . (10)

Da für m < n die Spalten von G(x) nur einen Unter-
raum des Zustandsraums aufspannen, bleibt ein Teil der
Dynamik durch Zustandsrückführung unverändert. Die
Restriktionsgleichungen

G⊥(x)f(x)= G⊥(x)(Jd(x) – Rd(x))∇Hd(x) , (11)

die sich aus der Multiplikation von (10) mit einem Links-
annihilator G⊥(x) : Rn → R(n–m)×n mit G⊥(x)G(x)= 0
ergeben, drücken diese Einschränkung aus. In diesem Satz
von n–m linearen PDgln. erster Ordnung für die Energie
Hd(x) des geregelten Systems müssen die Matrizen Jd(x)
und Rd(x) so gewählt sein, dass eine Lösung existiert und
diese (7) erfüllt. Die Lösung

Hd(x)=Hp
d(x) + Φ(zα) (12)

setzt sich aus einem partikulären und einem homogenen
Anteil Φ(zα) zusammen, wobei letzterer in den Koor-
dinaten zα, welche die Grundcharakteristiken der PDgln.
beschreiben, frei wählbar ist. Φ(zα) ist so zu formen, dass
mit

∇Hd(x∗)= 0 und
∂2Hd(x)

∂x2

∣∣∣∣
x∗

> 0 (13)

der Gradient der Energie in x∗ verschwindet und ihre
Hesse-Matrix dort positiv definit wird. Weiterhin ist mit
der Wahl von Φ(zα) z. B. eine Maximierung des Einzugs-
bereiches von x∗ anzustreben. Die statische nichtlineare
Zustandsrückführung, die (1a) in das PH-System (6)
transformiert, berechnet sich schließlich (ohne x) aus

α= (GTG)–1GT ((Jd – Rd)∇Hd – f) . (14)

Wird für die Lösung von (11) die Form von Hd(x) völ-
lig frei gelassen, so spricht man vom nichtparametrischen
Ansatz, im Gegensatz zum parametrischen, bei dem die
Struktur von Hd(x) vorgegeben wird, etwa als Summe aus
potentieller und kinetischer Energie bei mechanischen
Systemen. Da Hd(x) selbst zunächst unbekannt ist, ergibt
sich auch der kollokierte Ausgang (6b) erst aus der Lö-
sung der Restriktionsgleichungen.

Beim eher unüblichen algebraischen Ansatz hingegen
wird die gewünschte Energie Hd(x) und dadurch der
Ausgang (6b) des geregelten Systems von Anfang an
festgelegt. Die Restriktionsgleichungen (11) werden al-
gebraisch und sind nach den Matrizen Jd(x)= – JT

d (x)
und Rd(x)= RT

d (x) ≥ 0 aufzulösen. Ist das ursprüngli-
che System mit neuem Ausgang (1a, 6b) jedoch nicht
feedback-äquivalent zu einem passiven System, weil etwa
nicht-minimalphasig, dann scheitert der Versuch, indem
die Lösung keine positiv semidefinite Dämpfungsmatrix
ergibt. Das System lässt sich in diesem Fall nicht durch
Zustandsrückführung in ein passives PH-System (6)
überführen.
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Durch das anfängliche Offenlassen der Ausgangsgrö-
ßen eignet sich IDA-PBC insbesondere für Systeme,
deren physikalische Modellierung auf eine nicht-
minimalphasige Zustandsdarstellung führt. Als Beispiel
sei das in einer instabilen Ruhelage gehaltene unteraktu-
ierte Doppelpendel [21] genannt, das mit der Wahl des
ersten Gelenkwinkels als „natürliche“ Ausgangsgröße eine
instabile Nulldynamik hat. Mit IDA-PBC lässt sich das
System jedoch stabilisieren, wobei der kollokierte Aus-
gang sich als Funktion der Gelenkgeschwindigkeiten bzw.
mechanischen Impulse ergibt.

Ein Hindernis beim IDA-PBC-Entwurf ist die Lösung
der PDgln. bzw. schon die Beurteilung der Lösbarkeit für
eine gegebene Parameterierung der Matrizen Jd(x) und
Rd(x). Sind die Restriktionsgleichungen (11) lösbar für
eine beliebige Entwurfsmatrix

Fd(x) := Jd(x) – Rd(x) , (15)

lässt sich also durch Zustandsrückführung (1a) in ein
Pseudo-Gradienten-System [18]

ẋ= Fd(x)∇Hd(x) (16)

überführen, dann spricht man von Feedback-Äquivalenz
zu letzterem. Ist zudem die Dämpfungsmatrix in (15) po-
sitiv semidefinit, so ist (1a) feedback-äquivalent zu einem
PH-System. Die Lösbarkeit der Restriktionsgleichungen
lässt sich mit folgender Bedingung überprüfen:

Satz 1 (siehe [18]). Das System (1a) ist genau dann
feedback-äquivalent zu (16), wenn mit

s(x) := G⊥(x)f(x) und W(x) := G⊥(x)Fd(x) (17)

aus den Restriktionsgleichungen die Distributionen

Δ= inv span{WT(x)} und

Δ̃= inv span

{[
WT(x)
sT(x)

]}
(18)

gleiche Dimension haben. inv span bezeichnet den invo-
lutiven Abschluss der durch die Spaltenvektoren jeweils
aufgespannten Distributionen.

Zu beachten ist, dass die Lösbarkeit der PDgln. und damit
die Feedback-Äquivalenz zunächst eine lokale Eigenschaft
ist, die in der Umgebung eines Punktes gilt, an dem die
obige Involutivitätsbedingung erfüllt ist.

2.3 Anwendungsbeispiele
Passivitätsbasierte Verfahren wurden auf eine Reihe
technischer Systeme erfolgreich angewandt. Neben Leis-
tungselektronik [3], elektromechanischen [14] oder
Energieübertragungssystemen [16] gibt es zur Klasse der
unteraktuierten mechanischen Systeme eine Vielzahl von
Arbeiten, z. B. [17; 21]. Weiterhin wird IDA-PBC zur Re-
gelung verteilt-parametrischer Systeme [9; 11] eingesetzt
sowie in Kombination mit einer Vorsteuerung zur exak-
ten Folgeregelung [10; 19].

3 Parametrierung von IDA-PBC
Mit der Anwendung von IDA-PBC sind einige Schwie-
rigkeiten verbunden:
• Die Lösbarkeit der Restriktionsgleichungen ist meist

nicht unmittelbar ersichtlich und muss für jede Para-
metrierung der Entwurfsmatrix (15) geprüft werden.

• Mit mindestens n2 Parametern oder Funktionen
in (15) steht eine unübersichtliche Entwurfsfreiheit zur
Verfügung, zumal die resultierende Energiefunktion
selbst von Parametern der Entwurfsmatrix abhängt.

• Zwar haben Struktur- und Dämpfungsmatrix eine
physikalische Interpretation, doch bietet ihre Parame-
trierung ohne Kenntnis der erst später berechneten
Energie wenig Aufschluss über das tatsächliche dyna-
mische Verhalten des geregelten Systems.

Es besteht also die Notwendigkeit einer systematischen
Parametrierung von IDA-PBC, um die hohe Anzahl der
Entwurfsparameter gezielt zur Realisierung gewünschten
dynamischen Verhaltens, aber auch weiterer Entwurfs-
ziele, wie Maximierung des Einzugsbereichs der Ruhelage,
zu nutzen. Der hier vorgestellte Ansatz für eine konstante
Parametrierung von Fd sieht vor:
• die sukzessive Einschränkung der Entwurfsfreiheit in

Fd unter Berücksichtigung der Lösbarkeit der Re-
striktionsgleichungen und der Ausbildung der stabilen
Ruhelage in x∗ und

• die Festlegung der verbleibenden freien Parameter an-
hand einer lokal linearen Wunschdynamik für das
geregelte System.

Letzteres führt mit Hilfe einer geeigneten Koordinaten-
transformation auf ein lineares Gleichungssystem zur
Parametrierung von IDA-PBC.

3.1 Systemklasse
Betrachtet werden Systeme (1a), deren Zustandsvektor
sich in aktuierte und unaktuierte Koordinaten xα ∈ Rm

und xν ∈Rn–m aufspalten lässt, wobei der Eingang u nur
auf die aktuierten Zustände unmittelbar wirkt:

ẋα = fα(x) + u (19a)

ẋν = fν(x) . (19b)

Ein beliebiges steuerungsaffines System lässt sich (lo-
kal) durch Zustandstransformation in obige Darstellung
bringen, wenn die Spalten der Eingangsmatrix in der Um-
gebung der gewünschten Ruhelage involutiv sind. Viele
Systeme, insbesondere solche mit konstanter Eingangs-
matrix, erfüllen diese Bedingung. Ein Gegenbeispiel ist
das Modell eines VTOL-Fluggeräts [17].

3.2 Reduktion der Entwurfsparameter
Gesucht wird eine nichtlineare Zustandsrückführung
u= α(x), sodass das geregelte System mit der gewünsch-
ten Ruhelage x∗ durch

ẋ = (Jd – Rd)∇Hd(x) (20)
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mit konstanten Matrizen Jd und Rd beschrieben ist und
Hd(x) in x∗ ein echtes Minimum aufweist. Die Entwurfs-
matrix Fd := Jd – Rd wird entsprechend (19) durch

Fd =

[
Fα

Fν

]
(21)

in einen oberen aktuierten und einen unteren unaktuier-
ten Teil aufgespalten. Die Untermatrizen

Fα =

⎡
⎢⎣

αT
1
...

αT
m

⎤
⎥⎦ ∈ Rm×n, Fν =

⎡
⎢⎣

νT
1
...

νT
n–m

⎤
⎥⎦ ∈ R(n–m)×n (22)

werden aus Zeilenvektoren konstanter Parameter gebil-
det, die in den (Spalten-)Vektoren

α :=
[
αT

1 ... αT
m

]T
, ν :=

[
νT

1 ... νT
n–m

]T
(23)

zusammengefasst sind. Die freie Parametrierbarkeit der
Teilmatrizen von Fd(α, ν) wird der Übersicht halber nur
durch den Subskript in Fα und Fν ausgedrückt.

Für die betrachtete Systemklasse und unter Verwen-
dung des einfachsten Annihilators G⊥ = [0 I] ∈R(n–m)×n

lauten die Restriktionsgleichungen

fν(x)= Fν∇Hd(x) . (24)

Ihre Lösung

Hd(ν, μ, x)=H
p
d(ν, x) + Φ(μ, zα) (25)

hängt neben ν von einem Vektor μ freier Parameter der
beliebig wählbaren Ansatzfunktion Φ für die homogene
Lösung ab. Für eine konstante, reguläre Entwurfsmatrix
Fd ergibt sich zα als Teil des transformierten Zustandsvek-
tors z= [zα zν]T mit x= FT

d z (siehe nächster Abschnitt).
Um die Bedingungen (13) für die zweifach stetig diffe-
renzierbare Energie Hd zu erfüllen, ist einerseits

0=
∂Hd

(
FT

d z
)

∂zi

∣∣∣∣∣
z∗

, i= 1, ..., n (26)

notwendig, andererseits muss durch die zweiten Ablei-
tungen der in den zα-Koordinaten geformten Lösung

κij = κji =
∂2Hd

(
FT

d z
)

∂zα,i∂zα,j

∣∣∣∣∣
z∗

,
i= 1, ..., m ,
j= 1, ..., i

(27)

die Hessematrix von Hd in x∗ = FT
d z∗ positiv definit wer-

den. Damit sind die κij weitere Entwurfsparameter des
IDA-PBC-Ansatzes, die im Vektor κ ∈ R(m2+m)/2 zusam-
mengefasst werden. Sie bestimmen das lokale Verhalten
des geregelten Systems. Gewünschte Werte von κ lassen
sich durch einen Teil der Parameter μ der Ansatzfunk-
tion realisieren. μ enthält zudem Parameter, mit denen
die Gestalt von Hd im Großen zu beeinflussen und (26)
zu erfüllen ist. Dass letzteres durch entsprechende Wahl
von μ stets möglich ist, wird im Folgenden angenommen.
Damit enthält der Vektor

θ = [αT νT κT ]T ∈ Rn2+(m2+m)/2 (28)

alle Entwurfsparameter, die so festzulegen sind, dass
• Lösbarkeit der Restriktionsgleichungen,
• Dissipativität des geregelten Systems und
• Stabilität der gewünschten Ruhelage
gegeben sind. Um die zunächst unübersichtliche Ent-
wurfsfreiheit in der Wahl der Parameter systematisch zu
reduzieren, werden folgende Untermengen definiert:

Definition 1. Die Menge zulässiger Parameter

Θpde = {θ | ∃Hd, fν(x)= Fν∇Hd(x)} (29)

enthält alle Entwurfsparameter θ , für die eine Lösung der
Restriktionsgleichungen (24) existiert.

Die Lösbarkeit von (24) hängt nur von den Parametern
ν ab. Die Bedingung dafür im Fall konstanter Matrizen
Fν wird im folgenden Abschnitt angegeben.

Definition 2. Die Menge geeigneter Parameter

Θrd = {θ ∈ Θpde | Rd = – 1
2

(
Fd + FT

d

) ≥ 0} (30)

enthält alle Entwurfsparameter θ, für die eine Lösung
der Restriktionsgleichungen (24) bei positiv semidefiniter
Dämpfungsmatrix Rd existiert.

Diese weitere Einschränkung betrifft die Parameter α

und ν. Zur Überprüfung der Semidefinitheit von Rd ist
eine Berechnung der Eigenwerte nötig. Wird jedoch die
Struktur der Dämpfungsmatrix durch Festlegung eini-
ger Parameter vereinfacht, so lässt sich Rd ≥ 0 auch über
die Definitheit der entsprechenden Unterdeterminanten
überprüfen. Dabei entstehen durch die Symmetrie der
Matrix Kopplungen zwischen den Elementen von α und
ν in Form von (Un-)Gleichungen.

Definition 3. Die Menge stabilisierender Parameter

Θsta = {θ ∈ Θrd | x∗ = argmin
x

Hd(ν, κ, x)} (31)

enthält alle Entwurfsparameter θ, für die eine Lösung
der Restriktionsgleichungen (24) bei positiv semidefini-
ter Dämpfungsmatrix Rd existiert, die zudem ein echtes
Minimum der Energie in der gewünschten Ruhelage ge-
währleisten.

Die Einschränkung auf stabilisierende Parameter be-
trifft die Form der Energiefunktion Hd und somit
die Teilvektoren ν und κ. Die so definierte Menge
schließt alle möglichen Parametersätze θ ein, für die
die drei Bedingungen erfüllt sind. Praktikabel ist je-
doch, nach der Einschränkung auf geeignete Parameter
– und gegebenenfalls einer weiteren Vereinfachung der
Dämpfungsmatrix – die Lösung von (24) in Abhän-
gigkeit der offenen Parameter zu berechnen und die
entsprechende Untermenge Θsta zu ermitteln. Werden
Parameter θ ∈ Θsta in den IDA-PBC-Ansatz eingesetzt,
dann stabilisiert das an die Systemklasse angepasste nicht-
lineare Regelgesetz (14)

u= Fα(α)∇Hd(ν, μ, x) – fα(x) (32)
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die Ruhelage auf einem durch Hd abgeschätzten Gebiet.
Die sich aus der Definition der Untermengen ergebende
schrittweise Reduktion der Entwurfsparameter kann um
die Zuweisung lokal linearer Wunschdynamik ergänzt
werden. Die daraus resultierende zusätzliche Einschrän-
kung in der Wahl der Parameter lässt sich, wie im
folgenden Abschnitt beschrieben, dazu nutzen, stabilisie-
rende Entwurfsparameter unmittelbar aus einem linearen
Gleichungssystem zu gewinnen, ohne die Restriktions-
gleichungen lösen zu müssen.

3.3 Vorgabe lokal linearer Dynamik
Die folgenden Ergebnisse beruhen auf dem Ansatz, die
Linearisierung des geregelten Systems mit einem linearen
Wunschsystem mit vorgegebener, asymptotisch stabiler
Dynamikmatrix Ad zu vergleichen:

Δẋ= Fd(α, ν)Qd(ν, κ)Δx
!
= AdΔx . (33)

Dabei ist

Qd(ν, κ)=
∂2Hd(ν, κ, x)

∂x2

∣∣∣∣
x∗

(34)

die Hesse-Matrix der Energie des geregelten Systems. Ge-
lingt es, irgendwelche Parameter θ zu finden, die Gl. (33)
lösen, dann ist die Ruhelage x∗ des geregelten nichtlinea-
ren Systems nach der indirekten Methode von Ljapunow
asymptotisch stabil. Da jedoch mit IDA-PBC Stabilität
der Ruhelage in einem gut abgeschätzten (und mög-
lichst großen) Einzugsbereich erzielt werden soll, muss
(33) nach stabilisierenden Parametern θ ∈ Θsta aufgelöst
werden, damit Hd Ljapunow-Funktion des geregelten
Systems ist.

Analog zu (19) wird auch die Wunsch-Dynamikmatrix
in aktuierte und unaktuierte Untermatrizen aufgeteilt.
Dabei bleibt letztere gegenüber der Linearisierung des
Originalsystems unverändert:

Ad =

[
Aα

Aν

]
mit Aν =

∂fν(x)

∂x

∣∣∣∣
x∗

. (35)

Damit Ad asymptotisch stabil vorgegeben werden kann,
ist voller Zeilenrang von Aν nötig4.

Annahme 1. Die Jacobi-Matrix der unaktuierten Dynamik
in der Ruhelage x∗ hat Höchstrang n–m.

Für die folgende Koordinatentransformation fordern wir
zudem Regularität der Entwurfsmatrix Fd:

Annahme 2. Die PDgln. (24) sind lösbar für Parameter ν,
die Rang Fd(α, ν)= n erlauben.

Unter diesen Annahmen lässt sich die Bestimmungs-
gleichung (33) mit Hilfe einer linearen Koordinaten-
transformation als lineares Gleichungssystem für die
Entwurfsparameter α, ν und κ darstellen.

4 Aν kann Rangabfall haben und die unaktuierte Dynamik trotzdem
stabil sein, z. B. ẋν = – (xν)3 für x∗

ν = 0. Dieser (Sonder-)Fall soll hier
jedoch nicht betrachtet werden.

Satz 2. Die lineare Koordinatentransformation

x = FT
d z (36)

liefert die neuen Koordinaten z= [zT
α zT

ν ]T, wobei der
Teilvektor zα ∈ Rm die Grundcharakteristiken der Restrik-
tionsgleichungen beschreibt.

Beweis. Mit f̄ν(z)= fν(FT
d z) und ∇zH̄d(z)= Fd∇xHd(x) ◦

(FT
d z) lauten die PDgln. (24)

f̄ν(z)= [0 I]∇zH̄d(z)= ∇zν H̄d(zα, zν) . (37)

Die homogene Lösung dieser PDgln. hängt offensichtlich
nicht von zν ab, es gilt Φ =Φ(zα). Damit beschrei-
ben die Koordinaten zα die Grundcharakteristiken
von (24). �
Mit Hilfe dieser Transformation auf Normalkoordinaten5

lässt sich auch sehr einfach die Lösbarkeit von (24) be-
urteilen und damit die Menge der zulässigen Parameter
Θpde ermitteln.

Satz 3. Die PDgln. (24) mit stetig differenzierbarem Quell-
term fν(x) besitzen genau dann eine Lösung, wenn

Lνi fν,j(x) – Lνj fν,i(x)= 0 , ∀i, j= 1, ..., n – m (38)

gilt, wobei Lνi fν,j(x) die Lie-Ableitung des j-ten Elements
von fν(x) in Richtung des i-ten Spaltenvektors νi von FT

d
bezeichnet.

Beweis. Ist H̄d(zα, zν) zweifach stetig differenzierbare Lö-
sung der n – m PDgln. (37), dann gilt nach dem Satz von
Schwarz Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen, also

∂

∂zν,i

(
∂

∂zν,j
H̄d(zα, zν)

)
=

∂

∂zν,j

(
∂

∂zν,i
H̄d(zα, zν)

)
(39)

für i, j= 1, ..., n – m und somit auch

∂

∂zν,i
f̄ν,j(zα, zν)=

∂

∂zν,j
f̄ν,i(zα, zν) . (40)

In die ursprünglichen x-Koordinaten transformiert ergibt
sich die Bedingung (38). �
Damit x∗ Ruhelage des geregelten Systems ist, muss dort
als erste Bedingung ∇xHd(x∗)= 0 gelten.

Satz 4. Gilt fν(x∗)= 0, dann lässt sich ∇xHd(x∗)= 0 durch
Formen der homogenen Lösung Φ(zα) realisieren.

Beweis. Mit fν(x∗)= f̄ν(z∗)= 0 gilt nach Gl. (37) auch
∇zν H̄d(z∗

α, z∗
ν) = 0. Die restlichen partiellen Ableitun-

gen in ∇zα H̄d(zα, zν) verschwinden durch geeignete
Festlegung der freien homogenen Lösung Φ(zα). Rück-
transformation ergibt ∇xHd(x∗)= 0. �
Für die Zuweisung der lokalen Dynamikmatrix Ad nach
(33) und den Nachweis, dass die geformte Energie Hd(x)
ein Minimum in x∗ hat, ist die Kenntnis der Hesse-Matrix

5 Die Vektoren ν1, . . ., νn–m des Hauptteils der PDgln. transformieren
zu Einheitsvektoren.
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Qd erforderlich. Deren Gestalt lässt sich in z-Koordinaten
ohne Berechnung der Lösung Hd angeben.

Satz 5. Die Hesse-Matrix der Energie H̄d in z-Koordinaten
hat die Gestalt

Q̄d =

[
K XT

1
X1 X2

]
(41)

mit den Untermatrizen

X1 = AνFT
α , X2 = AνFT

ν , (42)

K= KT =

⎡
⎢⎣

κ11 ... κ1m
...

. . .
...

κ1m ... κmm

⎤
⎥⎦ . (43)

Dabei sind κij die Ableitungen 2. Ordnung von H̄d nach zα,
die durch Φ(zα) frei einstellbar sind.

Beweis. Linearisierung der Restriktionsgleichungen liefert
Aν = [0 I]FdQd. Multiplikation von rechts mit FT

d ergibt
AνFT

d = [0 I]Q̄d, mit Q̄d = FdQdFT
d der auf z-Koordinaten

transformierten Hesse-Matrix. Die letzten n–m Zeilen
von Q̄d sind dann AνFT

d = [AνFT
α AνFT

ν ]=: [X1 X2]. In
den ersten m Zeilen steht wegen der Symmetrie von
Q̄d rechts XT

1 und links die symmetrische Matrix K der
durch Φ(zα) frei vorgebbaren Ableitungen 2. Ordnung
nach zα. �
Damit lässt sich der aktuierte Teil der Bestimmungs-
gleichungen (33) für die Zuweisung von Ad als lineares
Gleichungssystem für die gesuchten Parameter α, ν und
κ formulieren. Weiterhin reicht es aus, die Lösung
des Gleichungssystems auf positive Semidefinitheit der
Dämpfungsmatrix zu überprüfen.

Satz 6. Gegeben ist eine zulässige Parametrierung θ ∈ Θpde

des IDA-PBC-Ansatzes. Die sich daraus ergebende Matrix
Fd sei regulär. Lässt sich dann das lineare Gleichungssystem,
das durch die Matrixgleichung

[AαFT
α AαFT

ν ] – [K XT
1 ]= [0 0] , (44)

mit Aα aus einer asymptotisch stabilen Matrix Ad gemäß
(35), gegeben ist, nach geeigneten Parametern α, ν und κ

auflösen, dann sind diese gleichzeitig stabilisierende Ent-
wurfsparameter.

Beweis. Gleichung (44) ergibt sich aus dem auf z-Koor-
dinaten transformierten aktuierten Teil von Gl. (33), die
Elemente von α, ν, κ treten darin linear auf. Lässt sich
(44) nach diesen auflösen, dann gilt für das mit die-
sen Parametern geregelte System Δẋ= AdΔx um x∗. Die
resultierende Hesse-Matrix Qd beschreibt die quadrati-
sche Näherung der Energie ΔHd =

1
2ΔxTQdΔx. Ableiten

liefert ΔḢd =
1
2 ΔxT (AT

d Qd + QdAd)Δx. Die quadratische
Näherung der Dissipationsungleichung (8) hingegen ist
ΔḢd = – ΔxTQdRdQdΔx. Der Vergleich beider Glei-
chungen führt auf die Ljapunow-Gleichung

Q–1
d AT

d + AdQ–1
d + 2Rd = 0, (45)

die nach [15] für eine asymptotisch stabile Matrix Ad und
Rd ≥ 0 eine positiv semidefinite Lösung Q–1

d ≥ 0 besitzt,
bzw. eine positiv definite Lösung Q–1

d > 0, falls zusätzlich
das Paar (Ad, Rd) steuerbar ist. Da aus der Lösbarkeit von
Ad = FdQd für eine stabile Matrix Ad voller Rang von Fd,
Qd und somit Q–1

d folgt, muss Q–1
d > 0 und entsprechend

Qd > 0 gelten, sowie (Ad, Rd) steuerbar. Liefert die Lö-
sung von (44) also geeignete Parameter, für die Rd ≥ 0
gilt, dann hat wegen Qd > 0 auch die Energie- und damit
Ljapunow-Funktion Hd ein Minimum in x∗ und es han-
delt sich gleichzeitig um stabilisierende Parameter. �
Findet man also Parameter α, ν, κ, die (44) lösen und
dabei Rd ≥ 0 sichern, dann ist gleichzeitig Qd > 0 gezeigt.
Dem nichtlinearen System (19) wird also nicht nur die lo-
kale Dynamik Δẋ=AdΔx verliehen, das so parametrierte
IDA-PBC-Regelgesetz sichert auch Stabilität der Ruhe-
lage x∗ auf einem durch die Energiefunktion Hd(ν, κ, x)
abgeschätzten Gebiet. Wegen der Vielzahl der freien Pa-
rameter ist (44) in der Regel unterbestimmt, weshalb
einige Parameter weiterhin nach anderen Kriterien, etwa
der Form der Energie oder der Struktur von Rd, festzu-
legen sind. Hervorzuheben ist, dass unter Verwendung
von Satz 6 die aufwendige Überprüfung der Definitheit
von Qd in Abhängigkeit der Entwurfsparameter entfällt.
Die Anwendung der vorgestellten Methode wird an fol-
gendem Beispiel demonstriert.

4 Beispiel: Schwebende Kugel
Der Versuch besteht aus einem Topfmagneten, be-
stromt über eine pulsweitenmoduliert angesteuerte
H-Brückenschaltung im Einquadrantenbetrieb, einem
Laser-Distanzsensor sowie einer Datenerfassungskarte
und je einem Host-/Target-Rechner zur Programmierung
bzw. Ausführung des Regelalgorithmus.

4.1 Modellierung
Der Streufluss zwischen den magnetischen Polen darf
auch für kleine Abstände x der Kugel nicht vernachlässigt
werden. Die Induktivität der Anordnung liegt zwischen
L∞ > 0 ohne Kugel und L0 < ∞ bei am Magneten anlie-
gender Kugel. Ein möglicher Ansatz ist

L(x)= L∞ + ΔL(x), ΔL(x)=
a

b + x
. (46)

Die magnetische Kraft Fmag(x) berechnet sich für linear
magnetisches Material etwa durch

Fmag(x)=
∂

∂x
W∗

mag(i, x)=
1

2
L′(x)i2 , (47)

bzw. mit dem verketteten Fluss φ = L(x)i aus

Fmag(x)= –
∂

∂x
Wmag(φ, x)=

1

2

φ2

L2(x)
L′(x) , (48)

mit Wmag und W∗
mag der magnetischen (Ko-)Energie.

Mit den Zustandsvariablen φ =: x1, x =: x2 und dem
mechanischen Impuls p=: x3 lautet die Gesamtenergie
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x
Datenerfassung

  

          A/D   D/A

Datenerfassung
  

          A/D   D/A

x

i

u MOSFET
Stromsteller
MOSFET

Stromsteller

Echtzeit−
regelung

xPC TargetxPC Target

u
PWM

Bild 1 Foto und Schema des Laborversuchs.

Tabelle 1 Streckenparameter.

L∞/mH a/Hm b/m r/Ω m/kg

55 7,8×10–5 4,8×10–3 2,2 0,084

H =Wmag + Wpot + Wkin der Anordnung

H(x)=
1

2

x2
1

L(x2)
– mgx2 +

1

2

x2
3

m
(49)

mit m der Masse der Kugel und g der Erdbeschleunigung.
Aus den Differentialgleichungen für den elektrischen
Kreis mit ohmsch-induktiver Last und das mechanische
Teilsystem ergibt sich die Zustandsdarstellung

ẋ=

⎡
⎣– r 0 0

0 0 1
0 – 1 0

⎤
⎦∇H(x) +

⎡
⎣1

0
0

⎤
⎦ u (50)

in PH-Form, wobei r den ohmschen Widerstand darstellt.
Die Stellgröße ist die Spannung am elektrischen Kreis. Zu
beachten ist – obwohl nicht aus der Strukturmatrix er-
sichtlich – dass elektrisches und mechanisches Teilsystem
über die Ausdrücke von Induktivität und magnetischer
Kraft miteinander verkoppelt sind. In den alternativen
Koordinaten x= [i x ẋ]T ist diese Verkopplung auch in
der Strukturmatrix sichtbar, die wie (55) besetzt ist, je-
doch von L(x) bzw. L′(x) abhängt. Die Streckenparameter
sind in Tabelle 1 enthalten.

4.2 Reglerentwurf mit IDA-PBC
In bestehenden Arbeiten wie [6] wird meist der Streufluss
vernachlässigt, d. h. L∞ = 0, was auf eine polynomiale
Energiefunktion Hd(x) führt. Mit der hier angesetzten
Induktivität ergibt sich dagegen eine etwas kompliziertere
Lösung der Restriktionsgleichungen.

Lösbarkeit der Restriktionsgleichungen
Mit dem einfachsten Annihilator und der Matrix Fd

G⊥ =
[

0 1 0
0 0 1

]
, Fd =

⎡
⎢⎣

αT
1

νT
1

νT
2

⎤
⎥⎦=

⎡
⎣α1 α2 α3

ν1 ν2 ν3

ν4 ν5 ν6

⎤
⎦ , (51)

lauten die Restriktionsgleichungen (24)[
fν,1(x)
fν,2(x)

]
=

[
0 0 1
0 – 1 0

]
∇H(x)=

[
ν1 ν2 ν3

ν4 ν5 ν6

]
∇Hd(x) .

(52)

Die Überprüfung der Lösbarkeit für konstante νi, i= 1,
..., 6 gemäß Gl. (38) liefert die Forderung

ν1 = ν2 = ν6 = 0 . (53)

Definitheit der Dämpfungsmatrix
Für die Dämpfungsmatrix Rd = – 1

2 (Fd + FT
d ) lässt sich

mit den verbleibenden Parametern durch

α1 ≤ 0, α2 = 0, α3 = – ν4 und ν5 = – ν3 (54)

positive Semidefinitheit sicherstellen. Damit lautet die Pa-
rametrierung der Struktur- und Dämpfungsmatrix

Jd =

⎡
⎣ 0 0 – ν4

0 0 ν3

ν4 – ν3 0

⎤
⎦ , Rd =

⎡
⎣– α1 0 0

0 0 0
0 0 0

⎤
⎦ . (55)

Somit ergeben sich Freiheitsgrade für den Austausch der
zu bestimmenden Energie Hd zwischen allen Zustands-
größen, sowie ein Parameter für die Dissipation.

Vorgabe lokaler Dynamik
Die Linearisierung des ungeregelten Systems an einer
durch x∗

2 vorgegebenen Ruhelage liefert eine Dynamik-
matrix A, deren unaktuierter Teil

Aν =

[
0 0 a23

a31 a32 0

]
(56)

vollen Rang 2 hat. Die Entwurfsmatrix Fd ist mit von
Null verschiedenen zulässigen Parametern α1, ν3 und ν4

regulär, sodass die lineare Transformation x = FT
d z in-

vertierbar ist. Damit ist nach Satz 5 die Hesse-Matrix der
gesuchten Energie Hd in z-Koordinaten

Q̄d =

⎡
⎣ κ11 – a23ν4 a31α1

– a23ν4 a23ν3 0
a31α1 0 a31ν4 – a32ν3

⎤
⎦ . (57)

Deren erste Zeile wird gemäß Satz 6 zum Koeffizi-
entenvergleich mit dem aktuierten Teil der Wunsch-
Dynamikmatrix Aα = [ad,11 ad,12 ad,13] herangezogen.
Aus Gl. (44) folgt durch Umformen das zunächst un-
terbestimmte lineare Gleichungssystem⎡
⎣ad,11 – ad,13 – 1

0 – a23 0
– a31 ad,11 0

⎤
⎦ ·

⎡
⎣α1

ν4

κ11

⎤
⎦=

⎡
⎣ 0

ad,13

ad,12

⎤
⎦ · ν3 . (58)

Wie man weiter unten sieht, hängt die Gestalt von Hd

von ν4 und dem Quotienten ν3/ν4 ab, sodass ν3 = 1 ge-
setzt werden kann. Unter Vorgabe einer Dynamikmatrix
Ad des linearisierten geregelten Systems mit dreifachem
Eigenwert in – 50 liefert die Lösung des Gleichungssys-
tems die in Tabelle 2 angegebenen Entwurfsparameter für
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Tabelle 2 IDA-PBC-Entwurfsparameter.

x∗
2/mm α1 ν3 ν4 κ11

10 – 520 1 – 57, 6 1, 17 ·105

15 – 890 1 – 72, 8 1, 97 ·105

zwei vorgegebene Ruhelagen. Offensichtlich sichert α1 < 0
in beiden Fällen Rd ≥ 0, sodass nach Satz 6 auf Qd > 0
geschlossen werden kann. Zusammen mit einer Parame-
trierung von Φ(zα), die ∇Hd(x∗)= 0 erzeugt, lässt sich
mit diesen Entwurfsparametern ein Minimum von Hd in
x∗ realisieren.

Energiefunktion
Die Lösung der Restriktionsgleichungen (52) ist

Hd(ζ , x2, x3)= – 2c1 ln(x2 + b + c)(ζ + b + c) –

– c1
(ζ + b + c)2

(x2 + b + c)
+ (c1 – c2)x2 +

x2
3

2mβν4
+ Φ(ζ) , (59)

mit den Abkürzungen c = a/L∞ sowie

c1 =
c2

2aβ3ν4
, c2 =

mg

βν4
, β =

ν3

ν4
. (60)

Sie hängt u. a. von ν4 und dem Quotienten β ab, was
die obige Festlegung von ν3 bestätigt. Der transformierte
Zustand ζ = x2 + βx1 beschreibt die Grundcharakteristi-
ken der PDgln. und lässt sich durch ζ = α1βzα in die
der Transformation (36) entsprechende Koordinate zα

überführen6. Da die Energie in x3 nicht geformt werden
kann, muss der Faktor vor x2

3 positiv sein, was durch die
gegebenen Parameter erfüllt ist.

Für die homogene Lösung wird die Funktion

Φ(ζ)= μ1 ln(ζ + b + c)(ζ + μ2) (61)

mit Konstanten μ1 und μ2 angesetzt, um dem ln-Term
in der partikulären Lösung entgegenzuwirken. Die Bedin-
gung ∇Hd(x∗)= 0 wird durch

μ1 = 2c1

ln(c3) + c4
c3

ln(c4) + ζ∗+μ2
c4

(62)

erfüllt, wobei c3 = x∗
2 + b + c und c4 = ζ∗ + b + c sind. Der

Vergleich

κ11 =
∂H̄d(z)

∂z2
α

∣∣∣∣
z∗

mit z= F–T
d x (63)

legt zusammen mit (62) die Werte von μ1 und μ2 fest,
was die Parametrierung des IDA-PBC-Regelgesetzes nach
Gl. (32) vervollständigt (Tabelle 3).

Bild 2 zeigt Höhenlinien der für x∗
2 = 15 mm ent-

worfenen Energie Hd(x) (links) sowie der quadratischen

6 Die Darstellung von Hd ist jedoch übersichtlicher in ζ .

Tabelle 3 Parameter der homogenen Lösung.

x∗
2/mm μ1 μ2

10 84,4 5,80×10–3

15 135 5,76×10–3

20

18

16

14

12

10

0,30 0,20,1
x1/Vs

x 2
/m

m

20

18

16

14

12

10

0 0,2 0,30,1
x1/Vs

x 2
/m

m

Bild 2 Energiefunktion und quadratische Näherung.

Näherung Hd(x∗) + 1
2ΔxTQdΔx für x3 = 0. Die Gerade

kennzeichnet die durch ẋ3 ≡ 0 gegebenen möglichen Ru-
helagen des Systems. Die zweite Ruhelage x∗

2 = 10 mm
liegt im stabilen Einzugsbereich der für x∗

2 = 15 mm ent-
worfenen Regelung (das gleiche gilt umgekehrt).

Experiment
Im Versuch zeigt sich (Bild 3), dass die Transienten zwi-
schen den Ruhelagen unter dem nichtlinearen Regelgesetz
(xida, schwarz) – gemäß dem Entwurfsziel – stark denen
des linearen Vergleichssystems (xvgl, strichliert) ähneln.
Weiterhin stimmen sie beinahe mit denen des linearen
Zustandsreglers (xlin, grau) überein. Dies verwundert we-
nig, betrachtet man die Ähnlichkeit von Energie und
quadratischer Näherung. Nur andeutungsweise sind die
schnellere steigende und langsamere fallende Flanke unter
IDA-PBC erkennbar.

Anzumerken ist hier, dass der nichtlineare Entwurf
mit IDA-PBC nicht zwingend zu einer besseren Rege-
lung führt, im Gegensatz zum linearen Entwurf jedoch
eine Abschätzung des stabilen Einzugsgebiets der Ruhe-
lage durch die Energie als Ljapunow-Funktion liefert.
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Bild 3 Transienten zwischen den Ruhelagen.
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5 Zusammenfassung
Mit dem hier vorgestellten Vorgehen der Parame-
trierung von IDA-PBC anhand eines lokal linearen
Vergleichssystems wird gewünschtes dynamisches Ver-
halten im IDA-PBC-Entwurf systematisch berücksichtigt.
Die Annahme konstanter Parameter der Entwurfsmatri-
zen bietet immer noch große Entwurfsfreiheit, die durch
schrittweise Einschränkung der Parameter auf ein über-
schaubares Maß reduziert werden kann.

Für die betrachtete Systemklasse wurde, basierend auf
einer linearen Koordinatentransformation, ein lineares
Gleichungssystem für die Entwurfsparameter angegeben,
dessen Lösung eine Parametrierung für den IDA-PBC-
Entwurf ergibt, die sowohl Stabilität in einer durch die
Energie abgeschätzten Umgebung garantiert als auch
lokal dynamisches Wunschverhalten erzeugt. Der vor-
gestellte Ansatz umgeht die Definitheitsprüfung der
Hesse-Matrix der geformten Energie. Die Restriktions-
gleichungen müssen erst nach erfolgter Parametrierung
gelöst werden. Damit wird IDA-PBC für wichtige Sys-
temklassen deutlich handhabbarer.

Die schrittweise Reduktion auf zulässige, geeignete und
stabilisierende Entwurfsparameter erlaubt, gerade für Sys-
teme höherer Ordnung, ein strukturiertes Vorgehen beim
IDA-PBC-Entwurf unter Zuhilfenahme von Computer-
Algebra-Systemen. Damit ist auch die rechnergestützte
Optimierung des Reglerentwurfs, etwa hinsichtlich der
Größe des abgeschätzten Einzugsbereichs, naheliegend.

Die Methode lässt sich auf zustandsabhängige Ent-
wurfsmatrizen verallgemeinern, mit einer dann nichtli-
nearen Transformation auf z-Koordinaten. Eine Fakto-
risierung der Entwurfsmatrix [22] lässt – mit kleinen
Modifikationen – die einfache Adaption des vorgestell-
ten Vorgehens auf diesen Fall zu. Weiterhin bietet sich
eine Erweiterung des Ansatzes auf die Trajektorienfolge-
regelung mit IDA-PBC [23] an, da die Vorsteuerung den
Zustand in der Nähe der zeitvarianten Ruhelage hält und
somit die Verwendung der linearen (aber zeitvarianten)
Approximation zur Parametrierung der nichtlinearen Re-
gelung gerechtfertigt ist. Eine Formulierung des Ansatzes
für die Klasse der unteraktuierten mechanischen Systeme
ist vorgesehen.
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