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Eine L2-optimale Beobachtertechnik
zur Vermeidung von Regler-Windup

An L2-optimal Observer Technique for Controller Windup Prevention

Andreas Ortseifen, Jirgen Adamy, Technische Universitat Darmstadt

Zusammenfassung Dieser Beitrag stellt eine neue Ent-
wurfsmethodik fir Hippes Regler-Antiwindup, das auch als
Beobachtertechnik bezeichnet wird, vor. Die Beobachtertech-
nik basiert auf einer geeigneten Zerlegung des Reglers. Um
eine akzeptable Regelglite sicherzustellen, wurden bislang
alle zuldssigen Zerlegungen mittels Simulationen evaluiert. Die
neu eingeflihrte Methode bestimmt mittels konvexer Optimie-
rung fiir jede Zerlegung einen Kennwert, der die Abweichung
von dem erwlinschten linearen Verhalten des Regelkreises
im Sinne der L,-Norm charakterisiert. Anhand der Kennwerte
wird dann eine Zerlegung gewahlt.

»»» Summary This article presents a new design meth-
od for Hippe's controller anti-windup, also referred to as
observer technique. The observer technique prevents control-
ler windup by a suitable decomposition of the controller.
So far a decomposition ensuring an acceptable closed-loop
performance has been chosen based on simulation results of
all valid decompositions. The new method computes a specific
value for each decomposition characterizing the degradation
from the desired linear performance in terms of the L,-
norm. Then a proper decomposition is chosen based on these
specific values.

Schlagworter Regler-Antiwindup, Beobachtertechnik, L,-Verstarkung »»» Keywords Controller anti-windup, observer

technique, L, gain

1 Einleitung

Jedes reale Regelsystem ist mit einer Beschrinkung
der Stellamplitude behaftet. Halt sich das System aus-
schliefflich im zugehorigen begrenzten Bereich des
Zustandsraumes auf und werden nur relativ kleine
Stellamplituden benétigt, kann die Beschrinkung ver-
nachlissigt werden. Es lassen sich dann Regler mittels
linearer Entwurfsverfahren entwerfen.

Verldsst das System diesen Bereich, z.B. bei grofien
Fihrungsgroflendnderungen oder Storungen, wird die
Beschrinkung verletzt. Es kann zu erhshtem Uber-
schwingen, Grenzzyklen oder sogar zu einem instabilen
Systemverhalten kommen. Diese Verschlechterung der
Regelgiite gegeniiber dem linearen Regelkreis wird als
Windup bezeichnet.

Um die lokal gut funktionierenden Regler trotzdem
einsetzen zu konnen, existieren Antiwindup-Methoden,
die ausschliefllich im Sattigungsfall korrigierend eingrei-
fen. Eine Ubersicht findet sich in [7;16].

at — Automatisierungstechnik 59 (2011) 2 / DOI 10.1524/auto.2011.0901

Eine praktikable und einfach anwendbare Methode ist
das Antiwindup nach Hippe [4;5]. Die Windup-Effekte
werden hierbei in Regler- und Strecken-Windup unter-
teilt und getrennt voneinander behandelt.

Regler-Windup tritt auf, wenn der Regler instabile An-
teile besitzt, die im Sattigungsfall aktiviert werden. Das
ist z. B. bei den hiufig in der Praxis eingesetzten PI- und
PID-Reglern der Fall und fithrt zu einer Verschlechterung
der Regelgiite. Durch eine Zerlegung des Reglers, die als
Beobachtertechnik bezeichnet wird, lasst sich der Reg-
ler im Sittigungsfall stabilisieren und das Regler-Windup
vermeiden.

Alle verbleibenden Windup-Effekte lassen sich der
Dynamik der geregelten Strecke zuordnen und wer-
den deshalb als Strecken-Windup bezeichnet. Durch
Erweitern des Regelkreises um zusitzliche dynamische
Elemente kann Strecken-Windup verhindert werden [5].

Bislang existiert fiir die Beobachtertechnik kein effi-
zientes, systematisches Verfahren, das die Regelgiite der
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moglichen Zerlegungen des Reglers bewertet. Das in [6]
vorgestellte Verfahren der begleitenden Ortskurven ba-
siert auf dem Popov-Kriterium und ist deshalb relativ
konservativ und wenig aussagekriftig. Letztlich ist ein
Ausprobieren erforderlich, d.h., alle Zerlegungen des
Reglers werden mittels Simulationen evaluiert.

Diese Arbeit stellt eine Auswahlmethode fiir die
Beobachtertechnik vor, die ohne aufwendiges Simu-
lieren auskommt. Dabei werden ein Stabilitatskrite-
rium [12] und ein Entwurfsverfahren fir Antiwindup-
Mafinahmen [18] kombiniert und an die Beobachtertech-
nik angepasst. Fiir jede Zerlegung des Reglers, die globale
asymptotische Stabilitit garantiert, wird mittels konvexer
Optimierung ein Kennwert bestimmt, der die Regelgiite
charakterisiert. Die Auswahl erfolgt dann anhand dieses
Kennwertes.

Der Artikel gliedert sich wie folgt: In Abschnitt 2 wird
der betrachtete Regelkreis vorgestellt und in Abschnitt 3
die Beobachtertechnik erldutert. Die Stabilitdt wird in
Abschnitt 4 analysiert und die Regelgiite in Abschnitt 5
abgeschidtzt. In Abschnitt 6 wird die Auswahlmethode
vorgestellt und am Beispiel der Regelung eines hydrauli-
schen Aktors in Abschnitt 7 demonstriert.

1.1 Hinweise zur Notation

Der Ausdruck Q > 0 bedeutet, dass die Matrix Q sym-
metrisch und positiv definit ist. Analog bedeutet Q < 0,
dass Q symmetrisch und negativ definit ist.

2 Der betrachtete Regelkreis

Die lineare, vollstindig steuer- und vollstindig beobacht-
bare Strecke der Ordnung n besitzt die Zustandsraum-
darstellung

%, = Ax; + bu, (1a)
y=c'x (1b)

mit dem Zustandsvektor x; € R", dem Eingang u € R und
dem Ausgang y € R. Die Ubertragungsfunktion ist
Z(s)

G(s)=c"(sI-A)"b= """, 1

() =c (sI-A) NG) (1c)
Die Strecke sei stabil, d.h., die Matrix A besitzt aus-
schlieflich Eigenwerte mit negativem Realteil und liege
in Regelungsnormalform vor.

Der lineare Regler der Ordnung k besitzt die Zustands-

raumdarstellung

X, = A,x, + be, (2a)
U, = chx, +d.e (2b)
mit dem Zustandsvektor x, € R¥, dem Eingang e € R und

dem Ausgang u, € R. Die Ubertragungsfunktion des Reg-
lers ergibt sich zu
Z(s)

H(S) =] (I-4) " by +d = o (20)
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Bild 1 Linearer Regelkreis.
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Bild 2 Beschrinkter Regelkreis.

Es wird vorausgesetzt, dass der entworfene Regler vor-
gegebene Dynamikanforderungen erfiillt und zu einem
stabilen linearen Regelkreis fiithrt, der in Bild 1 dargestellt
ist. Das charakteristische Polynom dieses Regelkreises

P(s) = Z,(s)Z(s) + N:(s)N(s) (3)

ist somit ein Hurwitz-Polynom. Um die Linearitit her-
vorzuheben, werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt

Ulin = Uy = U, (4)
Vin =Y . (5)

Fiir den beschrinkten Regelkreis in Bild 2 ist im Sitti-
gungsfall u # u,. Der Zusammenhang zwischen beiden
Groflen ist dann durch die Sittigungsfunktion

u = sat(u,) = sgn(u,) min(up, |u,|) (6)

gegeben, mit der maximal moglichen Stellamplitude .

3 Vermeidung des Regler-Windup
Das im Sittigungsfall auftretende Regler-Windup ldsst
sich vermeiden, indem der Regler (2) wie folgt zerlegt

_AG) Zi(s)
N(s) As)
und gemif3 Bild 3 realisiert wird [5]. Dabei ist A(s) ein
noch zu wihlendes Hurwitz-Polynom der Ordnung k.
Werden nur die Hurwitz-Polynome A(s) zugelas-

sen, deren Nullstellen gleichzeitig Pole des geschlossenen
Regelkreises sind, d.h. Nullstellen des Polynoms P(s),

H(s) = H;'(s) - Hy(s) (7)

w | Zr(s) Uy 4 u o Y
—> Als) — i »  G(s) >
Ne(s)

As) |
Z(s)

A(s)

Bild 3 Regler-Antiwindup nach Hippe (Beobachtertechnik).
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so ist sichergestellt, dass ausschlieflich Regler-Windup
vermieden wird'. Diese Vorgehensweise wird auch als
Beobachtertechnik bezeichnet. Es ldsst sich folgender Satz
(in der Formulierung aus [1]) angeben.

Satz 1 (Regler-Antiwindup nach Hippe, [5]). Gegeben
sei der beschrinkte Regelkreis aus Bild 2 mit dem Regler

Zi(s)
H =
YVIRG
der Ordnung k und der Regelstrecke
_Z(s)
G(s) = N—(s)

der Ordnung n. Der Regelkreis in Bild 3 besitzt dasselbe
lineare Ubertragungsverhalten wie der Regelkreis aus Bild 2
und dariiber hinaus ein Regler-Antiwindup. Die k Nullstel-
len des Polynoms A(s) wdhlt man aus den n + k Nullstellen
des charakteristischen Polynoms des linearen unbeschrink-
ten Regelkreises

P(s) = Z,(s)Z(s) + N;(s)N(s) .

Beim Entwurf des Regler-Antiwindups miissen die k
Nullstellen von A(s) aus den #n + k Nullstellen von P(s)
gewihlt werden. Um eine kompaktere Notation zu er-
reichen wird dieses Entwurfsproblem auf die Wahl einer
Zerlegung des Polynoms P(s) in die zwei Teilpolynome
A(s) und R(s) zuriickgefiihrt, d. h.

P(s) = A(s)R(s) . (8)

Dabei ist A(s) immer ein Polynom vom Grad k mit reel-
len Koeffizienten und R(s) ein Polynom vom Grad n mit
reellen Koeffizienten.

Eine Zerlegung von P(s) gemifl (8) ist durch ein 2-
Tupel {A(s), R(s)} gegeben. Die Menge

Mz = {{A(s), R(5)} | A(9)R(s) = P(s)} ©)

beinhaltet alle moglichen Zerlegungen des Polynoms P(s).
Das konnen je nach Regler- und Streckenordnung bis zu
(”Zk) mogliche Varianten sein?.

Wenn die Reglerordnung k ungerade ist und P(s) aus-
schliefflich konjugiert komplexe Nullstellen besitzt, dann
existiert keine Zerlegung von P(s) gemaf (8) und es gilt
Mz = (). In diesem seltenen Fall muss A(s) eine reelle
Nullstelle besitzen, die sich nach [5] wie folgt bestimmen
lasst: Es wird das konjugiert komplexe Nullstellenpaar aus
P(s) mit der grofiten Dampfung D gewihlt. Das zugeho-
rige Polynom s? + 2Dwys + @} approximiert man durch
(s 4+ wp)? und wihlt w, als reelle Nullstelle.

Nachfolgend wird nur der Fall Mz # ¢ betrachtet, also
vorausgesetzt, dass Zerlegungen von P(s) existieren. Da

! Der Regler kann als (reduzierter) Kontrollbeobachter aufgefasst wer-
den und A(s) als charakteristisches Polynom des Beobachters. Eine
ausfithrliche Erkldrung findet sich in [1].

2 Bei einem Regler der Ordnung 2 und einer Strecke der Ordnung 3
ergeben sich bis zu 10 mogliche Zerlegungen.

alle Zerlegungen aus Mz das Regler-Windup vermeiden,
besteht vollige Wahlfreiheit. Diese Freiheit kann genutzt
werden, um zusitzliche Anforderungen zu erfiillen. Kon-
kret wird folgendes Problem betrachtet:

Problem 1. Wihle eine Zerlegung Z € Mz bzw. die k

Nullstellen von A(s) aus den #n + k Nullstellen von P(s)

so, dass der Regelkreis mit Antiwindup aus Bild 3

a) eine global asymptotisch stabile Ruhelage besitzt und

b) eine Regelgiite aufweist, die moglichst nahe an die des
linearen Regelkreises aus Bild 1 heranreicht.

In den nichsten Abschnitten wird eine systematische Me-
thode zur Losung des Problems vorgestellt.

Bemerkung 1. Die Forderung b) nach moglichst linearer
Regelgiite ist ein Ziel vieler Antiwindup-Ansitze, wie bei-
spielsweise [15] und der darin angefiihrten Referenzen. In
Abschnitt 5 wird diese Forderung mathematisch priziser
formuliert.

Bemerkung 2. Es konnen Fille auftreten, in denen die
Vermeidung des Regler-Windup nach Satz 1 nicht aus-
reicht, um einen stabilen Regelkreis zu garantieren bzw.
alle Windup-Effekte auf ein ertragliches Maf3 zu reduzie-
ren. Noch verbleibende Windup-Effekte lassen sich dann
eindeutig auf Strecken-Windup zuriickfithren und durch
entsprechende Mafinahmen beseitigen [4;5].

4 Stabilitatsanalyse

Zur Stabilitdtsanalyse des in Bild 3 gezeigten Regelkreises
wird die Fithrungsgrofle null gesetzt und der Regelkreis
in den nichtlinearen Standardregelkreis umgeformt. Das
Vorfilter entfillt, da w=0 gilt, und die verbleibenden
linearen Teile werden in dem System T(s) zusammen-
gefasst. Das Ergebnis ist in Bild 4a dargestellt, wobei der
grau hinterlegte lineare Teil T(s) die Ubertragungsfunk-
tion

R(s)A(s) =N(s)A(s)  P(s)
N(s)A(s) T N(G)A(s)

T(s) = (10)
besitzt. Dieser lineare Teil ist stabil, da N(s) und A(s)
nach Voraussetzung Hurwitz-Polynome sind.

f»“’" - T
a) | |

e E e 0
b)f

Bild4 (a) Nichtlinearer Standardregelkreis mit einer Kalman-Zerlegung
des linearen Teils. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit sind nicht alle
Verkopplungen zwischen den Teilsystemen dargestellt. (b) Fiir die Sta-
bilititsuntersuchung relevantes System.




Nach obiger Umformung werden in [4;6] das Kreis-
und das Popov-Kriterium zur Stabilitdtsanalyse genutzt.
Diese Arbeit setzt auf ein in vielen Fillen weniger konser-
vatives und gleichzeitig einfacher anwendbares Kriterium,
das in Abschnitt 4.2 vorgestellt wird. Vorher sind in
Abschnitt 4.1 noch einige Uberlegungen beziiglich der
Steuer- und Beobachtbarkeit des linearen Teils (10) notig,
um die Voraussetzungen fiir die Anwendung des Kriteri-
ums zu schaffen.

4.1 Steuer- und Beobachtbarkeit von T(s)

Das Polynom A(s) ist sowohl im Zihler als auch im
Nenner der Ubertragungsfunktion (10) vorhanden. Au-
Berdem konnen die Polynome R(s) und N(s) gemeinsame
Nullstellen besitzen. Somit ist T'(s) nicht vollstindig steu-
erbar und/oder nicht vollstindig beobachtbar. Fur die
weitere Analyse wird das System deshalb in die folgen-
den Teilsysteme zerlegt (Kalman-Zerlegung [10], siehe
Bild 4a):

Teilsystem T} (s): steuerbar, nicht beobachtbar
Teilsystem T(s): steuerbar, beobachtbar

Teilsystem Tj3(s): nicht steuerbar, beobachtbar
Teilsystem T4(s): nicht steuerbar, nicht beobachtbar

Die Teilsysteme 1, 3 und 4 sind stabil und liegen
nicht in einem geschlossenen Regelkreis. Folglich spielen
Sie fir die weitere Stabilititsuntersuchung keine Rolle.
Ausschlaggebend ist das steuer- und beobachtbare Teil-
system 2 mit der stabilen Ubertragungsfunktion T (s), das
in einem iiber die Sittigungsfunktion geschlossenen Kreis
liegt. Dieser ist in Bild 4b dargestellt und wird durch

Ui(s) ==Ta(s)U(s), (11a)
u = sat(u,) (11b)

beschrieben. Dabei ist

1) = g -1, (12)
falls die Polynome R(s) und N(s) keine gemeinsamen
Nullstellen besitzen. Ansonsten gilt T, (s) = R(s)/N(s) — 1,
wobei R(s) und N(s) teilerfremde Polynome sind, die sich
nach dem Kiirzen der gemeinsamen Nullstellen aus R(s)
und N(s) ergeben’.

Die Stabilitit des Regelkreises aus Bild 3 folgt somit aus
der Stabilitit des Systems (11), die im nidchsten Abschnitt
untersucht wird.

4.2 Stabilitatskriterien

Die Sittigungsfunktion aus Gl. (11b) ist eine mono-
tone, zeitinvariante Kennlinie, die durch den Ursprung
verlduft. Fir derartige Kennlinien u = ®(u,) gilt der
nachfolgend angegebene Satz.

3 Alle Ergebnisse des Abschnittes 4 bleiben auch in diesem Fall giiltig.
In den ASatzen und Beweisen ist lediglich R(s) durch R(s) und N(s)
durch N(s) zu ersetzen.

Satz 2 (Off-Axis Circle Kriterium, [12]). Gegeben sei der
Regelkreis

Ui(s) =—T2(s)U(s) , (13a)
u=d(u,) (13b)

mit dem stabilen, vollstindig steuer- und beobachtbaren
System T, (s). Der Zihlergrad von T (s) sei kleiner gleich
dem Nennergrad. Fiir die zeitinvariante Nichtlinearitit ®
gelte

®(0)=0, (14)

0< D(uy1) — P(ur) <K (15)

Ur1 — Ur2

und zwar fiir alle u,.1,u,, € R und u,; # u,,. Wenn die
Ortskurve von T,(s) fiir alle w > 0 rechts einer Geraden
mit beliebiger Steigung q # 0 durch den Punkt (—K*,0)
liegt, dann besitzt das System (13) eine global asymptotisch
stabile Ruhelage im Ursprung.

Das Kreiskriterium ist in Satz2 fir ¢ — oo und die
betrachtete Klasse an Nichtlinearititen als Sonderfall ent-
halten. Der Vorteil gegentiber dem Popov-Kriterium ist
die einfache Anwendbarkeit, da nur die Ortskurve von
T,(s) benotigt wird. Ausgehend von Satz 2 werden nun
zwei Stabilitdtskriterien fiir den Regelkreis mit Regler-
Antiwindup aus Bild 3 neu eingefiihrt. Ein auf Ortskurven
basierendes Kriterium ist nachfolgend angegeben.

Satz 3 (Stabilitit mittels Ortskurve). Gegeben sei der Re-
gelkreis mit Regler-Antiwindup aus Bild 3 mit der stabilen
Strecke G(s) = Z(s)/N(s) gemdfS (1), dem Regler (2) und
einer Zerlegung Z = {A(s), R(s)} € Mz des Polynoms P(s).
Die Stellamplitude sei durch die Sdttigungsfunktion (6) be-
grenzt. Wenn die Ortskurve

_ RGe)

T, (]CU) N (ja))

(16)
fiir alle w > 0 vollstindig rechts einer Geraden mit beliebiger
Steigung q # 0 durch den Punkt (- 1,0) liegt, dann besitzt
der Regelkreis eine global asymptotisch stabile Ruhelage im
Ursprung.

Beweis. Der Regelkreis aus Bild 3 lasst sich in die Dar-
stellung aus Bild 4a mit T(s) gemidf (10) umformen.
Wie in Abschnitt 4.1 gezeigt, reduziert sich die Stabili-
tiatsuntersuchung dieses Regelkreises auf das vollstindig
steuer- und beobachtbare Teilsystem (11), dessen Zihler-
grad immer kleiner gleich dem Nennergrad ist. Die
Sittigungsfunktion (6) erfiillt die Bedingungen (14) und
insbesondere (15) mit K; = 1. Deshalb lisst sich Satz 2
anwenden, woraus Satz 3 direkt folgt. O

Aufgrund der Struktur von T, (jw) muss nicht die kom-
plette Ortskurve betrachtet werden. Es gentigt, den
Phasenverlauf von T, (jw) + 1 zu analysieren, wie in dem
folgenden Kriterium angegeben.
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Satz 4 (Phasenbedingung fiir Stabilitit). Gegeben sei der
Regelkreis mit Regler-Antiwindup aus Bild 3 mit der sta-
bilen Strecke G(s) = Z(s)/N(s) gemdfs (1), dem Regler (2)
und einer Zerlegung Z = {A(s), R(s)} € Mz. Die Stellam-
plitude sei durch die Séttigungsfunktion (6) begrenzt. Wenn
ein § € [-90° + €,90° — €] mit beliebig kleinem € >0 exis-
tiert, sodass

R(jw)

—90°—8<arg{—,
N(jow)

}<90°—8 Yo >0 (17)
gilt, dann besitzt der Regelkreis eine global asymptotisch
stabile Ruhelage im Ursprung.

Beweis. Nach Satz 3 besitzt der Regelkreis mit Regler-
Antiwindup aus Bild 3 eine global asymptotisch stabile
Ruhelage, wenn die Ortskurve des Frequenzganges T (jw)
rechts einer Geraden durch den Punkt (- 1,0) mit belie-
biger Steigung q # 0 liegt. Eine dquivalente Forderung ist,
dass die Ortskurve von T;(jw) + 1 rechts einer Ursprungs-
geraden mit Steigung g # 0 bzw. dem Steigungswinkel
a = arctan(q) liegt, wie in Bild 5a exemplarisch darge-
stellt. Diese Forderung ldsst sich in zwei Bedingungen an
Betrag und Phase der Ortskurve T;(jw) + 1 umwandeln.
Erstens muss fiir den Betrag

|R(jo)|

>0 Yo>0 (18)

gelten®. Das ist immer erfiillt, da R(s) und N(s) Hurwitz-
Polynome sind und den gleichen Grad besitzen. Um dies
zu zeigen, wird das Liickenkriterium benotigt.

Lemma 1 (Liickenkriterium, nach [13]). Das Polynom
R(s)=s"+a, 15" +...+ais+ao

hat genau dann nur Nullstellen mit negativem Realteil,
wenn die Gleichungen Re {R(ja))} =0 undIm {R(ja))} =0
fiir 0 < w < 0o zusammen n reelle Nullstellen haben und
die Nullstellen der Polynome Re {R(jw)} und Im {R(jw)}
abwechselnd aufeinander folgen.

Folglich gilt fir ein Hurwitz-Polynom
IR(jw)|* = Re {R(jw)}* + Im [R(jw)}* >0

fiir alle w > 0, da nach dem Liickenkriterium nie Real-
und Imaginirteil gleichzeitig null werden koénnen. So
kann der Betrag der Ortskurve aus Gl (18) nur dann null
werden, wenn |N(jow)| schneller gegen einen unendlichen
Wert strebt als |R(jw)|. Da beide Polynome den gleichen
Grad besitzen ist auch das nicht der Fall.

Zweitens muss fir die Phase der Ortskurve T5(jw) + 1
gelten: Der maximale Phasenwinkel ist kleiner als der
Steigungswinkel o = arctan(q) der Ursprungsgeraden

4 Dirfte der Betrag auch null werden, so wiirde die Ortskurve die
Ursprungsgerade im Ursprung beriihren oder schneiden.

Im 4

.

90°

/
/ Steigung ¢ 130°

Oo

Bild5 (a) Die Ortskurve von T,(jw)+1 liegt, wie in Satz 4 gefordert,
rechts einer Ursprungsgeraden mit Steigung q bzw. dem Steigungswinkel
a = arctan(q). (b) Vergleich der zulidssigen Phasenwinkel verschiedener
Kriterien fiir die Ortskurve T, (jw) + 1: Phasenkriterium (grau), Kreiskri-
terium (schraffiert) und Satz 4 (Bereich rechts der gestrichelten Gerade).

und der minimale Phasenwinkel ist grofSer als o — 180°,
d.h.

R(jw)

o —180° <arg{—,
N(jow)

} <a Yo=>0. (19)
Nur dann liegt die Ortskurve komplett in der rechten
Hilfte der durch die Gerade geteilten komplexen Ebene.
Aus Bild 5a ergibt sich

a = arctan(q) =90°-4. (20)

Einsetzen von Gl. (20) in Ungl. (19) liefert Ungl. (17).
Aus GL. (20) folgt weiter g = tan(90° — §). Da ¢ = 0 nach
Satz 2 nicht zuldssig ist, darf § nur aus [~ 90° + €, 90° — €]
mit einem beliebig kleinen € > 0 gewihlt werden. O

Das Stabilitdtskriterium aus Satz 4 dhnelt in seiner Struk-
tur dem empirischen Phasenkriterium aus [5]. Dieses
Phasenkriterium macht eine qualitative Aussage tiber die
Regelgiite: Wenn der lineare Regelkreis aus Bild 1 gut
geddmpft ausgelegt ist, regt ein Ansprechen der Stell-
begrenzung des Regelkreises mit Antiwindup aus Bild 3
keine erhohte Schwingneigung an, wenn
—130°<arg{M} <130° Yo =>0 (21)
N(jw)

gilt. In Bild 5b sind fiir verschiedene Kriterien die zu-
lassigen Bereiche fiir den Phasenwinkel der Ortskurve
T,(jw) + 1 dargestellt. Das Kreiskriterium garantiert eine
global asymptotisch stabile Ruhelage, beschrinkt den
Phasenwinkel aber auf £90° (schraffierter Bereich). Das
empirische Phasenkriterium bietet einen grofleren Win-
kelbereich (grau), gibt aber keine Stabilititsgarantie.
Satz 4 erlaubt einen flexibel einstellbaren Winkelbereich
von 180° (Bereich rechts der gestrichelten Gerade) und
garantiert globale Stabilitit.

5 Regelgiite

In diesem Abschnitt wird der Einfluss einer Zerlegung
Z eMz auf die Regelgiite untersucht. Der Regel-
kreis mit Regler-Antiwindup weicht im Sittigungsfall, je



nach gewihlter Zerlegung des Polynoms P(s) = A(s)R(s),
unterschiedlich stark von dem erwiinschten linearen
Verhalten ab. Diese Diskrepanz (engl. Mismatch) kann
mithilfe der sogenannten Mismatch-Darstellung des
Regelkreises [14;15; 18;19] quantifiziert und in einen in-
terpretierbaren Kennwert abgebildet werden.

5.1 Mismatch-Darstellung
Der Regelkreis mit Antiwindup aus Bild 3 ldsst sich in
die Form aus Bild 6 iiberfithren [19]. Diese Mismatch-
Darstellung besitzt dasselbe Ubertragungsverhalten, teilt
aber das urspriingliche System in den linearen Regelkreis
aus Bild 1 und den grau hinterlegten nichtlinearen Teil
auf.

Der Vorteil dieser Darstellung besteht darin, dass der
Ausgang des nichtlinearen Teils durch

Yd = Ylin =y (22)

gegeben ist und somit die Differenz zwischen dem linea-
ren Verhalten yj;, und dem Ausgang y des Regelkreises
mit Antiwindup charakterisiert. Im Sittigungsfall tiber-
schreitet |uy;,| die maximal mogliche Stellamplitude .
Der nichtlineare Teil wird angeregt und y; # 0.

In [19] ist eine allgemeine Zustandsraumdarstellung
des nichtlinearen Teils der Mismatch-Darstellung ange-
geben. Mit dem Zustandsvektor z € R” ldsst sich diese
wie folgt schreiben

Z=Arz+bdzn (ulin —sz) , (23a)
Y= 'z, (23b)
mit Ay = A+ bfT. Dabei sind A, b, ¢ die Systemmatrizen

der Strecke in Regelungsnormalform und der Operator
dzn(-) steht fiir die Totzone

it = dzn(u,) = u, —sat(u,) . (24)

Der Vektor f € R" beeinflusst das Verhalten des Anti-
windups. In [14;15; 18;19] ist f zunichst nicht bekannt
und wird mittels verschiedener Verfahren entworfen.
In dieser Arbeit wird die Mismatch-Darstellung nicht

nichtlinearer
Teil

Z(s)

Yd

Y

ETE} H(s)

Bild6 Mismatch-System: Eine alternative Darstellung des Regelkreises
mit Regler-Antiwindup. Das Ein-/Ausgangsverhalten ist identisch mit
dem Regelkreis in Bild 3. Die Totzone ist in Bild 7a detailliert dargestellt.

zum Entwurf, sondern zur Analyse der Reglerzerlegun-
gen des Antiwindups nach Hippe verwendet. Im Anhang
wird gezeigt. dass f dann je nach gewihlter Zerlegung
Z ={A(s),R(s)} € Mz durch

det (sI-A—-bfT) = R(s) (25)

definiert ist.

Ein geeigneter Kennwert fiir die Abweichung des Re-
gelkreises mit Antiwindup vom linearen Verhalten ist die
Verstirkung des nichtlinearen Teils vom Eingang i,
zum Ausgang y,. Diese ist allgemein gegeben durch

llyalli , 26)
lnin l:7=0 1th1in [li
wobei || - ||; fiir eine beliebige Norm steht. Hier wird, wie

in [14;15], die L,-Norm

lyalle, = / ya(t)2dt < 0o (27)
\ Jo

verwendet, die ein Maf? fiir die Energie des Signals ist. Mit
der L,-Norm lasst sich die L,-Verstirkung definieren.

Definition 1 (L,-Verstirkung, [3]). Das System (23) mit
z(0) = 0 hat eine endliche L,-Verstirkung kleiner gleich y,
wenn

yallL,

ll1in llz, #0 ||”lin||L2 -

(28)

Eine moglichst lineare Regelgiite ldsst sich durch die Wahl
eines Z € Mz erreichen, das eine moglichst kleine obere
Schranke y fir die L,-Verstirkung des Systems (23) ga-
rantiert. Dann ist die Abweichung des Systemausganges
y von dem gewiinschten linearen Verhalten yy;, klein im
Sinne der L,-Norm [14;15].

5.2 Abschatzung der L,-Verstarkung

Zur Abschitzung der L,-Verstirkung des Systems (23)
ldsst sich, wie in [14;15], das Konzept der Dissipativitat®
nutzen. Im Weiteren wird der folgende Zusammenhang
benotigt.

Lemma 2 (L,-Verstirkung, nach [3]). Das System (23)
hat eine L,-Verstirkung kleiner gleich y >0, wenn eine
positiv definite Funktion V(z), die beziiglich z stetig
differenzierbar ist, existiert, sodass die folgende Dissipati-
vitdtsungleichung fiir alle z, uyiy, yq erfiillt ist

V(z) < ¥ llunll3 = llyall3 - (29)
Dabei ist V(z) = 2" grad V(z). Mit Lemma 2 lisst sich
eine obere Schranke fir die L,-Verstirkung des Sys-

tems (23) wie folgt abschitzen.

5 Eine Einfithrung findet sich in [3;8].
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Satz 5 (Abschitzung der L,-Verstirkung). Eine obere
Schranke y >0 fiir die L,-Verstirkung des Systems (23)
mit dem durch Gl. (25) definierten f existiert, wenn sich
eine Matrix Q > 0, ein T >0 und ein u >0 fiir ein vorher
gewiihltes K > 1 finden lassen, sodass die folgende lineare
Matrixungleichung erfiillt ist

ATQ+QAr+ec” Qb-fKr 0
b"Q-f"Kr -27 Kt | <0. (30)
0 Kt -u
Die obere Schranke ist dann gegeben durch y = \/Ji.

Beweis. Der Beweis von Satz 5 ist implizit in dem sehr
knapp formulierten Beweis des Entwurfssatzes 1 aus [18]
enthalten. Da dort einige zum Verstindnis wichtige Zwi-
schenschritte fehlen, ist er hier in einer ausfithrlicheren
Form angegeben.

Das nichtlineare System (23) hat gemif Lemma 2 eine
endliche L,-Verstirkung kleiner gleich y >0, wenn die
Bedingung (29) erfiillt ist. Das trifft zu, wenn fiir alle
[z thin ya] # 0 die Ungleichung

2" grad V(z) < y*l|unnll3 - llyall3 (31)
gilt. Fir den Fall [z uyip y4] = 0 gilt immer
zgrad V(z) = y* |umnll3 = lyal; =0, (32)

sodass dieser nicht weiter betrachtet werden muss. Wihlt
man V(z) =z'Qz mit einer positiv definiten Matrix
Q € R™" und setzt die Systemgleichungen (23) in (31)
ein, ergibt sich

z' (AfTQ-i-QAf+ccT>z+

1'b"Qz +z"Qbii - yzuﬁnuhn <0. (33)
Dabei ist i fiir jedes z und uyi, eindeutig durch

i = dzn(u,) = dzn (ulin —sz) (34)

definiert. Lisst sich ein positiv definites Q finden, sodass
die Ungleichung (33) fiir ein y >0, alle [z uin] 7# 0 und
die durch (34) definierten zugehorigen # erfillt ist, dann
hat das System (23) eine endliche L,-Verstirkung.

Aufgrund der Totzone ist die Nebenbedingung (34)
schwierig zu behandeln. Deshalb wird die implizite Ne-
benbedingung

il < u, K = (win — ' 2) 0K (35)

mit K € R verwendet, die eine Menge zulidssiger # fiir
jedes z und wuyip bzw. jedes u, = ugiy — sz definiert. Gra-
fisch entspricht diese Bedingung dem in Bild 7a grau
hinterlegten Sektor [0, K] in der u,-ii-Ebene. Fur K > 1
schliefft der Sektor die Totzone, d.h. Bedingung (34),
ein. Daraus folgt: Gilt die Ungleichung (33) unter der
Nebenbedingung (35) mit K > 1 fiir ein y >0 und alle
[z w1in] # 0, dann gilt sie auch unter der weniger restrik-
tiven Nebenbedingung (34).

—Up / — fLr —Up
/ o

a) b)

Bild 7 (a) Die Totzone aus Gl. (24) liegt in einem Sektor [0, K] mit K > 1.
(b) Lokal, d. h. fiir Eingangsgroflen — 1, < u, < ,, liegt die Totzone in
einem Sektor [0, K] mit K < 1.

Der Rest des Beweises zeigt die Herleitung der Ma-
trixungleichung (30) aus der Ungleichung (33) und der
Nebenbedingung (35). Multiplizieren der Bedingung (35)
mit zwei und anschlieSendes Ausmultiplizieren ergibt

2uyin 01K — 2f TzilK — 201 > 0. (36)

Diese Ungleichung lasst sich mit & = [z & w;,]" dar-
stellen als

§'MyE>0, (37)
0 -fK 0

wobei M, = —fTK -2 K
0 K 0

Die Ungleichung (33) ldsst sich umformen in

ETME<0, (38)
AfT Q+ QAfT +ec” Qb 0
wobei M; = b'Q 0 0
0 0 -y

Mit der S-Prozedur [2;14] konnen die Bedingung (38)
und die Nebenbedingung (37) in eine einzige Unglei-
chung uberfiihrt werden. Wenn eine Konstante 7 >0
existiert, sodass

M, +tM, <0 (39)
erfiillt ist, dann gilt
ETMyE>0 = §'M £ <0. (40)

Das bedeutet: Ist die Ungleichung (39) fiir ein positiv de-
finites Q, ein y >0, ein 7 > 0 und ein ausgewihltes K > 1
erfiillt, dann gilt Ungleichung (38) fiir alle [z ujn] # 0
und alle %, die Ungleichung (37) erfiillen. Die Unglei-
chung (39) entspricht nach der Substitution wu = y? der
Ungleichung (30) aus Satz 5. O

Es kann der Fall eintreten, dass die Matrixunglei-
chung (30) fiir eine Zerlegung Z € Mz nicht erfiillbar
und somit Satz5 nicht anwendbar ist. Zur Einschit-
zung der Regelgiite kann in solchen Fillen eine obere
Schranke y der lokalen L,-Verstirkung bzw. der L,-
Kleinsignalverstirkung bestimmt werden [18]. Diese
obere Schranke ist nur fiir kleine Signale uy;, giiltig und
stellt somit eine lokale Abschitzung der Regelgiite dar.



Satz 6 (Lokale L,-Verstirkung). Eine obere Schranke fiir
die lokale Ly-Verstirkung y >0 des Systems (23) mit dem
durch Gl. (25) definierten f existiert, wenn sich eine Matrix
Q> 0, ein T >0 und ein >0 fiir ein vorher gewdihltes
K € (0, 1) finden lassen, sodass die Matrixungleichung (30)
erfiillt ist. Die obere Schranke ist dann gegeben durch

Y=

Beweis. Der Beweis verlduft analog zu dem Beweis von
Satz 5. Allerdings muss die Ungleichung (35) nicht fiir
alle u, tberpriift werden. Wenn nur beschrinkte Ein-
gangssignale uyi, zuldssig sind und ein stabiles System
(23) vorliegt, dann kann das Argument u, = uy;,, — fz der
Totzone nicht beliebig grof$ werden, d.h. |u,| <#,. Die
Totzone lisst sich deshalb lokal in einen Sektor [0, K| mit
0 < K <1 einschlieflen, wie in Bild 7b dargestellt. Deshalb
sind in der linearen Matrixungleichung (30) fiir K auch
Werte im Intervall (0, 1) zuléssig. O

6 Die Auswahlmethode

Mithilfe der bisherigen Ergebnisse wird die Auswahlme-

thode zur Losung des in Abschnitt 3 definierten Problems

formuliert. Bei der Auswahl eines Z € Mz, das einen
stabilen Regelkreis und eine mdoglichst lineare Regelgiite
garantiert, geht man in zwei Schritten vor:

Schritt 1: Mittels Satz 3 oder 4 wird die Stabilitdt des Re-
gelkreises mit Antiwindup fir alle Z € Mz tberpriift.
Die Zerlegungen, die zu einem global asymptotisch
stabilen Regelkreis fiihren, werden in der Menge
MaPil zusammengefasst.

Schritt 2: Mittels Satz 5 wird fiir jedes Z € M%2Pil ein
Kennwert® fiir die Abweichung von der linearen
Regelgiite abgeschitzt. Dazu wird fir K=1 das
Optimierungsproblem’

min (41)
unter der Nebenbedingung (30)

in den Variablen u, Q und t gelost. So wird jedem
Z e MMl ein y = /it zugeordnet. Ausgewihlt wird
dann die Zerlegung mit dem kleinsten y.
Falls sich aus dem Optimierungsproblem (41) nicht fir
jedes Z € M52l eine Losung ergibt, wird Schritt 2 fiir
ein moglichst grofles K <1 und alle Z € M%2Pil wie-
derholt. Der Kennwert ist dann nach Satz 6 eine obere
Schranke der L,-Kleinsignalverstirkung des Systems (23).

7 Beispiel: Hydraulischer Aktor

Es wird der hydraulische Aktor aus [9] betrachtet, des-
sen schematischer Aufbau in Bild 8 dargestellt ist. Die
Eingangsspannung u wird iiber einen Spannungs-Druck-
Wandler in den Druck p; gewandelt. Dieser Druck
bewirkt tiber ein Rohr einen Volumenstrom v in den

© Der Kennwert ist eine obere Schranke der L,-Verstirkung des Sys-
tems (23).

7 Fiir Probleme dieser Art stehen sehr schnelle und zuverlissige Lo-
sungsalgorithmen zur Verfigung [11;17].

‘Wandler Zylinder Feder —Z2,
o— U P1 )
Ul —— D2
o— P1| Rohr

Bild 8 Hydraulischer Aktor.

Zylinder. Der Zylinderkolben ist mit einer Masse verbun-
den. Die Auslenkung der Masse wird mit o bezeichnet,
ihre Geschwindigkeit mit 6. Mit den Zustinden x;; = o
in cm, x5 = & in cm/s und x3 = p; in N/cm? ergibt sich
das lineare Zustandsraummodell

0 1 0 0

x=|-10 -1,167 25 |x,+| 0 |u, (42)
0 0 -038 2,4

y=[1 0 0]x. (43)

Die Systemmatrix A hat die Eigenwerte A; =-0,8 und
Aa3 =—0,584£73,108. Die Stellamplitude ist durch die
Sattigungsfunktion nach Gl. (6) mit uy = 10,5 V begrenzt.
Zur Regelung kommt ein PID-Regler mit phasenan-
hebendem Korrekturglied zum Einsatz. Der PID-Regler
kompensiert dabei das konjugiert komplexe Polpaar der
Strecke. Die Ubertragungsfunktion des Reglers lautet

17,764(s* + 1,167s + 10) (s + 0,731)
N s(s +100) (s+5)

Dieser Entwurf garantiert im linearen Bereich, dass ma-
ximal 1% Uberschwingen auftritt. Das charakteristische
Polynom P(s) des linearen Regelkreises besitzt die Null-
stellen

(44)

Vs =-0,58 473,11,
Vg5 =— 2,49 :l:]2,20 5

v3 =-0,70,
ve =—100,11.

Ein Regler-Windup soll durch Satz 1 vermieden werden.
Die vier Zerlegungen von P(s) werden im Weiteren mit
Z;=1{A;(s),R;i(s)} fir i=1,...,4 bezeichnet. Tabelle 1
gibt die Nullstellen der Polynome A;(s) und R;(s) an.

Die vier moglichen Zerlegungen von P(s) werden
in der Menge Mz = {2, Z,, Z3, 24} zusammengefasst.
Fir den Entwurf wird die Auswahlmethode aus Ab-
schnitt 6 verwendet:

Schritt 1: Aus den Phasenverldufen in Bild 9 lasst
sich erkennen, dass alle Z € Mz die Phasenbedingung
aus Satz4 einhalten. Globale asymptotische Stabilitit
kann somit fiir alle Z € Mz nachgewiesen werden, d. h.
MZ — MSZtabil.

Tabelle 1 Maogliche Zerlegungen von P(s) und die geschitzten oberen
Schranken der lokalen L,-Verstirkungen fiir K = 0,97.

Z Z, Z; Z,
Ai(s) V3, Vg, Vs VI, V2, V3 V4, Vs, Vg V1, V2, Vs
Ri(s) V1, V2, Vs V4, Vs, Vg V1, V2, V3 V3, Vg, Vs
y 4,15 1,58 7,30 8,61
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Bild9 Phasenverliufe arg {Ri(jw)/N(jw)} fiiri=1,...,4 der vier Zer-
legungen Z 1, Z,, Z3, Z4 von P(s). Alle Zerlegungen fiihren nach Satz 4
zu einem Regelkreis mit einer global asymptotisch stabilen Ruhelage.

y in cm

! ! ! n J

0 1 2 3 4 5
tins
Bild 10 Antwort des hydraulischen Aktors auf einen Sollwertsprung
von 20 cm. Dargestellt ist die Ausgangsgrofle y fiir Z, bis Z4, das
lineare geregelte System ohne Beschrinkung (li. 0. B.) aus Bild 1 und den
beschrinkten Regelkreis ohne Antiwindup (0. A.) aus Bild 2.

—x— li.o. B.

—e— 21
—o— Zo
—a— Z3
+Z4

! !

0 0,5 1 1,5 2
tins
Bild 11 Stellgrole u fir £, bis Z4, das lineare geregelte System ohne
Beschrinkung (li.0.B.) und den beschrinkten Regelkreis ohne Anti-
windup (0.A.). Der graue Bereich kennzeichnet die in den Regelkrei-
sen mit Beschrinkung nicht realisierbaren Stellgroffen u > 10,5 V. Die
Zeitachse weist eine andere Skalierung auf.

Schritt 2: Mit K =1 ist eine Abschitzung der L,-
Verstirkung nicht fiir alle Z € M%2P mgglich, da das
Optimierungsproblem (41) nicht immer eine Ldsung
liefert. Deshalb wird Schritt 2 mit K <1 wiederholt.
Fir K =0,97 lisst sich fir alle Z € M32P! eine I,-
Kleinsignalverstarkung y abschitzen. Die Ergebnisse sind

ebenfalls in Tabelle 1 aufgelistet. Da Z, die kleinste Ver-
stirkung garantiert, wird diese Zerlegung gewihlt.

Die Simulationsergebnisse in Bild 10 und Bild 11 be-
stitigen, dass ein mit Z; = {A,(s), Ry(s)} realisiertes
Regler-Antiwindup am nichsten an das erwiinschte li-
neare Reglerverhalten, das die Stellgrofle weit tiber den
erlaubten Bereich [— ug, uo] nutzt, heranreicht.

8 Zusammenfassung

In diesem Beitrag wurde ein systematisches Auswahlver-
fahren fiir das Regler-Antiwindup nach Hippe vorgestellt,
das die Problematik der Nullstellenwahl fiir das Poly-
nom A(s) 1ost. Das zweistufige Verfahren kombiniert
ein einfach anwendbares Stabilitdtskriterium mit einer
auf konvexer Optimierung basierenden Abschitzung der
Regelgiite. Fiir jede Reglerzerlegung wird ein Kennwert
berechnet, der ein Maf} fiir die erreichbare Regelgiite
darstellt. Eine Evaluation siamtlicher Zerlegungen anhand
von Simulationen ist nicht mehr nétig, da die Auswahl
anhand des Kennwertes erfolgt. Am Beispiel der Rege-
lung eines hydraulischen Aktors wurde das Verfahren
demonstriert.

A Anhang

Es wird gezeigt, dass das Ein-/Ausgangsverhalten der Zu-
standsraumdarstellung (23) mit f gemafd Gl. (25) dem
nichtlinearen Teil der Mismatch-Darstellung aus Bild 6
entspricht. Das ist erfiillt, wenn

Ya(s) _ Z(s) Ua(s)  N(s) —R(s)
U(s)  R(s) UGs)  RG)

gilt. Das System (23) lasst sich mit @ = dzn(u, — 44)
auch darstellen als

z=Az+bi=(A+bf")z+ba, (A.la)
yi=c'z, (A.1b)
ug :sz. (A.1c)

Die Strecke (1) mit den Systemmatrizen A, b, ¢ liegt in
Regelungsnormalform (RNF) vor und das Paar (A, b) ist
vollstandig steuerbar. Daraus folgt:

1. Die Elemente in der n-ten Zeile der Matrix A sind
[-ap ... —a,1] und entsprechen den negativen Ko-
effizienten des Nennerpolynoms der Strecke, d.h.
N(s)=s"+a,15" " + ...+ a.

2. Es ldsst sich immer ein f = [ f; ... f,] finden, sodass

R(s) =det (sI - (A + bfT)) = det (sI - Ay)
="+ (a1 — )" + .+ (a0 -f1). (A.2)

3. Die Elemente des Vektors ¢" = [¢) ... ¢,1] sind die
Koeffizienten des Zihlerpolynoms der Strecke, d.h.
Z(s) = ¢y s+ .+ 0.

4. Aus Punkt 1 und Punkt 2 folgt: Die Elemente des
Vektors f entsprechen den Koeffizienten des Polynoms
N(s) =R(s) = fus" 1 + ...+ 1.



Das Ubertragungsverhalten von # nach y,; wird durch die
Gleichungen (A.1a), (A.1b) bestimmt. Dieses System liegt
in RNF vor und besitzt die Ubertragungsfunktion

Ya(s)  cpas" '+t Z(s)
U(s)  det(sI-47)  R(s)’

Das Ubertragungsverhalten von i nach u; wird durch die
Gleichungen (A.la), (A.1c) bstimmt. Dieses System liegt
ebenfalls in RNF vor und besitzt die Ubertragungsfunk-
tion

(A.3)

Ua(s)  fuas" +...+fo  N(s)—R(s)

U(s)  det(sI-4)  R(s) !
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