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Synchronisierung identischer linearer
Systeme — ein Zugang Uber LMls

Synchronization of Identical Linear Systems — an LMI Approach

Kim D. Listmann, Jiirgen Adamy, TU Darmstadt,
Luca Scardovi, TU Minchen

Zusammenfassung Dieser Beitrag stellt ein neues Ver-
fahren zur Synchronisierung identischer linearer Systeme vor,
die {ber statische Kommunikationsnetzwerke verbunden sind.
Dazu wird das Entwurfsproblem auf ein simultanes Stabi-
lisierungsproblem  zurlickgefiihrt. Aus diesem werden dann
neue notwendige und hinreichende Bedingungen fir den Ent-
wurf abgeleitet. Diese sind konstruktiv, so dass auf Basis
linearer Matrixungleichungen, geeignete Ruckfihrungen fir
Multi-Agenten-Systeme mit stabilisierbarer Dynamik und zu-
sammenhangendem Kommunikationsnetzwerk entworfen wer-
den konnen. Es wird gezeigt, dass dies sogar dann maéglich
ist, wenn die Agenten nur einen Teil ihrer Zustandsinfor-

mation austauschen dirfen. »»»  Summary This article
presents a new method for the synchronization of identi-
cal linear systems linked over static communication channels.
Based on a transformation of the synchronization problem
into a simultaneous stabilization problem novel and con-
structive necessary and sufficient conditions are obtained. By
using linear matrix inequalities, appropriate feedback design
is facilitated for all multi-agent systems with stabilizable dy-
namics and connected communication topologies. In addition

to full-state coupling, synchronization is also achieved if on-

ly a part of the state of each agent is communicated over the
network.

Schlagwaorter  Synchronisierung, simultane Stabilisierung, lineare Systeme, LMIs »»»  Keywords Synchronization,

simultaneous stabilization, linear systems, LMIs

1 Einleitung

Innerhalb des letzten Jahrzehnts erfihrt die Regelung von
vernetzten dynamischen Systemen, sogenannter Agen-
ten, weltweit ein stetig wachsendes Interesse. Das mag
zum einen daran liegen, dass sie fiir viele zukiinftige
Anwendungen eine Rolle spielt (z.B. das Extremely Lar-
ge Telescope des European Southern Observatory [25]),
zum anderen aber, dass, trotz der Betrachtung einfacher
dynamischer Systeme, die Vernetzung die Komplexitit
des Gesamtsystems wesentlich erhoht [2]. Dies hat dazu
gefiihrt, dass es noch immer keine geschlossene Theorie
zur Losung solcher Probleme gibt.

Grundlegend fiir viele Probleme dieser Art ist die Syn-
chronisierung der Agenten, d.h. die Einigung auf einen
gemeinsamen Zustand. War dieser anfangs — beim Kon-
sensproblem [24] — noch stationdr, so ergibt sich schon
bei der Synchronisierung von Agenten mit allgemeiner

linearer Dynamik eine zeitabhingige Trajektorie. Dies ist
offensichtlich, wenn man bedenkt, dass die Regelgesetze
nur von lokaler Information!, d.h. Zustandsdifferenzen
beziiglich der vernetzten Nachbarn, abhingen diirfen.
Folglich wird im Falle einer Synchronisierung die Stell-
grofle zu Null, so dass die Bewegung der Agenten durch
eine ungesteuerte Differentialgleichung beschrieben wer-
den kann.

Die Verwendung rein lokaler Information fiihrt letzt-
lich zur vollstindigen Informationsriickfithrung, d.h.,
es dirfen simtliche Zustandsinformationen tiber das
Netzwerk ausgetauscht werden. In vorangegangenen

! Der Begriff lokal bezieht sich hier auf die Umgebung (Nachbarn)
im Netzwerk. Nur diese Information, z. B. der Abstand beztiglich der
Nachbarn, ist zur Synchronisierung notwendig. Globale Information,
z.B. der eigene Zustand selbst, liefle auch eine direkte Stabilisierung
der Agenten zu.
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Arbeiten [9;32;35;38] wurde gezeigt, dass sich der
Reglerentwurf auf ein simultanes Stabilisierungsproblem
zurlickfithren ldsst. Dieses ldsst sich mittels eines ein-
geschriankten LQ-Entwurfs 16sen [32]. Allerdings basiert
dieser ohnehin eingeschrinkte Entwurf zusitzlich nur auf
einer hinreichenden Bedingung zur Synchronisierung.

Mochte man zusitzlich nur lokal messbare, also limi-
tierte, Informationen zur Synchronisierung verwenden,
so fihrt dies auf die partielle Informationsriickfiihrung.
Neben der Anwendung auf eingeschrinkte System-
klassen [22;33;36] erweist sich die statische, partielle
Informationsriickfithrung als unbrauchbar, so dass ei-
ne dynamische Erweiterung der Regler notwendig ist.
Diese geschieht meist durch Verwendung von vollstin-
digen Beobachtern [7;15;36] und hat zum Nachteil,
dass mehr Information tiber das Netzwerk kommu-
niziert werden muss. Umgangen wird dieser Nachteil
einerseits durch Verwendung von Storgroflenbeobach-
tern [37], andererseits durch eine allgemeine dynamische
partielle Informationsriickfithrung [28]. In beiden Ergeb-
nissen bestehen jedoch erneut Beschrinkungen an die
Agentendynamik. Beispielsweise diirfen keine exponenti-
ell instabilen Eigenwerte auftreten und es werden nicht
alle vorhandenen Entwurfsfreiheitsgrade genutzt [28].

Die vorliegende Arbeit stellt fiir beide Arten der Riick-
fihrung einen neuen Entwurf auf Basis von notwendigen
und hinreichenden Bedingungen vor, der letztlich eine
numerische Losung des Entwurfsproblems mittels linea-
rer Matrixungleichungen (LMIs) [5] erzwingt. Betrachtet
werden dazu Agenten mit allgemeiner linearer Dynamik,
verbunden tber ein statisches Kommunikationsnetzwerk.
Durch Umformung auf ein simultanes Stabilisierungs-
problem ldsst sich zeigen, dass im Falle der vollstindigen
Informationsriickfithrung ein Regler fiir alle Agenten mit
stabilisierbarer Dynamik existiert und entworfen wer-
den kann und fiir die partielle Informationsriickfithrung
lediglich eine Bedingung an die Detektierbarkeit der ge-
messenen Information hinzugenommen werden muss.
Damit unterliegt die Agentendynamik keinerlei Beschrian-
kungen an die Lage der Eigenwerte und es konnen auch
exponentiell instabile Systeme synchronisiert werden. Die
Methode setzt allerdings die Kenntnis der Netzwerktopo-
logie voraus.

Zur Vorbereitung des Entwurfs werden im nichsten
Abschnitt die notwendigen Grundlagen zur Graphen-
theorie und Linearen Algebra wiederholt. In Abschnitt 3
werden systemtheoretische Eigenschaften der Informa-
tionsriickfihrung beschrieben, die erneut die Entste-
hung einer Synchronisierungstrajektorie veranschauli-
chen. Abschnitt 4 zeigt dann den Ubergang von einem
Synchronisierungsproblem zu einem simultanen Stabi-
lisierungsproblem und den Entwurf der vollstindigen
Informationsriickfithrung. Die Erweiterung zur partiel-
len Informationsriickfithrung erfolgt in Abschnitt 5. Vor
dem Abschluss des Beitrags in Abschnitt 7 wird die Me-
thode anhand der Synchronisierung von Flugzeugen mit
instabiler Dynamik in Abschnitt 6 veranschaulicht.

2 Grundlagen
2.1 Graphentheorie
Zentral zur formalen Beschreibung des Kommunikati-
onsnetzwerkes der Agenten sind Graphen. Insbesondere
gerichtete Graphen, da davon ausgegangen wird, dass
Informationsaustausch im Allgemeinen auch nur uni-
direktional stattfinden muss. Eine gute Einfithrung in
diesen Teil der Graphen und ihre Eigenschaften gibt [30].
Ein gerichteter Graph G = (Vg,Eg) besteht aus Kno-
ten Vg = {vi,...,vN} und geordneten Paaren (v;,v;) mit
i,j € {1,..,N} den Kanten Eg. Der gerichtete Informati-
onsfluss eines Paares (v;,v;) erfolgt also von v; nach v;.
In diesem Artikel beschrinken wir uns auf endliche Gra-
phen, d.h. |Vg| < oo, ohne Schleifen (vi,v;) ¢ Eg oder
Mehrfachkanten. Daraus folgt unmittelbar |Eg| < oc.
Wesentlich zur Charakterisierung des Informationsflus-
ses ist folgende Definition.

Definition 1. Gegeben sei ein gerichteter Graph G =
(Vg,Eg). Ein Pfad der Linge k ist eine Sequenz verschie-
dener Knoten vj,..., Vi, so dass (vj,vir1) € Eg fiir jedes
jeli,....i+k—1} gilt. Existiert ein Pfad vom Knoten v;
zum Knoten v;, so heifit v; erreichbar von v;.

Damit ist es moglich, den Zusammenhang oder die Ver-
bundenheit eines gerichteten Graphen zu beschreiben.

Definition 2. Ein gerichteter Graph G = (Vg,Eg) heifst
vollstindig zusammenhingend, wenn fiir alle Knotenpaa-
re v, vi € Vg, (vi,vj) € Eg und (vj,v;) € Eg gilt. Er heifit
stark zusammenhdngend, wenn jedes Knotenpaar gegensei-
tig erreichbar ist und zusammenhdngend, wenn mindestens
ein Knoten existiert, so dass alle anderen Knoten von dort
erreichbar sind. Knoten dieser Art heiffen Wurzelknoten.

Eine Moglichkeit die Eigenschaften von Graphen einfach
aber effektiv zu nutzen, ist durch die zu ihnen assoziier-
ten Matrizen gegeben. Dies wird auch als spektrale oder
algebraische Graphentheorie [8;12] bezeichnet. Die Adja-
€ RN*N charakterisiert dabei die
Nachbarschaft der einzelnen Knoten. Ihre Elemente sind
gegeben durch

1) i) 1 g bl
agij{ (v) € £ ()

zenzmatrix Ag = | ag;;

0, (V,‘, Vj) ¢&g.

Daraus ergibt sich unmittelbar die wichtigste Matrix im
Zusammenhang mit Synchronisierungsproblemen, die
Laplacematrix Lg = [lg;] € R"*N, als

—A4g;; » 1#],
lo; = 1 v (2)
=1

Ihre Bedeutung wird spiter bei Betrachtung des ge-
schlossenen Regelkreises offenkundig (siche auch [17]).
Offensichtlich folgt aus (2), dass Lg 1y = 0 ist. Dabei be-
zeichnet 1y = [1 ... 1]T den N-dimensionalen Einsvektor



und 0 den Nullvektor bzw. eine Nullmatrix geeigneter
Dimension je nach Kontext. D.h., Null ist immer ein
Eigenwert der Laplacematrix mit dem zugehorigen Ei-
genvektor 1y. Uber die (algebraische) Vielfachheit dieses
Eigenwertes gibt folgender Satz Auskunft.

Satz 1 ([16]). Gegeben sei ein gerichteter Graph G =
Vg,Eg). M(Lg) =0 ist genau dann ein einfacher Ei-
genwert, wenn G zusammenhdingend ist.

Verwendet man dazu die Ergebnisse aus [1], so lasst sich
eine Reihung der Realteile der Eigenwerte der Laplace-
matrix eines zusammenhidngenden Graphen angeben:

0 <Refrr(Lg)} = ... = Refan(Lg)} =2(N-1). (3)

Samtliche weitere Eigenwerte besitzen also einen posi-
tiven Realteil. Diese Eigenschaft wird vor allem fir die
Losung des simultanen Stabilisierungsproblems in den
Abschnitten 4 und 5 ausgenutzt. Auflerdem definieren
wir zur Vereinfachung o; := QRe{A;(Lg)} firi € {1, ..., N}.

2.2 Matrizen

In diesem Beitrag werden Agenten mit linearer Dyna-
mik betrachtet. Zur Zusammenfassung aller Agenten in
einer Gesamtsystemdynamik des Multi-Agenten-Systems
eignet sich das Kroneckerprodukt A ® B zweier Matri-
zen A und B. Allgemeine Eigenschaften und Rechenregeln
finden sich in [34]; wir beschrinken uns hier auf die
wichtigsten Elemente. Allgemein gilt fiir Matrizen mit
geeigneten Dimensionen

Rg (A® B) = Rg(A)Rg(B),
(A®B)(C®D)=ACQ®BD.

Insbesondere erhilt man mit der p-dimensionalen Ein-
heitsmatrix I, bei geeigneter Dimension von A, B

(AQL)IN®B)=A®B=(In®B)(AQL,). (4)

Im Weiteren wird abkirzend fiir das links- und
rechtsseitige Kroneckerprodukt mit einer Einheitsmatrix
die Notation A,:=A®I, und Ay =y ®A einge-
fithrt. Es sei dazu angemerkt, dass das rechtsseitige
Kroneckerprodukt mit der Einheitsmatrix auf eine Block-
diagonalstruktur der resultierenden Matrix fiihrt.

Da innerhalb dieses Beitrags auch die Stabilitétstheorie
von Ljapunov angewendet wird, benétigen wir abschlie-
Bend noch zwei Ergebnisse zur Definitheit von Matrizen.
Das Erste ist bekannt als Schur Komplement.

Lemma 1 ([14]).  Gegeben seien die Matrizen U =
UT,R=R",S € R™", Dann gilt

_ U S
R>0, U-SR'S'>0 & [ST R]>0.
Dabei bedeutet A > 0, dass x'Ax >0 V x # 0. Das zweite

Ergebnis, Finslers Lemma, ist weit weniger bekannt und
geht auf [10] zurtck.

Lemma 2 ([29]). Seiw € R", ® = T ¢ R, ¥ ¢ R"™™,
A € RP*" mit Rg(X) < n,Rg(A) < n. Folgende Aussagen
sind dquivalent:

1.AT eR™?:9+EXTA+ATTTET <0
23neR:®—puXXxT <0 und ®—-uATA <0

3 Voriiberlegungen zum Entwurf
3.1 Problembeschreibung
Betrachtet werden Agenten mit der Dynamik

x; = Ax; + Bu; , (5a)

N
yi= Czagﬁ(xi—xj) (5b)

j=1
mit dem Zustand x; € R”, dem Eingang u; € R”, dem
Ausgang y; € R? und den Matrizen A € R"*", B € R™"
und C € RP*". Die Einschrinkung zur Verwendung rein
lokaler und limitierter Information lasst sich also als Aus-
gang interpretieren, so dass fiir die Regelgesetze u; = f(y;)
gelten muss. Bei der vollstindigen Informationsriickfiith-
rung gilt dann speziell C =1, und bei der partiellen soll
Rg(C) < n sein, sonst wiirde eine Matrix M existieren, so
dass MC =1, gilt [33]. Allgemein ldsst sich also folgendes
Problem definieren:

Problem 1. Betrachte N> N > 2 Agenten mit der Dyna-
mik (5) und finde einen Regler u; = f(y;) so, dass

lm [|x;(t)-x()]| =0 Vije{l,..,N}.
—00

Fasst man die Zustinde, Ausginge und Eingin-
ge aller Agenten jeweils im Vektor x = [x] ...x}]T

y=1[yl ..y 1T bzw. u= [u] ... u},]T zusammen, so er-

hilt man als Dynamik des Gesamtsystems

>

x:ZNx+I~3Nu, (6a)
y=CnLgx. (6b)

Dessen systemtheoretische Eigenschaften sind entschei-
dend fiir den strukturbeschriankten Reglerentwurf. Da
dieser als Ausgangsriickfuhrung interpretiert werden
kann, sind sowohl Steuer- als auch die Beobachtbarkeit
zu untersuchen.

Satz 2. Das Matrizenpaar (KN,EN) ist genau dann voll-
standig steuerbar, wenn es auch das Paar (A, B) ist.

Beweis. (<) Notwendig fiir die vollstindige Steuerbarkeit
von (A, By) ist nach Kalman [20], dass

Rg ([T;N AvBy ... Zﬁ”“TsN]) — Nn.
Fiir das Kroneckerprodukt gilt Kf\,ﬁN =(IN®AHIN®
B) = (Iy ® A*B), so dass obige Matrix als

B 0 AB 0 AN-1B 0

0 B 0 AB 0 AN-1B
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geschrieben werden kann. Elementare Spalten- und Zei-
lenvertauschungen verindern den Rang einer Matrix
nicht. Dies fiihrt auf die Bedingung

Rg(Iv®([B AB --- A""'B]) = Nn.

Nach erneuter Anwendung der Rechenregeln fiir das
Kroneckerprodukt muss damit

Rg([B AB --- AN"'B]) =n

gelten, da Rg(Iy) =N. Nach dem Satz von Cayley-
Hamilton [11] geht dies nur dann, wenn

Rg([BAB --- A"'B])=n.

(=) Nimmt man an, dass (A, B) vollstindig steuerbar
ist, so ergibt sich der Beweis durch Anwendung obiger
Argumente in umgekehrter Reihenfolge. O

Satz 3. Mindestens n Eigenwerte der Gesamtdynamik (6)
sind nicht beobachtbar.

Beweis. Vollstindige Beobachtbarkeit im Sinne von Kal-
man [20] bedeutet, dass

LgCy
fg ’é NZ N

Rg Lg ENK?\J =Rg(Mg) = Nn.

| T Ay
Dabei wurde bereits die Vertauschbarkeit von links- und
rechtsseitigem Kroneckerprodukt mit der Einheitsmatrix
angewendet. Mit Lg1y = 0 ist Rg(Lg) < N—1 und nach
Anwendung der Rechenregeln fiir das Kroneckerprodukt
Rg(fg ) < (N—1)n < Nn. Aulerdem gilt fiir beliebiges k €
{1,..,Nn-1}

I;; CA* I,y CA¥

fg 61\];{;{\] =Lg® ENAk = :
In1 CAF Iy CAF

D.h. (Lg ® CA")1y, =0, so dass

Rg(Lg ® CAY) < (N-1)n < Nn.

Damit existiert ein nicht beobachtbarer Unterraum der
mindestens die Dimension ker Mg > 1 besitzt [19]. [

Es zeigt sich also, dass nicht alle Eigenwerte durch die
Informationsriickfithrung platziert werden koénnen. Ei-
ne genauere Analyse (z. B. mittels Hautus-Kriterium zur
Beobachtbarkeit) fithrt darauf, dass dies gerade die » Ei-
genwerte der Matrix A sind. D. h., ein Satz der Eigenwerte
der Matrix A bleibt unveriandert im geschlossenen Regel-
kreis enthalten. Dieser zeichnet sich dann auch fiir die
Beschreibung der Synchronisierungstrajektorie verant-
wortlich. Solange A instabile oder grenzstabile Figenwerte

besitzt, kann das Gesamtsystem damit auch nicht stabili-
siert werden, was aber zur Losung des Problems 1 auch
nicht notwendig ist.

4 Vollstandige Informationsriickfiihrung

Zuerst wird die vollstindige Informationsriickfithrung
zur Synchronisierung betrachtet, d.h. C =1,. Das rein
lokale Regelgesetz wird dabei als

N
u,=-K Z ag; (x,-—xj) (7)
=1

angesetzt. Aus Problem 1 folgt dann die Frage fur welches
K Synchronisierung erreicht wird. Die Antwort ergibt
sich aus einem simultanen Stabilisierungsproblem.

4.1 Simultane Stabilisierung

Durch Verwendung des obigen Reglers (7) fiir jeden
Agenten ist der geschlossene Gesamtregelkreis des Multi-
Agenten-Systems gegeben durch

X = (XN-FENI?NEQ).X:AVO]]X. (8)

Durch den Nullraum von Lg ist nicht offensichtlich, wie
K gewidhlt werden muss, um zu synchronisieren. Dabei
beschreibt die Synchronisierungstrajektorie einen Unter-
raum (gegeben durch ker Lg ). Dass man dieses Problem
als Stabilisierungsproblem auffassen kann, verdeutlicht
Bild 1. Dies wurde bereits in den Arbeiten [9;32] erkannt
und die folgende Herleitung dient der Vollstandigkeit.
Die Idee ist, dass in geeigneten neuen Koordinaten der
angegebene Nullraum der Laplacematrix verworfen wer-
den kann. Dazu ist eine Reduktion der Dimension des
Problems in den neuen Koordinaten notwendig. Diese
wird durch eine Projektion der Gesamtsystemdynamik
erreicht, woraus schliellich ein simultanes Stabilisie-
rungsproblem entsteht.

Dazu existiert immer eine Matrix Q € RN"DXN mjt
QQ" =1y, und Qly=0 so, dass QLgQ" = Lé €
RN-Dx(N-1) gerade eine um den Nullraum von Lg redu-
zierte Matrix ist. Zusitzlich existiert immer eine Matrix
T € CN*N 50, dass die Transformation T~'Lg T die La-
placematrix in ihre Jordan-Normalform, bezeichnet mit
J Lg» iiberfithrt. Daraus folgt mit der Koordinatentrans-
formation

z= (QT‘1 ®]In)x:/Q\n/T:1x, (9)

r1 — T2

T1 = T2
Bild 1 Projektion der Dynamik am Beispiel zweier Agenten mit je einem

Zustand. Das Synchronisierungsproblem wird damit zu einem Stabili-
sierungsproblem.



wobei z € RN-D" fiir deren zeitliche Ableitung

zZ= (XN—I _Jf:; EN—II?N—I) zZ = A:/()llz . (10)
Dabei ist die Anwendung der Rechenregeln des
Kroneckerprodukts zu beachten. Insbesondere gilt auf-
grund der Struktur von Q, dass ANQ Q An_;. Die
Struktur der resultierenden Matrix ist gegeben durch

A—)(Lg)BK *
A;oll = , (11)
0 A-)n(Lg)BK

wobei * Terme kennzeichnet, die keine Rolle bei der
Losung des Problems spielen. Je nach Vielfachheit der
verbleibenden Eigenwerte der Laplacematrix sind diese
hier Null oder —BK. Folgender Satz zeigt nun, dass es

sich tatsdchlich um ein simultanes Stabilisierungsproblem
handelt.

Satz 4. Gegeben seien die Agenten mit der Dynamik (5)
und der vollstindigen Informationsriickfiihrung (7). Syn-
chronisierung wird genau dann erreicht, wenn die Matrizen
A—0;BK stabil Vi€ {2,...,N} sind.

Bevor dieser Satz bewiesen wird, benétigen wir noch
folgendes Lemma (M' bezeichnet dabei die konjugiert
transponierte der Matrix M):

Lemma 3. Man betrachte die Matrizen M, N € R™" und
die komplexe Zahl A = o + jo mit o,w € R. Es gilt (M-
AN)+(M-AN)H < 0 genau dann, wenn (M—oN) + (M-
oN)T <.

Beweis. (<) Es gilt mit A" = o — o, dass
(M=oN)+(M-0oN)'- jo(N-NT) < 0.

Beachtet man, dass (N-N")T = NT-N =—-(N-N"), al-
so die Matrix (N—NT) schiefsymmetrisch ist, so gilt
xiT (N—NT) xi=0 Vx;€R" Damit muss zur Erfiillung
obiger Bedingung

(M-oN)+(M-oN)T <0.

(=) Mit (M—oN)+(M-oN)" <0 gilt auch
(M-oN)+(M-0oN)"+ jo (N-N+N"'-N")<o0.
Dies ldsst sich umformulieren zu

[M— (0 + jo)N] + M- (0 + jo)N]" + jo(N-NT) <0.
Obige Schiefsymmetrie fithrt dann zur Behauptung. [

Bemerkung 1. Das Resultat ist eng mit der Tatsache ver-
kniipft, dass Sesquilinearformen hermitescher Matrizen
rein reell sind. Der positiv definite und alle semidefiniten
Fille ergeben sich analog.

Beweis von Satz4. (=) Sind alle A—0;BK stabil, so folgt
mit Lemma 3 und aufgrund der oberen Dreiecksstruktur

von AVO“, dass z — 0 fiir t — 0. Durch die Eigenschaf-
ten von Q muss damit x € ker Qn D.h., x=(1y Qa) mit
o € R” und somit x; = o V 1.

(<) Das Ergebnis folgt nach Anwendung derselben Ar-
gumente in umgekehrter Reihenfolge. O

4.2 Reglerentwurf

Nachdem nun das Problem in ein simultanes Stabilisie-
rungsproblem umgeformt wurde, muss eine Reglerma-
trix K gefunden werden, so dass alle Matrizen A—o0;BK
mit i € {2,...,N} stabil werden. Das Problem ist einem
robusten Regelungsproblem aus [13] sehr dhnlich. Schon
damals fiihrte der Entwurf auf die Verwendung von Ma-
trixungleichungen zur Beschreibung der Losung. D. h. die
Losung kann lediglich numerisch bestimmt werden. Dies
ist auch in unserem zentralen Ergebnis der Fall.

Satz 5.  Betrachtet werden Agenten mit der Dynamik
(5), vernetzt iiber ein statisches Kommunikationsnetzwerk.
Es wird angenommen, dass das Paar (A, B) stabilisierbar
und der gerichtete Graph, der das Kommunikationsnetz-
werk beschreibt, zusammenhingend ist. Der Regler (7) mit
K=VX", wobei X = X" e R™", X >0 und V € R"™",
fuihrt genau dann zur Synchronisierung, wenn
AX+XA"-0, (BV+V'B") <0,

AX+XA"-oy (BV+V'BT) <0.

Beweis. (<) Unter Verwendung der vorherigen Resultate
gilt, dass fiir alle i € {2, ..., N}, A—0;BK stabil ist. Da zu-

satzlich Stabilisierbarkeit vorausgesetzt wurde, existieren
Matrizen K und R"*" 5 P; = Pl-T > 0 so, dass

Pi(A-0:BK)+(A-0;BK)'P; < 0.

Die Anwendung einer Kongruenztransformation mit
X; = P! fithrt auf

AX;+X;A" —0; (BKX;+ X;K'B") < 0. (12)
Wendet man zusitzlich Lemma 2 an, gilt

AX;+X;A" - uo;BB' <0.

Da BB! > 0 und o; > o, folgt

AX;+X;A" - uo;BB" < AX, + X,AT - uo,BBT < 0.

D.h., es existiert eine gemeinsame quadratische Lja-
punovfunktion. Diese erhdlt man durch Losung der
Gleichung fiir i = 2 und wird im Folgenden mit P = X!
bezeichnet. Wird sie zusammen mit der Variablensubsti-
tution V = KX in (12) eingesetzt, ergibt sich

AX+XA"-0;(BV+V'B") <0
fiir alle i € {2,...,N}. Da X > 0, kann die Riickfithrmatrix

stets aus K = VX! berechnet werden.
(=) Angenommen, dass

AX+XA"'-0, (BV+V'B") <0,
AX+XA"-oy (BV+V'B') <0
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gilt, miissen die folgenden vier Fille iiberpriift werden:

(i) AX+XA" >0 und BV+V'B">0

Die Tatsache, dass o; > o, ergibt

AX+XA"-0; (BV+V'B")
<AX+XA"-0, (BV+V'B") <0

(i) AX+XAT" <0 und BV+V'B" <0

Man erhilt mit o; < oy

AX+XA"-0; (BV+V'B")
<AX+XA"-oy (BV+V'BT) <0

(iii) AX+XAT <0 und BV+VTBT >0

Trivialerweise gilt
AX+XA"-0;(BV+V'B") <0

Vie(2,..,N}.
(iv) AX+XAT>0 und BV+VTBT <0

Ein zusammenhingender Graph bedeutet
AX+XA"-0;(BV+V'B") » 0

Vie{2,..,N}. Dies widerspricht der Aussage des
Satzes.
Somit gilt AX+XAT—0; (BV+V'BT) <0Vie(2,..,N}
und schliefflich bei Riicksubstitution der Variablen, dass
die Matrizen A—o0;BK sidmtlich stabil sind. Anwendung
von Lemma 3 und Satz 4 vervollstindigen dann die Aus-
sage. |

Eine direkte Interpretation dieses Ergebnis ist, dass
grundsitzlich die Kommunikationstopologie die Riick-
fithrung verstirkt (ox >0, > 1) bzw. abschwicht
(02 <1). D.h., im Fall instabiler Eigenwerte muss die
Abschwichung, die nie schwicher ist als o3, bekannt
sein, um tiber die Riickfithrmatrix K noch Stabilitit zu
gewihrleisten. Andererseits kann eine Verstirkung der
Riickfiihrung, die nie stirker als oy ist, dazu fithren, dass
eigentlich stabile Eigenwerte in den instabilen Bereich
wandern. Deshalb muss K zusitzlich so gewihlt werden,
dass dies auszuschlieflen ist.

Bemerkung 2. Die Interpretation als robustes Regelungs-
problem wird deutlich, wenn man bedenkt, dass alle o;
innerhalb eines konvexen Gebiets liegen. Dessen Rand-
punkte sind gerade o, und oy, und eine gemeinsame
Stabilisierung der Randpunkte fithrt zu einer gemein-
samen Stabilisierung sdmtlicher Punkte innerhalb des
konvexen Gebiets.

Bemerkung 3. Offensichtlich ist fir den Entwurf die
Kenntnis der Kommunikationstopologie notwendig, da
die Parameter o, on bekannt sein miissen. Man konnte
also sagen, dass der Regler lokal, der Entwurf aber zentral
ist. Die Abhingigkeit von diesen Parametern weiter zu
verringern, ist eine Kernaufgabe fiir zukiinftige Arbeiten.
Dabei kann, wie in (3) ersichtlich, o bereits nach oben

abgeschitzt werden. Fiir o, existiert eine Abschitzung
nach unten aber nur im Zusammenhang mit ungerichte-
ten Graphen [4].

Bemerkung 4. Der gingige LQ-Entwurf [32] verwendet le-
diglich eine hinreichende Bedingung. Deutlich wird dies,
wenn die damit erhaltene Riickfithrmatrix K = BTP in
die Ljapunov-Gleichung eingesetzt wird:

PA+A"P+20,PB"BP < 0.

Hierbei ist PB'BP > 0. Dies wiirde in unserem Entwurf
BV + V"B > 0 entsprechen und ist eben nur hinreichend
aber nicht notwendig, da auch synchronisiert werden
kann, wenn dies nicht erfiillt ist.

Bemerkung 5. Da die Entwurfsgleichungen LMIs darstel-
len [5], ist eine Losung mit den Methoden der konvexen
Optimierung [6] sehr effizient berechenbar.

Nachdem damit eine Losung des Entwurfs der vollstin-
digen Informationsriickfithrung gefunden wurde, soll das
Verfahren hinsichtlich der Verwendung lokaler und limi-
tierter Information erweitert werden. Dies fiithrt wie o. a.
auf die partielle Informationsriickfithrung und wird im
folgenden Abschnitt gezeigt.

5 Partielle Informationsriickfithrung
Im Fall der partiellen Informationsriickfithrung hat je-
der Agent nur noch Zugriff auf limitierte und lokale
Information. Es hat sich gezeigt [26], dass dabei ei-
ne direkte statische Riickfiihrung dieser Information im
Allgemeinen nicht zur Synchronisierung fithren wird.
Beobachterbasierte Verfahren [7;15;36] fithren anderer-
seits zu einer Erhohung des Kommunikationsaufwands,
da die vom Beobachter rekonstruierten Variablen eben-
falls ausgetauscht werden miussen. Dies kann sich gerade
bei geringer Ubertragungsrate des Netzwerkes negativ auf
die, in das System eingebrachte, Verzogerung auswirken.
Derartige Verzogerungen konnen dann sogar dazu fiih-
ren, dass eine Synchronisierung unmdéglich wird [23].
Deshalb sollte der Kommunikationsaufwand so gering
wie moglich gehalten werden. Dies erméglicht die schon
in [28] verwendete allgemeine dynamische partielle In-
formationsriickfiihrung mit dem Regler

(13a)
(13b)

xc,’ - Acxc,' + chi >
u; = Cx.; + D.y;

mit x; € R" und y; aus (5b) mit Rg(C) < n. Erweitert man
die Zustandsdarstellung jedes Agenten mit dem Regler-
zustand zu xg; = [x] x1]T € R"", erhalt man

Xg, = Apxg; + Bgeyi,
N

}’i - CE Z agj,‘ (xE,' _xEj)
j=1



mit

A BC BD,
et ][] et o

Aufgrund der Struktur der Matrix Cg ist direkt erkenn-
bar, dass lediglich die Information Cx; an den Agenten i
gesendet werden muss, d.h., der Kommunikationsauf-
wand ist der gleiche wie bei einer statischen partiellen
Informationsriickfithrung.

5.1 Simultane Stabilisierung
Die Dynamik des geschlossenen Regelkreises fiir das ge-
samte Multi-Agenten-System ergibt sich damit als

xg = (Ag, N +Be, NCE NLg, nir) XE = ApartXE -

Die Struktur dieser Gleichung ist also sehr dhnlich zum
vollstindigen Informationsriickfithrungsproblem in (8).
Somit kann auch in diesem Fall das Entwurfsproblem
auf ein simultanes Stabilisierungsproblem zuriickgefiihrt
werden. Nach Anwendung von Satz 4 wird dann gefor-
dert, dass die Matrizen Ag+ 0;BgCk fiir alle i € {2, ..., N}
stabil sind. Dabei ist nicht offensichtlich wie der Entwurf
von A, B, C. und D, durchzufiihren ist, da die Regler-
matrizen zu jeder der Matrizen Ag, B und Cg beitragen.
Doch auch in diesem Fall ist der Ubergang zu einem
LMI-Problem méglich.

5.2 Durchfiihrung des Entwurfs
Zur einfachen Stabilisierung mittels allgemeiner dy-
namischer Ausgangsriickfithrungen schlidgt [27] eine
Variablensubstitution zusammen mit einer geeigneten
Kongruenztransformation vor, die es ermoglicht, das Ent-
wurfsproblem mittels LMIs darzustellen. Ausgehend von
dieser Losung wird hier nun eine, an unser simultanes
Stabilisierungsproblem angepasste, Variablensubstitution
vorgeschlagen, die dies ebenfalls erméglichen wird. Aller-
dings, genau wie in [27], nur, wenn die Reglerordnung
der Systemordnung der Agenten entspricht.

Allgemein suchen wir also eine Matrix P = PT 5o, dass

P>0, (14a)
P(Ag +0iBsCr) + (Ap +0iBeCr)'P < 0 (14b)

fiir alle 7 € {2,..., N} gilt. Wir nehmen nun an, dass die
Ljapunovmatrix und ihre Inverse gegeben sind durch

_ Y N (n+r)x (n+r) -1 _ X M
P_[NT *]ER , P = MY« (15)

mit X, Y € R und N, M € R"*", Wiederum wird nach
Anwendung der folgenden Kongruenztransformation der
untere rechte Block keine Rolle spielen. Als Transforma-
tionsmatrix verwendet man

T — I:A);T %i| c R(n+r)><(n+r)’ (16)

so dass mit PP~! =1, gilt

p X]_ YX+NM"] I,
M| * o)
Dies fiihrt zur Bedingung
MN'=1,-XY. (17)

Diese ist entscheidend zur Festlegung der Ordnung des
Reglers: Fir r > n existieren stets geeignete Matrizen M
und N, um dies zu erfiillen. D.h., es ist ausreichend
r = n zu wihlen. Wihlt man r <, kann diese Bedingung
allerdings nicht erfiillt werden [27].

Mit » = n und der Kongruenztransformation

T'PT >0,
T" [P(Ag+0iB:Cg) + (Ap+0;BpCr) 'P] T < 0
zusammen mit der Variablensubstitution

A=Y(A+0;BD.C)X +YBC.M" +o;NB.CX

+NAM",
B=NB.+YBD,,
C=CM"+0,D.CX,
D=D,

ergeben sich aus (14) die LMIs

[H)i H;i| >0, (18a)
(ol 0%
Der Ubersichtlichkeit dienen dabei die Variablen

U:=XA"+AX+BC+C'B", (19a)
Ri:=A"Y+YA+o; (BC+CTBT), (19b)
So +0iS, :z@_{j_é+0,-lj§_€. (19¢)

=:80 =8+

Dieses LMI-Problem in den neuen Variablen A, B, C und
D ihnelt dem Problem in [27] sehr. Der Unterschied
besteht lediglich in einer Abhingigkeit vom Parame-
ter o; in unserem Fall. Das bedeutet aber gleichzeitig,
dass fiir die Riicktransformation, zum Erhalt des Reglers
mit A, B, C., und D,, die o; bei der Losung des LMI-
Problems beriicksichtigt werden miissen, die auch eine
simultane Losung fiir alle i € {2, ..., N} zulassen. Die Lo-
sung enthilt folgender Satz (siche auch [18]).

Satz 6.  Gegeben seien N Agenten mit der Dynamik
(5). Es gelte Rg(C) <n. Auflerdem sei das Paar (A,B)
stabilisierbar, das Paar (A, C) detektierbar und der, das
Kommunikationsnetzwerk abbildende, gerichtete Graph zu-
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sammenhingend. Wahlt man r = n, so synchronisiert der
Regler (13) mit

D. =D, (20a)
C. = (C-bcx) (M™) ", (20b)
B.=N"'(B-YBD), (20¢)

A.=N"'[A-Y (A-BDC) X-YBC-BCX] (M")"" (20d)

die Agenten genau dann, wenn die beiden LMIs

21)

So + U{Z)N}So'
<0
RNy

U
Sg +0(,N} Sj;
und zusdtzlich (17) und (18a) erfiillt sind.

Beweis. (<) Synchronisierung bedeutet x; — x; fiir
t — o0o. Nach Anwendung von Satz 4 und Lemma 3 sind
die Matrizen (18b) stabil Vi€ {2,...,N}. Dann gilt mit
Lemma 1

Ri=ATY+YA+o; (BC+CTBT) <0. (22)
Wird zusitzlich Lemma 2 angewendet, so ergibt sich
ATY + YA+ poiC'C<0.

Da der gerichtete Graph zusammenhingend ist, gilt 0 <
0y <0; Vi€ (2,..,N}. Zusammen mit C'C > 0 gilt

ATY + YA+ puoiC'C<A"Y+ YA+ uo,C'C < 0.

Die Existenz einer Losung Y ist dabei durch die De-
tektierbarkeit von (A, C) gegeben. Fiir i = 2, kann diese,
nach obiger Gleichung, erneut als gemeinsame Losung V i
interpretiert werden. Fiir den zweiten Teil von Lemma 1
erhilt man

U—(So+0i80) R (So +0iSs) " =

U-SoR;'S; —07SsR;'S. —0i (SoR;'S, + S-R;'Sy) < 0
Vie{2,..,N}. Beachtet man, dass durch (22) R; <0
ist, so gilt dies gleichermafen fiir R;'. Folglich ist
Wy :=SoR;'S] < 0und W,, := 02S,R;'S! < 0, wobei die
Tatsache o; > 0V i benutzt wurde. Schliellich ergibt sich
U-Wo-W,—0; (SoR;'S, +S,R;'S3) < 0.
Erneute Anwendung von Lemma 2 fahrt auf
U-Wo—W,—1u0:S;So < U-W;—W, —u02S: S < 0,
U-Wo—W, —110:S,S. < U-Wy—W, — 10,8,k <0.

Auch hier ist die Losung fir i =2 eine gemeinsame
Losung Vi€ {2,...,N}. Die Stabilisierbarkeit von (A, B)
garantiert dabei die Existenz dieser gemeinsamen Losung
X = X' > 0. Unter Einhaltung der Bedingung (17) im-
pliziert dies schliellich die Existenz der Ljapunovmatrix
aus (18a).

(=) Angenommen die LMIs (21) gelten, dann fiihrt die
Anwendung von Lemma 1 auf die vier Gleichungen

ATY+YA+opy (BC+CB') <0,
U-Wo-W,—opn) (SRS, +S,R'S;) < 0.

Zum Nachweis der negativen Definitheit fiur alle
i€ {2,..., N} miissen erneut vier Fille betrachtet werden.
In Analogie zum Beweis von Satz 5 erhilt man daraus

A'Y+YA+0; (BC+(BC)") <0,
U-Wo-W,—0; (SRS, +S,R'S;) <0

Vi€ {2,...,N}. Die Anwendung von Lemma 3 und Satz 4
ergeben dann die Aussage des Satzes. g

Bemerkung 6. In [39] werden zwar notwendige und hin-
reichende Bedingungen fur die Synchronisierung durch
partielle Informationsriickfithrung angegeben, allerdings
basieren die entworfenen Regler auf der Ruckfithrung der
absoluten Ausginge Cx; jedes Agenten. Dies kommt, wie
bereits erwihnt, den Mdoglichkeiten einer direkten Sta-
bilisierung gleich. Der hier vorgestellte Regler verwendet
dagegen ausschliefllich Differenzen von Ausgingen zur
Synchronisierung.

6 Beispiel

Da in nahezu allen bisherigen Veroffentlichungen ex-
ponentiell instabile Systeme von der Synchronisierung
ausgeschlossen wurden, betrachtet dieses Beispiel explizit
die Synchronisierung von Flugzeugen mit (exponentiell)
instabiler Dynamik?. Es handelt sich dabei um Grumman
X-29 Versuchsflugzeuge der NASA aus den 1980er Jahren

(s. Bild 2).
1— Seitenruder 6,

bl ¢, p

Bild2 Grumman X-29A ein Flugzeug mit negativer Fliigelpfeilung.

Detaillierte lineare Zustandsraummodelle fiir viele ver-
schiedene Arbeitspunkte, entkoppelt in Longitudinal-
und Lateraldynamik, sind in [3] enthalten. Wir be-
trachten hier die Lateraldynamik mit dem Zustand
xi = [pi> Ti> Bi» ¢,~]T mit i € {1,2,3}. Wie in Bild 2 zu se-

2 Die Folgen fiir die Piloten bei Nachflug einer instabilen Trajektorie
seien hier bedeutungslos.



hen, sind p und r die Roll- und Gierrate und g und ¢
bezeichnet man als Schiebe- und Rollwinkel. Die Ein-
gangsgrofien u; = [8; 8,;]" der X-29 sind das Flaperon §j;
(eine Mischung aus Querruder und Wolbklappe) und das
Seitenruder §,,. Als Arbeitspunkt (s. [3]) wurde der ND-
UA Flugmodus bei einer Héhe von 20000 ft und einer
Vorwirtsgeschwindigkeit von 0,7 Mach gewihlt. Daraus
resultiert die Zustandsraumdarstellung

259 0997 16,55 0
~ |-01023 —0,0673 6779 0
7100603 —0,9928  —0,1645  0,04413 |

1 0,07168 0 0

1,347 0,2365

0,09194  —0,07056

~0,0006141  0,0006866 |

0 0

N
00 0 1
= ag..(Xi—X;) .
¥i [0 1 0 O}Zj_l g (%i —%;)

Hinzu kommt noch das Kommunikationsnetzwerk der
drei Flugzeuge. Dieses ist in Bild 3 gegeben und die La-
placematrix lautet dann

0O 0 0
Lgy o, =|-1 2 -1
0 -1 1

Der LMI-basierte Entwurf, der hier nur fiir die partiel-
le Informationsriickfithrung mittels Satz 6 durchgefthrt
wird, verwendet YALMIP [21] zusammen mit dem Solver
SDPT3 [31] zur Losung des Problems. Als Ergebnis erhilt
man den Regler

—7,1538 51,4099 -1,1624 -27,9273
. 0,7843 -21,9656 3,1887 84115
| 04321 -7,1964 —0,0732 3,6085 |’
| 0,4630  8,4102 -0,0530 —7,6075
(23a)
[-19,2467 49,9235
7,3184 —19,1350
B. = , (23b)
2,9994  —6,1319
| —6,9660  8,2393
c 7' 1,1951 52394 —1,9823  3,3050
© 13,5965 -28,4892 -56,0115 -0,2535]’
(23¢)
-4,523 x 107 —=1,785 x 107°
D, = ) (23d)
-1,785x 10°  1,245x 107

Zu deren Berechnung verwenden wir die Bedingung

N=Y, M=Y'-X.

OBROWNO

Bild 3 Kommunikationsnetzwerk der drei Grumman X-29A.

p; (rad/s)

r; (rad/s)

ﬂi (rad)

—— Agent 1
/ - -- Agent 2
T - Agent 3

¢7; (rad)

t(s)

Bild4 Synchronisierung der drei Grumman X-29A mit der allgemeinen
dynamischen partiellen Informationsriickfithrung.

Zusammen mit der Anfangsbedingung x.(#) =0 und
x(t)) =[21-10-34-1402 -5 —3]" ergibt sich damit
der in Bild 4 dargestellte zeitliche Verlauf der Zustinde
aller Agenten. Eindeutig ist die Synchronisierung auf eine
exponentiell instabile Trajektorie.
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7 Fazit
Dieser Beitrag hat ein neues Verfahren zum Entwurf
synchronisierender Regler fiir Agenten mit linearer Dyna-
mik vorgestellt. Im Gegensatz zu bestehenden Verfahren
basiert es auf einer notwendigen und hinreichenden
Bedingung. Durch Umformung des Synchronisierungs-
problems in ein simultanes Stabilisierungsproblem lassen
sich diese Bedingungen in Form von LMIs angeben.
Damit ist eine effiziente numerische Berechnung der
Reglermatrizen gewihrleistet. Auflerdem benotigt der
Entwurf keinerlei Einschrankungen hinsichtlich der Ei-
genwerte der Systemmatrizen. D. h., es konnen nun auch
(exponentiell) instabile Systeme synchronisiert werden.
Fiir die Zukunft ist es sicherlich wichtig, das Verfahren
unabhingiger von der Kenntnis des Kommunikations-
netzwerks zu machen. Fiir einen Einsatz unter realen
Bedingungen wire es ebenfalls wiinschenswert, dass der
Entwurf auch bei zeitvarianten Kommunikationsnetzwer-
ken angewendet werden kann.
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