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Zusammenfassung Dieser Beitrag befasst sich mit dem
Entwurf von dynamisch erweiterten Fehlerisolationsbeob-
achtern (FIOs). Dazu wird zunächst eine Methode zum
Entwurf dynamischer Entkopplungsregler vorschlagen. Ba-
sierend auf der Dualität von Entkopplungsregelungen und
Fehlerisolationsbeobachtern lässt sich hieraus ein Verfah-
ren zum Entwurf von dynamischen Fehlerisolationsbeobach-
tern ableiten, welches gegenüber klassischen FIOs zusätzli-
che Freiheitsgrade bietet. Diese werden in diesem Beitrag
dazu genutzt, die Robustheit bezüglich hochfrequenter Stö-

rungen zu verbessern. ��� Summary This paper pres-
ents a method to design dynamically extended fault iso-
lation observers (FIOs). Therefore, a design procedure for
dynamic non-interacting controllers is proposed. Based on
the duality between non-interacting control and observer-
based fault isolation a technique to design dynamic FIOs
is deduced, which provides additional degrees of freedom
compared to static FIOs. These are employed in this ar-
ticle to increase robustness with respect to high-frequency
disturbances.
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1 Einleitung
Die hohe Komplexität technischer Systeme und steigende
Anforderungen an die Zuverlässigkeit bei gleichzeitigem
Kostendruck begründen das stete Interesse an modell-
basierten Fehlerdiagnoseverfahren in den vergangenen
Jahren und Jahrzehnten. Neben identifikationsbasierten
Ansätzen und Diagnosemethoden mit Paritätsgleichun-
gen [13] befassen sich zahlreiche Arbeiten mit der
beobachterbasierten Detektion und Isolation von Fehlern
(s. z. B. [2; 9] für einen Überblick).

In praktischen Anwendungen unterliegen Systeme
immer Störungen sowie gewissen parametrischen Unsi-
cherheiten. Diese können u. a. durch externe Einflüsse
hervorgerufen werden oder auch durch intrinsische
Effekte, wie z. B. unmodellierte Dynamiken. Aus die-

sem Grund ist eines der wesentlichen Probleme aller
modellbasierten Fehlerdiagnoseverfahren die Robustheit
bezüglich solcher Störungen und Unsicherheiten. Ziel
ist es, das Diagnosesystem möglichst sensitiv auf zu er-
kennende Fehler zu machen und gleichzeitig möglichst
unempfindlich gegenüber Störungen und Unsicherhei-
ten.

Im Bereich der Fehlerdetektion stehen üblicher-
weise zahlreiche Freiheitsgrade zur Verfügung, um die
Robustheit zu steigern (s. z. B. [21; 37]). In jünge-
rer Vergangenheit haben sich zahlreiche Arbeiten mit
der Fehlerdetektion in beschränkten Frequenzbereichen
befasst (s. z. B. [6; 16; 32–34]), die auf dem verallgemei-
nerten Kalman-Yakubovich-Popov Lemma basieren [14].
Dadurch lässt sich Wissen über die relevanten Frequenz-
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bereiche von Fehlern und Störungen in den Entwurf
einbringen. Während Fehler häufig niederfrequent sind
(z. B. konstante Offsets), treten oftmals hochfrequente
Störungen auf (z. B. Sensorrauschen).

Wird dagegen eine Aussage über Art und Ort verschie-
dener, eventuell gleichzeitig auftretender Fehler benötigt,
spricht man von Fehlerisolation. Ein klassischer Ansatz
dazu beruht auf der Implementierung von mehreren,
spezifisch ausgelegten Fehlerdetektionsbeobachtern, so
genannten Beobachterbänken [11]. Im Gegensatz dazu
ermöglichen Fehlerisolationsbeobachter (FIOs) die Isola-
tion von Fehlern mittels eines einzigen Beobachters [18].
Die Grundidee der FIOs beruht auf der Dualität zu Ent-
kopplungsregelungen. Dadurch lassen sich die Resultate
auf diesem Gebiet, zurückgehend auf [10], im Bereich
der Fehlerisolation anwenden. In diesem Fall wird jedoch
ein Großteil der zur Verfügung stehenden Freiheits-
grade zur Gewährleistung der Isolationseigenschaft des
Beobachters benötigt, sodass eine adäquate Robustheit
schwierig sicherzustellen ist. Lediglich im Fall zusätzlicher
Sensorik, welche weitere Freiheitsgrade bedingt, liegen
bisher Ergebnisse vor, die sich diesem Thema widmen
(s. z. B. [1; 15; 17]).

In diesem Beitrag wird ein neuer Ansatz vorgestellt,
welcher ohne solche zusätzliche Sensorik weitere Frei-
heitsgrade im Entwurf bereitstellt. Er stützt sich auf
dynamisch erweiterte Beobachter, die in [24] vorgestellt
wurden. Diese wurden in [7] zur Platzierung von Null-
stellen eingesetzt, um bestimmte Störfrequenzen in der
Fehlerdetektion zu blockieren. Weiterhin ist in [36] ge-
zeigt, wie sich eine gemischte H–/H∞-Fehlerdetektion
mithilfe von dynamisch erweiterten Beobachtern reali-
sieren lässt. Darüber hinaus finden sich Anwendungen
im Bereich der Detektion von Sensorfehlern in nichtli-
nearen Systemen [26] und der simultanen Regelung und
Fehlererkennung [8].

In diesem Artikel wird erörtert, wie sich dyna-
misch erweiterte Beobachter auch in der Fehlerisolation
einsetzen lassen. Dazu wird in Abschnitt 3 zunächst
die Dualität zwischen Entkopplungsregelungen und
Fehler-isolationsbeobachtern herausgearbeitet. Ausge-
hend von diesen Überlegungen wird in Abschnitt 4
ein Verfahren vorgestellt, welches den Entwurf von
dynamischen Entkopplungsregelungen erlaubt. Im Ge-
gensatz zu klassischen Entkopplungsregelungen ergeben
sich daraus zusätzliche Freiheitsgrade, indem die Ord-
nung der Diagonalelemente der Übertragungsmatrix
des geschlossenen Kreises erhöht wird. Aufgrund der
Dualität lässt sich daraus unmittelbar der Entwurf
dynamisch erweiterter Fehlerisolationsbeobachter ablei-
ten (s. Abschnitt 5). Hier wird gezeigt, wie sich die
zusätzlichen Freiheitsgrade zur Steigerung der Robust-
heit bezüglich hochfrequenter Störungen nutzen lassen,
was auch anhand eines Simulationsbeispiels in Ab-
schnitt 6 demonstriert wird. Weitere Anwendungen
können im Rahmen dieses Beitrages nur angedeutet wer-
den.

2 Problemstellung
Betrachtet werden lineare zeitinvariante Mehrgrößensys-
teme der Form

ẋ= Ax + Bu + Eaf + Bdd , (1a)

y = Cx + Ddd (1b)

mit x ∈ Rn, u ∈Rnu , f ∈ Rnf , d ∈ Rnd , y ∈ Rny und Ma-
trizen entsprechender Dimensionen. Behandelt werden in
diesem Beitrag quadratische Systeme, d. h. es gilt ny = nf .
Dabei bezeichnet f die auf das System einwirkenden
Fehler, die es zu detektieren und isolieren gilt. Wäh-
rend in [9] ein Verfahren beschrieben wird, welches die
direkte Berücksichtigung von Sensorfehlern erlaubt, wer-
den diese in (1b) nicht explizit berücksichtigt, da sie
nach [23] als Pseudo-Aktorfehler umformuliert werden
können. Im Vektor d werden Störungen zusammenge-
fasst, deren Einfluss auf die Fehlerisolation möglichst
unterdrückt werden soll. Die Störungen können sowohl
Mess- und Systemrauschen als auch parametrische Unsi-
cherheiten in den Systemmatrizen umfassen, wenn diese
als d=ΔAx +ΔBu interpretiert werden.

Mithilfe eines Residuengenerators werden nun Resi-
duen r ∈Rnf erzeugt. Beim Einsatz klassischer Beobachter
erfolgt dies mittels

˙̂x= Ax̂ + Bu + L
(
y – Cx̂

)
, (2a)

r = V
(
y – Cx̂

)
, (2b)

woraus sich mit der Substitution e = x – x̂ die Übertra-
gungsmatrix zwischen Fehlern und Residuen zu

Grf (s)= VC
(
sIn –

(
A – LC

))–1
Ea (3)

ergibt. Offensichtlich ist eine Isolation der einzelnen Feh-
ler möglich, wenn Grf (s) Diagonalgestalt hat, d. h.

Grf (s)= diag
(
g11(s), ..., gnf nf (s)

)
, (4)

da dann jedes Residuum sensitiv bezüglich genau eines
Fehlers ist. Somit kann im eingeschwungenen, störungs-
freien Fall von den Residuen eindeutig auf die Fehler
zurückgeschlossen werden.

Alternativ zu klassischen Beobachtern der Form (2)
werden in dieser Arbeit dynamisch erweiterte Beob-
achter herangezogen. Diese verwenden keine statische
Rückführung der Differenz zwischen Strecken- und Be-
obachterausgang, sondern eine dynamische. Obwohl es
sich auch beim Luenberger-Beobachter um ein dynami-
sches System handelt, wird dieser aus dem genannten
Grund vereinfachend als statischer Beobachter bezeich-
net, im Gegensatz zu dynamischen Beobachtern der
Form

˙̂x= Ax̂ + Bu + v , (5a)

v = Liz + Lp

(
y – Cx̂

)
, (5b)

ż =�z +�
(
y – Cx̂

)
. (5c)
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Diese Struktur wurde in [24] vorgestellt und verfügt
wegen z ∈ Rν über eine interne Beobachterdynamik.
Zur Residuengenerierung wird im vorliegenden Bei-
trag

r = V1

(
y – Cx̂

)
+ V2z (5d)

herangezogen. Ein dynamischer Beobachter (5) kann
als Zustandsraumrealisierung eines allgemeinen linearen
zeitinvarianten Residuengenerators [9] der Form

r(s)= R(s)
(
y(s) – ŷ(s)

)
(6)

aufgefasst werden. Dabei ist ŷ(s) der geschätzte Ausgang
eines vollständigen Beobachters der Form (2a) und R(s)
ein stabiles Postfilter. In Abschnitt 5.1 wird näher auf den
Zusammenhang eingegangen.

Die Übertragungsmatrix zwischen Fehlern und Resi-
duen ergibt sich bei Verwendung dynamischer Beobach-
ter zu

Grf (s)= Crf
(
sIn+ν – Arf

)–1
Brf + Drf (7)

mit

Arf =

[
A – LpC –Li

� C �

]

, Brf =

[
Ea

0

]

, (8a)

Crf =
[
V1C V2

]
, Drf = 0 . (8b)

Ziel ist es, die Matrizen Lp, Li, �, � , V1 und V2 so zu
wählen, dass (4) ebenfalls erfüllt ist und dabei eine aus-
reichend hohe Erkennungsgeschwindigkeit von Fehlern
sowie eine möglichst gute Unterdrückung hochfrequen-
ter Störungen erreicht wird.

Anmerkung 1. Wie in der Einleitung erwähnt, kann eine
Fehlerisolation auch mittels geeignet ausgelegter Beobach-
terbänke erfolgen [11]. Dazu wird jeweils ein Beobachter
so parametriert, dass das generierte Residuum lediglich von
einem ihm zugeordneten Fehler beeinflusst wird [9]. Eine
solche Beobachterbank lässt sich ebenfalls als dynamischer
Beobachter der Form (5) darstellen. Ziel dieses Beitrages ist
es jedoch, die Fehlerisolation mittels eines einzigen geeignet
parametrierten Beobachters zu bewerkstelligen und damit
den Implementierungsaufwand des Diagnosesystems gering
zu halten.

3 Dualität zwischen Entkopplungsregelungen
und Fehlerisolationsbeobachtern

Ein System der Form (1) mit f = 0, d = 0 wird durch
(A, B, C) abgekürzt. Wird es mittels einer statischen li-
nearen Zustandsrückführung u= –Kx + Fw geregelt, so
erhält man als Übertragungsmatrix zwischen Führungs-
größen w und Ausgangsgrößen y

Gyw(s)= C
(
sIn –

(
A – BK

))–1
BF . (9)

Bild 1 Dualitätsbasierter FIO-Entwurf.

Ziel einer Entkopplungsregelung [10] ist es, der Matrix
Gyw(s) Diagonalgestalt aufzuprägen. Dann gilt Gyw(s)=
G�

yw(s) und somit

Gyw(s)= F�B� (
sIn –

(
A� – K�B�))–1

C� . (10)

Vergleicht man nun (10) mit (3), so wird deutlich, dass
es sich beim Entwurf von Entkopplungsregelungen und
Fehlerisolationsbeobachtern um duale Probleme handelt.
Nach Bild 1 kann man Fehlerisolationsbeobachter folg-
lich durch den Entwurf von Entkopplungsreglern für
das duale System parametrieren. Diese Erkenntnis mo-
tiviert die folgende Annahme bezüglich (1), welche in
Abschnitt 4 näher erörtert wird.

Annahme 1. Das quadratische System (A�, C�, E�
a ) ist

statisch stabil entkoppelbar.

Ist sie erfüllt, so wird das System (A, Ea, C) als statisch
stabil fehlerisolierbar bezeichnet.

4 Dynamische Entkopplungsregler
Entsprechend den Ausführungen in Abschnitt 3 lässt sich
auch der Entwurf dynamischer Fehlerisolationsbeobach-
ter auf dynamische Entkopplungsregler zurückführen. In
diesem Abschnitt wird ein neues Verfahren zum Entwurf
solcher dynamischer Regler für quadratische, statisch sta-
bil entkoppelbare Systeme vorgestellt.

Dabei werden vollständig steuerbare Systeme (A, B, C)
betrachtet, für die nu = ny gilt. Die Differenzenordnungen
δi der jeweiligen Ausgänge sind definiert durch

δi =min
k

{
k ≥ 1 : c�

i Ak–1B �= 0�}
, (11)

wobei c�
i die i-te Zeile von C darstellt. Auf Grundlage

der Differenzenordnungen berechnet sich die Entkoppel-
barkeitsmatrix zu

D∗ =

⎡

⎢
⎣

c�
1 Aδ1–1B

...
c�

ny
Aδny –1B

⎤

⎥
⎦ . (12)

Es lässt sich zeigen, dass die Regularität von D∗ not-
wendig und hinreichend für die Existenz eines statischen
Entkopplungsreglers ist, und dass Minimalphasigkeit von
(A, B, C) dann die stabile Entkoppelbarkeit garantiert
(s. z. B. [27]). Dementsprechend darf das System (A, B, C)
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Bild 2 Dynamischer Entkopplungsregler.

keine invarianten Nullstellen in der geschlossenen rech-
ten s-Halbebene besitzen. Der Entwurf kann dann z. B.
nach [10] oder [27] erfolgen. Für den in diesem Bei-
trag nicht behandelten Fall nu > ny (auch bekannt als
Morgan’s Problem) existieren nach gegenwärtigem Stand
der Technik noch keine allgemeingültigen notwendi-
gen und hinreichenden Bedingungen für die statische
Entkoppelbarkeit von linearen Systemen. Die Resultate
beschränken sich jeweils auf eingeschränkte Systemklas-
sen (s. z. B. [12; 28; 35]).

Im Allgemeinen werden dynamische Entkopplungs-
regler eingesetzt, wenn ein System entweder aufgrund der
Singularität von D∗ oder der Nicht-Minimalphasigkeit
von (A, B, C) nicht statisch stabil entkoppelbar ist.
Neben dem algebraischen Ansatz in [3] und Frequenz-
bereichslösungen wie in [4; 5] und [22] existieren auch
Lösungen im Zustandsraum [19]. Im Folgenden wird
jedoch entsprechend Annahme 1 stets die statisch sta-
bile Entkoppelbarkeit von (A, B, C) vorausgesetzt. Der
hier vorgestellte Entwurf eines dynamischen Reglers ist
daher für die Entkopplung nicht notwendig. Vorteile er-
geben sich jedoch wie in Abschnitt 5.1 gezeigt wird beim
dualitätsbasierten Entwurf von Fehlerisolationsbeobach-
tern.

Wie in Abschnitt 3 erläutert haben Entkopplungsregler
zum Ziel, der Matrix Gyw(s) Diagonalgestalt aufzuprägen.
Klassischerweise wird dabei nach [10] für die Diagonal-
elemente

gii(s)=
pi0

sδi + · · · + qi1s + qi0
(13)

angesetzt. Hier soll nun die Ordnung der Nennerpoly-
nome in den einzelnen Übertragungspfaden um einen frei
wählbaren Parameter ρ erhöht werden, was sich durch

gii(s)=
pi0

sδi+ρ + qiδi+ρ–1sδi+ρ–1 + ... + qi1s + qi0
(14)

beschreiben lässt. Ein solches Übertragungsverhalten lässt
sich erzielen, indem vor die Strecke eine Kette von ρ In-
tegratorblöcken geschaltet wird und für diese erweiterte
Strecke ein klassischer Entkopplungsregler entworfen
wird (s. Bild 2), was im Folgenden gezeigt wird.

Der Ausgang des letzten Integratorblocks ist die
Stellgröße u, die Ausgänge der vorgeschalteten Integra-
torblöcke werden mit ζ1, ζ2, ..., ζρ–1 bezeichnet. Mit

x̃= [x� u� ζ�
1 ... ζ�

ρ–1]� ∈ Rn+ρnu ergibt sich daraus die
um die Reglerzustände erweiterte Strecke

˙̃x=

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

A B 0 · · · 0

0 0 Inu

...
...

. . .
. . .

0 · · · · · · 0 Inu

0 · · · · · · · · · 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

︸ ︷︷ ︸
Ã

x̃ +

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

0
...
...
0

Inu

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

︸ ︷︷ ︸
B̃

ζρ , (15a)

y =
[
C 0 · · · 0

]

︸ ︷︷ ︸
C̃

x̃ . (15b)

Dabei gilt

Lemma 1. Die um ρ vorgeschaltete Integratorblöcke er-
weiterte Strecke (Ã, B̃, C̃) ist genau dann statisch stabil
entkoppelbar, wenn (A, B, C) statisch stabil entkoppelbar
ist.

Beweis 1. Aufgrund der vorgeschalteten Integratorkette
sind die Differenzenordnungen der einzelnen Übertra-
gungskanäle jeweils um ρ erhöht. Dies lässt sich auch
anhand der Definitionsgleichung der Differenzenord-
nungen (11) für das erweiterte System zeigen. Es gilt
c̃�

i Ã
k
B̃= 0� für k= 0, ..., ρ – 1. Da

Ã
ρ+k
=

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

Aρ+k Aρ+k–1B · · · AkB
0 · · · · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · · · · 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

(16)

gilt, erhält man

c̃�
i Ã

k
B̃= c�

i Ak–ρB ∀k= ρ, ..., ρ + δi – 1 . (17)

Demnach ist c̃�
i Ã

ρ+δi–1
B̃ = c�

i Aδi–1B �= 0� und es gilt
D̃

∗
= D∗. Folglich ändert sich die Entkoppelbarkeitsma-

trix im erweiterten System gegenüber dem ursprüng-
lichen System nicht (s. (12)). Damit ist die statische
Entkoppelbarkeit des erweiterten Systems gezeigt.
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Um auch die stabile Entkoppelbarkeit nachzuweisen,
wird die Rosenbrock’sche Systemmatrix des erweiterten
Systems zu

P̃(s)=

[
sIn+ρnu – Ã –B̃

C̃ 0

]

=

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

sIn – A –B 0 · · · 0

0 sInu –Inu

...
...

. . .
. . .

0 · · · · · · sInu –Inu

C 0 · · · · · · 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

. (18)

berechnet. Durch sukzessives Entwickeln von det P̃(s)
nach Spalten, die jeweils nur ein Nichtnullelement ent-
halten, folgt

det P̃(s)=

∣∣∣∣
sIn – A –B

C 0

∣∣∣∣= detP(s) , (19)

was impliziert, dass die Invarianten Nullstellen von
(Ã, B̃, C̃) mit denen von (A, B, C) übereinstimmen [29].
Da die Minimalphasigkeit von (A, B, C) vorausgesetzt
wird, ist also auch (Ã, B̃, C̃) statisch stabil entkoppel-
bar. �

Der Entwurf des Reglers erfolgt analog zu [10]. Bildet
man die zeitlichen Ableitungen der einzelnen Ausgänge,
so ergibt sich aufgrund der in Beweis 1 bestimmten Dif-
ferenzenordnungen

yi = c̃�
i x̃= c�

i x , (20a)

ẏi = c̃�
i Ãx̃ , (20b)

...

y(ρ+δi–1)
i = c̃�

i Ã
ρ+δi–1

x̃ , (20c)

y(ρ+δi)
i = c̃�

i Ã
ρ+δi x̃ + c̃�

i Ã
ρ+δi–1

B̃ζρ

= c̃�
i Ã

ρ+δi x̃ + c�
i Aδi–1Bζρ . (20d)

Die Transformation von (14) in den Zeitbereich führt auf
die Forderung

y(ρ+δi)
i + qiρ+δi–1y(ρ+δi–1)

i + ... + qi0yi = pi0wi . (21)

Setzt man in diese Beziehung die zeitlichen Ableitungen
(20) ein und fasst die Bedingungen für alle Übertragungs-
kanäle zusammen, so ergibt sich

M̃x̃ + D∗ζρ = Ñw (22)

mit

M̃ =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

c̃�
1 Ã

ρ+δ1 +
ρ+δ1–1∑

k=0

q1kc̃�
1 Ã

k

...

c̃�
ny

Ã
ρ+δny +

ρ+δny –1∑

k=0

qnykc̃�
ny

Ã
k

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

, (23a)

Ñ = diag
(
p10, ..., pny0

)
. (23b)

Da die statische Entkoppelbarkeit von (A, B, C) voraus-
gesetzt wurde, lässt sich das Regelgesetz für das erweiterte
System nun unmittelbar als

ζρ = – D∗–1M̃︸ ︷︷ ︸
K̃

x̃ + D∗–1Ñ︸ ︷︷ ︸
F̃

w (24)

angeben.
Durch die Partitionierung K̃ = [K̃x K̃u K̃ζ1 ... K̃ζρ–1 ]

lässt sich mit ξ = [u� ζ�
1 ... ζ�

ρ–1]� ∈Rnc , nc = ρnu eine
Realisierung des dynamischen Zustandsreglers

ξ̇ = Aξξ + Bξ ,xx + Bξ ,ww , (25a)

u= Cξξ + Dξ ,xx + Dξ ,ww (25b)

mit

Aξ =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

0 Inu 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · · · · 0 Inu

–K̃u –K̃ζ1 –K̃ζ2 · · · –K̃ζρ–1

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

, (26a)

Bξ ,x =
[

0 · · · 0 –K̃
�
x

]�
, (26b)

Bξ ,w =
[

0 · · · 0 F̃
�]�

, (26c)

Cξ =
[
Inu 0 · · · 0

]
, (26d)

Dξ ,x = 0, Dξ ,w = 0 (26e)

angeben.

5 Dualitätsbasierter Entwurf dynamischer FIOs
In ähnlicher Art und Weise, wie in [18] statische FIOs
entworfen werden, lassen sich dynamische FIOs durch
Ausnutzung der Dualität zu Entkopplungsregelungen
entwerfen (s. Bild 1). Analog zur Differenzenordnung
einzelner Ausgänge werden dabei die Fehlerdetektionsindi-
zes μi definiert als μi =mink

{
k ≥ 1 : CAk–1eai �= 0

}
[18].

Dabei beschreibt eai die i-te Spalte der Fehlereingangs-
matrix Ea. Ebenfalls basierend auf der Dualität wird die
Fehlerdetektionsmatrix

D∗
L =

[
d∗

L,1· · · d∗
L,ny

]
, (27a)

d∗
L,i
= CAμi–1eai (27b)

eingeführt. Während die Ergebnisse in [18] auf Systeme
mit μi = 1 ∀i= 1, ..., ny beschränkt sind, gelten die hier
erzielten Resultate für beliebige Fehlerdetektionsindizes.

Um den Entwurf von FIOs auch im dynamisch erwei-
terten Fall auf Entkopplungsregelungen zurückzuführen,
wird zunächst die Dynamik einer mittels eines dynami-
schen Reglers (25) geregelten Strecke (1) betrachtet, bei
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der f = 0 und d= 0 gelten. Sie lautet

[
ẋ
ξ̇

]
=

([
A 0
0 0

]
+

[
B 0
0 Inc

][
Dξ ,x Cξ

Bξ ,x Aξ

])[
x
ξ

]
(28a)

+

[
B 0
0 Inc

][
Dξ ,w

Bξ ,w

]
w ,

y =
[
C 0

] [
x
ξ

]
. (28b)

Demgegenüber ergibt sich mit e = x – x̂ die Dynamik
des dynamischen Beobachters und der Residuengenerie-
rung (5) zu

[
ė
ż

]
=

([
A 0
0 0

]
–

[
Lp Li

–� –�

][
C 0
0 Iν

])[
e
z

]
(29a)

+

[
Ea

0

]
f ,

r =
[
V1 V2

] [
C 0
0 Iν

][
e
z

]
, (29b)

wobei hier nur der Einfluss der Fehler berücksichtigt
wird, d. h. d= 0. Das duale System ist damit durch

[
ė
ż

]
=

([
A� 0
0 0

]
+

[
C� 0
0 Iν

][
–L�

p ��
–L�

i ��

])[
e
z

]
(30a)

+

[
C� 0
0 Iν

][
V�

1
V�

2

]
f ,

r =
[
E�

a 0
] [

e
z

]
(30b)

gegeben. Der Vergleich von (28) und (30) verdeut-
licht, dass ein dynamischer Fehlerisolationsbeobachter
mit der Dynamik (14) in den Diagonalelementen durch
den Entwurf eines dynamischen Entkopplungsreglers
wie in Abschnitt 4 für das System

(
A�, C�, E�

a

)
gefun-

den werden kann. Die Substitutionen �= A�
ξ , � = C�

ξ ,
Lp = –D�

ξ ,x, Li = –B�
ξ ,x, V1 = D�

ξ ,w und V2 = B�
ξ ,w liefern

schließlich die Parametrierung des dynamischen FIO.

5.1 Unterdrückung hochfrequenter Störungen
Im Folgenden wird die Übertragungsmatrix von Stö-
rungen auf die Residuen betrachtet, also Grd(s) =
Crd

(
sIn+ν – Ard

)–1
Brd + Drd, mit

Ard =

[
A – LpC –Li

� C �

]
, Brd =

[
Bd – LpDd

�Dd

]
, (31a)

Crd =
[
V1C V2

]
, Drd =V1Dd . (31b)

Nach (8) ist Arf = Ard, demnach verfügen die Elemente
von Grd(s) und Grf (s) über denselben Nenner. Die
Grundidee ist es nun, für die Diagonalpfade

ri(s)=
pi0

sμi+ρ + · · ·+ qi1s + qi0
fi(s) (32)

vorzugeben, wodurch der relative Grad der Diagonal-
elemente gegenüber statischen FIOs um ρ erhöht wird.
Dies führt folglich zu zusätzlichen Polen in Grd(s),
was wiederum einen Abfall der Verstärkung bei hohen
Frequenzen und damit eine bessere Störunterdrückung
bedingt.

Für stabil fehlerisolierbare Systeme, d. h. wenn
Annahme 1 erfüllt ist, lässt sich ein vergleichbares Über-
tragungsverhalten Grd(s) erreichen, indem ein statischer
FIO implementiert wird und die so generierten Residuen
anschließend wie z. B. in [25] gefiltert werden. Es können
also mittels eines Beobachters der Form (2) Residuen

r(s)= diag
(
g11(s), ..., gnf nf

(s)
)

(33)

generiert werden, die anschließend durch eine Bank von
stabilen Postfiltern in

r(s)= diag
(
R1(s), ..., Rnf (s)

)
r(s)

= diag
(
g11(s), ..., gnf nf (s)

)
(34)

überführt werden. Die hier vorgestellte Methode hat
den Vorteil, dass konjugiert komplexe Polpaare auch für
Übertragungspfade mit ungerader Differenzenordnung
vorgegeben werden können. Eine nachträgliche Filte-
rung der Residuen würde in solchen Fällen eine erhöhte
Filterordnung und damit einen höheren Implementie-
rungsaufwand bedingen. Darüber hinaus entfällt bei dem
hier vorgestellten Ansatz der separate Entwurf von stati-
schem FIO und zusätzlichem Filter, sodass er sich im
allgemeinen Framework dynamischer Beobachter [24]
darstellen lässt. Weiterhin kann ein statischer FIO stark
verrauschte Residuen generieren, die erst nachträglich
geglättet werden. Der integrierte Ansatz dagegen vermei-
det solche Signale mit möglicherweise hohen Amplituden
und die damit u. U. verbundenen Implementierungspro-
bleme.

Anmerkung 2. Anzumerken ist überdies, dass bei stati-
schen FIOs der Form (2) durch stabile Postfilter wie in (34)
verschiedene Verarbeitungsschritte der Residuen vorgenom-
men werden können. Ein Beispiel ist die näherungsweise
Differentiation der Residuen zur Trendanalyse. Diese las-
sen sich auch direkt in den Entwurf des dynamischen FIO
integrieren. Dafür ist jedoch in Verallgemeinerung von (14)
auch die Ordnung der Zähler der einzelnen Übertragungs-
pfade zu erhöhen, worauf im Rahmen dieses Beitrages nicht
näher eingegangen wird.

Anmerkung 3. Zu erwähnen ist weiterhin, dass mit dem in
Anmerkung 2 beschriebenen Frequenzbereichsentwurf auch
der Entwurf von dynamischen FIOs für statisch nicht feh-
lerisolierbare Systeme möglich ist. Ähnlich wie in [19] ist
dazu die Struktur des orthogonalen Komplements von D∗

L
zu untersuchen. Die ausführliche Untersuchung dieser The-
matik ist jedoch nicht Gegenstand dieses Artikels, sondern
wird in [31] erörtert.
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5.2 Optimierung der Detektionsgeschwindigkeit
bei vorgegebener Störunterdrückung

Wie in Abschnitt 5.1 erörtert, lässt sich durch die
Erhöhung der Nennerordnung in den einzelnen Über-
tragungspfaden eine verbesserte Unterdrückung hochfre-
quenter Störungen erreichen. Ein alternatives Entwurfs-
ziel ist die Steigerung der Detektionsgeschwindigkeit
unter Einhaltung vorgegebener Schranken für die Ver-
stärkung hochfrequenter Störungen.

Zu diesem Zweck wird das verallgemeinerte Kalman-
Yakubovich-Popov (KYP) Lemma herangezogen. Es
ermöglicht die Formulierung von LMI-Bedingungen zur
Abschätzung der H∞-Norm einer Übertragungsmatrix
in einem beschränkten Frequenzbereich. Im Bereich
der beobachterbasierten Fehlerdetektion wird dieser An-
satz in einer Vielzahl aktueller Publikationen verwendet
(s. z. B. [6; 16; 32–34]).

In diesem Beitrag wird das verallgemeinerte KYP
Lemma für die Fehlerisolation angewendet und wird in
Anlehnung an [14] in folgender Form benötigt.

Lemma 2. Gegeben sei ein stabiles System der Form

ẋ= Ax + Bu ,

y = Cx + Du

mit x ∈ Rn, u ∈ Rnu , y ∈ Rny , Matrizen entsprechender
Dimensionen und der Übertragungsmatrix G(s)= C(sI –
A)–1B + D. Weiterhin sei Ω= [ωl, ∞) und β > 0. Dann
sind die folgenden Aussagen äquivalent:

1. ||G(s)||Ω
∞ < β.

2.

[
G(jω)

I

]H

�

[
G(jω)

I

]
≺ 0 ∀ω ∈ Ω,

mit � =

[
I 0
0 –β2I

]
.

3. Es existieren hermitesche Matrizen X 
 0 und Y , sodass

[
A B
I 0

]H

�

[
A B
I 0

]
+

[
C D
0 I

]H

�

[
C D
0 I

]
≺ 0 ,

mit � =

[
X Y
Y –ω2

l X

]
, � =

[
I 0
0 –β2I

]
gilt.

Auf dieser Grundlage sei nun angenommen, dass ent-
sprechend Abschnitt 5.1 ein dynamischer FIO entworfen
wurde, der die Pole λij mit i = 1, ..., nf , j= 1, ..., μi +ρ

und Zählerkoeffizienten pi0 erzeugt. Wird Lemma 2 auf
das durch (31) definierte System angewendet, so lässt
sich für einen durch ωl festgelegten Frequenzbereich eine
obere Schranke β0 ermitteln, sodass ‖Grd(s)‖[ωl ,∞)

∞ < β0

erfüllt ist. Offensichtlich kann die Detektionsgeschwin-
digkeit erhöht werden, indem die vorgegebenen Pole
weiter links in der s-Halbebene platziert werden. Sind
jedoch hochfrequente Störungen vorhanden, so bedingt
dies für Dd �= 0 i. A. eine größere Verstärkung der Stö-
rungen. Ist für die maximale Verstärkung der Störungen
eine obere Schranke βlim > β0 vorgegeben, so lässt sich ein

Bild 3 Skalierte Pole zur Erhöhung der Detektionsgeschwindigkeit.

Kompromiss zwischen den konkurrierenden Anforde-
rungen erzielen. Dazu werden, wie in Bild 3 verdeutlicht,
die Pole mit einem Faktor α > 0 skaliert, wobei die
Störverstärkung ‖Grd(s)‖[ωl,∞)

∞ den Wert βlim nicht über-
schreiten darf. Dies kann als Optimierungsproblem

maximiere α, sodass

Grf (s)= diag
(

g11(s), · · · , gnf nf (s)
)

, (35a)

gii(s)=
(–α)μi+ρpi0

(s – αλi1) · ... · (s – αλiμi+ρ)
, (35b)

‖Grd(s)‖[ωl∞)
∞ < βlim (35c)

formuliert werden. Dabei wird vorausgesetzt, dass
‖Grd(s)‖[ωl,∞)

∞ monoton steigend in α ist. Um eine
gleichbleibende statische Verstärkung der Fehler zu ge-
währleisten, werden die Zählerkoeffizienten in (35b)
ebenfalls skaliert. Sollen dagegen Fehler beliebiger Fre-
quenzen berücksichtigt werden, bietet sich alternativ die
Formulierung eines H i/H∞-Problems [9] an. Das Op-
timierungsproblem (35) wird gelöst, indem zunächst ein
α∗ ermittelt wird, welches β < βlim verletzt. Daraufhin
wird der größte zulässige Wert αmax im Intervall [1, α∗)
ermittelt. Dies erfolgt in

Algorithmus 1.
1. Wähle ρ und entwerfe einen dynamischen FIO gemäß

Abschnitt 5.1 mit vorgegebenen Polen λij und Koeffizi-
enten pi0, sodass β0 < βlim. Setze α= 1.

2. Setze α∗ = 2 ·α und entwerfe einen dynamischen FIO
mit Polen λ∗

ij = α∗ ·λij entsprechend (35b). Wenn dieser
FIO β < βlim erfüllt, setze α := α∗ und gehe zu Schritt
2. Andernfalls gehe zu Schritt 3.

3. Ermittle größten zulässigen Wert αmax in [α = 1, α∗)
mittels Bisektion.

Da ρ ein Entwurfsparameter ist, kann er frei ge-
wählt werden. Für ρ = 0 wird ein statischer FIO der
Form (2) entworfen. Größere Werte für ρ führen zu einer
verbesserten Unterdrückung hochfrequenter Störungen,
erhöhen jedoch die Ordnung des Fehlerisolationssys-
tems.
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Bild 4 Simulationsergebnisse; (a) Zeitverlauf der Fehler (–) und Residuen (– – statischer FIO, – dynamischer FIO, – · – optimierter dynamischer FIO),
(b) Amplitudengang von Grd(s) (– – statischer FIO, – dynamischer FIO, – · – optimierter dynamischer FIO).

Schritt 3 setzt ein geeignetes Abbruchkriterium voraus.
Hier bietet sich eine Schranke für die Schrittweite der
Bisektion an. Da angenommen wird, dass ‖Grd(s)‖[ωl ,∞)

∞
monoton in α ansteigt, ist die Konvergenz von Algorith-
mus 1 sichergestellt.

6 Beispiel
Zur Verdeutlichung der Ergebnisse wird ein dynami-
scher FIO für ein Strahltriebwerk entworfen. Das Modell
ist [15] entnommen, es handelt sich um ein lineares Sys-
tem mit n= ny = nf = 2, definiert durch

A=

[
–3,370 1,636

–0,325 –1,896

]

, C =

[
1 0

0,731 0,786

]

. (36)

Zustände des Systems sind die Drehzahlen von Nieder-
und Hochdruckturbine, gemessen werden die Drehzahl
der Niederdruckturbine sowie der statische Druck am
Brennkammerausgang. Die Fehler- und Störeingangsma-
trizen sind

Bd =

[
–0,216 0,062

–0,833 0,144

]

, Dd =

[
–0,573 –0,019

0,596 0,087

]

,

(37a)

Ea = B=

[
0,586 –1,419

0,410 1,118

]

(37b)

und als Störungen werden

d(t)=

[
0,2 sin(2π8t) + 0,15 sin(2π10t)

0,1 sin(2π7t) + 0,2 sin(2π9t)

]

+ 0,1μ(t) ,

(38)

angenommen. Dabei ist μ(t) weißes mittelwertfreies
Gauß’sches Rauschen mit einer Standardabweichung von
1. Mögliche Fehler können in der zugeführten Kraft-
stoffmenge (f1) und in der Stellung der Leitschaufel
(f2) auftreten. Zu Vergleichszwecken wird ein statischer
FIO mit dem Pol σstat,1 = {–0,5} für den ersten Ka-
nal und σstat,2 = {0,8} für den zweiten entworfen, die

statische Verstärkung ist jeweils 1. Entsprechend Ab-
schnitt 5.1 wird ein dynamischer Beobachter entworfen,
welcher die Pole σdyn,1 = {–1 ± 0,2j} beziehungsweise
σdyn,2 = {–1,7; –1,9} erzeugt. Bild 4a zeigt die generierten
Residuen beider Beobachter bei sprungförmigen Fehlern
f1 und f2, die zu den Zeitpunkten t1 = 1 s und t2 = 3 s
auftreten. Bei vergleichbarer Detektionsgeschwindigkeit
erzeugt der dynamische Beobachter wesentlich weniger
gestörte Residuen, was in der verbesserten Störunter-
drückung (s. Bild 4b) begründet ist. Da lediglich hoch-
frequente Störungen auftreten, wird ωl = 31,42 rad/s
zur Berechnung von ||Grd(s)||Ω

∞ verwendet. Mittels
YALMIP [20] und des LMI-Solvers SDPT3 [30] erge-
ben sich βstat = 0,806 und β0 = βdyn = 0,089. Mithilfe
von Algorithmus 1 und einer vorgegebenen Schranke
βlim = 0,7 ergibt sich ein zulässiger Skalierungsfaktor
αmax = 2,805. Die Pole des optimierten dynamischen Be-
obachters sind dann σdyn,opt,1 = {–2,805 ± 0,561j} und
σdyn,opt,2 = {–4,768; –5,329} und es ergeben sich die Be-
obachtermatrizen � opt = I2, Lp,opt = 0, V1,opt = 0 und

V2,opt =

[
–1,334 11,940

–19,617 15,314

]
, (39a)

�opt =

[
–5,634 1,757

1,896 –4,806

]
, Li,opt =

[
–4,452 3,862

–9,801 7,897

]
.

(39b)

Anhand von Bild 4a und b wird deutlich, dass der
optimierte Beobachter eine höhere Detektionsgeschwin-
digkeit erreicht und dabei die vorgegebene maximale
Störverstärkung einhält.

7 Zusammenfassung
In diesem Beitrag wurde eine neue Entwurfsme-
thode für dynamische Entkopplungsregler vorgestellt.
Mit Hilfe von Dualitätsbetrachtungen lässt sich mit
dieser Methodik ein Verfahren zum Entwurf dy-
namischer Fehlerisolationsbeobachter ableiten, welches
zusätzliche Freiheitsgrade gegenüber statischen FIOs bie-
tet. Es wurde gezeigt, wie sich diese zur verbesserten
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Unterdrückung hochfrequenter Störungen sowie zur Stei-
gerung der Detektionsgeschwindigkeit nutzen lassen.
Andere Anwendungen der erweiterten Dynamik in den
Diagonalpfaden sind Gegenstand laufender Forschungs-
arbeiten (s. z. B. [31]).
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Vorschau auf Heft 9/2012

Unsere nächste Ausgabe ist ein Schwerpunktheft zur GMA 1.3 (Gastherausgeber: A. Sawodny)
und enthält unter anderen folgende Beiträge:

• Buchholz, M.: Verbesserte Subspace-Identification für lineare Systeme mit variierenden
Parametern durch rekursive Schätzung

• Gehring, N.: Algebraische Methoden zur Parameteridentifikation für das schwere Seil

• Harkort, Ch.: Strukturerhaltende Approximation linearer verteilt-parametrischer
PCHD-Systeme

• Lein, Cl.: MORPACK-Schnittstelle zum Import von FE-Strukturen nach SIMPACK

Weitere Informationen über geplante Hefte, ausführliche Informationen über die in den
letzten Heften der at erschienenen Beiträge sowie Hinweise für Autoren finden Sie im Inter-
net unter http://www.at-automatisierungstechnik.de.
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Str. 4, D-64283 Darmstadt, Tel: +49-(0)6151-16-
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