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Resumo: Neste tutorial € apresentada uma discussdo sobre o algoritmo Fuzzy-
c-Means e sobre as Redes Neurais Fuzzy, considerando a proposta de insercdo de
principios da Teoria de Conjuntos Fuzzy nas abordagens de agrupamento e classifi-
cacdo classicas: algoritmo c-Means e o modelo neural Learning Vector Quantization.
A motivacdo para a construcdo de um modelo hibrido, dessa categoria, é conferir as
abordagens cléssicas a capacidade de lidar adequadamente com aspectos de incerteza
e imprecisdo, comumente encontrados em problemas reais.

Abstract: In this tutorial, we present a discussion on the Fuzzy-c-Means algorithm
and the Fuzzy-Neural Networks, taking into account the proposal of inclusion of prin-
ciples of the Fuzzy Set Theory into classical clustering and classification approaches,
namely: c-Means algorithm and the Learning Vector Quantization neural model. The
goal of building such a hybrid model is to enable the classical neural approach to
deal appropriately with uncertainty and imprecision issues, commonly found in real
problems.

1 Introducao

Sistemas Hibridos s@o caracterizados pela uso combinado de caracteristicas referen-
tes a duas ou mais técnicas da Inteligéncia Computacional, ou de dreas afins, em um tnico
modelo, com o intuito de aproveitar o que de melhor cada uma das técnicas envolvidas pode
oferecer a resolucdo de um problema. Nesse contexto encontram-se os modelos hibridos
construidos a partir de, ou com o uso de, por exemplo, Teoria de Conjuntos Fuzzy (TCF) e
Redes Neurais Artificiais (RNA).

Os modelos hibridos discutidos neste tutorial tem como base de “hibridiza¢do” a in-
sercao de conceitos da Teoria de Conjuntos Fuzzy no algoritmo c-Means. Essa iniciativa da
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origem ao algoritmo Fuzzy-c-Means, proposto por Bezdek, Tsao e Pal [4], o qual é a base
para varios outros modelos hibridos aplicaveis a tarefas de agrupamento e classificacio fuzzy,
incluindo os modelos neuro-fuzzy aqui discutidos. Modelos hibridos inspirados no Fuzzy-
c-Means ou relacionados a esse algoritmo sao discutidos em [30, 31, 39, 18, 6, 36, 8, 26].
Como exemplos de aplicagdes recentemente desenvolvidas com o apoio do algoritmo Fuzzy-
c-Means cita-se processamento de imagens [18, 6, 8, 37, 35, 40, 42], anélise em sistemas de
energia [36, 26] e reconhecimento de padrdes [38]. O algoritmo FCM também foi recente-
mente usado por Pedrycs, Loia e Senatore [33] na experimenta¢do de uma nova abordagem
de introdug@o de conhecimento de dominio na tarefa de agrupamento.

Uma taxonomia simplificada para organizar os Sistemas Neurais Hibridos € discutida
por Wermter e Sun [43], que consiste de trés classes de arquitetura de sistemas: arquiteturas
neurais unificadas (ou sistemas hibridos unificados), arquiteturas hibridas de transformacéo
e arquiteturas hibridas modulares. A primeira classe constitui-se de representacdes conexio-
nistas, porém, com a capacidade de conferir interpretacdes simbdlicas para os nds e para as
ligacdes da RNA. Na segunda classe estao as arquiteturas capazes de transformar representa-
¢des simbolicas em representacdes conexionistas e vice-versa. E finalmente, arquiteturas que
possuem tanto mddulos simbélicos quanto médulos conexionistas adequados para resolver
determinadas tarefas, ou parte de tarefas, estdo inseridas na ultima classe.

Especificamente da combinacdo de RNA com caracteristicas da TCF surgem duas
classes de sistemas [27]: Redes Neurais Fuzzy (do inglés fuzzy-neural network) e Sistemas
Neuro-Fuzzy (do inglés neural-fuzzy systems). A primeira classe é caracterizada por RNA
dotadas da capacidade de manusear informagdes fuzzy*, e a segunda classe é caracterizada
por Sistemas Fuzzy estendidos pelo uso de RNA para melhorar algumas caracteristicas como
a adaptabilidade do sistema.

Estudos sobre Redes Neurais Fuzzy e Sistemas Neuro-Fuzzy sdo motivados pela ne-
cessidade de melhorar resultados em problemas complexos de classificagdo e agrupamento
de dados, predi¢do entre outros. Um breve histérico sobre essa drea pode ser encontrado no
trabalho de Vuorimaa [41]. Segundo esse autor, tais modelos tiveram o inicio de seu desen-
volvimento entre o fim dos anos 80 e inicio dos anos 90 e, desde entdo, tem sido aplicados em
diferentes problemas. O artigo “Fuzzy Neural Networks”, publicado na revista Mathematical
Biosciences [21], é considerado a primeira iniciativa na cria¢do de sistemas hibridos utili-
zando RNA e TCF, com a proposta de substituir as somas ponderadas realizadas no modelo
de neur6nio McCulloc-Pitts [25] por uma operagdo fuzzy correspondente.

Ainda segundo Vuorimaa [41], uma colecdo dos primeiros € mais importantes artigos
acerca dos Sistemas Neuro-Fuzzy foi editada por Bezdek et al. [3], em 1992. Kosko [17],
também em 1992, elaborou um livro abrangente sobre o assunto. Mais recentemente alguns
autores tem apresentado trabalhos que discutem diferentes aspectos de sistemas neuro-fuzzy

“4E nessa classe que se encaixa a discussio realizada neste tutorial.
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e afins, por exemplo: [22, 29, 28, 20, 1].

O modelo de Rede Neural Fuzzy escolhido para ser explorado neste tutorial é o mo-
delo Fuzzy Learning Vector Quantization (Fuzzy LVQ). Trata-se de um modelo inspirado na
rede neural Leaning Vector Quantization (LVQ), um modelo de facil entendimento e efe-
tivo em termos de tarefas de classificacdo e agrupamento’. Existem vdrias iniciativas que
usam o modelo Fuzzy Learning Vector Quantization em diferentes dreas de aplicagdo como
as recentes aplicagdes em Geociéncias [11], processamento de dados sensoriais (processing
sensor-array data) [13] e reconhecimento de padrdes [7, 24]; e também algum esfor¢o em
propor novas formas de “hibridiza¢do”, como os trabalhos [44, 45].

E nesse contexto que se encontra a motiva¢io para dar atengdo aos fundamentos de
tal hibridiza¢do, pois percebe-se que o potencial desta drea ndo estd totalmente explorado,
e € a partir do entendimento de suas bases que surgem as novas linhas de desenvolvimento
e aplicacdo na drea. Assim, este tutorial € dedicado a introduzir o leitor no estudo de abor-
dagens hibridas para tarefas de agrupamento e classificacdo. A fim de explorar tal assunto,
o algoritmo Fuzzy-c-Means e as Redes Neurais Fuzzy sdo as abordagens escolhidas para se-
rem discutidas sob uma arquitetura de sistema hibrido unificado. De forma mais especifica,
foram selecionados dois modelos neurais, baseados na RNA LVQ, propostos por Chung e
Lee [5] e por Bezdek, Tsao e Pal [4]. No modelo de Chung e Lee, graus de pertinéncias de
dados a classes sdo utilizados para “fuzificar” a regra de aprendizado da RNA. No modelo
de Bezdek, Tsao e Pal, uma varia¢do ndo supervisionada da RNA LVQ ¢ acrescida de ca-
racteristicas fuzzy. Ao serem escolhidos esses modelos se estd conferindo a este tutorial um
cardter de aplicacdo de andlise de dados, especificamente para problemas de classificagdo e
agrupamento.

Para melhor direcionar a leitura deste tutorial, optou-se por organizd-lo da seguinte
forma: na Sec¢do 2 € oferecida uma revisdo de conceitos necessdrios ao entendimento do
contetddo aqui apresentado; o algoritmo Fuzzy-c-Means é discutido em detalhes na Secdo
3 contextualizando-o na drea de Agrupamentos Fuzzy; na Segdo 4 as Redes Neurais Fuzzy
derivadas da RNA LVQ sdo apresentadas. A Secdo 5 apresenta alguns exemplos didaticos
de aplicac@o dos algoritmos discutidos no tutorial. Um breve levantamento de iniciativas
que aplicam os modelos aqui discutidos é apresentado na Secdo 6 e, finalmente, na Secdo 7
algumas consideragdes finais sdo delineadas.

5 Learning Vector Quantization é um dos modelos que, juntamente com Self-Organizing Maps e Adaptive Resonance
Theory, dominam a drea de agrupamento de dados baseado em RNA [46].
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2 Conceitos Basicos

Nesta se¢do s@o discutidos aspectos referentes a representacdo de dados, aprendizado
computacional, tarefas de andlise de dados, medidas de similaridade, erro de quantizacdo,
algoritmo c-Means classico e modelo de RNA LVQ. O objetivo dessa discussdo é contextua-
lizar o leitor no que diz respeito as teorias utilizadas nas demais secdes.

2.1 Conjunto de Dados

No contexto deste tutorial, um conjunto de dados X € definido como:

—
T T1,1 Ti2 ot Tip
—

x = T2 _ To1 T22 t T2p
—
Ty Tn,l Tnp2 *°° Tnpp

— z z ’ .
onde x; é um vetor de p coordenadas e n € o nimero de elementos do conjunto de dados.
Cada vetor representa um dado desse conjunto e cada coordenada desse vetor representa um
atributo descritivo do dado. O conjunto de dados X reside no espaco R?, e este espaco
bE e

¢ referenciado pelos algoritmos de andlise de dados como “espaco dos dados”, “espaco de
entrada” ou “espaco vetorial”.

Geralmente esses dados apresentam algum tipo de organizacdo que pode ser explicada
por meio de parti¢des do conjunto de dados, e o estudo dessas particdes é uma tarefa de
andlise de dados. Essas parti¢des podem ser caracterizadas como classes ou grupos de dados
(também comumente chamados de clusters), a depender, respectivamente, da existéncia ou
ndo de algum tipo de informacao discriminatdria explicita sobre elas.

2.2 Aprendizado Computacional

Na teoria da drea de Inteligéncia Artificial existem diferentes tipos de aprendizado
computacional que podem ser implementados por diferentes técnicas. E de interesse, neste
tutorial, um tipo especifico de aprendizado - o indutivo - nas modalidades supersionada e
ndo supervisionada, implementados por algoritmos de otimizagao (c-Means, Fuzzy-c-Means,
RNA LVQ e suas variacdes fuzzy).

No aprendizado indutivo, padrdes e regras (particdes e funcgdes) sdo determinados a
partir de um conjunto de dados ou representacdo de experiéncias. Na modalidade supervisio-
nada, o algoritmo ajusta pardmetros de uma funcdo a partir do erro medido entre as respostas
obtidas com o uso de tal funcdo e as respostas desejadas. Ja na modalidade ndo supervisio-
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nada, os parimetros de uma func¢fo sdo ajustados com base na maximizacido de medidas de
qualidade aplicadas ao resultado apresentado com o uso de tal fungio®.

2.3 Tarefas de Analise de Dados: Classificacdo e Agrupamento

O termo classe deve ser usado quando existe informag@o sobre quantas e quais sao
as particdes presentes no conjunto de dados, bem como qual dado pertence a qual parti¢cdo.
Nesse caso, o trabalho de andlise de dados é denominado classificagcdo e se propde a deter-
minar uma fungdo que seja capaz de realizar o mapeamento entre os dados e suas classes,
bem como mapear corretamente novos dados que venham a compor o conjunto de dados, tra-
zendo ou ndo a informago sobre sua classificagdo. Formalmente, na tarefa de classificacdo,
o mapeamento de um conjunto de vetores de dados de entrada (; € RP) para um conjunto C
finito de rétulos onde a cardinalidade’ de C é ¢, é modelado em termos de alguma funcéo:

F:RxW—=C

onde W € um espaco de pardmetros ajustdveis por meio de um algoritmo de aprendizado
supervisionado.

O termo grupo deve ser usado quando ndo existe qualquer informagdo sobre como &
a organizacao dos dados. Nesse caso, o trabalho de andlise de dados € denominado agrupa-
mento® e tem por objetivo estudar as relacdes de similaridade entre os dados, determinando
quais dados formam quais grupos. Os grupos sdo formados de maneira a maximizar a simila-
ridade entre os elementos de um grupo (similaridade intra-grupo) e minimizar a similaridade
entre elementos de grupos diferentes (similaridade inter-grupos). Formalmente, dado um
conjunto de dados de entrada (36 RP), é encontrada uma fungio:

G: R xW —=C

onde W é um vetor de parametros ajustdveis, por meio de um algoritmo de aprendi-
zado supervisionado ou ndo supervisionado, que determina c-classes ou grupos em X,
C =C,...,C.(c < n) tal que [46]:

Para mais detalhes sobre os diferentes tipos de aprendizado e sobre sua relagio com a teoria de RNA, veja [34],
[12] e [10].

"De acordo com [3], ¢ pode ser definido dentro do intervalo ]1,n[ com o objetivo de rejeitar a hipStese de que o
conjunto de dados X apresenta dados agrupados quando ¢ = 1 ou ¢ = n. Se ¢ = 1 tem-se a situagdo em que 0s
dados se encontram organizados em um unico grupo ou classe. Jd quando ¢ = n tem-se a situa¢do em que cada
dado do conjunto de dados representa um grupo ou classe.

8 A tarefa de agrupamento também é conhecida como “clusterizagio”.
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1. C; #6,i=1,...,¢
2. U,le Cz' = X;

3. C;NC; =@,i,j =1,...,cand i # j, assumindo a abordagem de classifica¢iio ou agrupa-
mentos cldssica.

2.4 Teoria de Conjuntos Fuzzy

A TCF foi introduzida por Loft Zadeh [48] na década de 60, época em que a visdo
tradicional sobre como a informag@o cientifica deveria ser trabalhada (evitando incertezas)
estava comegando a ser revista. A esséncia dessa teoria estd na aceitacdo da “incerteza” como
um fato das situagdes reais, que deve ser apropriadamente modelado e tratado por métodos
matemadticos. A ideia de “incerteza” passa pelas dificuldades em lidar com informagdes im-
precisas, falta de especificidade, conceitos vagos entre outras caracteristicas que podem fazer
com que uma situa¢do ndo pareca clara ou nitida o suficiente para ser analisada pela teoria de
conjuntos crisp (ou classica).

O objetivo da TCF € tratar os fendmenos naturais ou as situagdes reais como sdo, para
que se tenha uma modelagem muito mais préxima do que é real. Segundo Klir e Yuan [15], a
possibilidade de estudar a incerteza tende a reduzir a complexidade dos modelos e a aumentar
a credibilidade dos mesmos.

A TCF ¢é uma generalizacdo da teoria de conjuntos cldssica que, ao liberar os estudos
dos conjuntos da dicotomia imposta na teoria cldssica, aumenta o poder de expressividade
dos conjuntos (veja a Figura 1), de forma que um elemento pode pertencer ou ndo a um
conjunto com determinados graus de pertinéncia e, mais do que isso, pode pertencer, com
graus apropriados, a diferentes conjuntos definidos sobre um mesmo universo de discurso.

O que caracteriza a pertinéncia de um elemento a um conjunto € a fungfo caracteristica
que o define, associando, no caso de conjuntos crisp, os valores 0 ou 1 a cada elemento de
um universo de discurso, de forma a discriminé-lo como pertencente ou ndo ao conjunto em
questdo. A funcédo f que define um conjunto crisp A é do tipo:

fA X = {Oa 1}
em que X € o universo de discurso (um conjunto de elementos) e {0, 1} define um conjunto
de dois estados: 0 - ndo pertence; 1 - pertence.

No caso da TCF, uma funcio caracteristica generalizada associa a cada elemento do
universo de discurso um valor de um intervalo, entre O e 1, indicando o grau de pertinéncia
dos elementos ao conjunto. Essa fun¢io assume o papel de funcao de pertinéncia que define
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1

(a)

Figura 1. Interpretacdo geométrica do poder de expressividade da teoria de conjuntos (a)
crisp e (b) fuzzy [32]. Em (a) existem apenas quatro vetores representados: (0;0), (0;1), (1;0)
e (1;1). Em (b) todos os vetores contidos no espaco unitario [0,1] estdo representados. O
vetor (0,25;0,75) ndo pode ser representado na interpretacio geométrica da teoria de
conjuntos crisp.

um conjunto fuzzy. Assim, define-se a funcdo de pertinéncia ;14 de um conjunto fuzzy A
como sendo do tipo:

/LA:X—>[O,1]

em que X é o universo de discurso (um conjunto de elementos crisp) e [0, 1] define um
intervalo infinito de estados cujas extremidades significam a ndo pertinéncia de um elemento
aum conjunto (0) e a pertinéncia total de um elemento a um conjunto (1). Os demais nimeros
no intervalo significam diferentes graus de pertinéncia de um elemento a um conjunto.

Diferentes funcdes de pertinéncia podem ser definidas no mesmo universo de discurso.
Na Figura 2 sdo exibidos os graficos de duas funcdes que modelam a pertinéncia do conjuntos
dos ndmeros reais ao conjunto fuzzy 2, ou seja, elas modelam o conjunto de niimeros reais
proximos ao nimero 2. No eixo das abscissas estd representado o universo de discurso, neste
caso, o conjunto dos nimeros reais; e no eixo das ordenadas estdo os graus de pertinéncia de
cada numero real ao conjunto fuzzy 2.

Segundo o gréfico da fun¢do exibido na Figura 2(a), o nimero real 1,5 pertence ao
conjunto fuzzy 2 com grau de pertinéncia 0, 5. Em outras palavras, 1,5 é “igual a 2 com grau
de certeza 0,5”. Ja na Figura 2(b) o nimero real 1,5 possui um grau de pertinéncia 0, 3 em
relag@o ao referido conjunto fuzzy.

Os conjuntos fuzzy definidos por tais fun¢des de pertinéncia possuem diferencas, mas
como representam o0 mesmo conceito, apresentam algumas similaridades (baseado em [15]):

e em todos eles o nimero real 2 tem grau de pertinéncia 1 (pertinéncia total);

126 RITA e Volume 19 e Numero 1 e 2012



Tutorial sobre Fuzzy-c-Means e Fuzzy Learning Vector Quantization: Abordagens Hibridas
para Tarefas de Agrupamento e Classificacdo

(a) (b)

Figura 2. Duas fungdes de pertinéncia diferentes para definir o conjunto de niimeros reais
proximos ao niimero 2, usando a no¢do de conjuntos fuzzy. (Adaptada de [15]). Observe-se
que fungdes de pertinéncia diferentes definem conjuntos fuzzy distintos.

e para todos os outros nimeros reais o grau de pertinéncia € < 1;
e a fungdo de pertinéncia que os definem € simétrica em relagdo a reta x = 2;

e o funcdo de pertinéncia € monotonicamente decrescente, de 1 para 0, de acordo com o
aumento de |2 — z|; e os ndmeros reais que estdo fora do intervalo [1, 3] (no universo
de discurso) nao pertencem aos conjuntos ou pertencem com graus de pertinéncia des-
preziveis.

2.5 Medidas de Similaridade

Os algoritmos que executam tarefas de andlise de dados geralmente utilizam alguma
medida de similaridade entre vetores em seu processo de execucdo. Essas medidas servem
para guiar o processo de constru¢do da superficie de decisdo que determinard qual € a regido
de abrangéncia de uma classe de dados no caso da tarefa de classificacdo, ou quais dados
pertencem a quais grupos no caso da tarefa de agrupamento.

A similaridade entre dois vetores corresponde a uma medida que compara a igualdade
dos mesmos, podendo também ser utilizada como uma forma de medir a distin¢do entre eles
(a dissimilaridade). Normalmente, a similaridade é calculada com base em uma medida de
distincia entre dois vetores.

Existem diferentes medidas de distdncia que podem ser aplicadas nos processos de
analise de dados, como Distancia Euclidiana, Distancia de Hamming, Distancia de Chebys-
chev, Distancia City-Block, Métrica de Tanimoto, Métrica de Mahalanobis etc. Cada uma
delas é mais ou menos adequada a depender do tipo de tarefa a ser resolvida e do tipo de
dados utilizado. Para uma revisdo detalhada sobre medidas de similaridade veja [9].

Neste tutorial, a medida de similaridade € sempre aplicada visando medir o quio si-
milares sdo um vetor de dados e um vetor que representa uma classe ou grupo. A Distancia
Euclidiana € a métrica escolhida para ser a base do cdlculo de similaridade entre vetores, que
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¢é calculada como:

p 2
d(vi,v;) = (Y (i —vp)? (1)

=1

, . ~ — — ~ . .
onde p € a dimensdo do espago dos vetores € v; € v j 30 0s vetores sobre os quais se deseja
calcular a similaridade.

2.6 Erro de Quantizacao

Segundo [10] a tarefa de agrupamento (e também de classificacdo) de dados pode
ser entendida como um processo de quantizagdo vetorial. Os vetores prototipos dos grupos
(ou classes), sao também chamados de vetores quantizadores ou vetores de reconstrucio, e
representam dados de uma determinada regido do espaco.

Uma das formas de avaliar a quantizagdo do espago obtida mediante a aplicacio de
um algoritmo de agrupamento (ou classificacdo) € usando a medida do Erro de Quantizacdo.
Essa medida estd baseada no cdlculo da média das distancias entre os dados e o vetor que
representa a regido onde os dados estdo localizados, e é calculada como:

z ’ — z = z
onde n € o niimero de dados, = ; € um dado e C; € o vetor representante do grupo ou classe

5 e . . s
a qual o dado z ; pertence, sendo que ¢ = arg ming_; d(C;, ;).

2.7 c-Means

O algoritmo c-Means foi um dos primeiros algoritmos propostos para andlise de
agrupamento’. Nesse algoritmo, ¢ agrupamentos sdo representados como um conjunto

C= {81, e (_jc} de vetores chamados “protétipos”. Cada vetor protdtipo sempre estd asso-
ciado a representag@o de uma classe ou grupo do conjunto de dados e, para isso, deve residir
no mesmo espaco R que os dados do conjunto. O conjunto C é representado por uma matriz
de dimensao ¢ X p.

Para alcancgar seu objetivo, o algoritmo realiza vdrias iteracdes na busca de uma con-
figurac@o 6tima de pardmetros para minimizar Jo M (Uy, C'), que é dado por:

Veja um dos primeiros estudos sobre esse algoritmo, por MacQueen em 1967 [23].
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C n 2

Terr(Uni©) = 323 ugd(Ci, 7) @)

=1 j=1

= — z . A M — Z4t = z
onde d(C, 7 ), é a distincia entre o vetor de dados  ; e o protétipo do grupo C';, ¢ é o
nimero de grupos a ser determinado pelo algoritmo, n € o nimero de dados no conjunto de
dados e U}, € uma matriz bindria chamada “matriz de particdo”, de dimensdes ¢ X n, definida
como:

U1 Ur2 - Uln
U2,1 U222 -+ Un
U, =
Ui4+1,1
L Uec,1 Ue2 = Uen |

Nessa matriz de parti¢do, cada elemento u;; € {0,1} indica a associagdo de um
— . . I =
dado a um grupo. Um dado x ; estd associado ao grupo representado pelo protétipo C; se
L. — ~ . . .
u;; = 1, caso contrdrio, se u;; = 0, o dado x; ndo estd associado ao grupo i. Com o
processo de minimizagdo, os dados s80 associados aos grupos de forma que, quanto menores

forem as distancias entre o dado e o vetor protétipo C associado a ele, menor € o valor da
Equacdo (2).

Visto que o objetivo de um processo de agrupamento de dados € associar um elemento
aum grupo, e que no caso do c-Means a base € a teoria de conjuntos crisp, € necessario garan-
tir que cada dado esteja associado a exatamente um grupo. Assim, o processo de minimizagéo
da Equag@o (2) deve obedecer a condigao:

c
Zuij = 1,VJ S 1,...,n
i=1

. A . — ..
garantindo que a soma das pertinéncias de um dado z ; a todos os grupos em C' seja igual a
1, ou seja, cada coluna da matriz de parti¢do deve possuir o valor 1 em uma e somente uma
célula.

Segundo Kruse, Dofing e Lesot [19], esta restricdo garante parti¢des exaustivas e evita
a solucgdo trivial para a minimizacao de Joas, a qual consiste em nao associar os dados aos
grupos (u;; = 0V4, 7).

RITA e Volume 19 e Niimero 1 e 2012 129



Tutorial sobre Fuzzy-c-Means e Fuzzy Learning Vector Quantization: Abordagens Hibridas
para Tarefas de Agrupamento e Classificacdo

Existe uma segunda restri¢do que precisa ser adicionada ao processo de otimizacgdo
de Jos para garantir que todos os ¢ grupos tenham, ao menos, um dado associado. Essa
restri¢do € modelada por:

> ug>1,Viel, .

Jj=1

tal que cada linha da matriz de particdo deve possuir o valor 1 em pelo menos uma célula.

As duas préximas equagdes sdo implementadas no processo de minimizacao de Joar
que constitui o Algoritmo c-Means. A atualizacdo de Uy, dada por:

- =

J— ) 1, sedi=argminf_, d(Ci, 7 ;) 3)
* 0, caso contrdrio.

onde ¢ é o contador de iteragdes do processo de otimizacao e ufjl € o valor da pertinéncia

do dados 7 ao grupo 7 na iteragdo t + 1, faz com que cada dado seja associado ao grupo cujo
protétipo € o mais préximo a ele (possui a distdncia minima) dentre todos os protdtipos. A
atualizacdo de C, calculada como:

n
—
RS
R

> Ui
j=1

estabelece novos vetores protdtipos para os grupos de acordo com a média de todos os vetores
de dados associados a eles. O numerador da Equacdo 4 soma, para cada grupo, os vetores de
dados associados a eles.

Assumindo a Distancia Euclidiana (Equacdo (1)), o processo de minimizacao de Jo s
pode ser definido como no Algoritmo 1'°.

O erro € usado como condi¢do de parada do algoritmo é um limite inferior para a al-
terag@o dos vetores protétipos representantes dos grupos: alteragdes muito pequenas indicam
que as mudancgas ocorridas nos grupos em formagao no algoritmo nao alteram, significativa-
mente, a formacao de cada grupo, indicando que o processo encontrou um ponto de minimo.

10Na notagio do tipo C; entenda-se ¢ como o indicativo da versio da varidvel C que deve ser considerada, ou seja, a
versdo da varidvel C criada na iteragdo ¢. Esta observagdo vale para todas as ocorréncias desta notagdo nos algoritmos
apresentados neste texto.

130 RITA e Volume 19 e Nimero 1 e 2012



Tutorial sobre Fuzzy-c-Means e Fuzzy Learning Vector Quantization: Abordagens Hibridas
para Tarefas de Agrupamento e Classificacdo

Algoritmo 1 c-Means
Determine a quantidade de parti¢des c;
Determine um valor pequeno e positivo para um erro maximo, €, permitido no processo;
Inicialize o conjunto de protétipos C aleatoriamente, escolhendo c vetores protétipos dentro do menor
intervalo que contém todos os dados do conjunto; ou inicialize tais vetores escolhendo aleatoriamente
c dados do conjunto de dados;
Inicialize o contador de iteragdes ¢ como ¢t = 0;
repita
t++;
Atualize U}, de acordo com a Equagio (3);
Atualize C de acordo com a Equag@o (4);

até que HCw — C(tfl)H <€

O resultado apresentado pelo Algoritmo c-Means é fortemente dependente da iniciali-
zagdo do pardmetro c e da inicializa¢@o do conjunto de vetores protétipos C. Sendo assim, ndo
¢é garantido que a otimizacdo realizada pelo algoritmo atingiu um minimo global. Minimos
locais sdo frequentemente encontrados nesse processo e, a fim de melhorar esse aspecto do
algoritmo, € aconselhdvel a execucdo de diferentes instidncias desse processo, com variagdes
na inicializacdo dos dois parametros citados.

2.8 Learning Vector Quantization

LVQ é uma arquitetura de RNA, proposta por Teuvo Kohonen, caracterizada pelo uso
de um algoritmo de aprendizado competitivo e supervisionado baseado no conceito de distan-
cia vetorial como forma de anélise de similaridade entre vetores (dados e protétipos)!!. Seu
objetivo € analisar o espaco dos dados dividindo-o em regides distintas e definindo um vetor
prototipo (um neurdnio ou um vetor de reconstrug¢do) para cada regido. Esse processo tam-
bém é conhecido como Quantizacdo Vetorial, dai o nome da Learning Vector Quantization.
As coordenadas dos vetores protdtipos sdo denominadas pesos sindpticos.

Basicamente, o algoritmo de aprendizado desta RNA usa a informagao de classe como
um guia para movimentar os vetores protétipos no espago dos dados a fim de definir a su-
perficie de decisdo de um modelo classificador. Para dar inicio ao processo de aprendizado
desta arquitetura, um conjunto de vetores protétipos € inicializado e a cada um deles € atri-
buido um rétulo, correspondendo aos rétulos das classes presentes no conjunto de dados. A
intencdo € que cada um desses vetores jd seja previamente associado a uma classe, cabendo
ao algoritmo de treinamento a func¢@o de encontrar o melhor posicionamento para que cada

""Eventualmente, é possivel encontrar uma variagdo do algoritmo de aprendizado desta RNA que ndo utiliza a
informag@o de classe dos dados, caracterizando-se como aprendizado nao supervisionado.
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vetor protétipo represente a classe a ele associada. E importante ressaltar que a uma classe é
possivel associar varios vetores prototipos.

No processo de aprendizado, cada dado do conjunto de dados (vetores de entrada)
é comparado aos vetores protétipos por meio da uma medida de similaridade. Se o rétulo
de classe do dado € igual ao rétulo do vetor protétipo mais proximo a ele, este protdtipo
¢ deslocado na direcdo da localizacdo vetorial do dado. Caso contrdrio, se as classes sdo
diferentes, o movimento se da para a dire¢do contrdria a localizagdo vetorial do dado. O uso
da informacao de classe para direcionar o aprendizado caracteriza a supervisdo. A escolha do
vetor protétipo mais préximo ao vetor do dado de entrada, dentre todo o conjunto de vetores
protétipo, caracteriza o aprendizado competitivo e é formalmente descrita como:

- =

k
I, = argm_i{ld(Ci, x;) (5)

onde I, € o indice do protétipo vencedor (o protétipo mais préximo do dado).

Seja X o conjunto de dados para treinamento da LVQ; Cryvg = {81, -~-,8k}
o conjunto de vetores protétipos, também conhecido como neurdnios de saida da LVQ;
Rrvg = {r1,...,7c}, com ¢ < k, o conjunto de rétulos aos quais estdo associados cada
um dos vetores de dados e dos vetores prototipos. A regra que rege a competi¢ao € apresen-
tada na Equagdo (5). As regras de aprendizado sdo:

- —t+1 —t St

if ?j (Rrvq) =C1, (Rpvg)entio Cp, =C7, +a[§>j ~CLl; (6)
- —t+1 St st

if C_C>j (Rrvq) #C1, (Rpvg)entio C;, =Cr, — a[zj — 7

7z . ~ 7z . . - 7z
onde ¢ é um contador de iteragdes e o € o coeficiente de aprendizado, x; (Rpvq) é o

. — = . L . s
rétulo associado ao dado = ; e C'1, (Rrvg) € o rétulo associado ao protétipo vencedor. O
Algoritmo 2 descreve os passos do processo de treinamento da LVQ.

O coeficiente de aprendizado desempenha um papel importante no processo de apren-
dizado da LVQ. Para entendé-lo € util ter uma visdo geométrica sobre como se comportam
os vetores envolvidos nas regras de aprendizado. Na Figura 3 estio ilustrados cada um dos
passos das operagdes vetoriais executadas nas regras de aprendizado:

. . ~ ~ = . ~
e Na Figura 3(a) estd representada a operagio de subtracdo (z; — (', , na iteragdo t),
que determina o deslocamento maximo que o vetor protétipo pode realizar.
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Algoritmo 2 Algoritmo de treinamento da LVQ
Inicialize o conjunto de protétipos (neurdnios) Cr v g aleatoriamente (ou use algum conhecimento a
priori);
Determine o rétulo r de cada vetor protétipo (conjunto de rétulos Rex1);
Determine o coeficiente de aprendizado «;
enquanto condi¢do de parada € falsa faca
para Todos os dados j,com j = 1...,n faca

N
Encontre o protétipo vencedor C'7, de acordo com a Equag@o (5);

Adapte os pesos sindpticos de 8’ 1, de acordo com as Equagdes (6) ou (7) ;
fim para
Atualize o coeficiente de aprendizado « (se necessdrio e desejavel);
fim enquanto

e Sobre esse vetor resultante atua o coeficiente de aprendizado determinando o tamanho
do deslocamento que o vetor protétipo efetivamente sofrerd (Figura 3(b)). Note que
quanto menor for esse coeficiente, menor serd o deslocamento do vetor prototipo.

e Nas Figuras 3(c) e 3(d) € mostrado o efeito da terceira operacdo vetorial (adi¢do ou
subtracdo). No caso da adi¢do, que ocorre quando a classificacdo sugerida pela LVQ
é correta, o vetor resultante da operagao estd situado entre o vetor protdtipo e o vetor
de dados, ou seja, houve a movimentagio do vetor protétipo na dire¢io do dado'?. No
caso da subtracdo, que ocorre quando a classificacdo sugerida pela LVQ € incorreta, o
efeito é o contrdrio.

Durante o treinamento de uma LVQ, o valor do coeficiente de aprendizado deve di-
minuir, de forma que no inicio do treinamento os movimentos dos vetores protétipos sejam
amplos, maximizando a explora¢do do espaco dos dados e, ao final do processo, os movi-
mentos realizados pelos vetores prototipos sejam sutis, caracterizando um ajuste fino nos
seus posicionamentos. Assim, a atualizacio do coeficiente de aprendizado pode ser realizada
por meio de uma fun¢do monotdnica decrescente, definida no intervalo [0,1]. Exemplos de
fun¢des para atualizacdo do coeficiente de aprendizado sdo:

t

of =a® 1 —(
max

onde ¢ é o contador da iteragdo atual do algoritmo de treinamento; (%) é o coeficiente de
aprendizado inicial; ¢,,,, € 0 nimero maximo de itera¢des do algoritmo; e

12Se o coeficiente de aprendizado é = 1 o vetor protétipo se torna = vetor de dados. Esta situagio pode nio ser
benéfica por contribuir para a ocorréncia do fendmeno de sobreajuste (overfitting).
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Figura 3. Interpretacdo geométrica das regras de aprendizado da LVQ.

onde A\ é um parametro responsavel pela taxa de reducdo desejada. Como critério de parada
para o processo de aprendizado pode-se considerar o nimero de iteragdes maxima, o valor
minimo para o coeficiente de aprendizado ou o erro de quantizagdo maximo, entre outros.

A Figura 4 ilustra, no espago bi-dimensional, alguns passos do processo de treina-
mento de uma LVQ. A Figura 4(a) mostra o contexto do problema no inicio do processo de
treinamento. O treinamento inicia com um vetor de dados e o vetor protétipo vencedor da
competicdo para este dado. Ambos estdo destacados pela ligacdo feita por uma flecha na
Figura 4(b). Na figura seguinte, a flecha indica a direcio de deslocamento do vetor protdtipo.
Nesse caso trata-se de um afastamento pois o vetor protétipo ndo representa a classe do vetor
de dados. Na sequéncia é apresentado o novo contexto do problema, com o vetor protétipo
ja deslocado. As duas tltimas figuras (Figuras 4(e) e (f)) representam, respectivamente, um
contexto do problema em uma itera¢do intermedidria do processo e o contexto do problema
na iteracdo final. Nessa tltima, observa-se que todos os vetores protétipos se deslocaram até
a posicdo onde representam bem os vetores de dados das classes as quais foram associados.
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Figura 4. Passos do processo de treinamento de uma LVQ (Adaptada da execugéo da
demonstragio “nnd14lvl.m” do Matlab®)). Legenda: quadrado: vetor de dados; cruz: vetor
protétipo; cor preta: classe 1; cor cinza: classe 2; quadrado circulado: classificagio
incorreta; quadrado nao circulado: classificagdo correta.
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3 Agrupamento Fuzzy e Fuzzy c-Means

Conforme definido na Secdo 2, a tarefa de andlise de dados por agrupamento é o
processo de agrupar dados de um conjunto de forma que a similaridade entre os dados de
um grupo € maximizada enquanto a similaridade entre dados de grupos diferentes é minimi-
zada. Entretanto, na prética, separar dados em grupos pode exigir a consideracio de fatores
de incerteza e imprecisao, ja que alguns dados podem se caracterizar como similares a da-
dos de um ou mais grupos. O tratamento desses fatores pode ser realizado por meio da
TCF, transformando o processo de agrupamento cldssico em um processo fuzzy. Entre os
algoritmos existentes para a realizacdo de agrupamento fuzzy estd o Fuzzy-c-Means (FCM),
originalmente proposto em Bezdek, em 1981 [2], como uma alternativa ao algoritmo de agru-
pamento cldssico c-Means. Esse algoritmo € a base para a insercao de caracteristicas fuzzy
aos modelos neurais discutidos neste tutorial e o entendimento de seus principios € essencial
para promover o uso adequado de tais modelos. Esta se¢do é dedicada a discutir a tarefa de
agrupamento fuzzy e o algoritmo FCM.

3.1 Agrupamento Fuzzy

Formalmente, considerando o conjunto de dados X com n elementos, o nimero de
agrupamentos c e a defini¢do de conjuntos fuzzy, como apresentados na Secdo 2, no agrupa-
mento fuzzy os ¢ grupos fuzzy formam uma particdo fuzzy Cy de X. Cy é uma matriz ¢ X n
cujos valores sdo por:

—

pij = pi(r;),1>i>c,1>j>n

satisfazendo trés condicdes:

0< i <1,¥6,j ®)
> i =1,j ©)
1=0
0< > pij < n,Vi. (10)
j=0

2 e A s — .
onde 11;; € o grau de pertinéncia de  ; ao i-ésimo grupo fuzzy de X.
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A primeira restri¢do trata da questdo de normalidade de conjuntos fuzzy. A segunda
restri¢@o trata da divisdo da pertinéncia do dado em pertinéncias a um ou varios grupos. A
terceira restricdo impede que qualquer grupo seja vazio (sem dados associados a ele); e que
um grupo tenha associado a ele todos os dados do conjunto com pertinéncia méaxima (1). Se
todos os valores de p;; pertencerem ao conjunto {0, 1}, entdo os grupos sdo definidos como
“grupos crisp” do conjunto X [3], [4].

Bezdek et al. [3] exemplificou o processo de agrupamento fuzzy por meio de objetos,
como os contidos na Figura 5(a). Para agrupar esse conjunto de objetos, trés grupos foram
criados: das MACAS, das PERAS e das LARANIJAS. A Figura 5(b) ilustra um processo
de agrupamento grafico (ou espacial) desses objetos, cuja metodologia consiste em: colocar
sobre cada objeto um rétulo que indica a qual grupo natural ele pertence, onde P = Pera
(objeto com a marca P, pertencente ao grupo natural das Peras), M=Maca, L=Laranja, com
excecio do objeto oval O3, um LIMAO, que representa uma anomalia nos dados, frente a
rotulag@o definida neste exemplo.

6@@ QB 0Ob
08 Qo 9@@99
OooCJ ©0 00

012 o3 o6 09 012

() (b)

Figura 5. Objetos separados em grupos naturais: (a) Objetos fisicos para agrupamento. (b)
Agrupamento Grafico. Adaptado de [3].

As Tabelas 1 e 2 representam, respectivamente, as matrizes U}, (matriz de partigdes
classica) e Uy (matriz de parti¢des fuzzy, discutida na Se¢do 3.2), resultantes dos processos
de agrupamento crisp e do agrupamento fuzzy. Note que no agrupamento crisp o objeto
03 foi definido como sendo uma Laranja (objeto pertence ao grupo das Laranjas com grau
de pertinéncia 1). No agrupamento fuzzy, esse mesmo objeto foi mais bem agrupado como
Laranja (o maior grau de pertinéncia para este objeto é 0,85), entretanto, ele também possui
caracteristicas de Maca e de Pera, visto que pertence a esses grupos com graus de pertinéncia
0,09 e 0,06, respectivamente.

Diferentes graus de pertinéncia de um dado a diversos grupos permitem diferentes
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01 02|03|04 O5 06 O7 O8 09 O10 O11 012
P 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0
L 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0
M 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1
Total 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0

Tabela 1. Resultado do Processo de Agrupamento Crisp.

O1 02 03 04 05 06 o7 08 09 010 011 012
P 0,05 0 0,06 | 093 0,92 0 0 0 0,09 0,75 0,10 0.1
L 0 0,97 | 0,85 0 0 099 021 019 082 0,13 080 0,25
M 095 0,03 0,09 | 007 008 001 079 081 009 0,12 0,10 0,65

Total 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabela 2. Resultado do Processo de Agrupamento Fuzzy.

interpretacdes de agrupamento, o0 que nao acontece no processo de agrupamento crisp. Além
disso, essa modelagem fuzzy produziu uma solu¢do com estrutura mais rica e flexivel que a
solucdo dada pelo modelo crisp.

3.2  Fuzzy-c-Means

O algoritmo FCM tem como objetivo encontrar grupos fuzzy para um conjunto de da-
dos. Para alcancar este objetivo, o algoritmo precisa minimizar uma funcéo que diz respeito
a minimizacdo das distancias entre os dados e os centros dos grupos aos quais tais dados
pertencem com algum grau de pertinéncia [46]. A minimizacdo da func¢do citada deve pro-
duzir grupos mais adequados (melhores ou mais naturais) do que aqueles produzidos pelo
algoritmo c-Means classico. Tal funcdo é dada por:

Jrom (Up, M) = ZZ(uij)m d(T_’)livE)j)Q an

i=1 j=1

onde,

e n, ce ji;; foram definidos anteriormente neste tutorial;

e m é um ndmero real positivo, tal que m € (1,00), utilizado como pardmetro de
“fuzificagcdo” e discutido mais a frente neste texto;
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- =, C A = A3
e d(m,, x ;) é a distancia entre o vetor de dados x; e o vetor protétipo representante da
o - —
i-ésima parti¢do fuzzy m;;

e Uy é uma matriz de pertinéncias fuzzy, de dimensdes ¢ X n, definida de acordo com:

Hi1 H12 - MHin )
H21 H22 ccc H2n
Hi1l  Hi2 0 Hin
Uy = . . . .
Hit1,1
L He,l He2 0 Hen |

A construgdo e atualizac@o desta matriz acontecem durante o processo de minimizacao
da Equacio (11), seguindo o disposto em!?:

1
pit = ; (12)

2c: (d(al’zj)> i—m
- =
=1 \d(Ci,Z;)

sendo que duas excegdes devem ser tratadas:

) =0
)=0,1#iel <li<c)

1 sed
' = (

- =
Ci, T
0 se d(aj

p . . = ” . .
e M é uma matriz de protdtipos de grupos. m; sio vetores protétipos. A matriz possui
dimensdes ¢ x p e € definida por:

—
”ll mi1 M2 -0 Mip
m mi mgi2 -+ MMy,
M=|""™ | = P
mit1,1 s
—
Me Me1 Me2 -+ Mep

A inicializacdo dessa matriz € aleatdria e sua atualizac@o ocorre durante o processo de
minimizacio da Equacio (11), seguindo o disposto em'*:

13Esta atualizagio estd discutida em detalhes na Secio 3.3.
14Esta atualizago estd discutida em detalhes na Secio 3.4.
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13)

. . . . ~ o« e e 14 — z
ondei=1,...,cej=1,...,n,téum contador de iteragdes inicializado em O e x ; é
o vetor representante do dado x; que € analisado em relac@o as suas pertinéncias aos
grupos.

Assumindo a Distancia Euclidiana (Equagéo (1)), o processo de execucdo do FCM
pode ser definido, segundo [3], como descrito no Algoritmo 3.

Algoritmo 3 Fuzzy-c-Means
Determine o valor do pardmetro de “fuzificacdo” m;
Determine a quantidade de parti¢des fuzzy c;
Determine um valor pequeno e positivo para o erro maximo, €, permitido no processo;
Inicialize a matriz de protétipos M aleatoriamente;
Inicialize o contador de iteragdes ¢ como ¢t = 0;
repita
t++;
Atualize Uy de acordo com a Equagido (12);
Atualize M de acordo com a Equagio (13);

até que HM(” — M ‘ <e

A defini¢do dos valores iniciais para os parimetros m, ¢ e M influencia o resultado
a ser obtido ao final do processo e, devido ao carater aleatério ou subjetivo de defini¢do dos
mesmos, varias execugdes do algoritmo devem ser realizadas para que se tenha um panorama
da sua robustez na resolugdo de um problema especifico. Além disso, entender o processo
de atualiza¢do da matriz de pertinéncias fuzzy Uy e da matriz de protétipos M é essencial
para que se tenha condi¢des de trabalhar adequadamente com o algoritmo Fuzzy c-Means.
Os processos de atualizagdo de tais matrizes sdo discutidos na sequéncia.

3.3 Estudo da atualizacdo da Matriz de Pertinéncias Fuzzy Uy

O processo de atualizagdo de cada elemento yi;; da matriz Uy (Equag@o (12)) mantém
o indice ¢ no grupo ao qual se quer calcular a pertinéncia do dado j, enquanto varia o indice [
em todos os grupos. Isso significa que a pertinéncia de um dado j a um grupo ¢ € dependente
das relacdes desse dado com todos os demais grupos. A influéncia dessas relacdes no calculo
das pertinéncias (;; € ponderada por meio do pardmetro m.
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De acordo com [46], a definicdo de m = 2 permite a seguinte simplificagdo da Equa-
¢do (12):

t+1 _ —
lu'l_] c > 1 - -

=
a(c
=
=1 d(Cs

Ql S)L =
8] ;«1

-
NP N
—
’,:
L‘l
\Mn
—~

resultando em:

= (14)
Z(

—
U
AA

Desta forma, se o pardmetro m € valorado com 2, o grau de pertinéncia i;; € obtido
unicamente em funcdo das razdes entre as distancias e o dado j e os centros de grupos.

Caso a distancia entre o dado j e o centro do grupo ¢ esteja proxima de zero, o grau
de pertinéncia p;; tenderd a 1, que significa que o dado j tem alta pertinéncia aquele grupo,
como mostrado por:

. 1 . 1
Hhm - S 5 = %hm c e = 5 =
d(Cy, 7 5)—0 Z(j(givia')) d(C, 7 ;)—0 UCui)y 4 dCity)
=1 d(Ci;7;) I=inl£i UC12%5) d(Ci, @)
1
= — = ]_
0+1

- = L - . . ~
Para o caso em que d(C;, = ;) # 0, é interessante analisar o efeito das razdes entre

d(a, z j)e d(a, z ;) no valor dos termos da somatdria (Equagio (14)) e consequentemente
nos valores das pertinéncias ;;. Quanto maior for o resultado de uma razdo dentro da so-
matdria, maior serd sua influéncia sobre a soma total, contribuindo para a redugdo do grau de
pertinéncia f1;;. Isso € equivalente a afirmar que, quanto maior for a distdncia de um dado j
ao centro de um grupo ¢ menor serd o seu grau de pertinéncia a esse grupo.

Estas situacdes sdo ilustradas na Figura 6. Nota-se que nas situacdes em que a dis-
tancia entre o dado j e o centro do grupo ¢ € menor que a distincia entre o dado j e outros
centros dos outros grupos, a pertinéncia p;; € maior. O caso contrdrio também € valido.
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Figura 6. Exemplo do célculo de 1;; no FCM, com m = 2: (a) e (b) sdo gréficos
representando as distancias similares (a) e discrepantes (b), entre o dado e os centros dos
clusters; (c) e (d) sdo os célculos referentes aos graficos (a) e (b), respectivamente.
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Por outro lado, assumindo m # 2, observa-se que existe uma alteracdo na influéncia
das relacdes entre as distancias dos dados aos centros dos grupos, de acordo com o valor
resultante no expoente ﬁ Para (m — 00), 11;; ndo é calculado em fungéo das distancias
entre dados e os centros dos grupos, e sim em fun¢do da quantidade de grupos ¢, como
demostrado em:

1 1 1 1
o == T= =1 (15)
m—oo i @ i—m ZC: <W> Z 1 C
=1 \d(Ci,75) =1 \d(Ci,z;) =1

Consequentemente, o dado terd o mesmo grau de pertinéncia a todos os grupos, con-
forme comentado em [4].

A fim de melhor entender o comportamento do algoritmo mediante a parametrizacao
de m, um exemplo numérico € aqui desenvolvido. A Tabela 3 mostra o efeito causado pela

varia¢do de m na formacdo dos grupos fuzzy da Figura 6(b). Observe que para uma mesma
. = A — L. -+ = =
situacdo, a pertinéncia do dado x; aos grupos representados pelos protétipos mq, meo, M3

varia.

Parametro de M1 H2,1 3.1
fuzificacdo m
3 0,253 0,309 0,438
2 0,182 0,273 0,545
3/2 0,081 0,184 0,735

Tabela 3. Influéncia do pardmetro de fuzificacdo m nos graus de pertinéncia de um dado aos
grupos. Com valores de m mais altos, as diferencas entre os graus de pertinéncias sao
atenuadas.

Assim, analisando o intervalo dos possiveis valores de m ((1, o)), observa-se que o
valor 2 atua como um ponto de referéncia. A medida que o valor de m aumenta, o médulo
do denominador da fracdo 1_1m também aumenta, diminuindo, portanto, a diferenca entre os
valores de cada parcela do somatério e consequentemente diminuindo a diferenga entre os
valores de ;5. Inversamente, a medida que m se aproxima de 1, cada parcela do somatdrio
passa a ter um expoente e ndo um radical, aumentando o valor das parcelas e por consequéncia

a diferenca entre os valores de f1;;.

Na Secdo 3.4 ¢ mostrado como tal varia¢do tem influéncia direta sobre a atualizacio
da matriz M e por isso tem também influéncia sobre a formacao final dos grupos ao final do
processo de agrupamento.

RITA e Volume 19 e Ntimero 1 e 2012 143



Tutorial sobre Fuzzy-c-Means e Fuzzy Learning Vector Quantization: Abordagens Hibridas
para Tarefas de Agrupamento e Classificacdo

3.4 Estudo da atualizacdo da Matriz de Protétipos M

O processo de atualizacdo de cada elemento da matriz de protétipos M (Equagao (13))
€ baseada nos graus de pertinéncia dos dados a um grupo, especificamente aquele cujo vetor
prototipo relacionado estd sendo alterado. Nesse processo, o indice ¢ € fixo em um grupo
enquanto o indice j varia em todos os dados do conjunto de dados. Isso significa que a
posicdo de um vetor 7711 é dependente das posicdes dos vetores de dados z ;j € de seus graus
de pertinéncias aos grupos % (,uz-j)IS. A influéncia destas relagdes no cdlculo da posicao final

de 7711 é ponderada pelo parametro de fuzificacido m.

Para entender a influéncia dos graus de pertinéncia u;; na atualizacdo dos vetores

protétipo 7?11», a Tabela 3 € estendida (Tabela 4) de forma a ilustrar que, quanto maior for o
grau de pertinéncia do dado ao grupo, maior € a sua contribui¢do na operacao vetorial (maior
¢ a influéncia/peso exercida(o) pelo dado no deslocamento do vetor protétipo) realizada na
Equacao (13), que reposiciona o vetor protétipo ??11 sob alteracdo.

Parametro de | 1,1 Peso no H2,1 Peso no 3,1 Peso no
fuzificacdo m deslocamento deslocamento deslocamento
de m; de m; de m;
3 0,253 0,016 0,309 0,030 0,438 0,084
2 0,182 0,033 0,273 0,075 0,545 0,297
3/2 0,081 0,023 0,184 0,079 0,735 0,630

A : A . . . —
Tabela 4. Influéncia dos graus de pertinéncia no reposicionamento do vetor 1m3.

Ja a influéncia do pardmetros de fuzificagdo m sobre o reposicionamento do vetor

— . . . o e
ms € melhor entendida considerando diferentes possibilidades de graus de pertinéncia de um
dado a um grupo, como na Tabela 5.

De acordo com os dados apresentados na Tabela 5, quanto maior € o valor do pardme-
tro m mais suave serd o reposicionamento dos vetores na matriz M, visto que a ponderacdo
de m faz com que diminua a influéncia dos dados sobre tal reposicionamento.

A Tabela 6 mostra o resultado da execu¢do do FCM sobre um conjunto de dados
didético (veja a representacdo gréfica na Figura 7). Observe que existe uma tendéncia a
aumentar o erro de quantizacdo quando se aumenta o valor do parimetro m e, para altos
valores de m, os protdtipos tendem a se aproximar do centro do conjunto de dados, como
ilustrado na Figura 7(d) e (e). Portanto, € plausivel afirmar que para valores altos de m

I5A operagio vetorial executada nesse processo tem uma interpretacio geométrica similar aquela executada no
processo de aprendizado da LVQ (veja Figura 3).
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Parametro de | (1,1 Peso no 2,1 Peso no 13,1 Peso no

fuzificacdo m | 0,253 deslocamento | 0,309 deslocamento | 0,438 deslocamento

de M3 de 3 de

7 0,000 0,000 0,003

3 0,016 0,030 0,084

2 0,064 0,095 0,192

1,5 0,127 0,172 0,290

1,01 0,250 0,305 0,434

A : A . ~ « . —
Tabela 5. Influéncia do parametro de fuzificagdo m no reposicionamento do vetor ms.

o algoritmo apresenta resultados com grupos menos bem definidos. Mais exemplos sobre
resultados obtidos com a varia¢do desses parametros s@o mostrados na Secao 5.

Parametros de  Numero de Erro de Parametros de  Niumero de Erro de
fuzificacdo m Iteracdes  Quantizacdo | fuzificaciom Iteracdes  Quantizacao
1 0 Indefinido 4 18 0,5136
1.1 2 0,0838 4.5 16 0,5137
1.5 4 0,0839 5 15 0,5139
2 7 0,0852 5.5 14 0,5139
2.5 11 0,0904 6 14 0,5141
3 38 0,1018 6.5 13 0,5141
3.5 22 0.5135 7 13 0,5141

Tabela 6. Execucdo do algoritmo FCM, com varia¢do no parametro de fuzificacio m. A
condicao de parada para estas execu¢des € uma movimentacdo minima na autalizacao da
matriz M.

O comportamento discutido acima pode ser formalmente verificado. De acordo com
Bezdek et al. [3], para atualizagdo da matriz M, executada por meio da Equagéo (13), caso o
valor de m tenda a infinito, os novos valores de 7712 serdo a posi¢cdo média dos dados perten-
centes aquele grupo, conforme demonstrado por:

> (w7 > ()" H" YT X
lim S = i =l —— = (6)
> ()" > ()" (H)" X1
Jj=1 j=1 j=1
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(@) (b) (©

03 %

0497 0438 049 05 0501 0502 0503

(C)) (e)

Figura 7. Plotagem do conjunto de dados (cruzes) e os protétipos representantes de grupos
(circulos): (a) Condicdes iniciais; (b) Resultado para m = —1, 1; (c¢) Resultado para m = 2;
(d) Resultado para m = 7; (e) Visdo mais detalhada para resultado param = 7.

onde (,ufj'l)m = % de acordo com a Equacdo (15).

4 Fuzzy Learning Vector Quantization

Nesta se¢do sdo discutidos dois modelos de Redes Neurais Fuzzy baseados na LVQ. A
primeira, proposta em [5], caracteriza-se como um modelo de aprendizagem supervisionada
cujo processo € bastante similar ao processo da LVQ classica. A segunda, proposta em [4],
caracteriza-se por um processo de aprendizagem ndo supervisionada, tornando o processo de
aprendizado da LVQ similar ao préprio FCM ou mesmo a um modelo simplificado de uma
rede neural auto-organizavel como SOM'.

4.1 Fuzzy LVQ com aprendizagem supervisionada

Conforme discutido em [5], identificam-se dois objetivos principais na execuc¢io de
uma LVQ: (a) maximizacdo da taxa de classificagdes corretas e; (b) minimizacdo do erro de
quantizacdo.

Do inglés Self-Organizing Map (SOM), rede neural artificial baseada em aprendizado auto-organizével competi-
tivo, também proposta por Teuvo Kohonen [16].

146 RITA e Volume 19 e Nimero 1 e 2012



Tutorial sobre Fuzzy-c-Means e Fuzzy Learning Vector Quantization: Abordagens Hibridas
para Tarefas de Agrupamento e Classificacdo

Motivados pelo alcance efetivo desses objetivos e pelas facilidades oferecidas pelo
algoritmo FCM, Chung e Lee definem em [5] uma fung¢do objetivo para o modelo Fuzzy
LVQ. Esta fung¢@o € dada por:

n n c
2

QUM =3 QrUM) =33 [my — (uiy) ™ d(Ci, 7 )

j=1 j=1i=1
onde:

- = . . .
e ostermos m, Us, M, n,ced (Ci,z j) foram definidos anteriormente neste tutorial;
e i=1,..,cej=1,...,n;

e as condicdes de agrupamento fuzzy, expressas nas Equagdes (8), (9) e (10), devem ser
obedecidas;

e 7;; é 0 grau de pertinéncia esperado do dado x; a classe ¢, representando o rétulo
de classe que serd utilizado no modelo de aprendizado supervisionado. Tais graus de
pertinéncia esperados estdo organizados em uma matriz I', de dimensdes ¢ X n.

A otimizagdo dessa funcdo considera a minimizago das a) diferencas entre os graus
de pertinéncia esperados (7;;) e os graus de pertinéncia obtidos (1) €; b) distancias entre os
dados e os centros das classes procuradas; que correspondem, respectivamente, aos objetivos
que Chung identifica para a LVQ.

O processo de execucao da Fuzzy LVQ (minimizacao do funcdo objetivo) estd definido
no Algoritmo 4. Comparativamente aos algoritmos FCM e de treinamento da LVQ, esse
algoritmo, respectivamente:

e realiza as atualizacdes das matrizes de pertinéncia Uy e de protdtipos M, de maneira
similar ao algoritmo FCM.

e faz uso de classifica¢des de dados, conhecidas a priori, num processo de aprendizado
supervisionado como no algoritmo da LVQ;

Para defini¢do da matriz I', € considerado que um dado pertenca a apenas uma classe,
entdo o respectivo grau de pertinéncia deve ser valorado com 1, enquanto os demais referentes
a esse dado devem ser valorados com 0. O critério de parada € definido segundo o projetista
do modelo, que poderd aplicar, assim como no FCM, o conceito do erro maximo permitido
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Algoritmo 4 Algoritmo de treinamento da Fuzzy LVQ supervisionada
Determine o valor do pardmetro de “fuzificacdo” m;
Determine o valor do coeficiente de aprendizado inicial da rede a9,
Determine a quantidade de classes c;
Determine o critério de parada a ser utilizado;
Defina a matriz de pertinéncias esperadas I';
Inicialize a matriz de protétipos M aleatoriamente ou com algum conhecimento a priori;
Inicialize o contador de iteragdes ¢;
enquanto condi¢do de parada ¢é falsa faca
para Cada dado j, com j = 1...,n faca
para Cada vetor protdtipo 4, com ¢ = 1, ..., c faca
Atualize Uy, segundo a Equacéo (17);
Aualiza M, segundo a Equagio (18);
fim para
fim para
Atualize a taxa de aprendizado «;
Incremente o contador de iteracdes t;
fim enquanto

€, ou como definido no processo de aprendizado da LVQ, um valor minimo para a taxa de
aprendizado «, ou ainda, um valor maximo para o nimero de iteracdes ¢.

Ap6s estas definigdes, inicia-se o processo de minimizagao que constitui o algoritmo
da Fuzzy LVQ, por meio da atualizacdo das matrizes Uy e M. Para atualizacdo da matriz de
pertinéncias U} aplica-se (adaptado de [5]):

1
wttl = . 17

parat=1,....,cej=1,...,n.

A equivaléncia das Equagdes (17) e (12) € mostrada por:
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ut+1 = T = =

1] 1
c = m—1 c 1) (m—1)
E (d(Cujj)) ¢ ) E (d(Ch )) ot

=1 (Cf )

1 1

= 1 1
5 <d<a,@y>> R (mm) =
- - =

=1 \ d(Ci, 2 ;) =1 \d(Ci,% ;)

portanto, os estudos ja apresentados sobre o parametro m também se aplicam no presente
caso.

A atualizacdo da matriz M, que corresponde a regra de aprendizado do modelo, ocorre
. . ~ Lo —
por meio da movimentagdo de todos os vetores protdtipos representantes de classes m;, se-
guindo o disposto em:

S (1) (@) O (t)] (18)

m; =m; +Ctt [Tij — (U”)m] |:£L'j — m;

onde o € a taxa de aprendizado, a qual sofrerd atualizacdes de formas andlogas aquelas apli-
cadas no processo clédssico da LVQ. Por meio da Equacgdo (18) nota-se que a atualizacdo de
M é calculada em funcéo do termo [7;; — (u;;)™]. Semelhantemente ao processo de apren-
dizado da LVQ, caso esse termo seja negativo, o centro da classe (o protétipo) serd afastado
do dado, caso contrdrio, serd atraido pelo dado. A inclusao deste termo “fuzificou” a regra de
aprendizado da LVQ, considerando que:

e a direcdo de movimento dos vetores prototipos € determinada de acordo com o sinal da
diferenca entre os graus de pertinéncia atuais dos dados as classes;

e aintensidade do movimento dos vetores protétipos € ponderada tanto pelo coeficiente
de aprendizado quanto pela diferenca entre as pertinéncias verificadas e as pertinéncias
esperadas;

e as pertinéncias verificadas sdo ponderadas pelo pardmetro de fuzificagcdo m e as discus-
soes ja realizadas em relag@o a estes parametros podem ser mapeadas para o presente
caso: quanto maior € o valor de m mais suave ¢ a influéncia das pertinéncias verificadas
no processo de aprendizado.
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4.2 Fuzzy LVQ com aprendizagem nao supervisionada

Bezdek et al. [3] definiram um algoritmo para a Fuzzy LVQ que nao utiliza os concei-
tos do aprendizado supervisionado, pois ndo utiliza o rétulo de classe em sua execucdo. Esse
algoritmo possui duas importantes caracteristicas: (a) utiliza os protétipos ndo vencedores da
competicdo na determinagdo da taxa de aprendizado, introduzindo no processo uma ideia de
vizinhanga similar a existente no algoritmo SOM; (b) automatiza, até certo ponto, a escolha
do valor do parametro de fuzificacido m.

Diferentemente do que acontece no FCM e na Fuzzy LVQ supervisionada, o valor do
parametro de fuzificagcdo € alterado durante o processo de execucdo do algoritmo de treina-
mento da Fuzzy LVQ ndo supervisionada. A maneira como ele € alterado (de forma crescente
ou descrescente, ou sem alteracdo) determina em qual familia das Fuzzy LVQ o algoritmo
serd classificado. Tais familias sio nomeadas da seguinte forma:

e Fuzzy LVQ Decrescente - | Fuzzy LVQ, onde m(®) > m(f);
e Fuzzy LVQ Crescente - 1 Fuzzy LVQ, onde m(® < m(/);

e Fuzzy LVQ - Fuzzy LVQ constante, onde m©® = m ),

onde m© e m{) denotam, respectivamente, os valores inicial e final definidos para o
parametro de fuzificagdo m, antes da execucao do algoritmo. Apds inspecdes experimentais,
Bezdek et al. [3] recomendam que os valores de m(?) e m(f) sejam valorados no intervalo
11,01 , 7[. Dessa forma, no caso da | Fuzzy LVQ, o seguinte critério deve ser obedecido:
7 > m® > m{) > 1,01. A regra proposta como forma de atualizar esse parimetro em
fun¢do do tempo de execugdo do algoritmo de treinamento, é expressa por:

() _
m® = 40— Tm : (19)

onde: t é o contador de iteragcdes do algoritmo; 7" é o nimero maximo de iteragdes;
m{D m© m@) representam, respectivamente, os valores final, inicial e na iteragdo ¢, do
parametro de fuzificacdo m. Note que esta regra € aplicavel em qualquer uma das familias da
Fuzzy LVQ nio supervisionada.

Na Fuzzy LVQ proposta por Bezdek et al. [3] ndo existe atualizagdo explicita da Matriz
de Pertinéncia Uy, como ocorre no FCM e na Fuzzy LVQ supervisionada. Na Fuzzy LVQ
ndo supervisionada, o valor do coeficiente de aprendizado corresponde ao valor do grau de
pertinéncia do dado ao grupo, ponderado pelo pardmetro m, conforme demonstrado em:
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aFuzzyl(-;) = u;?(t) = —1 (20)

C *>—>

C x
Z ‘>~>
=1 d(Ci,@

dCi,74)

i)

Note que no algoritmo FCM, os graus de pertinéncia do dado ao grupo também sio
ponderados pelo pardmetro m (conforme pode ser visto na Equacao(13)).

Assim como no processo da Fuzzy LVQ supervisionada, a atualizag@o dos vetores pro-
g0 . — ~ o« o~ .
tétipos (Matriz M) m,; ocorre em fungdo da posicdo atual do vetor, das taxas de aprendizado
. s oA . —
calculadas anteriormente, e das distincias entre vetores representantes dos dados x; e centros
— .
dos grupos m; no instante ¢ — 1, conforme demonstrado em:

i aFuzzyl(»;) (:?] — my)t=D)
¢ t-1)  j=
— () — (-1 +_] 1 . @1

e (1)
¢
Zl aFuzzy;;

S=

Analisando a Equag@o (21), referente a atualizag¢do dos protétipos da Fuzzy LVQ ndo
supervisionada, e a Equagdo (13), referente a atualizacio dos protétipos do FCM, nota-se que
o diferencial entre os dois algoritmos estd pautado em duas questdes:

e na consideracao ou ndo da posi¢do atual do protétipo no cdlculo da nova posi¢cdo. Na
realidade, a Fuzzy LVQ nao supervisionada, seguindo os principios da LVQ, executa
um deslocamento no vetor protétipo, enquanto que o FCM realiza uma substitui¢do do
vetor protétipo.

e na possibilidade de atualizar o parimetro de fuzificagio, conferindo a Fuzzy LVQ ndo
supervisionada um cardter mais autdbnomo em relago a este parametro.

O processo de execucdo da | Fuzzy LVQ pode ser definido conforme descrito no Al-
goritmo 5 [3].

Considerando as discussdes sobre o pardmetro de fuzificacdo m e sobre as taxas de
aprendizado « e aeFuzzy ja realizadas nesse texto, infere-se que:

e as redes pertencentes a familia das 1 Fuzzy LVQ possuem melhores condigdes para
encontrar agrupamentos bem definidos, principalmente quando o valor inicial para o
parametro de fuzificagdo € baixo (lim,,,—,1), pois nas iteracdes iniciais, tanto a taxa de
aprendizado da rede neural quanto o pardmetro de fuzificacdo permitem a ordenacio
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Algoritmo 5 Algoritmo de treinamento da Fuzzy LVQ nao supervisionada
Determine a quantidade de parti¢des fuzzy c;
Inicialize o contador de iteragdes t;
Determine o erro maximo permitido €;
Determine os valores dos parAmetros de fuzificaciio inicial m(® e final m);
Inicialize a matriz de protdtipos M aleatoriamente;
Inicialize o contador de iteragcdes ¢t como t = 0;
Inicialize a medida de término E®) com o maior valor possivel;
repita
Atualize o valor de m, conforme Equacgdo (19);
para Cadadado j (j = 1,...,n) faca
Calcule o novo valor do coeficiente de aprendizado, o qual serd especifico para cada par (dado,
grupo), conforme Equagao (20)
fim para
Atualize M conforme Equacdo (21);
Incremente t;
Atualize E® =|| M® — (¢ ||;
atéquet > T ou B¢ < ¢

inicial dos protdtipos, através de deslocamentos grandes, na direcdo dos grupos de
dados. Com a evolu¢do do algoritmo, tanto a taxa de aprendizado quando o pardmetro
de fuzificag¢do levam a rede a uma situacio de estabilizacéo;

e na familia das | Fuzzy LVQ, onde m(®) > m(f)  essa fase inicial de ordenagdo (deslo-
camentos grandes) estd combinada a valores altos do parametro de fuzificacdo, levando
os protétipo para média dos dados (como discutido na Equagdo (16));

e no caso da familia das LVQ constante, o comportamento se assemelha aquele discu-
tido no algoritmo FCM, com baixos valores do parametro de fuzificacio levando a um
estado de melhor defini¢cdo de grupos, e com altos valores desse pardmetros, levando
os prot6tipos na direcao do centro dos dados.

A Figura 8 ilustra cada um dos casos comentados.

5 Experimentos

A fim de ilustrar os processos de execugdo dos algoritmos aqui discutidos, nesta se-
¢do sdo apresentados alguns testes realizados sobre conjuntos de dados de cunho didatico.
Sao realizadas algumas comparagdes entre tais processos com o intuito de ilustrar como a
combinagdo das técnicas levou a concep¢do de modelos robustos e eficientes. Para fins de
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(a) (b) (© (d

Figura 8. Execu¢des da Fuzzy LVQ nao supervisionada para o mesmo conjunto de dados e
com 0s mesmos pesos iniciais. Condi¢do de parada: € = 0,0001. (a) LVQ constante -
m® =m{) =11, B, = 0,1874 e 5 épocas; (b) LVQ constante - m®) = m(f) =7,

E, = 0,8925 e 28 épocas; (c) T Fuzzy LVQ - m(® =1,1em) =7, E, =0,1874¢5
épocas; (d) | Fuzzy LVQ - m(® =7, m(H) = 1,1, E, = 0,8925 e 28 épocas.

comparagdo, em cada conjunto de dados fixou-se os valores dos pesos iniciais para todos os
algoritmos e o critério de parada para todas as execucdes foi € = 0,0001'7. O valor 2 foi
escolhido para o pardmetro de fuzificacdo m, sendo que para os casos em que existe variagao
no m o intervalo estabelecido foi [1, 1;2].

O primeiro exemplo, ilustrado na Figura 9 e Tabela 7, é a aplicacdo dos algoritmos
estudados nesse tutorial em um conjunto de dados sugerido por Yager e Filev [47]. Este
conjunto de dados possui trés grupos bem definidos e bem separados, com formato retangular
e todos com a mesma densidade de dados'®.

C-Means FCM LVQ Fuzzy LVQ 1T Fuzzy | Fuzzy
Supervisionada LVQ LVQ
Erro de Quantizagio 0,2058 0,1906 0,2046 0,1929 0,1874 0,1907
Numero de épocas 50 11 4 41 5 36

Tabela 7. Informagdes sobre a execucdo para o conjunto de dados de fécil resolucao.

Todos os modelos desse primeiro exemplo chegaram a resultados de classificagdo ou
agrupamento satisfatérios. Contudo, percebe-se claramente a superioridade dos modelos hi-
bridos, com destaque para a 1T Fuzzy LVQ, que além de chegar ao erro de quantizagdo mais
baixo, também se apresenta como uma abordagem bastante eficiente em termos de nimero

17Uma excegio foi estabelecida para a execugio do c-Means, cujo critério de parada foi € = 0,01 para os dois
primeiros conjuntos e e = 0, 001 para o terceiro conjunto. Essa estratégia foi adotada para impedir que o c-Means
executasse por muito mais tempo do que as demais técnicas, visto que este algoritmo tem um tempo de convergéncia
mais longo. Execu¢des mais longas do que as apresentadas aqui ndo levam a melhores resultados.

18 Caracteristicas que permitem verificar a corretude do algoritmo, dado que se trata de um conjunto de dados com
grupos bem definidos e “faceis” de encontrar.
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Abordagens Hibridas

(a) C-means
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(d) Fuzzy LVQ supervisionada (e) T Fuzzy LVQ ) | Fuzzy LVQ
Figura 9. Gréficos dos resultados de aplicag@o dos algoritmos estudados neste tutorial:
conjunto de dados de fécil resolucdo. Os dados estdo representados pelas “cruzes” e os

prototipos de grupos estdo representados pelos “circulos”.

de épocas executadas.

A Figura 10 e a Tabela 8 trazem informagdes referentes a execugdo dos algoritmos
em um segundo conjunto sugerido por Yager e Filev [47]. Esse conjunto proporciona inter-
pretagcdes subjetivas quanto ao nimero de grupos existentes, podendo ser interpretado como
um conjunto com dois ou trés grupos, a depender de onde os sete pontos localizados entre
os dois grupos das extremidades serdo agrupados. Tais pontos podem ser considerados um
grupo, pontos pertencentes aos outros dois grupos, ou podem ser considerados como ruido.

C-Means FCM LVQ Fuzzy LVQ T Fuzzy | Fuzzy
Supervisionada LVQ LVQ
Erro de Quantizagio 0,2976 0,2278  0,3494 0,2317 0,2269  0,2281
Nimero de épocas ndo 36 5 85 11 66
convergiu

Tabela 8. Informagdes sobre a execucdo para o conjunto de dados com dupla interpretacio
de niimero de grupos.

Os resultados do segundo exemplo confirmam a superioridade dos modelos hibridos.
Nesse caso, os modelos hibridos consumiram mais épocas de execucio, porém se mostra-
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(a) C-means (b) FCM (c) LVQ

(d) Fuzzy LVQ supervisionada (e) T Fuzzy LVQ ) | Fuzzy LVQ

Figura 10. Graficos dos resultados de aplicacio dos algoritmos estudados neste tutorial:
conjunto de dados com dupla interpretacdo de nimero de grupos. Os dados estdo
representados pelas “cruzes” e os protétipos de grupos estdo representados pelos “circulos”.

ram factiveis para resolucio do problema considerando a existéncia de trés grupos, enquanto
0 c-Means e a LVQ ndo so capazes de “entender” o conjunto de dados sob esse perspec-
tiva. Considerando a existéncia de apenas dois grupos, os resultados dos modelos cldssicos
melhoram, pois sua principal dificuldade estd em “encontrar o terceiro grupo”.

Finalmente, o dltimo exemplo est4 ilustrado na Figura 11 e na Tabela 9. Trata-se de
um conjunto de dados com variag¢do de densidade de dados entre os grupos, adaptado de [14].
O conjunto possui 312 pontos, divididos em 301 pontos para o primeiro grupo e 11 pontos
para o segundo.

C-Means FCM LVQ Fuzzy LVQ 1 Fuzzy | Fuzzy
Supervisionada LVQ LVQ
Erro de Quantizagdo | 0,0616  0,0541  0,0637 0.0455 0,0403 0,0516
Nuimero de épocas 19 7 6 55 11 16

Tabela 9. Informagdes sobre a execucdo para o conjunto de dados com densidade de dados
diferentes nos grupos.

No caso desse dltimo exemplo, ha que se destacar o 6timo desempenho do modelo 1
Fuzzy LVQ. O conjunto de dados usado nado favorece técnicas ndo supervisionadas (observe
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Figura 11. Graficos dos resultados de aplicacio dos algoritmos estudados neste tutorial:
conjunto de dados com densidade de dados diferentes nos grupos. Os dados estdo
representados pelas “cruzes” e os protétipos de grupos estdo representados pelos “circulos”.

que as técnicas supervisionadas resolvem o problema), visto a grande disparidade da densi-
dade de dados em cada grupo. Entretanto, mesmo em condicdes desfavordveis o modelo 1
Fuzzy LVQ apresentou o melhor erro de quantizagio'®. Em termos de classes/grupos obti-
dos, a LVQ apresenta resultados superiores, ainda que seu erro de quantizagdo seja mais alto.
Esse comportamento se deve ao fato da grande quantidade de dados no grupo onde os dois
protétipos do algorimto FCM se posicionaram, usando um pequeno nimero de épocas.

6 Aplicacoes - Visao Geral

Os modelos explorados neste trabalho (FCM e Fuzzy LVQ) foram apresentados no
inicio da década de 90. Atualmente, eles tem sido aplicados na execucdo de tarefas de agru-
pamento e também utilizados como base para o desenvolvimento de novos modelos com o
objetivo de minimizar deficiéncias observadas durante suas aplicacdes, como a sensibilidade
aruidos, o alto custo computacional exigido e a adequabilidade para aplicagdo em problemas
que apresentam necessidades particulares.

190 erro de quantizagio é usado como uma medida de qualidade para os resultados de tarefas de classificagiio e
agrupamento, como discutido na Sec¢do 2.6, contudo, a depender da situacéo, esse erro ndo indica o melhor resultado
obtido. Um exemplo é o caso do algoritmo FCM e do modelo LVQ.
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A modelagem original do modelo FCM tem sido aplicada, por exemplo, para o pro-
cessamento de imagens médicas [37, 35], para a andlise e compressdo de imagens [40] e
outros problemas de reconhecimento de padrdes [38]. Em [37], o FCM ¢ utilizado na seg-
mentacdo de imagens de ressonincia magnética para deteccio de exsudatos 2° - o primeiro
sinal de Retinopatia Diabética - com preciséo de 99, 11%. Em [35], varia¢cdes do FCM sdo
utilizadas para segmentar lesdes em imagens de dermatoscopia. Nesse caso, a versdo cldssica
do algoritmo apresenta 0,74 de sensibilidade e 0,99 de especificidade, enquanto a versdo
proposta apresenta 0, 77 de sensibilidade e 0,99 de especificidade, além de ter menor custo
computacional. O FCM também € utilizado para identificacio online de um usudrio por meio
de sua escrita a mao com 98, 3% de precisdo em [38]. Em [40], uma versdo modificada in
batch do algoritmo Fuzzy LVQ, baseada na fun¢do objetivo do FCM, foi utilizado para com-
pressdo de imagens, obtendo resultados superiores a propria Fuzzy LVQ classica e a outros
algoritmos, como versdes modificadas da rede neural Linde Buzo Gray (LBG) e do algoritmo
classico c-Means.

Em [42] os autores avaliam quatro diferentes métodos de agrupamento fuzzy, desen-
volvidos com base no FCM padrao, a fim de identificar pontos em comum e limita¢des espe-
cificas de cada método. Ao final, é proposto um algoritmo de agrupamento otimizado que foi
aplicado com sucesso na classificacdo de posturas humanas.

O algoritmo FCM também foi recentemente usado na construcdo de uma prova de
conceito para uma nova abordagem de inser¢do de conhecimento de dominio na resolugdo da
tarefa de agrupamento. Em [32], os autores introduzem o conceito chamado “viewpoints”, o
qual € uma forma pela qual o usudrio pode introduzir algum conhecimento sobre os dados que
estdo sendo agrupados por um processo de otimizacdo qualquer. Apesar dos autores terem
escolhido o FCM em sua prova de conceito, a abordagem introduzida neste trabalho nao esta
restrita a essa classe de algoritmos de agrupamento.

O algoritmo Fuzzy LVQ tem sido utilizado em Geociéncias [11], processamento de
dados sensoriais (processing sensor-array data) [13] e reconhecimento de padrdes [7, 24].
Os autores em [11] aplicaram diferentes arquiteturas de redes neurais (Multilayer Perceptron
(MLP) Self Organizing Maps (SOM) e Fuzzy LVQ) no problema de classifica¢do no con-
texto de mapeamento geoldgico. Diferentes experimentos foram executados e foi observado
a superioridade da Fuzzy LVQ tanto em relag¢do a acuidade dos resultados alcangados quanto
em relacdo a velocidade de execucdo e estabilidade do modelo. A Fuzzy LVQ também foi
alvo de comparagdo com outras arquiteturas de redes neurais em aplicacdes de reconheci-
mento de padrdes de odores. Em [13] os autores afirmam que a Fuzzy LVQ apresenta alta
capacidade de reconhecimento neste tipo de aplicagc@o. Nesse trabalho, o desempenho dessa
arquitetura neural foi melhorado pela combinagdo de seu processo de aprendizado com o

20matéria resultante de processo inflamatdrio : fonte - FERREIRA, Aurélio Buarque de Holanda. Diciondrio da
lingua portuguesa. Rio de Janeiro (RJ), Brasil: 2000, verbete exsudato
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método de otimizacdo Particle Swarm. Em [7], as arquiteturas neurais SOM, LVQ e Fuzzy
LVQ supervisionada e ndo supervisionada foram testadas para resolver um problema de re-
conhecimento de padrdes de movimentos gestuais. Nesse trabalho, a rede neural Fuzzy LVQ
nao supervisionada obteve os melhores resultados dentre os modelos testados, apresentando
taxas de reconhecimento altas com um nimero reduzido de neurdnios em relacdo aos de-
mais modelos. Em [24], redes neurais Fuzzy LVQ ndo supervisionadas e supervisionadas
foram utilizadas para compor um comité de maquinas visando reconhecer imagens estaticas
e movimentos dindmicos representando as configuracdes de mdo e movimentos da Lingua
Brasileira de Sinais. O comité foi capaz de reconhecer as 20 configuragdes de mao e os cinco
movimentos utilizados para representar as letras do alfabeto na Lingua Brasileira de Sinais
com precisdo de, respectivamente, 85% e 91, 7%.

Versdes hibridas, que combinam o FCM com outros algoritmos, sdo exploradas em
diferentes contextos de aplicacdo. Com o objetivo de analisar a eficiéncia de companhias
de distribui¢do de energia, os autores do trabalho apresentado em [36] aplicaram o FCM
em conjunto com os métodos Principal Component Analysis (PCA) e Data Envelopment
Analysis (DEA). Nesse trabalho, o FCM foi a técnica escolhida para agrupar companhias
de distribui¢@o de energia com base em varidveis ambientais, de forma que cada companhia
seja comparada apenas com aquelas atuantes em contextos similares, evitando comparacdes
de organizacdes com realidades muito diferentes. Também no contexto de sistemas de ener-
gia, os autores do trabalho apresentado em [26] constréem um sistema hibrido usando FCM,
Quantum-Inspired Particle Swarm Optimization (QPSO) e redes neurais Radial Basis Func-
tion (RBF). Nesse sistema hibrido, o algoritmo FCM atua na busca dos centros das fungdes
kernel da rede neural RBF e o célculo dos pesos das conexdes da camada de saida da rede
neural é suportado por uma técnica de otimizacao global, a QPSO, também introduzida nesse
artigo. Em [8] € proposto um algoritmo baseado no FCM e no principio do Filtro Sigma, o
Improved Fuzzy C-means (IFCM), visando a segmentacdo de imagens de ressonincia mag-
nética. O uso do novo algoritmo diminuiu o erro médio na segmentacgio de 2, 5%, utilizando
0 FCM tradicional, para 0, 74%.

Em termos de evolugdo, é perceptivel que a principal preocupacdo em relacdo aos
modelos FCM e Fuzzy LVQ € a sensibilidade a ruidos. Visando fornecer solu¢des para esse
problema, diversos trabalhos foram desenvolvidos. No caso do FCM, o modelo Fuzzy Possi-
bilistic C-Means (FPCM) € proposto em [30] visando superar o problema de sensibilidade a
ruidos, presente no FCM, e um problema presente no modelo Possibilistic C-Means (PCM),
que apresenta uma tendéncia a convergir para clusters coincidentes, através da consideragao
de graus de pertinéncia e valores de possibilidade. Posteriormente, uma evolugdo desse algo-
ritmo € apresentada em [31]: o modelo Possibilistic Fuzzy C-Means (PFCM) ¢ um modelo
hibrido baseado nos modelos FCM e PCM que pretende evitar os problemas ja citados, além
de evitar certa dificuldade do FPCM em lidar com grandes conjuntos de dados. O algoritmo
FPCM também embasou a criacdo de uma abordagem para implementacdo de co-clustering,
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apresentada em [39].

Alguns algoritmos, como o algoritmo Fuzzy Local Information C-means (FLICM)
apresentado em [18], visam superar as desvantagens do FCM objetivando uma area de apli-
cacdo especifica - neste caso, a segmentagdo de imagens. O FLICM utiliza informagdes
locais de niveis de cinza e espaciais para segmentar imagens. O algoritmo apresenta ro-
bustez a ruidos e pode ser utilizado diretamente nas imagens originais, ao invés de imagens
pré-processadas. O problema do ruido também foi notado em [6], em uma aplicacdo de
segmentacdo de imagens. Como no modelo FCM ndo sdo consideradas as informacgdes de
vizinhanga espacial, que sdo fundamentais para o alcance de bons resultados na segmentacdo
de imagens, em [6, 18], os autores propdem outras modificagdes na medida de similaridade
do FCM padrio, com vistas a melhorar seu desempenho neste tipo de aplicacao.

Ja no caso da Fuzzy LVQ, algums evolucdes sdo representadas pelos trabalhos des-
critos em [44, 45]. O modelo Possibilistic Fuzzy Learning Vector Quantization (PFLVQ)
proposto em [44] integra o modelo de agrupamento PFCM no modelo Fuzzy LVQ para lidar
com os ruidos presentes nos dados. Outro modelo proposto recentemente em [45] consiste
em integrar os principios da LVQ ao modelo Generalized Noise Clustering (GNC), ao in-
vés do modelo FCM - que ¢é sensivel a ruidos - para criar o Noise Fuzzy Learning Vector
Quantization (NFLVQ), que utiliza os valores de pertinéncia do algoritmo GNC como taxas
de aprendizado e apresenta melhores resultados no agrupamento de conjuntos de dados com
ruidos.

7 Consideracoes Finais

Este tutorial cobriu os principais conceitos referentes ao algoritmo Fuzzy-c-Means
e aos modelos neurais-fuzzy Fuzzy Learning Vector Quantization. Além disso, conceitos
basicos normalmente necessdrios para o entendimento de modelos que se aplicam a tarefas
de agrupamento e classificagdo foram apresentados, juntamente com as suas versdes classicas
(C-Means e Learning Vector Quantization).

A teoria discutida, bem como os exemplos didéticos apresentados, tiveram o obje-
tivo de colocar o leitor em condi¢des de melhor entender o comportamento dos algoritmos
e, com isso, otimizar o uso dos mesmos. A explanacio tedrica, sobretudo sobre o algoritmo
Fuzzy-c-Means, ilustrou a importancia da correta parametrizacao dos modelos, visto que di-
ferentes valores para diferentes parametros, comprovadamente, levam a comportamentos e
resultados diferenciados. O algoritmo Fuzzy-c-Means, que serviu de base para a elaboracgio
do modelo Fuzzy LVQ, apresentado neste trabalho, tem sido utilizado também como base
para o desenvolvimento de diversas novas modelagens. Conhecer em detalhes o comporta-
mento do algoritmo FCM diante dos parametros de entrada torna-se fundamental para o pleno
entendimento das abordagens evoluidas do algoritmo padrdo.

RITA e Volume 19 e Ntimero 1 e 2012 159



Tutorial sobre Fuzzy-c-Means e Fuzzy Learning Vector Quantization: Abordagens Hibridas
para Tarefas de Agrupamento e Classificacdo

A adequabilidade do tratamento da incerteza e imprecisdo, suportados pela Teoria

Fuzzy, foi evidenciada pelos exemplos presentes na secdo de experimentos. Fica evidente
também nos exemplos didéticos a superioridade dos métodos hibridos sobre suas versdes
classicas. Nao obstante, o referencial bibliografico que suporta a discussdo aqui desenvolvida,
mostra que os métodos hibridos aqui tratados estdo em constante aplicag@o e evolugdo.
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