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THE JOURNAL OF SYMBOLIC LoGic
Volume 56, Number 2, June 1991

ANNEAUX p-ADIQUEMENT CLOS
ET ANNEAUX DE FONCTIONS DEFINISSABLES

LUC BELAIR!

§0. Introduction. Nous considérons des théories d’anneaux locaux reliées aux
corps p-adiques, p un nombre premier. Dans le §1 nous établissons les axiomatisa-
tions données dans [B1], ainsi qu’une autre axiomatisation des anneaux apparais-
sant dans [R1]. Il s’agit d’anneaux locaux henséliens dont le corps résiduel est
¢lémentairement équivalent a une extension finie d’un corps p-adique. Nous les
appelons anneaux locaux p-adiquement clos. Dans le contexte de [R1] et [B1] ils
apparaissent comme fibres du faisceau structural (aussi appelé faisceau de Nash
dans [BS]) accompagnant les spectres p-adiques. L’intérét de nos axiomatisations
provient de la simplicité des axiomes qui rendent compte des propriétés
henséliennes. Dans le §2 nous donnons une axiomatisation d’une théorie d’anneaux
locaux qui apparait naturellement dans le contexte de la théorie des modéles des
corps valués, et se trouve étre une complétion d’une théorie du §1. Nous appelons ces
anneaux, anneaux intégres p-adiquement clos.

Dans le §3 nous utilisons §2 pour montrer que les anneaux intégres p-adiquement
clos apparaissent aussi comme anneaux quotients d’anneaux de fonctions continues
définissables sur les courbes affines p-adiques. Nous représentons alors un idéal
premier comme le noyau d’un morphisme d’évaluation en un point non-standard de
la courbe. Le spectre p-adique fournit un outil commode qui permet de décrire la
situation de fagon concise. Quelques-uns de nos arguments (par exemple dans les
lemmes 3.9 et 3.11) s’apparentent a certains raisonnements utilisés dans le contexte
de “décomposition cylindrique” réelle (voir [V1]) ou p-adique (voir [SV]). Des
questions similaires sont traitées dans [ Pi].

Les théories d’anneaux que nous présentons possédent des analogues réels. Plus
précisément, les anneaux locaux p-adiquement clos correspondent aux “anneaux
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540 LUC BELAIR

locaux séparablement réels clos” de Kock (voir [JR]), et les anneaux intégres p-
adiquement clos correspondent aux anneaux réels clos de Cherlin et Dickmann
(voir [CD1]).

Nous précisons maintenant la notation, et faisons quelques rappels. Dans cet
article, anneau sera synonyme d’anneau unitaire commutatif, et définissable sera
synonyme de définissable avec parametres dans le langage des anneaux. Un anneau
est dit local s’il ne posséde qu’un seul idéal maximal, qui coincide alors avec
I’ensemble des éléments non inversibles. Si 4 est un anneau local, m, désigne son
idéal maximal, k, son corps résiduel, i.e. 4/m,, et ~ Papplication canonique de A sur
k,. On utilise les prédicats auxiliaires R,(x), n > 1, avec 'interprétation R,(x) <> Iy
(xy" = 1). Un anneau local A4 est dit hensélien si pour tout polynéme f € A[x], toute
racine résiduelle (i.e. dans k,) simple de f se reléve en une racine de f dans A
(forcément unique). A un anneau A on peut associer son spectre premier, noté Spec
A: Cest I’espace topologique formé des idéaux premiers de 4 et dont une base est
donnée par les ensembles de la forme D(a) = {p € Spec A: a ¢ p}, a € A. Spec A est
un espace compact (i.e. il posséde la propriété de sous-recouvrement fini) muni
d’une base d’ouverts compacts close par intersection finie, a savoir les D(a), et tel que
tout fermé irréductible est 'adhérence d’un seul et unique point. Un espace
topologique ayant ces propriétés est dit spectral. Hochster [Ho, théoréme 6] a
montré que ce sont exactement les espaces homéomorphes au spectre premier d’un
anneau. Soit I un idéal de 4, on pose nrad I = {b € A: il existe n € N tel que b" € I}.

Soit K un corps, on note K° son groupe multiplicatif et K " ou P, le sous-groupe
multiplicatif des puissances n-iémes, n € N. On écrit aussi P,(x) pour x € P,. On
note x le n-uplet (x,,..., x,). Une variété affine V dans I’espace affine K" est un sous-
ensemble algébrique irréductible; I'idéal de V, I(V), est I'idéal formé des polyndmes
feK[Xy,...,X,] qui sannulent sur V, et 'anneau K[ V] = K[X]/I(V) est appelé
I'anneau des coordonnées de V. On dit que V est une courbe si le degré de
transcendance de K[ V] sur K est 1. Si L est une extension de K, on pose V(L) =
{x e L f(x) = 0, pour tout f € I(V)}. Si X < K" et f est une fonction de X dans
K, on pose Z(f) = {x € X: f(x) = 0}.

Soit p un nombre premier et @, le corps des nombres p-adiques muni de la
valuation p-adique v,. On note val K le groupe de valuation d’un corps valué (K, v)
(pour les corps valués voir [Ri]). La valuation v est aussi déterminée par la relation
D(x,y) <> v(x) < v(y), appelée relation de divisibilité de v. Soitae @, ety e val @,
on pose B(a,y) = {x € Q,: v,(x — a) > y}. Soit § = @}, n € N, alors adh S désigne
I'adhérence de S pour la topologie p-adique. Si S est définissable, alors €(S) désigne
I'anneau des fonctions S — @, continues (pour la topologie p-adique) et dé-
finissables. De la fagcon évidente on prolonge cette notation a toute extension
¢lémentaire de Q,. Pour plus de détails sur la théorie élementaire de Q,, Th(Q,),
nous renvoyons a I’exposé de Macintyre [Ma]. Un corps p-adiquement clos est un
corps élémentairement équivalent 4 Q,. Pour n > 2, soit P,(x) un prédicat unaire
interprété comme P,(x) « Jy(y" = x). Macintyre a montré que Th(Q,) élimine
les quantificateurs dans le langage des anneaux muni des prédicats P,. Pour n > 2,
soit S,={reN:0<r<n}, a(n)=2v,(n), A4,={2eN:1<i<p®™*! (4,p)=1},
A,={eeN:e=Ap", le A, reSs,}, et d={(e)hn: e, €4, ct(e,)elimQ,/Q;'}.
Rappelons que pour n > 2, Q, = \/. 4, P(ex).
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ANNEAUX p-ADIQUEMENT CLOS 541

La théorie des modeles des extensions finies de @,, comme corps valués, a été
étudiée par Prestel et Roquette [PR]. Pour d € N, la théorie élémentaire des
extensions finies de degré d est axiomatisée par la théorie CpC,; des corps p-
adiquement clos de rang d. Un corps p-valué est un corps valué de caractéristique 0
dont le corps des restes est de caractéristique p, et dont I’'anneau de valuation
modulo (p) est de dimension linéaire d sur le corps premier F,. Un corps p-
adiquement clos de rang d est un corps p-valué de rang d hensélien, valué dans un
Z-groupe. Fixons une extension finie K/Q, de degré d. La théorie élémentaire de
(K,v,) est axiomatisée par CpC,; + Iy(x(y) = 0), ou x € Z[X] est un polynome
irréductible qui engendre I'extension K/Q,; Th(K) fixe un degré de ramification
absolue e et un degreé résiduel absolu f, et d = ef. Soit ¢ le plus petit entier plus grand
que e et premier avec p, alors la structure valuée de (K,v,) est définissable
algebriquement: v,(x) < v,(y) <> 3z(x* + py® = z°).

Le spectre p-adique a été introduit par E. Robinson [R1] motivé par le spectre
réel de Coste et Roy [CR]. Cette construction a été généralisée aux extensions finies
de @, par Brocker et Schinke [BS], et indéependamment dans [B1]. Rappelons-
la briévement (voir aussi [ B2]). Soit 4 un anneau et définissons la relation ~ sur
les homomorphismes 4 - K, ou K = Th(Q,). Soit f: A > K;,i=1,2, 00 K; =
Th(Q,), alors f; ~ f, ssi il existe K3 = Th(Q,) et des homomorphismes g;: K; —
K; tels que g, f; = g, f,. Puisque Th(Q,) est modele-compléte, la relation ~ est
une relation d’équivalence. Le spectre p-adique de A4, noté Spec, A, est I'espace
topologique formé des classes d’équivalence de ~, et dont la topologie est engendrée
par la base

{Dy(@):m;eN,q;€ A, 1 <i<k keN}, ouD,(a)={A4—>K/~: Kk /\P;(a)}.

Le théoreme d’¢limination de Macintyre assure que les D,(a) sont bien définis. On
vérifie qu’ils sont compacts et que Spec, 4 est un espace spectral. Chaque formule
¢(a)du langage des anneaux a paramétres dans 4 (L(A4)) induit un sous-ensemble de
Spec, A défini par[¢] = {4 - K/~: K = ¢(a)}. Soit 4*(A) le diagramme positif de
A (les énoncés atomiques de L(A4) vrais dans A), alors Spec, 4 s’identifie avec
ensemble des complétions de la théorie 4*(4) + Th(Q,) muni de la topologie
engendrée par les formules /\P;(a;). Cette topologie est moins fine que celle
engendrée par toutes les formules ¢(a), qui donne un espace de Stone. Le reste de la
notation est standard: im g désigne I'image de la fonction g, etc.

§1. Anneaux locaux p-adiquement clos. Dans [R1], E. Robinson donne une
axiomatisation dans la logique cohérente (voir [Re, p. 165]) de la classe suivante
d’anneaux locaux.

DEFINITION 1.1. On appelle anneau local p-adiquement clos un anneau local
hensélien dont le corps résiduel est un corps p-adiquement clos.

Les corps p-adiquement clos sont, trivialement, des anneaux locaux p-
adiquement clos. Outre le contexte du spectre p-adique cité dans I'introduction, on
peut aussi donner comme exemples: 'anneau des séries formelles Q,[[ T]], 'anneau
des germes de fonctions p-adiques analytiques en un point, ’'anneau des germes de
fonctions p-adiques C* en un point, k € N fixé. Notons que ce dernier exemple n’est
pas un anneau intégre.
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542 LUC BELAIR

Fixons une extension finie K/Q, de degré d, avec d = ef dans la notation de §C, et
soit y(X) € Z[X] un polynome irréductible qui engendre cette extension. Dans le
but de prolonger les résultats de E. Robinson (ibid.) sur le spectre p-adique, nous
introduisions dans [B1] la généralisation suivante de la définition 1.1.

DEFINITION 1.2. On appelle anneau local p-adiquement clos de type y un anneau
local hensélien dont le corps résiduel est un corps p-adiquement clos de rang d ou le
polyndme y a un zéro.

Nous donnons d’abord une nouvelle axiomatisation des anneaux locaux p-
adiquement clos, que nous généralisons ensuite au contexte de la définition 1.2 (tout
cela aussi dans la logique cohérente). Comme il est maintenant bien établi, nous
obtenons notre axiomatisation a partir d’une axiomatisation adéquate du corps
résiduel, en considérant I’idéal maximal comme un voisinage infinitésimal de 0.

DErFINITION 1.3. Soit CpC la théorie suivante:

(1) Axiomes de corps;

(ii.1) D(x,y) & Ry(x) A R(x* + py®),e =3,sip =2, ¢=2,5inon;

(ii.2) U(x) « D(1,x) A D(x,1);

(iL.3)  Ry(x) = D(x,y) v D(y,x);

(ii4) D(x,y) A D(y,z) = D(x,z);

(iL.5) D(x,y) A D(x',y") = D(xx', yy’);

(i.6) D(x,y) A D(x,y") = D(x, y + y');

(iii.1) D(p,1)—> L;

(iii.2) D(1,x) - \/{D(p,x —i): 0 <i<p};

(iii.3) D(x,1) v D(p,x);

(iii.4,) Ry(x) > \/{R,(Ap'x):r€S,, A€ A,};

@, A{UG) D(px): 1< j<n}—Fy(y" +x,)" "1 + -+ %, = 0) A UQy).

LEMME 1.4. La théorie CpC constitue une axiomatisation des corps p-adiquement
clos.

DEMONSTRATION. Le prédicat D(x,y) définit la relation de divisibilité corre-
spondant a la valuation p-adique dans les corps p-adiquement clos. L’axiome (iv,)
dit que cette valuation est hensélienne (voir [Ri, p. 185, théoréme 4]) et (iii.4,) assure
que le groupe de valuation est un Z-groupe.

DErRINITION 1.5. Toujours avec la méme interprétation des R,, soit ALpC la
théorie d’anneau obtenue de CpC en remplagant les axiomes de corps par ceux
d’anneau local, i.e.

(i.0) Axiomes d’anneau;

i) 0O=1)-1;

(i2) Ry(x +y) = Ry(x) v Ry(y);
et en ajoutant

(i.3) R,(x) = Ry(x — y) v R,(y).

Il est commode de noter d(x4,..., x,) les hypoth¢ses de (iv,).

PROPOSITION 1.6. La théorie ALpC constitue une axiomatisation des anneaux
locaux p-adiquement clos.

DEMONSTRATION. Soit 4 un anneau local. Notons d’abord que si 4 satisfait (i.3)
alors
(%) AE R, (x) ssi kgE= R, (X)
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ANNEAUX p-ADIQUEMENT CLOS 543

De méme, (*) est vérifiée si A est hensélien et k, de caractéristique zéro. On procéde
alors comme dans la proposition 1.4 de [R1]. Par exemple, supposons que A4 soit un
anneau local p-adiquement clos. Les axiomes (iii) sont des séquents ¢ — V: par (%) si
A E ¢ alors k, = @, et par le lemme 1.4 ceci donne k, =  dont on tire A = en
utilisant () de nouveau. Le seul point délicat ici est de montrer que si A = ALpC
alors A est hensélien. 11 suffit de montrer que tout polyndme f(t) = t" + t" ! +
bayt"* + --- + ba,, ou bemy,, a;€ A, posséde une racine inversible (voir [V2,
(2.10)]). Or f(t) = t" + t"~ * modulo m,, et donc k, = 6(1,bas,,...,ba,). Par (x)on a
A= 6(1,ba,,...,ba,) et f posséde une racine x telle que U(x). O

Il est commode d’introduire la notation suivante. Pourn > 1,m, k(1),..., k(m) des
entiers non négatifs posons S¥ = S, U {x}, x* = (x*V,...,x¥™), x* =0, B(n) =
2dv ,(n), gu(X,y) = L% x;y’, et soit u = p/ — 1. Rappelons notre convention pour
&, C’est le plus petit entier premier avec p et plus grand que e.

DErNITION 1.7. Soit CpC, la théorie suivante:

0) Ry(k), k=2,3,...;

(i), a (iii.1), les mémes axiomes que (i) a (iii.1);
(iii.2), Ux) A D(x*—1,1)> L;

(iii.3), D(x,1) v D(p, x°);

(iii.4,), Ry(x) A D(y*,p) A D(p,y°) A (z¥ = 1)
S [z =11 <i<p/ =1} v \/{R,(ga(2"% y)y"x) A U(g,(z", y):
res, ke (Sxfm+1y;

(ivy), A{U(x,) A D(p,x$): 1 < j<n}
-3y + Xy e+ %, =0) A U(y);
(v) y(x(y) = 0).

PROPOSITION 1.8. La théorie CpC, constitue une axiomatisation de Th(K).

DEMONSTRATION. Tout modéle de CpC, + (v) vérifie CpC,. D’autre part si
M = CpC,, alors (0)—(iii.3), disent que M est p-valué avec indice de ramification
absolue e,; < e et degré résiduel absolu f;, < f. Soit v la valuation de M, on a alors
v(x) > 0ssiv(x®) > v(p),et(iv,), implique que M est hensélien. Par (v)ona ey > eet
fu = f. Enfin on peut trouver un élément premier y et une racine primitive (p/ — 1)-
ieme de 1, z, et (iii.4,), assure que M est valué dans un Z-groupe. O

REMARQUE. Le Lecteur duJSL nousaindiqué que (0) découle des autres axiomes
de CpC, . Les mémes arguments montrent aussi que AIpC — (0)=R,(p) A ¢ #0,q
premier et g # p (cf. §2).

DErINITION 1.9. Soit ALpC, la théorie d’anneau obtenue de CpC, de la méme
fagon que ALpC a partir de CpC.

ProposITION 1.10. La théorie ALpC, constitue une axiomatisation des anneaux
locaux p-adiquement clos de type y.

DEMONSTRATION. Compte tenu de la proposition précédente on peut procéder
comme pour la proposition 1.6. O

Il est clair qu'on peut considérer ALpC comme le cas particulier de ALpC,
ou d = 1. Dans la méme veine, notons aussi é(x,,...,x,) les hypothéses de I’axiome
(iv,),. L’intérét de I'axiomatisation ALpC, réside dans la simplicite de (i.3), et
(iv,), a rendre compte des propri¢tés henséliennes a la fois de 'anneau lui-méme,
et de la valuation p-adique du corps résiduel. De fagon plus précise, on exploite dans
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544 LUC BELAIR

[B1, lemme 5] le lemme suivant, qu’on démontre en utilisant les propriétés
henséliennes de A4 et de la valuation p-adique de k.

LEMME 1.11. Soit A= ALpC,, ay,...,a, € A tels que A = 6(a). Alors il existe un
seul et unique x € A tel que x" + a;x" ' + .-+ a,=0et A = U(x).

§2. Anneaux intégres p-adiquement clos.

DEFINITION 2.1. Soit AIpC la théorie d’anneau obtenue a partir de la théorie
ALpC en ajoutant 'axiome (0) et en remplagant respectivement les axiomes (i.2) et
(iii.4,) par (i.2') et (iii.4;):

0) Rik), k=23,...;

12) (xy=0->x=0v(y=0), Iz (x=zy) v(y=2zx), et 3z TIR,(2) A
—(z = 0);

(iii47) Veea, 3y (" = ex).

L’axiome (i.2') dit que I'anneau est un anneau de valuation non trivial (i.e. pas un
corps). Rappelons que tout anneau de valuation est local. On vérifie facilement que
Panneau de séries formelles généralisées Q,[[ T®]] est un modéle de cette théorie.
Soit C une courbe affine p-adique, nous allons montrer en §3 que si p est un idéal
premier non maximal de #(C(Q,)), alors 'anneau quotient €(C(Q,))/p est un
modéle de AIpC. Notons que si on admet les anneaux de valuations triviaux (i.e. les
corps) comme modeéle de AIpC, on obtient aussi les corps p-adiquement clos. Nous
appelons les modéles de AIpC, anneaux intégres p-adiquement clos. La théorie AIpC
constitue une axiomatisation de Th(Q,[[T®]]).

PROPOSITION 2.2. La théorie AlpC axiomatise les anneaux de valuation henséliens
non-triviaux dont le corps résiduel est p-adiquement clos et le groupe de valuation
divisible.

DEMONSTRATION. Si 4 = AlpC,alors compte tenu de §1 il suffit de montrer que le
groupe de valuation de A est divisible, ce qui découle de (iii.4;) et du fait que 4 est une
Q-algebre. D’autre part, si A est un anneau de valuation hensélien dont le corps
résiduel est p-adiquement clos et le groupe de valuation est divisible, alors par §1 il
suffit de montrer que 4 & (iii.4,). Soit donc a € A. Le groupe de valuation de A étant
divisible, (iii.4,) entraine que le polyndome X" — ae posséde un zéro dans le corps des
fractions de 4 pour une € 4,. Comme A est intégralement clos on a le résultat voulu.

O

La théorie d’anneau de valuation AIpC fournit les meilleures conditions
d’application de différents principes de transfert du type Ax-Kochen-Ershov. La
caractéristique est toujours nulle, la théorie des corps p-adiquement clos et celle des
groupes abéliens ordonnés divisibles sont complétes, décidables, modéles-complétes
et admettent I’¢limination des quantificateurs, 'une dans une extension par
définition du langage des corps (théoréme de Macintyre) et I'autre dans le pure
langage des groupes ordonnés.

COROLLAIRE 2.3. (1) La théorie AlpC est compleéte et décidable.

(2) La théorie AlpC élimine les quantificateurs (de facon primitive récursive) dans
le langage des anneaux auquel on ajoute les prédicats P,(x), n > 2, ou AlpC =
P(x) < 3y (y" = x).

(3) La théorie AlpC est modéle-compléte dans le langage des anneaux auquel on
ajoute le prédicat x|y, oii AlpC k= x |y <> 3z (xz = y).
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ANNEAUX p-ADIQUEMENT CLOS 545

DEMONSTRATION. En considérant le couple formé par un anneau de valuation et
son corps des fractions on peut adapter sans difficulté les théorémes suivants. Pour
(1) c’est le principe de Ax-Kochen-Ershov pour la complétude, e.g. voir le théoréme
A de [CD]. Pour (2) on peut utiliser le théoréme 5 de [CD] ou le corollaire 2.21 de
[De], et pour I’¢limination primitive récursive le théoréme 4.12 de [We]. Pour (3),
notons qu’une inclusion d’anneaux de valuation A, < A4, qui respecte le prédicat
| induit une extension de corps valués au niveau de leurs corps des fractions, de
sorte qu’il s’agit du principe de Ax-Kochen-Ershov pour la modé¢le-complétude,
e.g. voir le théoréme B de [CD]. O

Il S’ensuit que le corps des fractions d’un modele de AIpC est toujours un corps p-
adiquement clos, puisqu’il en est ainsi pour QP[[TQ]]. On peut toutefois démontrer
directement ce fait en utilisant le méme genre d’argument que dans la derniére partie
de la démonstration de la proposition 2.2. Nous esquissons cette preuve. Notons
QO(A) le corps des fractions d’un anneau intégre A.

PropPosSITION 2.4. Si A &= AlpC, alors Q(A) = CpC.

DEMONSTRATION. Soit les prédicats P,(x), Y(x, y) interprétés comme suit:

AEPR(x) <3y (y" = x);
AE Y(x,y) o x #0 A P(x* + py®).
Notons que comme A est intégralement clos on a
() A P(xz") = Bx),

On vérifie d’abord que Y'(x, y) définit une valuation p-adique sur 4, qui se prolonge
de facon unique a Q(A). Par exemple montrons que 4 = x # 0 = Y(x,y) v Y(y,x).
Soit x, y € A, x # 0. Comme A est un anneau de valuation on peut supposer x = zy,
pour un z € A. Par (iii.4’), on a P(p,(z°y* + py®)) et P(p,(y* + pz°y®)), pour certains
p1> P2 € 4;; par (1) on a P(py(z° + p)) et B(p,(1 + pz®)) (notons que R,(z° + p) et
R,(1 + pz®): c’est immédiat si —1R;(z), sinon on peut utiliser la valuation p-adique
de k). Par ailleurs, si R,(z) alors, par (ii.3), on a R,(z° 4+ p) ou R,(1 + pz®), et ainsi
P(y°z® + py®) ou P(y°® + pzfy®), ie. Y(x,y) ou Y(y,x). Enfin si 1R,(z), alors en
utilisant (i.3) on obtient R,(p,), d’ou R (1 + pz¢), et donc P(y® + pz®y®), ie. Y(p,x).

A ce stade-ci, Y(x, y) détermine sur Q(A) une valuation p-adique, et (iii.4,) assure
que le groupe de valuation est un Z-groupe. Il reste a vérifier que cette valuation est
hensélienne. I suffit de montrer

@ A Y(ay,b,) A Y(by,a1) A f\l Y(pb;, a;)
Jj>

— 3y (boy" + byayy" ' + -+ b,a, =0 A Y(1,y) A Y(3,1)),

ol a;, bje A, by = 1,b;=bo---b;_1b;y1---b,.

Si R,(b;), pour tout j, alors c’est fini par I'axiome (iv,). Sinon supposons b; non
inversible, et soit F(X)=Y"_obja;X"" 7, out ap = 1. Si b; = w;a;, b; # 0, alors en
raisonnant comme ci-dessus on obtient R,(p®uf + p) et R (u;),sii # 1, et R (u + p),
R,(1 + pui) et Ry(u,),sii= 1. Posons b; = b;,a; = a;, si j #i,etb; =u;, a; =1, et
Fi(X)=Y"_obja;X" . Alors F(X) = a;F(X) et les coefficients de F,(X) vérifient
aussi les hypothéses de (2), cependant F;(X) posséde un “b;” inversible en plus, a
savoir b!. Par notre premiére remarque, on peut raisonner par récurrence et trouver
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y e Atelque Fi(y) =0, Y(y,1), Y(1, y) et a fortiori F(y) = 0. Par ce qui précede et le
fait que A est un anneau de valuation, on peut donc supposer a; = u;b; pour tout j.
Soit Fi(X)= X"+ u; X" ' + .- 4+ u,, alors F(X) = boF,(X) et comme ci-dessus
les u; vérifient (iv,) et on conclut facilement. O

Ainsi les modéles de AIpC sont des anneaux de valuation de corps p-adiquement
clos. On peut les caractériser en ces termes.

PROPOSITION 2.5. Les modéles de AlpC sont les anneaux de valuation des corps p-
adiquement clos induits par les sous-groupes convexes du groupe de valuation de la
valuation p-adique.

DEMONSTRATION. Soit K = CpC, v sa valuation p-adique, H un sous-groupe
convexe propre de val K, A 'anneau de valuation de K induit par H, ie. (¥) 4 =
{x € K: 3y € H,v(x) > y}, et U le groupe multiplicatif des unités de 4. On a v(U) =
H,etdonc A = {x € K: Ju € U, v(x) = v(u)}. La valuation v de K induit une valua-
tion w: k, - H dont le corps des restes est canoniquement isomorphe a celui de
(K, v). Comme H est convexe il contient Zv(p) et il est pur dans val K; donc H est
un Z-groupe et w une valuation p-adique. D’autre part, la théorie des valuations
assure que (k,, w) est aussi hensélien, de méme que A4. Enfin, (iii.4,) découle de (*), et
A = AIpC. Un exemple particulier de cette construction est le suivant. Soit *@, une
extension élémentaire propre de @, et A = {x € *Q,:3ae Q,, v(x) = v(a)} (les
¢éléments “a distance finie”), i.e. 'anneau de valuation induit par le sous-groupe
convexe Zv(p), donc A = AlpC. Le groupe des unités de A définit un sous-groupe
convexe de val *Q, (a savoir Zuv(p)), i.e. de val Q(4). De plus, 4 coincide avec
I'anneau de valuation induit par ce sous-groupe convexe de val Q(A4). Ces deux
propriétés se traduisent au premier ordre dans AIpC de sorte qu’elles sont aussi
vraies dans tous les modéles. O

Soulignons que AIpC constitue une complétion de ALpC. Par le principe de Ax-
Kochen-Ershov, toute autre complétion en une théorie d’anneau de valuation peut
étre obtenue en fixant une théorie compléte pour le groupe de valuation.

§3. Anneaux de fonctions continues définissables. Soit V une variété affine p-
adique. Notons aussi (V) 'anneau 4(V(Q,)). Le but de ce paragraphe est de
montrer que si C est une courbe affine p-adique, et p un idéal premier non maximal
de #(C), alors 'anneau quotient €(C)/p est un anneau intégre p-adiquement clos.
Dickmann [D2] a établi des résultats de cette nature pour les variétés affines réelles.
Il a montré que dans le cas des courbes, les anneaux quotients €(C)/p sont des
anneaux réels clos. Notre analyse du cas p-adique s’inspire du travail de Dickmann.
Nous faisons cependant usage de fagon plus systématique de I'aspect logique du
spectre p-adique, par rapport a la situation dans le cas réel. Nous expliquons ceci par
le manque d’outil analytique pour décrire correctement les objets en présence. Notre
approche s’applique aussi au cas réel.

Carral et Coste [CC, proposition 6] ont remarqué que si V est une variété affine
réelle, R[ V] son anneau de coordonnées, et (V) 'anneau des fonctions V(R) - R
continues et définissables, alors le spectre réel de R[V] est homéomorphe a
Spec €(V) par un isomorphisme naturel au niveau des treillis d’ouverts compacts.
Nous allons montrer un résultat analogue.
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PROPOSITION 3.1. Soit V une variété affine p-adique. Alors il existe un homéomor-
phisme entre Spec, Q,[V] et Spec €(V), induit par un isomorphisme naturel au niveau
des treillis d’ouverts compacts. Cet isomorphisme envoie 'ouvert de base D(f) de
Spec @ (V) sur Pouvert [¢] de Spec, Q,[ V], associé a la formule ¢(x):=(f(x) # 0).

Considérons le cas V(Q,) = Q,, et Q,[V] = Q,[t], ou ¢ est transcendant sur
Q, . Soit p un idéal premier de #(Q,), et soit @, < *Q, une extension ¢lémentaire
suffisamment saturée. Le point de Spec,Q,[t] correspondant a p peut étre
représenté par un homomorphisme a: Q[t] — *@Q, qui consiste en I’évaluation en
t* = «(t). On a les inclusions @, [¢] ok, %(Q,) N %(*Q,), le morphisme d’évalua-
tion év(t*): €(*Q,) —» *Q,, et év(t*) o j o i = a. Il découle directement de la propo-
sition 3.1 que p = ker év(¢¥*) o j, et on a un isomorphisme €(Q,)/p ~ im év(t*) - j.
Nous utilisons cet isomorphisme et notre connaissance explicite des points de
Spec, @[], qu'on peut identifier aux 1-types sur @Q,, pour étudier la théorie
¢lémentaire des anneaux €(Q),)/p. Le cas des courbes se ramene a celui de Q,[t] a
'aide de “paramétrisations définissables”. Plus précisément:

PROPOSITION 3.2. Soit C une courbe affine p-adique. Alors pour tout idéal premier
non-maximal p de €(C), il existe un idéal premier q de €(Q,) tel que €(C)/p est
isomorphe a €(Q,)/q.

Nous verrons que dans le cas des idéaux maximaux on obtient des corps p-
adiquement clos, et le résultat demeure vrai. Dans le contexte réel Dickmann [D1] a
mis en évidence 'analogue de la proposition suivante. Elle nous fournit la cl¢ de la
proposition 3.1.

PROPOSITION 3.3. Soit ne N, S = Qj, définissable et localement fermé, soit f €
€(S) et ge C(S\Z(f)). Alors il existe un entier N =1 tel que pour tout x, €
adh(S\Z(f)), il existe y, devalQ, tel que v,(f¥g9)>=7y sur Iensemble
B(x0,0) N (S\Z(f)).

DEMONSTRATION. On raisonne comme dans le lemme 1 de [CC], et des
arguments comme dans le théoréme 2.5 de [ BS] (inégalité de Lojasiewicz p-adique)
permettent d’éviter les séries de Puiseux p-adiques (voir aussi [DV]). On peut
trouver les détails dans [ B2].

En termes de norme p-adique, c’est dire que f"g est localement borné sur
adh(S\Z(f)).

COROLLAIRE 3.4. Soit f, g € €(S), tel que Z(g) = Z(f), alors il existe un entier
N > 1 tel que g divise f" dans €(S), i.e. f € nrad(g).

DEMONSTRATION. On a alors g~! € €(S\Z(f)). Il existe N tel que f¥g~! est
localement borfe sur adh(S\Z(f)). Ainsi f'*¥g~! prolongé par 0 sur Z(f)
appartient/d €(S) et gf 1 *Ng~t = f1HN O

Voici 14 autre fait-clé.

PROPOSITION 3.5 [R2, théoreme 1.3]. Soitn e N, U < Qj, un ouvert définissable.
Alors il existe des polynomes f;e Q,[X] et des entiers n; tel que U =
Ui (s Py (f5().

COROLLAIRE 3.6. Soit i: V(Q,) < Spec, Q,[V] le plongement canonique. Alors
la correspondance @(x) — [@(x)], entre les sous-ensembles définissables de V(Q,) et
les sous-ensembles constructibles de Spec, Q,[V], induit un isomorphisme du treillis
des ouverts définissables de V(Q),) sur le treillis des ouverts compacts de Spec, Q[ V].
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La ‘démonstration de la proposition 3.1 nous dit essentiellement que la
correspondance D(f) — {x € V(Q,): f(x) # 0} établit un isomorphisme du treillis
des ouverts compacts de Spec (V) sur le treillis des ouverts définissables de V(Q,).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.1. Les deux espaces Spec,Q,[V] et
Spec€(V(Q,)) sont des espaces spectraux. Par la dualité espaces spectraux «<»
treillis distributifs, les points de ces espaces s’identifient aux filtres premiers
d’ouverts, et donc un isomorphisme entre les treillis d’ouverts compacts induit
un homéomorphisme (voir [Jo, p. 66]). Le treillis des ouverts compacts de
Spec, Q,[V] peut étre identifié au treillis des ouverts définissables de V(Q,),
notons-le (V). Soit 7(¥) le treillis des ouverts compacts de Spec €(V(Q),)).

LEMME 3.7. Le treillis (%) coincide avec {D(f): f € €(V(Q,))}.

DEMONSTRATION. Soit f, g € €(V(Q,)) et Y(x,y) = x* + py*. Puisque

Q,FWkxy)=0cx=0Ay=0),

on vérifie aisément que D(f) U D(g) = D(Y(f,g)) en utilisant le corollaire 3.4. [

Soit donc @: (%) — t(V), lapplication qui envoie D(f) sur {xe V(Q,):
f(x) # 0}. La relation D(f) = D(g) ssi nrad(f) = nrad(g), assure que @ est bien
définie et, par le corollaire 3.4, que @ est injective. On vérifie que @ est un homo-
morphisme de treillis. La surjectivité découle du lemme suivant.

LEMME 3.8. Pour tout fermé définissable F — Qj, il existe une fonction Q) — Q,
continue et définissable qui s’annule exactement sur F.

DEMONSTRATION. Notons que dans le cas réel on peut utiliser dist(x, F) =
inf{|x — y|: y € F}, mais dans notre cas on ne dispose pas de section de la valuation
v, pour définir la norme p-adique. Pour me N fixé, soit ¢; € 4,, tel que Q, =
{0} U e, P, O -+ O eym P, 0l ey = 1. Par la proposition 3.5, il existe m(i, j) € N et
/i€ Q,[X] tel que

C=

r(i)
F= ﬂl B jy(f;5(X))-
i j=

1

Pour m fixé et pour x € Q,, posons p,,(x) = e;ssix € e;P,,. Ainsix € P,,ssip,(x) = 1.
Notons que p,, est continue sur Q,, puisque les e; P,,, sont ouverts. Soit ¢,,: @, - Q,
définie par ¢,,(x) = 0,si x = 0, et ,,(x) = x(p,(x) — 1), si x # 0. On vérifie aisément
que ¢, est continue et que ¢,,(x) = 0 ssi x € P,,. Soit

WXy, X)) = X790 + pX 30 + - 4 pr@TIXTE

On vérifie que ¥ ne s’annulle qu’en (0, ..., 0) et alors

r

Yr(x) = iHl ¥ (Punii, 1y (Si1(X))s - + 5 Poni i) (i) (X))
est la fonction cherchée. O
Pour linstant nous étudierons les anneaux %(V)/p de fagon générale. Soit
Fy,...,F,eQ,[X,,...,X,] qui définissent une variété affine de Q}, et notons V
cette variété. Soit Q,[V] = Q,[x,,...,x,], @, < *Q, une extension élémentaire
suffisamment saturée, et soit p € Spec (V). De fagon analogue a la discussion faite
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au début du §3, le point de Spec, @, [ V'] correspondant a p peut étre représente par
un homomorphisme a: Q,[V]— *Q, qui consiste en I'¢valuation en un point
x*e V(*Q,), ou x* = «(x). On a I'égalite p = ker év(x*), ou év(x*): €(V(Q,)) - *Q,
est I'évaluation en x*. Soit A I'image de év(x*), alors A4 est isomorphe a €(V(Q,))/p,
et est clairement une Q-algebre.

LEMME 3.9. Soitn >2etac Atel quea # 0et ae *Q;. Alorsil existe be A tel
que a = b".

DEMONSTRATION. Soit a = f(x*), @, = {0} U e, P, U -+ U gy, P,, ou ¢, =1,
et soit U =e¢P(f(x))nV(Q,), de sorte que V(Q,) =(Z(f)n V(@Q,) v
Uy OO Upgy-

Alors, en utilisant par exemple les fonctions de Skolem explicites de [ Dn], on peut
définir des fonctions {;: U; » Q,,,i = 1,..., k(n), continues et définissables telles que
pour tout x € U;, f(x) = ¢;({;(x))". Soit {: V(Q,) » Q, définie par {(x) =0, si x e
Z(f) n V(Q,), et {(x) = {i(x), si x € Uj. Alors  est continue. En effet, il suffit de le
vérifier en x € Z(f) n V(Q,). Soit (x;) € V(Q,) une suite qui converge vers x. On
peut supposer que f(x;) # 0 pour tout j. Par continuité on a lim; f(x;) = f(x) = 0.
Or il existe 1 < i < k(n) et une sous-suite (X,;)) tel que x,; € U; pour tout j. Ainsi
lim; £ (xy;)) = lim;e;({i(X ;)" = 0,et donc lim;{(x;;)) = lim; {;(X;(;,) = 0. De méme,
de toute sous-suite de (x;) on peut extraire une sous-suite (x) tel que lim;{(x}) = 0,
ce qui montre qu’on a bien lim;{(x;) = 0. D’autre part ona Q, = x € U; — f(x) =
e;({(x))". Comme a = f(x*) € *Q;", on a bien a = f(x*) = ({(x*))", et L € €(V(Q,)).

O

COROLLAIRE 3.10. A= a # 0— \/,c,,3b(a =eb").
DEMONSTRATION. C’est un énoncé vrai dans *@Q,, e € N, et 4 est une Q-algebre.
O
LemME 3.11. Soit v la valuation p-adique de *Q,,, soit a; € A tels que v(a;) = 0, et
v(a;) = v(p), pour j > 1. Alors il existe y € A tel que y" + a,y" "' +--- +a,=0et
u(y) =0.
DEMONSTRATION. Soit a; = fi(x*), e 6(V(Q,)), et U = {xe V(Q,): v(f,(x)) =0,
v( f(x)) = v(p), j > 1}. Par hypothése U est non vide, et pour tout x € U il existe
un seul et unique y e @, tel que y" + fi(x)y" "' + -+ + f(x) =0 et v(y) = 0 (cf.
lemme 1.11). Ceci définit une fonction y: U — Q,,, et on vérifie aisément que 'unicité
en question et la compacité de B(0, 0) entraine que y est continue. Comme U est un
ouvert fermé on peut prolonger y en une fonction définie sur V(Q),) tout entier, que
nous notons aussi y. En raisonnant comme dans le lemme précédent on vérifie que
b = y(x*) est la racine cherchée. O
COROLLAIRE 3.12. Sip est maximal, alors €(V)/p est un corps p-adiquement clos.
DEMONSTRATION. L’anneau A est alors un sous-corps de *@, et il hérite de la
valuation p-adique induite. Par le lemme 3.11 A4 est hensélien pour cette valuation, et
par le corollaire 3.10 son groupe de valuation est un Z-groupe. O
Nous allons maintenant considérer le cas ou p est un idéal premier non maximal,
et V = C est une courbe. Par le lemme de normalisation de Noether, il existe t €
Q,[C], transcendant sur Q,, tel que @,[C] est entier sur Q,[t]. Soit fi(t,X) e
Q,[t, X7, unitaire en X, tel que fi(t, x;) = O et f(t,x;) # 0, et soit t = h(xy,...,X,,).
On peut alors décrire les points de Spec, Q,[C] a l'aide de ceux de Spec, Q,[t].

This content downloaded from 132.208.246.237 on Thu, 07 Apr 2016 20:23:29 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



550 LUC BELAIR

En effet, ces derniers correspondent aux 1-types sur @, et chaque type tp(t/Q,)
(par abus de notation) permet d’isoler les racines de fi(t, X) a l'aide d’ouverts
définissables. Un point de Spec, @,[C] peut donc étre représenté par un (m + 1)-
uplet (tp(t/Q,), Ui(t,x),..., U,(t, x)), ou les U; sont des ouverts définissables de Q,,
a parametre ¢, tel que U; isole une racine {; de fi(t,X) et (e C, ie. Fy({)="---=
F()=0.

LemMmEe 3.14. L’espace Spec, Q[ C] est un espace spectral normal, i.e. I’adhérence
d’un point contient un seul et urique point fermé.

DEMONSTRATION. Soit « € Spec, @,[C], représenté par (tp(t/Q,), Uy,...,U,)
comme ci-dessus. Reéalisons tp(t/Q),) par t* € *Q,, et x par x* € *Q,,. Soit B =
{xe*Q,:Jae Q,, v(x) > v(a)}, ie. ensemble des points de *Q, a distance finie
(cf. la proposition 2.5), B est un anneau de valuation dont le corps résiduel est
canoniquement isomorphe a @,. Notons w cette valuation. On a deux cas:

(i) t* ¢ B: comme t* = h(x*), h e B[X], il existe un j pour lequel x} ¢ B, i.e. x*
est “a l'infini” dans la direction x;.

(i) t* € B: comme f(t*,x*) =0, ou f(t* X)e B[X] est unitaire, et B est
intégralement clos, il s’ensuit que x¥ € B, pour tout j, i.e. x* est “a distance finie”.

Etant donné deux points ay, a, qui relévent respectivement des cas (i) et (ii), il est
clair qu’on peut les séparer par des ouverts (cf. le corollaire 3.6). Si « reléve du cas (i),
il existe a;, b € Q, uniques tel que w(x¥ — a;) > 0 et w(t* — b) > 0, et de plus on
vérifie que a € C(Q,). Soit a, le point de Spec, @ ,[ C] induit de la facon évidente par
a. On vérifie sans peine que o, € adh{a}, que les seuls points fermés a distance finie
sont les a,, et que sia # a’, alors a,. ¢ adh{a}. On a donc le résultat voulu pour tous
les points a distance finie. Nous vérifions maintenant que les points a Iinfini sont
tous fermés. Si a releve du cas (i), alors tp(t*/Q),) est déterminé par une suite
d’ouverts P;(e,x), n = 2, (e,) € 4 (voir [B3, proposition 4.6(2)]). Soit «,, o, deux
points qui relevent de (i), alors on a deux possibilités (avec les notations évidentes):
oubien tp(t}/Q,) # tp(t3/Q,), et alors a;, &, peuvent étre séparés par des ouverts de
la forme P,(e,h(x)), ou bien tp(t{/Q,) = tp(t3/Q,), et alors a,, a, peuvent étre
séparés par des ouverts qui isolent les racines des f;(¢, X). Ainsi, tous ces points sont
fermeés. d

COROLLAIRE 3.14. Pour tout p € Spec 6(C), le quotient €(C)/p est un anneau
local.

DEMONSTRATION. Le corollaire 3.14 découle immédiatement de la proposi-
tion 3.1. O

Notons que pour des raisons inhérentes a la notion d’ordre, le spectre réel d’un
anneau est toujours un espace spectral normal. Ceci a pour conséquence que, dans le
cas réel, €(V)/p est toujours un anneau local.

Nous ramenons maintenant le cas d’une courbe a celui de la “droite p-adique”,
grace a une “parameétrisation définissable”.

PROPOSITION 3.15. Soit p € Spec(4(C)), un idéal premier non maximal, alors il
existe q € Spec(€(Q,)) et un isomorphisme €(C)/p ~ €(Q,)/q.

DEMONSTRATION. Soit « le point de Spec, @,[C] correspondant & p. Dans la
notation de la discussion précédente, on a I'inclusion @ ,[t] < Q,[C]. Nous allons
voir que le morphisme dual Spec, Q,[C] — Spec,Q,[t] nous donne q. Toujours
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dans la notation du lemme 3.13, considérons le diagramme suivant (p = ker év(x*)):
Q,[C] —— %(C)

Q] €@,

I1 suffit de montrer que im év(x*) = im év(t*), et alors q = ker év(t*) est I'idéal
cherché.

(i) im év(x*) o im év(t*): soit f € €(Q,), alors f(t*) = f(h(x*)) = f o h(x*), et
fohe®(C).

(ii) im év(x*) = im év(t*): par notre analyse des points de Spec,@,[C], p
correspond au cas ou il existe ae @, et x, € C(Q,) tels que v(t* —a) > valQ,
et v(x* — xo) > val Q,,. Il existe des ouverts définissables U,(t,y),..., U,(%,y) (@
paramétre t), déterminés par x*, tels que les conditions suivantes appartiennent
a tp(t*/Q,): 31, (1) € Uy(t, ), ..., Lnlt) € Uplt, y); /\jCj(t) est une racine simple de
[, Y); fi(t,Y) a exactement #j racines; ({;(2),...,{n(t) € C; t = h(( (1), ..., (1))
a = h(xy); /\jj;(a, Xo;) = 0. Or tp(t*/@,) est axiomatis¢ par v(t — a) > valQ,
et P,(e,(t — a)), n = 1, pour certains e, € 4,, tels que (e,) € 4. Par compacité, on
peut supposer qu’il existe d, y € valQ, et n e N, tels que les conditions ci-dessus
sont vérifiées sur 'ouvert définissable U = B(a, ) N P,(e,(t — a)), et v({(t) — x,)
> 7. Sur louvert U, les {;(t) fournissent des fonctions définissables telles que
(&i(2), ..., Cm() € C(Q,). Par le théoréme des fonctions implicites, ces fonctions
sont aussi continues. Soit {: B(a, ) — C(Q,) définie par {(7) = ({;(7),...,{,(7)), si
7 € U, et {(t) = X, sinon. En raisonnant comme dans le lemme 3.13 (N.B.: B(a, §) =
{a} U Uee 4,(B(a, ) n P,(e(t — a)))), on montre que { est une fonction continue
définissable. Comme B(a,d) est un ouvert fermé, { se prolonge en une fonction
continue défiinissable sur @, tout entier. Par I'axiomatisation de tp(t*/@Q),), il est
clair qu’on a {(¢*) = x*. Ainsi, si g € €(C), alors f = g o { € €(Q,) et f(t*) = g(x*).

d

Il ne reste plus donc qu’a analyser le cas de la droite affine p-adique. Soit @[]
'anneau des polynomes a une indéterminée ¢, soit p € Spec (Q,) un idéal premier
non maximal et o € Spec, @, [ ], le point correspondant. Toujours dans la notation
ci-dessus, on réalise le type correspondant a o par un élément t* € *Q,. Comme on
I'a vu, il existe un unique ¢, € @, tel que v(t* — t,) > val @, et p est contenu dans
I'idéal maximal { f € (Q,): f(t,) = 0}. L’idéal maximal de A = {f(t*): f € ¥(Q,)}
(~%(Q,)/p) consiste en m, = { f(t*) € A: f(t,) = 0}, et son corps résiduel k, est
isomorphe a {f(to): f € 4(Q,)} = Q,.

LeMME 3.16. A est un anneau de valuation.

DEMONSTRATION. Soit a, b € A4, il faut voir qu’il existe ¢ € 4 tel que a = ¢b ou
b = ca. 1l suffit de considérer a, b € m,. Soit donc a = f(t*) # 0, b = g(t*) # 0,
f, g€ 6(Q,), tels que f(ty) = g(to) = 0. Par un changement de variable adéquat
on peut supposer t, = 0. Comme on I'a vu, le type de t* au-dessus de @, est
axiomatisé par les formules v(t) > val @, et P,(p,t), n > 2, pour un certain (p,) € 4.
Par le théoréme 3.6 de [DV] (par exemple en utilisant des arguments de [SV]),

*Qp
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on obtient les développements suivants en séries de Puiseux de f et g: il existe
n>1,yevalQ,, a;, b;e @, tels que les séries Y.;5 o a;x’, X;50b;x" convergent
sur B(0,7), et pour x € B(0,7)\{0} on a f(p,x") = ¥;»0a:x" et g(p,x") = Yz obix".
On peut choisir y tel que les séries Y.a,x’ et Y.b;x" soient non nulles sur B(0,7)\{0}.
Soit

Yoaixt = ayxM1 + g(x)) et Y bix' = byxM(1 + &,(x)),

ou ay, by, #0et
lim ¢,(x) = 0 = lim ¢,(x).

x—0 x—0

Alors par exemple si N > M, on a
1 N—M(l + 81(2))

- f(paz") -

B o) A ) T4
Soit @, = {0} U e, P, U --- U g, Py, ey = 1,5, = p,, et h: B(0,y) > Q, définie par
h(x) = f(x)g(x)" !, si x € p,P;; et h(x) = g, sinon. Pour montrer que h est continue il
suffit de la considérer en 0. Soit x; € B(0, y) tels que lim; x; = 0. On peut supposer que
x; € p,P,, pour tout j. Comme précédemment (cf. le lemme 3.10), il existe une
fonction {: B(0,y) » @, continue et définissable telle que x; = p,{(x;)", et donc
lim; {(x;) = 0. Si j est assez grand, alors {(x;) € B(0,7) et

hix;) = h(paL(x))") = f(Pal(x,)")g(Palx)") ",

etainsilim; h(x;) = q = h(0). Comme B(0, y) est un ouvert fermé, h se prolonge en une
fonction continue définissable sur @, tout entier. Par 'axiomatisation de tp(t*/Q,),
il est clair que f(t*) = h(t*)g(t*), d’ou ¢ = h(t*) € A est I'élément cherché. (]

LeMME 3.17. Soit a € A, inversible. Alors il existe be A tel que b" = a, si et
seulement si a € k7.

DEMONSTRATION. (<=). Soit a = f(t*), f € 4(Q,). Par hypothése f(t,) # 0 et
f(to) € @;". Par continuité de f et le fait que Q, est ouvert, il existe y € val Q,, tel
que pour tout x € B(ty,7) on ait f(x) € @;". Procédant comme on I'a déja fait, il
existe { € €(Q,) tel que a = f(t*) = ({(t*))" et {(t*) € A. (]

PrROPOSITION 3.18. L’anneau A est un anneau intégre p-adiquement clos.

DEMONSTRATION. On a vu que A était un anneau de valuation et une Q-algébre.
Comme 4 < *Q,, il hérite d’une relation de divisibilité p-adique D(x,y). Par les
lemmes 3.9 et 3.17, et le fait que k, ~ @, < *Q,, la trace de D(x, y) sur les éléments
inversibles de A4 se reléve du corps résiduel qui est p-adiquement clos. Ceci assure que
A satisfait les axiomes (ii) de AIpC. Par le corollaire 3.10 et le lemme 3.11, les autres
axiomes sont aussi vérifiés. O

Il est clair qu’on peut généraliser de fagon appropriée les résultats de §§2 et 3 aux
extensions finies de Q.
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