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RESUME.De nombreuses approches ont proposé de pré-calculer dessaédonnées afin de
répondre efficacement aux requé@sApP. La notion de cube de données a été déclinée de
différentes maniéres : cubes icebergs, cubes intervallaiu encore cubes différentiels. Dans
cet article, nous introduisons le concept de cube convekpagmet de capturer tous les tuples
d’'un cube de données satisfaisant une combinaison de éotg@samonotones/antimonotones
et peut étre représenté de fagon trés compacte de maniér¢irhisgr a la fois le temps de
calcul et I'espace de stockage nécessaire. Le cube conlastgoas une structure « de plus » a
ajouter a la liste des variantes du cube, mais nous le prop@somme une structure unificatrice
caractérisant, de maniére simple, solide et homogéne, Uaestypes de cubes cités. Enfin,
nous proposons une nouvelle variante : le cube émergent guemévidence les renversements
significatifs de tendances. Nous en proposons une repggentompacte et cohérente avec
les caractérisations précédentes.

ABSTRACTIN various approaches, data cubes are pre-computed in alemswer efficiently
OLAP queries. The notion of data cube has been declined in vamass: iceberg cubes,
range cubes or differential cubes. In this paper, we intaelthe concept of convex cube which
captures all the tuples of a datacube satisfying a constre@mbination. It can be represented
in a very compact way in order to optimize both computatioretand required storage space.
The convex cube is not an additional structure appendedetdighof cube variants but we pro-
pose it as a unifying structure that we use to characteriz@, $imple, sound and homogeneous
way, the other quoted types of cubes. Finally, we introdbheecbncept of emerging cube which
captures the significant trend inversions. charactermasi
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1. Introduction et motivations

En pré-calculant tous les agrégats possibles a différérgamx de granularité, les
cubes de données (Gray al., 1997) permettent une réponse efficace aux requétes
OLAP et sont donc un concept clef pour la gestion des entrepats.rBtemment, le
calcul de cubes a été utilisé avec succes pour I'analysédimuétnsionnelle de flots de
données (Haet al.,2005). Dans ce type d’applications, d’énormes volumes e do
nées, a un niveau de granularité tres fin, sont générés sons &t flux continu qu’il
est inenvisageable de balayer plusieurs fois. Or, lesatéurs de telles applications
dynamiques ont besoin d’une vision plus macroscopique deséks, d'analyser les
tendances générales et leurs variations au cours du teralesil€? des cubes a partir
de flots de données s’avere donc trés pertinent.

Des travaux de recherche ont proposé différentes variatatour du concept de
cube de données. Par exemple, les cubes icebergs (Begler1999) sont des cubes
de données partiels qui, a l'instar des motifs fréquentsenélent que les tendances
suffisamment générales pour étre pertinentes, en imposanateurs des différentes
mesures d'étre supérieures a des seuils minimaux donnésubes intervallaires
(Casaliet al.,2003c) peuvent étre vus comme une extension des cubesgsetaars
la mesure ou ils permettent a I'utilisateur de se focaliseldes tendances qui s'ins-
crivent dans une fenétre» significative {.e. les mesures sont bornées par des seuils
minimaux et maximaux). Enfin, les nouvelles tendances agsant (ou les tendances
avérées disparaissant) lors du rafraichissement d’'uem@ttou dans un flot de don-
nées sont mises en évidence par le calcul de cubes diffélef@iasali, 2004). Ceux-Ci
peuvent étre percus comme la différence ensembliste eatre @ibes : I'un stocké
dans I'entrepét et I'autre calculé a partir des données ftaichissement. Suivant
I'ordre des deux opérandes, sont exhibées les tendangesaissantes ou apparais-
santes.

Souvent ces différents types de cubes, a commencer pardedeutbonnées origi-
nel, n'ont pas été appréhendés comme des concepts mais dem@seltat de requétes
ou d’algorithmes plus efficaces.

Dans cet article, nous proposons une nouvelle structufeatnice qui nous per-
met de caractériser les différents cubes évoqués et nomssdéfis une nouvelle va-
riante : les cubes émergents. Plus précisément, nos aarib sont les suivantes :

() nous établissons les fondements d’une nouvelle strecppelée cube convexe
qui s’appuie sur I'espace de recherche du treillis cube. wWegeocconvexe prend en
compte des combinaisons de contraintes monotones et antitones. Nous mon-
trons que cette structure est un espace convexe (Vel, 1998)jadle peut donc étre
représentée par ses bordures;

(i) grace a la structure de cube convexe, nous introduiksndéfinitions formelles
des cubes de données, cubes icebergs, cubes intervatiaingses différentiels;

(iii) enfin, en nous inspirant de (Dorg al.,2005) qui définit les motifs émergents
dans un contexte binaire et pour la classification supegyisgus proposons le concept
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de cube émergent. Celui-ci capture des tendances non saiviis mais qui, lors
d’'un rafraichissement, le deviennent dans des proporfiertinentes pour I'utilisa-
teur. Il permet aussi, de maniéere symétrique, d’exhibetafegances significatives qui
chutent au point de ne plus I'étre. Outre les tendances ajgsant ou disparaissant
(capturées par le cube différentiel), le cube émergent eeanndécideur de connaitre
et d’analyser des renversements de tendances. La misedamégide changements
de tendances est tout aussi intéressante dans I'analysetsiedl données que dans
le contexte de basesL@p classiques mais elle est plus critique a établir puisqu’en
temps réel.

Le reste de I'article est organisé de la maniéere suivant@aragraphe 2 présente
notre cadre de travail en décrivant brievement I'espacedaearche multidimension-
nel que nous utilisons ensuite : le treillis cube. Au parpgea3, nous détaillons la
structure de cube convexe. Son utilisation pour caraetéles différents types de
cubes est proposée dans le paragraphe suivant. Enfin, nmduisons le concept de
cube émergent et le définissons de maniére cohérente ay@édesients.

2. Concepts de base

Dans ce paragraphe, nous présentons le concept de treilies (€asaliet al.,
2003a) permettant de formaliser les nouvelles structurgeduites par notre pro-
position.

Tout au long de cet article, nous faisons les hypothesearstgis et utilisons les
notations introduites. Soitune relation de schénfa. Les attributs d&R sont divisés
en deux ensembles) (D I'ensemble des attributs dimensions (aussi appelés aisgo
ou attributs nominaux) qui correspondent aux critéresalisme et {i) M I'ensemble
des attributs mesures.

2.1. Espace de recherche : treillis cubes

L'espace multidimensionnel d'une relation d’attributséggories regroupe toutes
les combinaisons valides construites en considérantdiabe des valeurs des attri-
buts deD, ensemble enrichi de la valeur symbolique ALL.

L'espace multidimensionnel deest noté et défini comme suit :
Space(r) = (x4 e p(Dim(A) U ALL)) U {(@,...,0)} ou x symbolise le Produit
cartésien(, ..., 0), le majorant universel ddim(A) la projection de- sur A. Toute
combinaison d&pace(r) est un tuple et représente un motif multidimensionnel.

L'espace multidimensionnel deest structuré par la relation de géneralisation/spé-
cialisation entre tuples, notée,. Cet ordre est originellement introduit par T. Mitchell
(Mitchell, 1982) dans le cadre de I'apprentissage de casc&ans un contexte de
gestion de cubes de données, cet ordre a la méme sémantejcellgules opérateurs
RoLLUP/DRILLDOWN sur le cube (Gragt al.,1997) et sert de comparateur entre les
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tuples (cellules) du cube quotient (Lakshmaeéal.,2002). Soitu, v deux tuples de
I'espace multidimensionnel de:

VA € D tel queu[A] # ALL,
U= U u[A] = v[A]
ouv = (0,...,0)

Siu <, v, nous disons que est plus général quedansSpace(r).

Exemple 1 - Considérons la relation ®cumeENT; (cf table 1) réperto-
riant les quantités vendues par Type, par Ville et par Editddans I'es-
pace multidimensionnel de cette relation, nous avoriRaoman, ALL, ALL) <,
(Roman, Marseille, Gallimajdc’est-a-dire que le tupl@gRoman, ALL, ALL) est plus
général guéRoman, Marseille, Gallimajdet (Roman, Marseille, Gallimajcest plus
spécifigue quéRoman, ALL, ALL). De plus, tout motif multidimensionnel généra-
lise le tuple((, 0, 0) et spécialise le tupleALL ,ALL , ALL ).

Type Ville Editeur | Quantité
Roman Marseille Gallimar 2
Roman Marseille Hachett 2
Scolaire Paris Hachett 1

Essai Paris Hachett 6
Scolaire Marseille  Hachett 1

Tableau 1.Relation exempl® OCUMENT;

Les deux opérateurs de base définis pour la constructiomptistsont la Somme
(notée+) et le Produit (noté). La somme de deux tuples retourne le tuple le plus
spécifiqgue généralisant les deux opérandes.\Beitv deux tuples d&pace(r), t =

u+veVAeD,
u[A] siu[A] = v[A]
tA] = { ALL sinon.

Nous disons queest la somme des tuplestv.

Exemple 2- Dans notre exemple, nous avoiiRoman, Marseille, Gallimapd-
(Roman, Marseille, Hachette)= (Roman, Marseille, ALL. Ceci im-
pligue que (Roman, Marseille, AL, est construit a partir des tuples
(Roman, Marseille, Gallimajcet (Roman, Marseille, Hachefte

Le produit de deux tuples retourne le tuple le plus génératigfisant les deux
opérandes. Si pour ces deux tuples, il existe un attribyrenant des valeurs dis-
tinctes et réelles (i.e. existant dans la relation inijizdéors seul le tupléd, . .., 0) les
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spécialise (hormis ce tuple, les ensembles permettansdofestruire sont disjoints).
Soitu etv deux tuples d&pace(r), alors it = v e v <

t=(0,...,0)siJA € D tel queu[A] # v[A] # ALL,

_ t[A] = u[A] siv[A] = ALL
sinonvA € D{ t[A] = v[A] siu[A] = ALL.

Nous disons queest |le produit des tuplasetv.

Exemple 3- Nous avons(Roman, ALL, ALL) e (ALL, Marseille, ALL) =
(Roman, Marseille, ALL. Ainsi, (Roman, ALL, ALL) et(ALL, Marseille, ALL) gé-
néralisent (Roman, Marseille, ALL) et ce dernier tuple jggre a la construction de
(Roman, ALL, ALL) et de(ALL, Marseille, ALL) (directement ou non). Les tuples
(Roman, ALL, ALL) et (Scolaire, ALL, ALL) n’ont d’autre point commun que le
tuple de valeurs vides (i.e. le tuplé, 0, 0)).

En dotant I'espace multidimensionngpace(r) de la relation de généralisation
entre tuples et en utilisant les opérateurs Produit et Sgmmgs introduisons une
structure algébrique appelée treillis cube qui fixe un c#aterique et général pour
'O LAP et la fouille de bases de données multidimensionnelles.

Theoréme 2.1- Soit » une relation d'attributs catégories. L'ensemble ordonné
CL(r) = (Space(r), =<4) est un treillis complet appelé treillis cube dans lequel les

opérateurs Meet/) et Join {/) sont définis par :

O)VYT CCL(r), AT = +er t
VT CCL(r), VT = eser t

3. Cubes convexes

Dans ce paragraphe, nous étudions la structure du treilbe en présence de
conjonctions de contraintes monotones et/ou antimoneteel®n la généralisation.
Nous montrons que cette structure est un espace convexeappelle cube convexe.
Nous proposons des représentations condensées (aveods)diucube convexe avec
un double objectif : définir d'une manieére compacte I'espgdesolutions et décider si
un tuplet appartient, ou pas, a cet espace.

Nous prenons en compte les contraintes monotones et/cua@ritones les plus
couramment utilisées en fouille de base de donnéesdPal., 2002). Celles-ci
peuvent porter sur :

— des mesures d'intéréts comme la fréquence de motifs, feaocoe, la corrélation
(Hanet al.,2001) : dans ce cas, seuls les attributs dimensiorig gent nécessaires;;

— des agrégats selon des attributs mesuvesalculés en utilisant des fonctions
statistiques additives @UNT, SUM, MIN, MAX).
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Nous rappelons les définitions de la notion d’espace con®secontraintes mono-
tones et antimonotones selon I'ordre de généralisatipn

Définition 1[Espace Convexe} Soit (P, <) un ensemble partiellement ordongéc
P est un espace convexe (Vel, 1988¢t seulement §iz, y, 2 € Ptelquer <y < z
etr,ze C=yeCl.

DoncC est borné par deux ensemble@). un majorant (ou<« Upper set $, notés,
défini parS = max<(C), (i¢) un minorant (o« Lower set » notéG et défini par
G = min<(C).

Définition 2[Contraintes monotones/antimonotones selon la généraditon] -

1) Une contrainteConstest dite monotone pour I'ordre de généralisation si et
seulementsiVt,u € CL(r) : [t <, uetConst(t)] = Const(u).

2) Une contrainte&Constest dite antimonotone pour I'ordre de généralisation si et
seulementsiVt,u € CL(r) : [t <, uetConst(u)] = Const(t).

Notations : nous notongmc (respectivementamc) une conjonction de contrain-
tes monotones (respectivement antimonotoneghetune conjonction hybride de
contraintes (monotones et antimonotones). En reprenarsylmbolesS et G intro-
duits dans (Mitchell, 1982) et suivant les cas considéegshbrnes introduites sont in-
dicées par le type de contrainte considérée. Par exesgple. symbolise I'ensemble
des tuples les plus spécifiques vérifiant la conjonction déramtes antimonotones.

Remarque 1 - Pour éviter les ambiguités faites en apprentissage (Raatl{2001),

il est important de noter que les borngs,. et G.,. ne sont pas les mémes que les
ensembles et G définis dans le cadre de I'espace de versions, car un espaeg-de

sions est un espace convexe, mais tout espace convexeasast pspace de versions,
a cause des contraintes considérées.

Exemple 4 Dans I'espace multidimensionnel exemple de la relati@CDMENT;

(cf. tableau 1), nous voulons connaitre tous les tuples donttersodes valeurs pour
I'attribut mesureQuantitéest supérieure ou égale a 3. La contraintasm8uantitd

> 3 » est une contrainte antimonotone. Si le total des venteBype, par Ville et par
Editeur est supérieur a 3, il I'estfortiori pour un niveau plus agrégé de granularité
e.g. par Type et par Editeur (toutes villes confondues) ou pde Vibus types et édi-
teurs confondus). De méme, si nous voulons connaitre tsusdes dont la somme
des valeurs pour 'attribufuantitéest inférieure ou égale a 6, la contrainte exprimée
« SUM(Quantit§ < 6 » est monotone. Considérons que le total des ventes par type
(les attributs Ville et Editeur ont pour valeur ALL) respecktte contrainte, la méme
information observée a un niveau de détail plus fin satiffaement la méme condi-
tion et donc la somme des ventes par Type et par Ville esticnfés a 6 de méme que
la somme des ventes par Type, par Ville et par Editeur.

Remarque 2  — Nous supposons par la suite que le tupgleL , ..., ALL) vérifie
toujours la conjonction de contraintes antimonotones etlgwuple(®, . . ., #) vérifie
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toujours la conjonction de contraintes monotones. Avecgesthéses, I'espace des
solutions contient au moins un élément (éventuellemenidietde valeurs vides).

— De plus, nous supposons que le tuphdL,...,ALL) ne vérifie jamais la
conjonction de contraintes monotones et que le typle..,?) ne vérifie jamais
la conjonction de contraintes antimonotones, car sin@sphce de solutions est
Space(r).

Theoréme 3.1- Tout treillis cube avec contraintes monotones et/ou asriobones
est un espace convexe qu’on appelle cube cONE&Ey) const = {t € CL(r) |
const(t)}, ou const peut étrecme, came ou che suivant que la combinaison de
contraintes est monotone, antimonotone ou hybride. Soorar#jS.,,s; €t son mi-
norantGe.ns: sont :

Geme = min<, (CC(7)eme)
Scmc = (@71@)

1. siconst = cme, {

Geame = (ALL, ... ALL)

2. Slconst = camc, { Scamc — maxjg (CC(T)camc)

. Gehe = min<_ (CC(7)ehe)
3. siconst = che, ehe =9 cehe
{ Sche = max<, (CC(7)che)
Preuve 3.1 1) SOitCC(7)eme = {t € CL(r) | 3u € Semc €13V € Geme 1 t =y
uetv <, t}. Nous montrons qu€'C(r).m. est 'ensemble des tuples satisfaisant la
conjonction de contraintes monotones. Pour les besoina dérhonstration, notons
Solem. cet ensemble solution. Saie CC(r)cme.

- Par définition, il existev € Geme | cme(v) etv <, t. Puisquecmc est
une contrainte monotone, nous avansc(t). Par conséquent € Sol.y,.. Donc
CC(1)eme € Soleme.- (8)

- Soitt € Soleme, il existe forcément € Gene | v <4 t CarGen, représente
les minimaux vérifiantme. De plus la contraintéu € Se.,. | t <4 u est toujours
vérifiée. Dond € CC(r)eme €1.S0leme C CC(1)eme- (D)

(@) et (b)= Soleime = CC(T) eme -

2) vrai par application du principe du dualité (Ganggral., 1999) sur le cube
convexe avec une conjonction de contraintes monotones.

3) vraicar siSol.p. = CC(7)che, @lorsSolepe = SolemeNSolcame. L'application
des deux caractérisations précédentes permet de dédilérpaer chc.

Le majorantS...s; représente les tuples les plus spécifiques satisfaisant la
conjonction de contraintes et le minora#y,,; les tuples les plus généraux satis-
faisant la conjonction de contraintes. DoAg,,s: €t Geonst pPermMettent d’obtenir
des représentations condensées du cube convexe en prédaameeonjonction de
contraintes monotones et/ou antimonotones.
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Le corollaire suivant permet la caractérisation des baslgiu cube convexe en
présence d’'une conjonction hybride de contraintes= camc A cmc en ne connais-
sant que ) soit la bordure maximale pour la contrainte antimonotafg.f,.) et la
contrainte monotonemc, (i) soit la bordure minimale pour la contrainte monotone
(Geme) €t la contrainte antimonotort®., .

Corrolaire 3.1

1) Etant donnéS,.,. et eme, les bordures de I'ensemble du cube convexe
OC(’I’)C}w .
Gene = min<,({t € CL(r) | 3t' € Scame :
t <4t eteme(t)})
Schc = {t € Scamc | ' e Gchc ot jg t}

2) Etant donné.,,,. etcamec, une représentation condenséete(r)qn. est:

Sche = mazx<,({t € CL(r) | 3t € Geme -
t' <4t etcame(t)})
Gepe = {t € Geme | It € Sepe i t =y t/}.

Exemple 5 Le tableau 2 donne les borngs,,..c, Sche Geme €tGene du cube convexe
de la relation exemple en considérant la contrainte hyhrigle< Sum(Quantitd <
6 ».

La caractérisation du cube convexe comme un espace convesgrrmet de savoir,
en ne connaissant que les bordures du cube convexe, si enmuglconque satisfait
ou pas la conjonction de contraintes. En effet, si un tupl&gece(r) vérifie une
conjonction de contraintes antimonotones alors tout tigoénéralisant la satisfait
aussi. Dualement, si un tuple vérifie une conjonction deragmtes monotones, alors
tous les tuples le spécialisant satisfont aussi ces cotggila représentation par bor-
dure du cube convexe de la relatiom®UMENT; (cf. tableau 2) permet de répondre
facilement a des requétes telles que :

1) Est ce que le nombre d’achats a Marseille est compris 8raté® ?
2) Est ce que le nombre de livres scolaires vendus a Parismgtris entre 3 et 6 ?

3) Est ce que le nombre de romans vendus a Aubagne par leméditachette est
compris entre 3 et 6 ?

La réponse a la premiere question est oui car le tgpld., Marseille, ALL), don-
nant les achats effectués dans la ville de Marseille tousstygi éditeurs confon-
dus, appartient a la bordur@.;.. Il en est de méme pour la seconde requéte
(nombre de livres scolaires vendus a Paris) car le t(ptmlaire, Paris, AL spé-
cialise le tuple(Scolaire, ALL, ALL) appartenant &-.;. et généralise le tuple
(Scolaire, Paris, Hacheltappartenant a la bordut®,,.. En revanche, la réponse a
la troisiéme question est non car le tuphd L, Paris, Hachette(tous les livres édités
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par Hachette achetés a Paris) ne spécialise aucun tuplédeliareG ;.. et ce méme
s'il généralise le tupléScolaire, Paris, Hacheltde la bordurées. ..

(Roman, Marseille, ALL
Seame (ALL, Marseille, Hachettg
(Scolaire, Paris, Hacheite
(Roman, Marseille, ALL
Seche (ALL, Marseille, Hachettg
(Scolaire, Paris, Hacheite
(Roman, ALL, ALL)
(Essai, ALL, ALL)
Geme (Scolaire, ALL, ALL)
(ALL, Marseille, ALL)
(ALL, ALL, Gallimard)
(Roman, ALL, ALL)
Gehe (Scolaire, ALL, ALL)
(ALL, Marseille, ALL)

Tableau 2.Bornes du cube convexe pou8« SuM(Quantitd < 6 »

4. Formalisation de cubes existants

Dans ce paragraphe, nous passons en revue différentastgarikes cubes de don-
nées et, en utilisant la structure de cube convexe, nouscEOEDNS une caractérisa-
tion a la fois solide et simple.

4.1. Cubes de données

Originellement proposé dans (Grayal.,1997), le cube de données selon un en-
semble de dimensions est présenté comme le résultat deto@duPBY qu'il est
possible de formuler selon une combinaison de ces dimendierésultat de chaque
GROUP BY est appelé un cuboide et 'ensemble de tous les cuboidesiesttisg au
sein d'une relation notéBatacube(r). Le schéma de cette relation reste le méme que
celui der, & savoirD U M et c’est ce méme schéma qui est utilisé pour tous les cu-
boides (afin de pouvoir en faire I'union) en mettant en ceuneeidée simple : toute
dimension ne participant pas au calcul d’'un cuboide (i.éigueant pas dans la clause
GROUPBY) se voit attribuer la valeur ALL.

Pour tout ensemble d’attribut§ C D, un cuboide du cube de données, noté
Cuboid(X, f({M|x})), peut étre obtenu comme suit en utilisant une requéte:S

SELECT [ALL,] X, f({M[|*})



10 Ingénierie des Systemes d’information -09/2006- Elation des entrep6ts de données

FROM T
GROUP BY X;

Ainsi, nous obtenons deux requétegLSpour exprimer le calcul d'un cube de
données:

1) soit en utilisant 'opérateur @ upPBY CUBE (ou CUBE BY selon le $BD) :

SELECT D, f({M|x*})
FROM r
GROUP BY CUBE (D);

2) soit en faisant I'union de tous les cuboides :
Datacube(r, f({M]x})) = U Cuboid(X, f({M]x})). Cette requéte s’exprime
XCD

comme suit en 8L :

SELECT ALL, ..., f({MI|*})
FROM r

UNION

SELECT A, ALL, ..., f({M|*})
FROM r
GROUP BY A

UNION

Exemple 6 Dans notre exemple, I'ensemble de toutes les requétegatiyes peut
étre exprimé en utilisant I'opérateurRGuUP By CUBE comme suit :

SELECT Type,Ville,Editeur,SUM(Quantite)
FROM Documentl
GROUP BY CUBE Type, Ville, Editeur;

Cette requéte a pour résultat le calcul d& = 8 cuboides
TVE,TE,TV,VE,T,V,E et ) (en considérant les initiales des attributs). Le
cuboide selofl'V E correspond a la relation initiale elle-méme.

Un tuplet appartient au cube de données d'une relaticsi et seulement s'il
existe au moins un tuplg der qui spécialise ; sinont ne peut pas étre construit.
Par conséquent, quelle que soit la fonction agrégativeulges constituant le cube
de données restent invariants, seules les valeurs cacpédda fonction agrégative
changent.

Proposition 4.1 - Soitr une relation projetée sdp, 'ensemble des tuples.¢. hor-
mis les valeurs des attributs mesures) constituant le cald®dnées de est un cube
convexe pour la contrainte «d@NT(*) > 1 »:

Datacube(r) = {t € CL(r) | t[Count(x)] > 1}
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Preuve 4.1 - D’'apres la définition d’'un cube de donnéess datacube(r) < ' €
r | t 24t < t[COUNT(x)] > 1 d’apres la définition de la fonction@JNT.

Puisque la contrainte « @NT(*) > 1 » est une contrainte antimonotone (selon
=4), Un cube de données est un cube convexe. En appliquaniie&thé 3.1, nous
déduisons que tout cube de données peut étre représentupdratdures : la relation
r qui est le majorant et le tuplgALL,...,ALL) qui est le minorant. Ainsi, nous
pouvons facilement tester I'appartenance d’un tuple quejaet au cube de données
der : il suffit de trouver un tuple’ € r qui spécialise.

Exemple 7- Avec la relation exemple BDcUMENT; (cf. tableau 1), le tuple (Roman,
Marseille, ALL) appartient au cube de données car il estigpigé par le tuple (Ro-
man, Marseille, Gallimard) de la relation initiale.

Dans les sous-paragraphes suivants, en nous appuyanir®sjo la structure de
cube convexe, nous proposons une caractérisation dedif#s déclinaisons du cube
de données.

4.2. Cubes icebergs

En s'inspirant des motifs fréquents, (Beyadral., 1999) introduit les cubes ice-
bergs qui sont présentés comme des sous-ensembles deduptabe de données
satisfaisant, pour les valeurs de la mesure, une contrdénseuil minimum. L'objec-
tif sous-jacent est triple. Il s’agit dans ce cas d’exhileer fendances suffisamment
générales pour étre pertinentes pour le décideur, il enudiédeux intéréts techniques
importants : ne pas calculer ni matérialiser la totalité dlecd’ou un gain notable a la
fois de temps d’exécution et d’espace disque. La requéteg@rmettant de calculer
un cube iceberg prend la forme suivante :

SELECT D, f£({M|x*})
FROM r
GROUP BY CUBE D
HAVING f({M|*}) >= MinSeuil;

En nous appuyant sur la définition du cube convexe, nous fmona le concept
de cube iceberg dans la proposition suivante :

Proposition 4.2 - La contrainte «f ({M|*}) >= MinSeuil » étant une contrainte
antimonotone (Peeét al., 2002), le cube iceberg est un cube convexe caractérisé
comme suit :

Cubelceberg(r) = {t € CL(r) | t[f ({M|*})] > MinSeuil}.

Exemple 8 Avec la relation exemple DCUMENT; (cf. tableau 1), la bordur§ re-
lative a la contrainte « @&V (Quantité)> 3 » est composée des trois tuples suivants :
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{ (Roman, Marseille, ALL), (ALL, Marseille, Hachette), (R@am, Paris, Hachettg)
La bordureGG est uniquement composée du tuple ne contenant que dessvAlelur

4.3. Cubes intervallaires

Le cube intervallaire ne contient que les tuples du cube deéks pour lesquels
les valeurs de la mesure sont comprises dans un intervaiteédba requéte @ per-
mettant de calculer un tel cube est la suivante :

SELECT D, f({M|x*})

FROM r

GROUP BY CUBE D

HAVING f({M|*}) BETWEEN MinSeuil AND MaxSeuil;

Dans le cadre de travail établi, la caractérisation du coteriallaire est la sui-
vante :

Proposition 4.3 - La contrainte «f ({M|*}) >= MinSeuil » étant une contrainte
antimonotone (Pegét al., 2002) et la contrainte € ({M|*}) <= MaxSeuil » étant
une contrainte monotone, le cube intervallaire est un cabeaxe. Ainsi, nous avons :

Cubelntervalaire(r) = {t € CL(r) | MaxSeuil > t[f({M|x})] > MinSeuil}.

Exemple 9 Avec la relation exemple DCUMENT; (cf. tableau 1), les bordures et
G relatives a la contrainte «Us1(Quantité)e [3, 6] » sont données dans le tableau 3.

(Roman, Marseille, ALL

S (ALL, Marseille, Hachettg

(Scolaire, Paris, Hacheite
(Roman, ALL, ALL)

G (Scolaire, ALL, ALL)

(ALL, Marseille, ALL)

Tableau 3.Bornes du cube intervalaire pour la contraint&ym (Quantitd € 3, 6] »

4.4. Cubes différentiels

Les cubes différentiels sont le résultat de la différendeeeles cubes de deux
relationsry etr,. lls mettent en évidence des tuples pertinents dans un descu
et inexistants dans l'autre. Leur intérét est donc de pawanparer des tendances
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entre deux jeux de données. Par exemple, dans une applidatcbuée ol deux rela-
tions rassemblent des données collectées dans des zogesmgaques différentes, le
cube différentiel exhibe des tendances significatives darszone mais inexistantes
dans l'autre. Si I'on considere non plus la dimension géplgigue mais la dimension
temporelle, les cubes différentiels permettent d’'isokes tendances fréquentes a un
instant et qui disparaissent ou des tendances inexistqni@pparaissent de maniére
significative. Considérons que la relation originelle:gsét que les tuples alimentant
I'entrepbt lors d’un rafraichissement sont stockés danie cube différentiel peut étre
obtenu par la requéted® suivante :

SELECT D, f({M|x*})

FROM r2

GROUP BY CUBE D

HAVING f({M|*3}) >= MinSeuil
MINUS
SELECT D, f({M|x*})

FROM ril

GROUP BY CUBE D;

De maniére cohérente avec les types de cubes précédensspruposons une
caractérisation des cubes différentiels.

Proposition 4.4 - La contrainte «f ({M|*}) >= MinSeuil » étant une contrainte
antimonotone (Peit al.,2002) et la contrainte w’appartient pas au cube de données
de la relationr; » étant une contrainte monotong( paragraphe 4.1 et application
du principe de dualité (Gantet al.,1999)), le cube différentiel est un cube convexe.
Ainsi, nous avons :

CubeDif ferentiel(re,r1) = {t € CL(r1Urg) | t[f({M|x})] > MinSeuil
et ery |t <, '}

Exemple 10 Soit la relation DDCUMENT, Suivante :

Rowld | Type Ville Editeur | Quantité
1 Scolaire Marseille Gallimard 3
2 Scolaire Paris Hachette 3
3 Scolaire Marseille  Hachettg 1
4 Roman Marseille Gallimarg 3
5 Essai Paris Hachette 2
6 Essai Paris Gallimarg 2
7 Essai Marseille  Hachette 1

Tableau 4. Relation exempl®OCUMENT,
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Les borduresS et G du cube différentiel entre les relationSODUMENT, et
DOCUMENTy, pour le seuilMinSeuil = 1/15 et la fonction agrégative(8v, sont
données dans le tableau 5.

(Scolaire, Marseille, Gallimajd
S (Scolaire, Marseille, Hachetfte
(Essai, Paris, Gallimajd
(Essai, ALL, Gallimard
(Scolaire, Marseille, ALL
(Scolaire, ALL, Gallimard
(ALL, Paris, Galimard

Tableau 5.Bornes du cube différentiel

Remarque 3 - Dans un souci d’homogénéité, nous terminons ce paragepten-
nant la requéte @. générique qui correspond au calcul du cube convexe :

SELECT D, f({M|*})

FROM r

GROUP BY CUBE D

[HAVING condition(s) anti-monotone(s)
AND Condition(s) monotone(s)];

5. Cubes émergents

Dans ce paragraphe, nous introduisons le concept de culvygémeDe tels cubes
exhibent des tendances non pertinentes pour I'utilisgfearce qu’en deca d’un seuil)
mais qui le deviennent ou au contraire des tendances siiBs qui s'atténuent sans
forcément disparaitre. Les cubes émergents permetteatti@argir les résultats des
cubes différentiels en affinant les comparaisons entre debgs. lIs sont tout aussi
intéressants dans un contexte b que pour I'analyse de flots de données car ils
mettent en évidence des renversements de tendances.

Dans la suite, nous considérons uniquement les fonctioregatives ©UNT et
SuMm. Pour conserver la propriété d’antimonotonie da/$nous supposons que toutes
les valeurs prises par la mesure sont strictement poséiviesroduisons une version
relative de ces fonctions.

Définition 3[Fonction agrégative relative]- Soitr une relationt € CL(r) un tuple,
et f € {Sum, CounT} une fonction agrégative. On appelfe.;(.,r) la fonction
agrégative relative de la fonctiofipour la relationr. f,..;(t,r) est le ratio entre la
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valeur def pour le tuplet et la valeur def appliquée sur toute la relatian(donc pour
le tuple(ALL, ... ,ALL)).

f(tr)

frel(tvr) = f((ALL7 _,ALL),T)

Par exemple, la fonction @UNT,..; (¢, ) correspond simplement&req(t, r) (la
fréquence d’apparition du motif multidimensionnelans la relation).

Remarque 4 - Etant donné qug est additive et que les valeurs prises par la mesure
sont strictement positives, onla< f(¢,r) < f((ALL,...,ALL),r) et par consé-
quentd < fre(t,r) <1

Disposant de deux jeux de données unicompatibjest 5, nous nous intéres-
sons aux tendances « non significatives » damais qui le deviennent damg dans
des proportions pertinentes pour l'utilisateur. Les griite aussi bien que les flots de
données incluant nécessairement la dimension chronalegigetr, peuvent étre ty-
piguement vus comme des ensembles de tuples pourvus dfskéstemporelles dif-
férentes. Ainsir; peut déja étre stockée dans I'entrepatetassembler les nouveaux
tuples a insérer lors d'un rafraichissementetr, peuvent aussi correspondre a des
ensembles de tuples collectés lors de deux intervalleswulestdViéme si la dimension
temps est prépondérante dans notre contexte de travaih’elit pas nécessairement
le critere de comparaison entre et r». Ainsi, dans une application distribuée, les
tuples der; etr, peuvent étre collectés sur deux sites différents. Les sugpteergents
der; versry peuvent étre simplement caractérisés par deux contralatssuil.

Définition 4[Tuple émergent]- Un tuplet € C'L(r, Ur;) est dit émergent de vers
ro Si et seulement s'il satisfait les deux contraintes sugsnt

(C1) frei(t,r1) < MinSeuily
(Co) frei(t,r2) > MinSeuils

ou MinSeuily et MinSeuily €10,1]

Exemple 11 Soit les seuilsMinSeuil; = 1/3 pour la relation CUMENT; (cf.

tableau 1) ef\/inSeuils = 1/5 relatif a la relation CUMENT; (cf. tableau 4), le
tuplet; = (Essai, Paris, ALl est émergent de ®CUMENT; vers DOCUMENT, car

SUM,ei(t1,71) = 1/12 et SUM,.¢;(t1,m2) = 4/15. Par contre, le tuplé, =(Essali,
Marseille, ALL) ne I'est pas cabU M, (t2,12) = 1/15.

Définition 5[Cube émergent]- Nous appelons cube émergent 'ensemble de tous les
tuples deC' L(re U r1) émergents de; versrs.

Le cube émergent, not€'ube Emergent(ra,r1), €st un cube convexe avec la
contrainte hybridg(C; A C3) « t est émergent de; versre ». Il est donc dé-
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fini ainsi : CubeEmergent(ra,m1) = {t € CL(r1 Ure) | C1(t) A Ca(t)}, avec
Cy(t) = fre(t,r1) < MinSeuily etCy(t) = frei(t,r2) > MinSeuils.

CubeEmergent(ra, 1) €st un cube convexe avec une conjonction de contraintes
monotone (1) et antimonotone:). On peut donc utiliser ses borduresthéoreme
3.1) pour répondre efficacement a la questiam tuplet est il émergent? »

Définition 6[Taux d’émergence]- Soitt € C'L(r, U r2) un tuple etf une fonction
additive (appliquée sur les valeurs toutes positives dedsume). Nous notoriBE (t)
le taux d’émergence deentrer; etr, et nous le définissons ainsi :

0 Sifrei(t,r1) =0 et fre(t,r2) =0
_ 00 Sifret(t,r1) =0 et fre(t,r2) #0
TE(t) o ,frel(ta 7’2) .
= 22 sinon
frel(ta 7'1)

A Tinstar de la mesure de corrélation (Ha al., 2001), lorsqu’un tuple a un
taux d’émergence strictement supérieur a 1, il est posiaré émergent, sinon il est
négativement émergent.

Exemple 12 Le tableau 6 présente 'ensemble des tuples émergentedeENT,
vers DOCUMENT, en considérant la mesure Quantité et les séuila.Seuil; = 1/3
et MinSeuils = 1/5.

Type Ville Editeur | TE(Quantit§

Scolaire Marseille Gallimard 00
Scolaire  Marseille ALL 00
Scolaire ALL Gallimard 00
ALL Marseille  Gallimard 2.4
ALL ALL Gallimard 2.4
Roman Marseille Gallimarg 1.2
Roman ALL Gallimard 1.2
Essai Paris ALL 3.2
Essai ALL ALL 2

Tableau 6.Ensemble des tuples émergentDdBCUMENT; versSDOCUMENT,

On observe que le taux d’émergence, quand il est supérie(de@nt positivement
émergent), permet de caractériser les tendances signéggatans, et qui ne sont
pas aussi marquées dans Quand ce taux est inférieur a 1, il met en évidence les
tendances immergenté®. significatives dans; et peu présentes ou inexistantes dans
T9.

Exemple 13 Dans les deux relations données en exemple, 6izéScolaire, ALL,
ALL) = 2.5. Evidemment, plus le taux d’émergence est élevé, plus datere est



Cubes Convexes 17

forte. Ainsi, le tuple ci-avant indique un bond pour la vedeelivres scolaires entre
DOCUMENT; et DOCUMENTs.

Proposition 5.1 - Soit MinRatio = %ﬁgﬁ?, vt € CubeEmergent(re,r1), 0N a
TE(t) > MinRatio.

1 1
> , or
frel (ta rl) —  MinSeuily

Preuve 5.1 - frel(tﬂ"l) S MinSeuill =
frei(t,r2) > MinSeuily
fTEl(ta TQ) > ]VonSeuzlg

frei(t,m1) — MinSeuily
= TE(t) > MinRatio O

Tous les tuples émergents de notre exemple, ont un taux dy@mee supérieur a
3/5. Ceux qui ont un taux d’émergence strictement supérieur@ni msitivement
émergents, les autres sont donc immergents.

Le cube émergent étant un cube convexe, il peut étre repiédsanses bordures
et donc sans avoir a calculer ni matérialiser les deux cubeparés. Cette capacité
est particulierement attrayante car elle permet d’'is@erénversements de tendances
extrémement rapidement et & moindre co(t.

5.1. Transversaux cubiques

Nous présentons le concept de transversaux cubiques (@asdl, 2003b) qui
est un cas particulier des transversaux d'un hypergrapbeyéB 1989, Eiteet al.,
1995, Gunopulost al.,1997) dans le contexte du treillis cube.

Définition 7[Transversal cubique] - Soit 7' un ensemble de tuple$' (C CL(r)) et
soitt € T'un tuplet est un transversal cubique @esurC L(r) si et seulement giest
un transversal cubique &t’' € T, ¢’ est un transversal cubiquetét<, t = ¢ = t'.
Les minimaux transversaux cubiquesisont notég7'r(T") et définis comme suit :

cI'r(T) = ngin({t € CL(r) |Vt e r,t +t' # (ALL,...,ALL)})
Soit A une anti-chaine d€'L(r) (tous les tuples dé& sont incomparables seloxy),

I'ensemble des minimaux transversaux cubique® geut étre contraint en utilisant
A. La nouvelle définition associée est la suivante :

cITr(T,A)y={tecTr(r)|JueA:t=<,u}
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Exemple 14 Avec la relation exemple BCUMENT;, nous avons le résultat suivant :
c¢T'r(DOCUMENT;) = { (Roman, Paris, ALL), (Essai, ALL, Gallimard), (Scolaire,
Marseille, ALL), (Scolaire, ALL, Gallimard), (ALL, PariGallimard)}.

Dans le prochain paragraphe, nous montrons que I'on péisentte concept pour
donner une nouvelle formulation des bordures du cube émerge

5.2. Calcul efficace des bordures

Pour calculer les bordures de I'ensemblebe Emergent(rq, 1), nous reformu-
lons les contraintes de maniére a tirer profit d’algorithedstants qui ont fait preuve
de leur efficacité :{) Max-Miner (Bayardo, 1998) et GenMax (Goudaal.,2001)
pour le calcul des maximaux cubiques, &) (Trans (Eiteret al., 1995), CTR (Ca-
sali et al., 2003b), MCTR (Casali, 2004) et (Gunopuletsal., 1997) pour le calcul
des minimaux transversaux cubiques. Nous ramenons laatotetk t est un tuple
émergent »a la recherche de maximaux cubiques fréquents et de minimeigues
transversaux.

Il a été démontré que la contraint€; ) est une contrainte monotone (&f,) est
une contrainte anti-monotone pour I'ordre de générabigati

L'ensemble des tuples émergents peut étre représenté wiabdedures :S qui
contient 'ensemble des tuple maximaux émergent§ englobant 'ensemble des
tuples minimaux émergents.

G =min<, ({t € CL(r) | C1(t) A Ca(t)})
S =max<, ({t € CL(r) | C1(t) A Ca(t)})

Proposition 5.2 - Soit M7 et M- les tuples maximaux fréquents des relation®t

To .

M, = max<, ({t € CL(r1) : fra(t,r1) > MinSeuil,})

My = max<, ({t € CL(r2) : fre(t,r2) > MinSeuily})

Nous pouvons alors caractériser les bordufest G de 'ensemble des tuples émer-
gents comme suit :

1) G = CTT‘(]\/[l, Mg) SUfCL(Tl U 7‘2),
2)S={te M, :JueG :u=,4t}

Preuve 5.2

Nt € G & t € ming,{u € CL(ry U ) 2 fra(u,m) <
MinSeuily €t frei(u,m2) > MinSeuily})
&t eming, ({u € CL(r1Urs) : fre(u, 1) < MinSeuil }) etIv € My =t <, v
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& teming,({fue CL(rUry) :fve My tu=g v})etIve My 1t <40
stecIr(My)etdve My :t <40
@tGCTT(Ml,MQ)

2) Vrai carCube Emergent(re,r1) €St Un espace convexe; par conséquent tout
tuplet € S spécialise au moins un tuptec G. O

Remarque 5 - Cette nouvelle caractérisation utilisant les minimaaxsversaux cu-
biques s’applique, dans un contexte binaire, aussi bienlpaalcul des motifs émer-
gents (Donget al.,2005), que pour celui des bordures des motifs contraintsisaie
conjonction hybride (Raedt al.,2001) en utilisant le concept classique de transversal
(Eiteret al., 1995, Berge, 1989).

(Roman, Marseille, Gallimayd

My (Scolaire, Paris, Hachejte

Tableau 7.Ensemblel/; des tuples maximaux fréquents@CUMENT;

(Scolaire, Marseille, Gallimayd
(Scolaire, Paris, Hacheite
(Roman, Marseille, Gallimayd
(Essai, Paris, ALL

Mo

Tableau 8.Ensemblél/, des tuples maximaux fréquents@eCUMENT:

Exemple 15 Considérons les relations = DOCUMENT; etr, = DOCUMENTs:.
Les ensembled/; et M, sont donnés dans les tableaux 7 et 8.

Les bordures d€'ube Emergent(re,r1) avecMinSeuil; = 1/3 et MinSeuily =

1/5 sont présentées dans les tableaux 9 et 10. Grace a ces dedurdsor
nous pouvons affirmer que les livres scolaires se sont miendus a Mar-
seille dans la deuxieme relation céBcolaire, Marseille, ALL. généralise le tuple
(Scolaire, Marseille, Hacheftappartenant & et il est généralisé par (Scolaire, Mar-
seille, ALL) appartenant &. En revanche, on ne peut rien affirmer pour le tuple
(Scolaire, ALL, Gallimard car il ne spécialise aucun tuple de

(Scolaire, Marseille, Gallimajd
S (Roman, Marseille, Gallimayd
(Essai, Paris, ALl

Tableau 9.Majorant S de Cube Emergent(DOCUMENTz, DOCUMENT;)
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(ALL, ALL, Gallimard)
G | (Scolaire, Marseille, AL
(Essai, ALL, ALL)

Tableau 10.Minorant G de Cube Emergent(DOCUMENTz, DOCUMENTY)

6. Conclusion

Nous avons, dans cet article, passé en revue différentbisaléons du concept de
cube de données en leur ajoutant une nouvelle variatiortuless émergents. En met-
tant en évidence les renversements de tendances ou, ptisSonént, leurs évolutions
dans des proportions significatives pour le décideur, Ibes¥mergents apportent
de nouvelles connaissances particulierement pertingoigscomparer deux jeux de
données. Leur représentation compacte et leur calcul effiea font des candidats de
choix pour toutes les applications d’analyse multidimensglle de flots de données.
En effet, les utilisateurs de telles applications dynargjcherchent expressément a
connaitre toute évolution de tendances pour étre a mémealgirren temps réel.

Outre la proposition de ce nouveau type de cube, nous avdins ulde structure
unificatrice, le cube convexe, qui est un cadre formel et ggneé permettant de ca-
ractériser, de maniére simple et solide, différentes ntggmde cubes de données, trop
souvent percus comme les résultats de requétes ou d'alg@stet non comme des
concepts. Nous nous sommes attachés a mettre en regardizgsetdeeptions. Il ré-
sulte de ce travail une caractérisation homogéne des diyses de cubes examinés,
une classification qui se veut didactique pour que I'utiésa choisisse la variante de
cube adaptée a ses besoins mais surtout la possibilité dBpnésentation compacte,
solidement établie pour la structure générique du cubesx@et que nous montrons
applicable a ses déclinaisons spécifiques que sont le caber, le cube interval-
laire, le cube différentiel, le cube émergent et le cube dedes lui-méme. Quelle
gue soit la variante de cube considérée, la représentadiohquvdure obtenue est, a
I'heure actuelle, la meilleurég. la plus petite possible et donc, dans des contextes ou
ces considérations sont cruciales, la moins colteuse alea(d’autant qu’il existe
des algorithmes ayant prouvé leur efficacité) et la moinsezaie a matérialiser.

7. Bibliographie

Bayardo R., « Efficiently Mining Long Patterns from DatatmseProceedings of the Interna-
tional Conference on Management of Data, SIGM@D85-93, 1998.

Berge C.Hypergraphs : combinatorics of finite setdorth-Holland, Amsterdam, 1989.

Beyer K., Ramakrishnan R., « Bottom-Up Computation of Spared Iceberg CUBEs ®ro-
ceedings of the International Conference on Managementaté,I5IGMOD p. 359-370,
1999.



Cubes Convexes 21

Casali A., « Mining Borders of the Difference of Two Datacsbeg Proceedings of the 6th
International Conference on Data Warehousing and Knowdddigcovery, DaWakp. 391-
400, 2004.

Casali A., Cicchetti R., Lakhal L., « Cube Lattices : a Framewfor Multidimensional Data
Mining », Proceedings of the 3rd SIAM International Conference onal¥dtning, SDM
p. 304-308, 2003a.

Casali A., Cicchetti R., Lakhal L., « Extracting Semanticsni Datacubes using Cube Trans-
versals and Closures Rroceedings of the 9th ACM SIGKDD International Confereone
Knowledge Discovery and Data Mining, KDP. 69-78, 2003b.

Casali A., Cicchetti R., Lakhal L., « Treillis cubes contviai pour la fouille de bases de
donnA©es multidimensionnelles sechnique et Science Informatiques, T8l 22
(10/2003), p. 1325-1352, 2003c.

Dong G., Li J., « Mining border descriptions of emerging eats from dataset pairs Know-
ledge Information Systemol. 8 (2), p. 178-202, 2005.

Eiter T., Gottlob G., « Identifying The Minimal Transversadf a Hypergraph and Related
Problems »SIAM Journal on Computingol. 24(6), p. 1278-1304, 1995.

Ganter B., Wille R.Formal Concept Analysis : Mathematical Foundatip8gringer, 1999.

Gouda K., Zaki M., « Efficiently Mining Maximal Frequent Itessts » Proceedings of the 1st
IEEE International Conference on Data Mining, ICDM. 3163-170, 2001.

Gray J., Chaudhuri S., Bosworth A., Layman A., Reichart @nkatrao M., Pellow F., Pirahesh
H., « Data Cube : A Relational Aggregation Operator Gengarai Group-By, Cross-Tab,
and Sub-Totals »Data Mining and Knowledge Discoveryol. 1(1), p. 29-53, 1997.

Gunopulos D., Mannila H., Khardon R., Toivonen H., « Dataingnhypergraph transversals,
and machine learning sRroceedings of the 16th Symposium on Principles of Database
Systems, POD$. 209-216, 1997.

Han J., Chen Y., Dong G., Pei J., Wah B. W., Wang J., Cai Y. D.tregsn Cube : An Archi-
tecture for Multi-Dimensional Analysis of Data Stream®istributed and Parallel Data-
basesvol. 18(2), p. 173-197, 2005.

Han J., Kamber M.Data Mining : Concepts and Techniguédorgan Kaufmann, 2001.

Lakshmanan L., Pei J., Han J., « Quotient Cube : How to Sunzeéine Semantics of a Data
Cube » Proceedings of the 28th International Conference on Vergé®atabases, VLDB
p. 778-789, 2002.

Mitchell T. M., « Generalization as Search Adtificial Intelligence vol. 18(2), p. 203-226,
1982.

Pei J., Han J., « Constrained Frequent pattern Mining : AeRatBrowth View » SIGKDD
Explorations vol. 4(1), p. 31-39, 2002.

Raedt L., Kramer S., « The Levelwise Version Space Algoritimd its Application to Molecu-
lar Fragment Finding >Rroceedings of the 17th International Joint Conference difigial
Intelligence, 1IJCAlp. 853-862, 2001.

Vel M., Theory of Convex StructureNorth-Holland, Amsterdam, 1993.



