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RESUME. Cet article présente de récents résultats issus de la combinaison entre la théorie des
matrices aléatoire et la théorie de I’estimation robuste appliquées a des problemes de détection
en radar. Plus précisément, afin de pallier les problémes de grande dimension des données,
nous nous intéressons a une version régularisée de I’estimateur de matrice de covariance de
Tyler (Tyler, 1987, Pascal, Chitour et al., 2008). Nous montrons ainsi grdce a l’analyse sta-
tistique de ce dernier, i.e. I’étude de son comportement au premier et second ordre en régime
de grande dimension®, qu’un détecteur optimal (au sens de la maximisation des performances
de détection et/ou de régulation de fausses alarmes) peut étre construit. Enfin, des simulations
Monte-Carlo montrent la pertinence de cette approche avec la comparaison aux méthodes tra-
ditionnellement utilisées.

ABSTRACT. This article presents recent results obtained from both Random Matrix Theory and
Robust Estimation Theory, and applied to radar detection problems. More precisely, to answer
the problem of high dimensional data, we focus on a regularized version of the Tyler’s cova-
riance matrix estimator (Tyler, 1987 ; Pascal, Chitour et al., 2008). Thus, it is shown thanks to
the statistical analysis of this estimator, i.e. first and second-order behavior in high dimensional
regime >, that an optimal design of a robust detector, namely the adaptive normalized matched
filter (ANMF) can be derived. The optimality considered in this paper refers to the maximisa-
tion (resp. minimization) of the detection probability (resp. probability of false alarm). Finally,
Monte-Carlo simulations are conducted to highlight the improvement brought by the proposed
approach compared to classical techniques of the literature.
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2. c’est a dire lorsque le nombre d’observations n et leur dimension N tendent vers I’infini a la méme
vitesse : N/n — ¢ € (0, 1].

3. This means that both the number of observations n and their dimension N tend to infinity at the same
rate: N/n — ¢ € (0,1].
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1. Introduction

L’estimation de matrices de covariance ou plus généralement de matrices de dis-
persion est un probleme d’importance fondamentale pour de nombreuses applications
en traitement du signal et en traitement radar. On peut citer par exemple les problemes
de détection adaptative, les problémes d’estimation de directions d’arrivées ou en-
core certains problemes de classification. Dans les applications radar spécifiques, on
peut citer les traitements spatio-temporels adaptatifs (Space-Time Adaptive Proces-
sing, STAP) qui sont évoqués pour certaines configurations particulieres des systemes
radar (J. Ward, 1994 ; Klemm, 2002 ; Bidon et al., 2011). Ainsi, en détection radar
(STAP ou classique), il est essentiel de construire un estimateur suffisamment précis
de la matrice de covariance afin d’obtenir de bonnes performances en détection (voir
par exemple (Olilla ez al., 2012 ; Mahot ef al., 2013) et les références associées). Les
applications évoquées font souvent intervenir des observations de grande dimension
et en pratique, il n’est pas toujours possible d’obtenir un nombre suffisant d’échan-
tillons pour estimer la matrice de covariance. En effet, les données d’observations
doivent étre indépendantes et identiquement distribuées et ces hypotheses restreignent
généralement la taille du support de 1’échantillon d’apprentissage. Pour palier ce pro-
bleme, i.e. lorsque la dimension des observations est supérieure aux nombre d’obser-
vations, des méthodes de régularisation pour I’estimation de matrice de covariance on
été proposées (Y. Abramovich, 1981). Une approche classique parmi ces méthodes de
régularisation est donnée par la matrice de covariance empirique régularisée (Regula-
rized Sample Covariance Matrix, RSCM). Cette procédure d’estimation peut tre vue
comme la continuité de la méthode de “diagonal loading", introduit par les travaux
d’ Abramovich et de Carlson (Y. Abramovich, 1981 ; Carlson, 1988).

Selon la nature statistique du fouillis ou bruit additive, deux méthodes de régu-
larisation peuvent étre distinguées : la RSCM et I’estimateur régularisé de Tyler (re-
gularized Tyler estimator, RTE) (Chen ef al., 2011 ; Pascal et al., 2014). Ces deux
estimateurs sont directement issus des méthodes de régularisation ou “shrinkage" de
Ledoit-Wolf (Ledoit, Wolf, 2004).

Directement 1i¢ a la matrice de covariance empirique (sample covariance ma-
trix, SCM), le RSCM conserve les principales propriétés de la SCM, notamment les
performances limitées dans le cas d’observations hétérogenes, impulsives et/ou non-
gaussiennes, mais encore dans le cas ou des données aberrantes (ou outliers) sont
présentes dans les observations. Ainsi, afin de travailler dans un cadre général, in-
cluant les précédents scénarios, le fouillis est souvent modélisé par des distributions
complexes elliptiques symétriques (complex elliptical symmetric distributions, CES),
introduit par Kelker (Kelker, 1970). Dans ce contexte, la maniere d’estimer la ma-
trice de covariance ou plus généralement la matrice de dispersion* (scatter matrix) est
plus difficile a mettre en ceuvre. Ces problemes d’estimation ont été abordés dans le

4. Contrairement a la matrice de covariance qui n’est définie que lorsque le moment d’ordre 2 de la distri-
bution existe, la matrice de dispersion est toujours définie et reflete la structure de la distribution.
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cadre de la théorie de 1’estimation robuste par des auteurs comme Huber, Hampel et
Maronna (Huber, 1964 ; 1972 ; Maronna, 1976) et étendus plus récemment dans le
cas complexe (Olilla et al., 2012 ; Mahot et al., 2013 ; Pascal, Chitour et al., 2008).
Il est important de remarquer que souvent ces techniques d’estimation requierent la
résolution d’une équation de point fixe faisant intervenir I’inverse le matrice estimée.
Une des conséquences est la nécessité d’avoir plus d’observations n que la taille des
observations N pour estimer la matrice. C’est principalement pour cette raison que
les techniques de régularisation ont été introduites afin d’obtenir 1’existence de la ma-
trice estimée dans les cas ou peu d’observations sont disponibles. L’étude du RTE
d’un point de vue algorithmique a été traitée dans différents articles (Chitour, Pascal,
2008 ; Pascal et al., 2014 ; Ollila, Tyler, 2014 ; Sun et al., 2014). Contrairement a la
RSCM, le RTE est par construction un estimateur robuste puisqu’il est issu de 1’es-
timateur de Tyler aussi appelé estimateur du point fixe (Tyler, 1987 ; Pascal, Chitour
et al., 2008). Cet estimateur, le RTE, est donc adapté au cas d’un faible nombre de
données pour I’estimation de la matrice de covariance mais aussi dans les cas de don-
nées aberrantes ou hétérogenes. Ce type d’observations a été mis en évidence dans de
nombreuses analyses expérimentales du fouillis des données radar (K. D. Ward, 1981 ;
Watts, 1985 ; Nohara, Haykin, 1991 ; Billingsley, 1993).

Le principal challenge dans I’utilisation de ces méthodes régularisées consiste a
trouver une méthode pour optimiser le parametre de régularisation. Evidemment, cette
optimisation va dépendre du critere a maximiser (ou de maniere équivalente a mini-
miser). Ces problemes ont été essentiellement investigués dans (Ledoit, Wolf, 2004 ;
Chen et al., 2010) pour la RSCM et dans (Ollila, Tyler, 2014 ; Chen et al., 2011)
pour le RTE. Bien qu’obtenant des expressions différentes pour le parametre de ré-
gularisation, ces méthodes reposent toute sur la minimisation d’une distance entre le
RTE ou la RSCM et la vraie matrice de covariance. Ce sont des méthodes oracles,
qui ne permettent pas en pratique d’étre implémentées, puisque la vraie matrice de
covariance est inconnue. De plus, ce critere d’optimisation n’est pas forcément adapté
pour I’optimisation d’autres criteres, tels que les performances de détection. Dans cet
article, nous nous intéressons a 1’optimisation, et en conséquence au design optimal,
d’un détecteur robuste, I’adaptive normalized matched filter (ANMF). Introduit par
(Conte et al., 1995) et analysé dans (Liu et al., 2011 ; Kraut, Scharf, 1999 ; Pascal et
al., 2004), cette méthode présente 1’avantage de conserver un taux de fausse alarme
constant (propriété TFAC, ou Constant False Alarm Rate, CFAR) par rapport a la
puissance du bruit et a sa matrice de covariance (Pascal et al., 2006). Ce détecteur est
obtenu en remplacgant dans le filtre adapté normalisé (normalized matched filter, NMF)
la vraie matrice de covariance par un estimateur, qui est calculé a I’aide de n données
secondaires, supposées indépendantes et identiquement distribuées (IID). Dans cet ar-
ticle, les estimateurs utilisés dans le ANMF sont le RTE et la RSCM. Ainsi, dans un
premier temps, nous considérons le cas classique de bruit additif gaussien et nous étu-
dions les performances obtenues avec le RSCM. Ce cas sera appelé le ANMF-RSCM.
La principale contribution de cette partie consiste a I’analyse du parametre de régu-
larisation afin d’optimiser les performances de détection ainsi que les performances
de régulation de fausse alarme. Cette analyse doit étre basée sur I’étude statistique
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de I’estimateur RSCM. Lorsque les dimensions n et [N sont fixées, il semble difficile
de résoudre ce probleme d’optimisation. Dans cet article, nous considérons donc le
régime asymptotique dans lequel les deux dimensions tendent vers 1’infini dans un
méme régime, i.e. N/n — ¢ € (0,1]. Ceci permet en particulier d’utiliser certains
outils classiques provenant de la théorie des grandes matrices aléatoires. Ainsi, le pre-
mier objectif de ces travaux est de trouver le parametre de régularisation optimal qui
maximise la probabilité de détection du détecteur résultant pour toute probabilité de
fausse alarme.

Dans un second temps, nous considérons que le bruit n’est plus distribué selon
une distribution gaussienne classique mais peut étre distribué selon des distributions
a queue lourde. C’est le contexte des distributions CES. Dans ce cas, il est naturel
de considérer des estimateurs de matrice de covariance robuste, i.e. dans cet article le
RTE puisque le RSCM n’est pas adapté aux distributions impulsives et/ou a la pré-
sence d’outliers. Le détecteur résultant sera appelé le ANMF-RTE. A I’aide de I’étude
du comportement asymptotique du RTE, nous montrerons notamment que le compor-
tement asymptotique du ANMF-RTE est équivalent a celui du ANMF-RSCM. Ainsi,
I’utilisation conjointe de la théorie des grandes matrices aléatoires et de la théorie de
I’estimation robuste permet d’étendre les performances obtenues dans le cas gaussien
a des scénarios plus complexes, faisant intervenir des distributions impulsives ou des
outliers dans les observations.

Cet article est organisé de la facon suivante. La premiere partie présente une in-
troduction du probléme considéré. Ensuite, une seconde partie contient les principales
contributions théoriques, notamment le design optimal du détecteur ANMF construit
avec les différents estimateurs régularisés de matrice de covariance. Enfin, ces résul-
tats seront illustrés au travers de simulations Monte-Carlo qui compareront la méthode
proposée pour le design optimal du parametre de régularisation avec les méthodes
existantes dans la littérature.

Notations : Les vecteurs sont représentés en caracteres gras minuscules et les ma-
trices en lettres capitales grasses. La notation (.)* représente I’opérateur transposé-
conjugué tandis que tr(.) et (.)~! sont respectivement les opérateurs trace et inverse.
La notation ||.|| sera utilisée pour la norme euclidienne dans le cas de vecteurs et la

. p.s. ,
norme spectrale dans le cas de matrice. —> représente la convergence presque sure.
La relation X £ Y permet de définir la nouvelle variable X comme étant égale 2 Y.

2. Etat de ’art et problémes étudiés

En détection radar, le principal probleme consiste généralement a détecter, dans
un vecteur d’observation y de dimension N un vecteur « p, d’amplitude complexe
« généralement inconnue et de steering vector p caractérisant les parametres 0 in-
connus de la cible (position, vitesse, réponse polarimétrique, direction, etc.). Ce si-
gnal d’intérét est généralement corrompu par un bruit additif de fouillis x caractérisé
par un vecteur de parameétres inconnus (moyenne, variance, covariance, parametres
de forme, etc.). Dans I’exemple du traitement adaptatif spatio-temporel, la dimension
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des observations correspond a la concaténation des M impulsions émises par m an-
tennes, N = M m, et peut étre relativement élevée. Ainsi, le probleme de détection
se formalise généralement par un test d’hypotheses binaires :

{H1: y=op-+x

Hy: y=x. M

Sous les deux hypotheses Hy et Hy, on suppose que n observations indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d.) sont disponibles. Ces observations servent a estimer
les parametres inconnus du bruit. Dans le domaine du radar, ces observations sont
appelées les données secondaires.

Plusieurs modeles statistiques ont été proposés pour le fouillis x. Parmi eux, la fa-
mille des distributions complexes elliptiques symétriques (Complex Elliptically Sym-
metric, CES) s’est imposée comme une modélisation naturelle. Ceci peut s’expliquer
par I'interprétation physique de ce modele. En effet, cette classe de distribution peut
étre interprétée comme des distributions gaussiennes de variance inconnue et aléatoire.
Ainsi, cette variance aléatoire peut correspondre a la variation temporelle (ou spatiale)
des observations. Cela permet d’introduire une hétérogénéité. De nombreuses distribu-
tions multivariées appartiennent a cette familles de CES. On peut citer par exemple les
distributions gaussiennes multivariées, les distributions gaussiennes généralisées, la
K-distribution, les distributions de Student-t multivariées parmi de nombreuses autres.
Une analyse compléte de ces modeles peut étre trouvée dans (Olilla et al., 2012).

Formellement, un vecteur elliptiquement distribué est donné par :

i
x =1C3w
ou 7 est une variable (scalaire) aléatoire positive appelée la fexture, Cp est la ma-

trice de covariance de x° et W est un vecteur aléatoire de dimension N, indépendant
de 7, centré et distribué uniformément sur I’hypersphere de dimension N. w est donc

1
unitairement invariant de norme |W|| = v N. C3Ww est appelé le speckle. Ceci corres-
pond, par opposition a la texture, au fond statistique dans les problemes de traitement
d’image.

La construction d’un test statistique approprié au probleme 1 va dépendre de la
quantité d’information disponible, notamment les parametres du bruit additif. Ainsi,
si le bruit est gaussien de matrice de covariance a C avec C connue et a et alpha
inconnus, alors le test du rapport de vraisemblance généralisé (Generalized Likelihood
Ratio, GLRT) conduit a la statistique de test suivante :

ly*Cy'p|

Ty =
/Y Cilyp Ci'p

5. Il est important de noter que cette matrice de covariance n’existe pas toujours (uniquement dans le cas ou
x possede un moment d’ordre 2 fini. Cependant, cette expression existe toujours, avec C  qui correspond
a la matrice de dispersion (dans le cas d’un moment d’ordre 2 fini, la matrice de covariance est égale a la
matrice de dispersion a un facteur pres.
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Ceci correspond a la racine carrée de la statistique du test du détecteur appelé filtre
adapté normalizé (Normalized Matched Filter) qui a été trouvé de différentes fa-
cons par plusieurs auteurs (Picinbono, Vezzosi, 1970 ; Scharf, Lytle, 1971), puis par
(Scharf, Friedlander, 1994 ; Conte et al., 2002 ; Gini, Greco, 2002). Il est intéressant de
remarquer que sous Hy, cette statistique ne dépend pas de la texture, ce qui lui confere
la propriété dite de “taux de fausse alarme constant” (TFAC) par rapport a la texture
(texture Constant False Alarm Rate, texture-CFAR). Ainsi, Ty ne dépend que de la
matrice de covariance C y a un facteur prés. Comme évoqué précédemment, cette sta-
tistique existe toujours méme dans le cas d’un moment d’ordre 2 infini puisqu’elle
peut s’écrire comme fonction de la matrice de dispersion uniquement.

En pratique, la matrice de covariance Cy est inconnue et doit étre estimée. L’ ap-
proche consiste a remplacer la matrice de covariance dans le test par un estimateur,
construit a partir des données secondaires supposées i.i.d. xi,- - - ,X,. Ceci conduit
a une version dite adaptive du détecteur précédent. Ce détecteur sera appelé ANMF
(Adaptive Normalized Matched Filter) dans la suite de cet article. Les principaux chal-
lenges consitent maintenant a trouver les estimateurs de matrice de covariance qui
conduiront aux meilleurs performances du test de détection. En pratique, les criteres
d’évaluation des performances considérés sont la probabilité de fausse alarme, la pro-
babilité de détection, la robustesse du détecteur (par rapport a une erreur de modele,
un ou plusieurs outliers, des données manquantes...).

Plusieurs estimateurs de C peuvent étre utilisés. Le plus naturel, et un des plus
étudiés dans la littérature est la matrice de covariance empirique (SCM) donnée par :

1 n
Ry =— E XX} .
n-
=1

Cet estimateur est 1’ estimateur du Maximum de Vraisemblance (Maximum Likelihood
Estimator, MLE) dans le cas d’un bruit additif gaussien, et aussi 1’estimateur obtenu
par la méthode des moments. Cependant, en pratique, comme dans le cas du STAP,
la dimension N des observations peut étre grande, i.e. du méme ordre de grandeur
ou plus grande que le nombre n d’observations, ce qui conduit a un estimateur mal
conditionné, voire non-inversible, qui sera moins précis et entrainera des dégradations
dans les performances de détection ©. Ainsi, une alternative a été de considérer une
version régularisée de la SCM, notamment la RSCM définie par :

Ry (p) = (1 - p)Ry + ply, 2

ol le parametre p € [0, 1], appelé parametre de régularisation, est utilisé pour donner
plus ou moins d’importance aux échantillons, selon le nombre d’observations. Dans
la suite, I’ ANMF dans lequel le RSCM est utilisé sera appelé le ANMF-RSCM.

6. Traditionnellement, on suppose que 2N observations sont nécessaires afin d’obtenir des performances
raisonnables en termes de détection, i.e. une perte de 3 dB sur le rapport signal-a-bruit (RSB ou Signal-to-
Noise Ratio, SNR) de sortie comparé au filtre optimal (Reed et al., 1974).
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D’autre part, bien que cette régularisation soit intéressante dans le cas ot la dimen-
sion est grande, il reste néanmoins trés dépendant des performances générées par la
SCM. Ainsi, en termes de robustesse, cet estimateur ne sera pas adapté au cas ou les
observations suivent des distributions a queue lourde, ou encore dans le cas ou des out-
liers sont présents dans les observations. Pour palier ces problemes, des estimateurs
issus de la théorie de 1’estimation robuste, les M -estimateurs on été introduits dans
les années 70’s avec les travaux de Huber et Maronna (Huber, 1964 ; 1972 ; Maronna,
1976), puis plus récemment 1’estimateur de Tyler ou estimateur du point fixe (Tyler,
1987 ; Pascal, Chitour et al., 2008). L’estimateur de Tyler peut €tre vu comme I’esti-
mateur limite des M -estimateurs en ce sens qu’il est le plus robuste par rapport aux
criteres de robustesse classiques tels que le point de rupture, la fonction d’influence
ou encore le biais asymptotique. Il est de plus indépendant de la distribution utilisée
des lors que cette derniere appartient a la famille des CES. Ces propriétés le rendent
particulierement intéressant. De plus, tous ces estimateurs ont été récemment analysés
dans le régime des grandes dimensions (Couillet, Pascal, Silverstein, 2014a ; 2014b;
Zhang et al., 2014). Dans ces travaux, afin de répondre au probleme de grande dimen-
sion et simultanément de robustesse, nous nous sommes intéressé a 1’estimateur défini
dans (Pascal et al., 2014) comme 1’'unique solution C ~(p) de I’équation de point fixe
suivante :

- 1 X; X5
Cnlp)=(0-p)= ) +—a7— +rlxn. 3
n ; %X;CNl (p)xi

avec p € (max (0,1 — %), 1].

Cet estimateur sera appelé 1’estimateur de Tyler régularisé (Regularized-Tyler Es-
timator, RTE). Comme indiqué précédemment, cet estimateur possede de treés bonnes
propriétés en termes de robustesse, mais il présente d’autres aspects tres intéressants.
Tout d’abord, il est adapté aux situations ol ¢y = % est grand tandis que les esti-
mateurs robustes classiques de matrice de covariance seront mal conditionnés ou bien
pas du tout définis si N > n. De plus, le parametre de régularisation p offre un degré
de liberté supplémentaire : cet estimateur varie due I’estimateur sans biais de Tyler
lorsque p = 0 (Pascal, Forster et al., 2008) jusqu’a la matrice identité lorsque p = 1.
Le détecteur résultant sera appelé le ANMF-RTE.

Une fois ce détecteur adaptatif construit, i.e. lorsque la vraie matrice de covariance
a été remplacée par un estimateur le principal probleme est de caractériser les perfor-
mances de ce détecteur, dans ce cas I’ANMF-RTE. La robustesse de ce détecteur est
évidemment assurée par construction du détecteur et de I’estimateur de matrice de
covariance. En ce qui concerne les performances en détection, elles reposent sur la
distribution de la statistique de test. A distance finie, i.e. lorsque N et n sont fixés,
ceci parait impossible puisque aucune expression analytique du RTE n’est disponible.
Ce comportement statistique est en effet indispensable pour régler I’erreur de premiere
espece ou probabilité de fausse alarme. Ainsi, un premier probléme consiste a analy-
ser le détecteur en fonction de p afin de trouver la valeur de p qui maximiserait les
performances du ANMF-RTE. De récents travaux se sont focalisés sur I’optimisation
de différents critéres par rapport a p, comme 1’erreur quadratique moyenne (Mean
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Square Error, MSE) dans (Ollila, Tyler, 2014 ; Y. I. Abramovich, Besson, 2013). Bien
que les résultats soient attractifs dans la facon de calculer le p optimal, il semble que
cette approche ne peut étre optimale, vu que I’application étudiée n’est pas prise en
compte. Ainsi, dans cet article, on s’intéresse aux valeurs de p qui, soit minimisent
la probabilité de fausse alarme, soit maximisent la probabilité de détection (pour une
probabilité de fausse alarme fixée). Ce deuxieme cas semble étre le plus pertinent pour
un probléme de détection.

Afin d’obtenir ces résultats, il est nécessaire de caractériser la distribution de
TRSCM () et de TRTE(p) donnés par :

*ﬁ—l
pasom(y - VN (p)pA @)
VY Ry o)y /P Ry ()p
s —1
TRTE CN (P)p )

\/y*C v \/P Cr (0)p

sous les hypotheses Hy et ;. L’intérét de considérer ces deux statistiques de test est
de pouvoir traiter les cas classiques (e.g. observations gaussiennes homogenes) mais
aussi les cas non-standards (données hétérogenes, impulsives, données manquantes,
outliers...).

Pour traiter ce probleme, nous considérons dans cet article le cas asymptotique
dans lequel N et n tendent vers I'infini a la méme vitesse, i.e. avec % — ¢ € (0,00).
Ceci a permis d’obtenir les résultats dans le cas de la minimisation de la probabilité
de fausse alarme (Couillet, Kammoun, Pascal, 2014). La partie suivante présente les
résultats dans le cas gaussien.

3. Design optimal du ANMF-RSCM dans le cas d’un bruit gaussien

Dans cette partie, les données secondaires x1, - - - , X,, sont supposées i.i.d. gaus-
siennes centrées et de matrice de covariance Cy.

Pour p € (0, 1], la RSCM est définie par I’équation (2) et la statistique de test cor-
respondante sera notée fﬁs CM  Afin d’optimiser les performances de ce détecteur,
par rapport au parametre p, il est indispensable de caractériser, asymptotiquement, les
probabilités de de fausse alarme et de détection, sous les hypotheses ¢y £ % — ¢,
lorsque N et n tendent vers I’infini. Plus précisément, il s’agit d’évaluer les proba-
bilités P {ff\}SCM > I‘|H0} et P {f}:;SCM > F|H1} pour un certain seuil de détec-
tion I' > 0, selon I’hypothese, i.e. Hy ou H;, ou de maniere équivalente y = x or
y =oap+X.

Avant de calculer les performances asymptotiques, il est intéressant de remar-
quer que I’analyse en régime de grande dimension entraine des résultats différents
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de I’approche classique de statistique inférentielle. En effet, selon les ordres de gran-

deur de « et I', par rapport a N, des résultats triviaux peuvent étre obtenus. C’est
. sz 1 o —1 1 o —1

le cas par exemple sous Hy, puisque les quantités \/_NY*R N (p)ﬁ, Y Ry (p)y

et p*ﬁj_\,l (p)mﬁl—2 sont des objets classiques dans la théorie des matrices aléatoires
qui convergent vers leur espérance lorsque N et n tendent vers 1’infini a la méme vi-
tesse (Wagner et al., 2012). Ainsi, comme \/Lﬁy*ﬁj_vl (p)p P50, fESCM P50
pour tout I' > 0, ce qui a comme conséquence, que dans le régime asymptotique
en grande dimension, la probabilité de fausse alarme tend vers zéro pour toute va-
leur du seuil de détection I'. Ainsi, le seuil de détection doit étre normalisé de la
facon suivante : I' = N —ay pour une valeur de r fixée. Cette hypothese a aussi été
utilisée dans (Couillet, Kammoun, Pascal, 2014). De fagon similaire, sous 1’hypo-
these Hy, la présence d’un signal d’intérét entraine la convergence presque siire de
TRSCM vers une constante positive si o ne varie pas avec N. Ainsi, pour ' = N~ar,

P |TRSM > T|H; | — 1, ce qui conduit comme précédemment 2 un cas trivial. Pour

est suffisamment grande, permet d’obtenir de (bons) résultats aussi dans des régimes
de faibles SNR.

Afin de dérivées les propriétés asymptotiques de ces probabilités, plusieurs hypo-

theses sont nécessaires :
1

SUPPOSITION 1. — Pour i € {1,--- ,n}, x; = C}w; avec

- wi,- -, Wy, sont des vecteurs aléatoires indépendants centrés de taille IV et de
matrice de covariance I,

- Cy € CV*N est tel quelimsup |[Cn|| < coet % trCy = 1,

s 1
- liminfy p*Cnp > 0.
O

Il est intéressant de noter que % trCy = 1 n’est pas une contrainte restric-

tive puisque les statistiques étudiées dans cet article sont invariante a un changement

d’échelle sur Cy . De plus, le dernier point des hypothéses 1 est nécessaire pour assu-
rer les fluctuations des statistiques sous Hy et H;.

Pour z € C\R, soit my () I"'unique solution complexe de :
my(z) = (=z+cen(1—p)

x]% trCy (Ty + (1 — p)mN(z)CN)_1>_

qui satisfasse (z)S(muy(2)) > 0 ou I'unique positive si z < 0. Lexistence et 1'uni-
cité sont directement obtenus a partir des résultats de (Silverstein, Bai, 1995). Cette
quantité est déterministe et peut étre calculée simplement pour chaque 2z a I’aide de
I’algorithme de point fixe. Ceci permet notamment de caractériser le comportement
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asymptotique de la mesure spectrale empirique de la matrice (1 — p)% Yo XX
Définissons aussi pour x > 0, RS comme:

M A
REM £ [, 1].
Apres ces définitions préliminaires, nous pouvons dériver le comportement asymp-
totique des probabilités de fausse alarme et de détection.

THEOREME 2 (Probabilité de fausse alarme). — Lorsque N,n — oo avec cy — ¢ €
(0, 00),

on

1 P*CnQ% ()P
2p*Qn(p)p tr CnQn(p)

1
Tl p)Pmn(—p)P % r CRQE ()

et Qn(p) £ (Iy + (1 = p)mn(—p)Cn) ™"

Quelques remarques sur ce théoréme sont essentielles:

1>

O?V,SCM(p)

REMARQUE 3. —

— Dans le régime de grande dimension, T8SCM () suit asymptotiquement une

distribution de Rayleigh. C’est un résultat tres simple.

— L’uniformité dur p obtenue dans le théoréeme 2 est essentielle pour la suite, no-
tamment pour obtenir le p optimal qui minimise la probabilité de fausse alarme.

— Cette uniformité dans la convergence implique évidemment la convergence pour
toutes les valeurs de p > 0 mais il permet aussi de gérer la convergence de la probabi-
lité de fausse alarme lorsque les valeurs du parametre de régularisation sont aléatoires.
Ceci est intéressant puisque le détecteur est réglé a partir d’observations aléatoires qui
permettent d’estimer les parametres.

— Notons aussi que I’ensemble [0, ) pour £ > 0 aussi petit que ’on souhaite est
retiré de la région de convergence uniforme pour des raisons techniques apparaissant
dans les preuves.

|

Le théoreme 2 fournit une expression analytique de la relation entre la probabilité
de fausse alarme, généralement fixée par 1’utilisateur selon les applications considé-
rées, et le seuil de détection. Cette relation est évidemment fonction du parametre de
régularisation. Ainsi, I’optimisation, i.e. la minimisation de la probabilité de fausse
alarme pourra étre effectuée grace a ce parametre. Notons qu’il existe une infinité de
valeurs du seuil de détection pour une probabilité de fausse alarme donnée, ceci grace
au parametre de régularisation qui joue le role d’un degré de liberté supplémentaire.
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Cependant, dans le théoréme 2, cette expression analytique dépend de la matrice
de covariance qui est inconnue en pratique. Il est donc essentiel d’avoir un estimateur
consistant de cette quantité. C’est I’objet de la proposition suivante:

PROPOSITION 4. — Pour p € (0, 1), soit

1_ P By )P
Fsenl) = 1 PR
N,scMm\P) = = =
2 (1 —en + AL tr Ry p)) (1 - %trR;vl(p)>
et 6% sopr(1) = limpp1 6% gear(p) = p;rr%jvp. Alors, pour tout k > 0, on a le
résultat suivant
N p-S.
sup }U?V,SCM(p) - U?V,SCM(/O)| — 0.

La preuve de la Proposition 4 est similaire a celle de la Proposition 1 dans (Couillet,
Kammoun, Pascal, 2014).

Maintenant que 1’erreur de premiere espece est contrdlée, nous pouvons nous in-
téresser au comportement de la probabilité de détection en fonction du parametre de
régularisation, afin d’optimiser les performances de détection. Il est important de no-
ter que c’est I'utilisation conjointe des performances calculées sous H et celle sous
H, qui permettront le design optimal du détecteur. Autrement dit, nous allons déri-
ver I’équivalent asymptotique de P {fESCM(p) > = H 1}, sous I’hypothese Hj, i.e.
lorsque le signal regu est de la forme::

a

Hi: vy i

p+X
ol x suit la méme distribution que les x;’s dans I’hypothese 1.
Le théoreme suivant donne le comportement sous H7:

THEOREME 5 (Detection probability). — Lorsque N,n — oo avec cy — ¢, on a
pour tout k > 0

sup
pERSCM

—Q1 (QSCM(P) T)

o scm(p)

e[
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o Q1 est la Marcum Q-fonction”, oii o ~N,scM est donné dans le théoreme Theorem 2
et on g(p) est donné par:

. V1= el = p)2m(=p) & tr C3 Q% (p)
geaip) = p*CnQ3% (p)P

X ﬁalp*QN(p)pl-

PREUVE 6. — La preuve est fournit dans (Kammoun ez al., 2015. arXiv:1501.06027).
|

Les théorémes 2 et 5 montrent que TRSM () se comporte différemment selon les
hypotheses Hy et Hj, i.e. si un signal d’intérét est présent ou non. En particulier, sous
Hy, TRSCM(p) suit une loi de Rayleigh de paramétre oy som(p) tandis que sous Hy,
cette statistique suit une loi de Rice de parametres gscm et on som(p)-

Ces comportements asymptotiques sont assez intéressants puisque les distributions
obtenues sont simples et bien connues, ce qui n’est pas le cas dans le régime de conver-
gence classique, i.e. lorsque N est fixe et que seul n — oo. Ainsi, dans des cas plus
simples, i.e. pour des expressions de détecteurs et/ou d’estimateurs plus simples, les
distributions obtenues peuvent étre trés compliquées, voire sans expression analytique
(voir par exemple (Pascal, Ovarlez, 2015 ; Kraut et al., 2001).

Le probleme maintenant consiste a traiter le probleme d’optimisation par rapport
au parametre de régularisation p, qui est naturellement 1li€¢ au seuil de détection 7.
Selon la théorie de la détection radar, 1’objectif est de régler les parametres p et r afin
d’assurer une probabilité de fausse alarme asymptotique fixée, égale a 7 afin ensuite
de maximiser la probabilité de détection. D’apres le théoreme 2, pour obtenir une
probabilité de fausse alarme égale a 7, les parametres p et r doivent vérifier :

! =+/—2logn.

UN,SCM(P)

Il est important de noter que, grace a ce degré de liberté supplémentaire qu’est le pa-
rametre de régularisation, ils existe une infinité de seuil de détection r qui permettent
d’obtenir une probabilité de fausse alarme donnée. Ainsi, il est possible grace au théo-
reme 5, de maximiser la probabilité de détection asymptotique en trouvant parmi les
différentes valeurs de p, ’argument maximum qui vérifie

1 <QSCM(P) T) :

“on,sem(p)

7. Q1(a,b) = fb+°° T exp (7 12;“2) Io(ax)dx avec Ip la fonction modifiée de Bessel de premiere

espece a I’ordre 0.
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Le deuxieme argument de (), doit étre fixe afin d’assurer la probabilité de fausse
alarme désirée. Ensuite, puisque la Marcum Q-fonction est croissante par rapport au
premier argument, 1’optimisation de la probabilité de détection se traduit de la fagon
suivante :

p € argmax { fscm(p) }
ou )
fsem(p) £ ﬁgg(JM (p)
a
Cependant, comme dans le cas de U?V’SCM([)), I’optimisation de fscm(p) n’est pas
possible en pratique puisque 1’expression de fscas(p) dépend de paramétres incon-
nus, notamment la matrice de covariance C . Il est donc indispensable d’avoir un

estimateur consistant de fscm(p), basé sur R ~. C’est I’objet de la proposition sui-
vante :

PROPOSITION 7. — Pour p € (0,1), soit fscu(p) tel que

(PR (0Ip) (1= p) (1 -t fouRi' ()
p Ry

fSCM(P) = =~
(p)p — PR (p)P
et soit fscn(1) £ lim ;44 fsem(p) = p*ﬁN o Alors, on a la propriété suivante
N
sup | fsem(p) — fSCM(p)‘ =5 0.
pERSCM

PREUVE 8. — La preuve est fournit dans (Kammoun et al., 2015. arXiv:1501.06027).
[ |

Maintenant, comme les résultats de la proposition 7 et du théoreme 5 sont uniforme
sur p, nous avons le corollaire suivant :

COROLLAIRE 9. — Soit fsca(p) défini dans la proposition 7. Soit P n'importe
quelle valeur satisfaisant

PN € argmax {fsm(p)}.
pERSCM

Alors, pour chaque r > 0,
P (\/NTN(;S}‘V) > r\Hl)

— max {IP’ (\/NTN(/)) > T|H1>} 2% 0.

PERK

PREUVE 10. — La preuve est similaire a celle dans (Couillet, Kammoun, Pascal,
2014). [ |
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Le corollaire 9 permet maintenant de proposer une facon de construire le détec-
teur optimal (au sens de la maximisation de sa probabilité de détection), de la fagon
suivante :

— Tout d’abord, choisissons une des valeurs du parametre de régularisation qui
maximise fscm(p) :
pn € argmax {f SCM(P)} (6)
PER,
— Ensuite, pour assurer une probabilité de fausse alarme asymptotique fixée et
égale a 7, prenons le seuil de détection 7, tel que :

7 =onsoMm(PN)V —2logn @)

Cette procédure permet de construire le détecteur optimal avec la RSCM. Notons
que cette procédure peut étre appliquer au cas plus simple de minimisation de la pro-
babilité de fausse alarme. Ces développements adaptés a un bruit gaussien ne sont plus
valables lorsque le bruit devient non-gaussien, hétérogene, impulsif ou encore dans le
cas ou des outliers seraient présents dans les données d’apprentissage. Ceci fait I’objet
de la section suivante.

4. Design optimal du ANMF-RTE : bruit non-gaussien

Cette section traite donc du cas du détecteur ANMF-RTE pour du bruit non-
gaussien. L’approche est similaire a celle présentée précédemment si ce n’est que
I’analyse de I’estimateur RTE de la matrice de covariance est bien plus complexe,
principalement du a la définition de cet estimateur au travers d’une équation de point
fixe. Ceci induit une forte dépendance entre toutes les observations et rend impossible
les approches classique utilisées dans la théorie des matrices aléatoires en grande di-
mension.

Pour le bruit non-gaussien, nous supposons que les observations vérifient les condi-
tions suivantes :

1
SUPPOSITION 11. — Pour i € {1,--- ,n},x; = \/7,C{w; = \/T;2; ol
- wy,- -, Wy, sont des vecteurs complexes de taille N x 1, indépendants, unitai-

rement invariants, centrés et vérifiant | w;|> = N,
- Cy € CM*N est telle que limsup ||Cn || < oo and 4 tr Cy = 1.
— 7; > 0 sont indépendants de w;.
— liminf %p*CNp > 0.
O

Le modele décrit dans les hypotheéses 5.2 est exaetement celui des distributions
CES qui contient une infinité de distributions connues, selon la distribution des ;.
Afin de conserver un cadre compleétement général, la loi des 7; ne sera pas spécifiée.
Mais en particulier, le cas précédent de la loi gaussienne peut étre simplement obtenue
dans ce contexte en posant 7; = 1 pour tout .
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Avant de proposer le design optimal du détecteur ANMF-RTE, nous avons besoin
de résultats préliminaires, notamment sur le comportement asymptotique de I’estima-
teur RTE.

4.1. Préliminaires

Cette section présentent de récents résultats prouvés dans (Couillet, Kammoun,
Pascal, 2014) sur le comportement asymptotique du RTE.

Rappelons que le RTE est défini pour p € (max {0,1 — %}, 1], comme I'unique
solution de I’équation de point fixe suivante :

n

A 1 X; X
Cn(p)=(1-p=D Tat— +rin
» 2 TGy

Comme dit précédemment, 1’analyse des estimateurs robustes de la matrice de cova-
riance (ou plus généralement de la matrice de dispersion) est un challenge bien plus
compliqué que dans le cas gaussien. Une des principales raisons est qu’il n’existe pas
d’expression analytique de I’estimateur, autre que I’équation de point fixe. De plus,
la dépendance entre les échantillons est non-linéaires, ce qui ne permet pas 1’utilisa-
tion d’outils standards de la théorie des matrices aléatoires. Afin de répondre a ces
problémes, de récents travaux développés par Couillet et al. (Couillet, Pascal, Silver-
stein, 2014a; Couillet, McKay, 2014 ; Couillet, Pascal, Silverstein, 2014b) ont propo-
sés de nouvelles approches. Le principe consiste a remplacer ces estimateurs robustes
par des estimateurs équivalents (asymptotiquement) plus simples, et pour lesquels les
techniques standards de matrice aléatoire peuvent s’appliquer. En particulier, le RTE
défini précédemment a été étudié dans (Couillet, Kammoun, Pascal, 2014). il a été
montré dans cet article que le RTE se comporte asymptotiquement, i.e. dans le régime
ol N,n — oo tels que ¢y — ¢ € (0,00), comme la matrice aléatoire Sy (p) donnée
par :

A 1 1-p
Sl = T =)

1 < .
. ; z;z} + ply, ®)

ol v (p) est 'unique solution de

t
b= / N(p)p+ (1 - p)tVN(dt)'

Notons que c’est estimateur est trés simple puisque que c’est une matrice de cova-
riance empirique classique dans lequel un coefficient (scalaire) est ajouté. De plus, ce
coefficient dépend d’une équation de point fixe en dimension 1 et non d’une équation
de point fixe en dimension N comme c’est le cas pour I’estimateur RTE.

Plus précisément, nous avons le théoreme suivant qui lie les deux estimateurs :
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THEOREME 12. — Pour tout = > 0 petit, soit RE™® £ [k + max(0,1 — ¢71),1].
Alors, lorsque N,n — oo avec ciy — ¢ € (0,00), ona:

sup ||Cn(p) — SN(p)H 25 0.

PERRTE

Le théoréme 12 établit la convergence en norme de la différence C (p) — Sy (p).
Ce résultat permet de transférer certaines propriétés de S ~(p) a I’estimateur RTE,
notamment 1’analyse asymptotique au premier ordre de nombreuses fonctionnelles de
C ~(p). Cependant, si comme dans la section précédente, nous nous intéressons aux
fluctuations, ce résultat n’est pas suffisant. En effet, le théoréme 12 peut étre simple-
ment formuler par :

Cn(p) - SN(I))‘

1_
sup N2~°¢ 2% 0.

PpEREBTE

Pour chaque € > 0, cette convergence n’est pas suffisante pour obtenir la convergence
de fonctions classiques dont les fluctuations sont de I’ordre N —2 ou N1 C’estle cas
par exemple des formes quadratiques de C ~(p) qui sont utilisées dans I’ ANMF-RTE
ou bien aussi des statistiques linéaires des valeurs propres de C ~(p). De plus, bien
qu’il semble qu’il soit impossible d’améliorer la vitesse de la convergence ci-dessus,
il a été récemment montré dans (Couillet, Kammoun, Pascal, 2014) que les fluctua-
tions de certaines fonctions pouvaient &tre plus rapides. Ceci est principalement du a
I’effet de moyennage qui élimine les termes fluctuant a vitesse lente. En particulier,
les formes bilinéaires du type a* C’fv (p)b ont été analysées dans (Couillet, Kammoun,
Pascal, 2014), dans lequel la proposition suivante a été montrée :

PROPOSITION 13. — Soita, b € CV avec ||a| = ||b|| = 1 déterministe ou aléatoire,
indépendant de x1,- - - ,Xy,. Alors, lorsque N,n — oo, avec cy — ¢ € (0,00), pour
tout € > 0 et pour tout k € Z,

sup _ N'=¢|a*Ck (p)b — a*Sk (p)b| 25 0.
PER,;

ot Ry, est défini dans le théoreme 12, k € 7 et représente n’importe quel exposant
des matrices Cp et Sy.

Cette proposition a des des implications importantes. En effet, comme vu précé-
demment I’analyse des objets aléatoires de la forme a*C%;(p)b semble trés compli-
quée voire impossible. Cependant, les formes quadratiques du type a*S%;(p)b sont
bien connues en matrice aléatoire et ont été largement étudiées. Ainsi, il est essentiel
de pouvoir transférer les propriétés de a*Sk; (p)b a a*C%;(p)b. La proposition 13
permet ce transfert de propriétés en prenant € < % Non seulement cette proposition
implique que a*C%; (p)b fluctue a I’ordre N ~2 (puisque c’est le cas pour a*Sk (p)b)
mais aussi elle prouve que a* Ck; (p)b et a*Sk;(p)b ont asymptotiquement les mémes
fluctuations. Comme dans (Couillet, Kammoun, Pascal, 2014), nous nous intéressons
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au cas k = —1. La partie suivante présente ’utilisation de ces résultats dans le cas
de I’optimisation des performances du ANMF-RTE, notamment au travers du critere
"receiver operating characteristic" (ROC).

4.2. Design optimal du détecteur ANMF-RTE

Comme précédemment, pour construire le détecteur ANMF-RTE optimal, nous
avons besoin de caractériser la distribution (asymptotique, dans le régime considéré)

de fzf}TE (p) sous les hypotheses Hy et H;. En utilisant la proposition 13, nous savons

que la statistique A]f\}TE(p) ne peut étre traitée directement, mais qu’elle a les mémes
TRTE

fluctuations que la statistique TR = (p) obtenue en remplacant C (p) par Sy (p) :

‘y*éfvl(p)p’

TRTE(p) _ - L
! VP8 (0P /Y S5 (0)y

ol Sy (p) est donnée par I’équation (8).

_1 N ~
Soit, maintenant, p = p (p+ ﬁﬁ) . Alors, Sy(p) = pB_IRN(B)’

otl, avec un léger abus de notation, nous noterons Ry (p) lamatrice (1—p)+ 37" | z;27+
pI . Puisque TRTP (p) est invariant, dans le sens oit TR 2 (p) ne change pas si Sy (p)
est multipliée par un scalaire, idem pour y, on a aussi :

RTE
TN

|y Ry ()

(p) = — =
' VPR (0py/ Ly Ry )y

ou 7 = 1 sous Hy.

Ainsi, conditionnellement a 7, les fluctuations de la statistique robuste TR (p)
sous Hy ou sous Hi sont les mémes que celles obtenues dans les théoréemes 2 et 5
7z 8 . . , .
lorsque a est remplacée par % et p par p°. Ainsi, nous avons les résultats suivants
concernant les probabilités asymptotiques de fausse alarme et de détection :

THEOREME 14. — Probabilité de fausse alarme, (Couillet, Kammoun, Pascal, 2014)
As N,n — oo with cy — ¢ € (0, 00),

2

P [AETE(P) > \/TN|H0} e *Rrre®

sup
PERRTE

— 0,

8. Notons que le vecteur aléatoire y peut étre supposé gaussien sans que cela ne change les distributions
asymptotiques de v IV TJI\}TE sous Hop et Hy.
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ou p — p est défini précédemment et
1 P CnQY (p)P
2p*Qu(p)P+ trCnQn(p)
o 1
(1= (1= p)*m(—p)*5 tr C{ Q% (p))

-1
avec Qn (p) e (IN +(1- B)m(_B)CN) .
THEOREME 15 (Probabilité de détection). — As N,n — oo with cy — ¢ € (0, 00),

UJQV,RTE(p) £

sup
pERRTE

P |TH0) > Tl

-E [Ql (gRTE(p) T)} ‘ -0,

"onrrE(p)

o I’espérance est preise sous la distribution de T et oit o Ny rrE(p) a la méme expres-
sion que dans le théoreme 14 et

V1= el = p)?m(—p) % tr C3 Q% (p)
gRTE(P) =
p*CnQ% (p)p

2 *
<\ v-e P Qn(p)pl.
et Q1 est la Marcum Q-fonction.

PREUVE 16. —La preuve est donnée dans (Kammoun et al., 2015.
arXiv:1501.06027). |

Maintenant que les performances asymptotiques ont été obtenues, de facon uni-
forme par rapport au parametre de régularisation p, et comme dans le cas gaussien,
il est nécessaire, afin d’obtenir un détecteur optimal, de construire des estimateurs
consistants des quantités faisant intervenir des parametres inconnus, i.e. G'ZQV’RTE (p) et

frrE(p) donné par : -

frre(p) = T‘QQIQKTE(I))

Un estimateur consistant de 0%, zrg(p) est donné dans (Couillet, Kammoun, Pascal,
2014) et fait I’objet de la proposition suivante :

PROPOSITION 17. — Proposition 1 dans (Couillet, Kammoun, Pascal, 2014)
Pour p € (max({0,1 —cy'},1). Soit
_ pp*C:TIQZ(p)p
p*Cy'(p)p
1—cn +enp)(1—p)

R 1
012V7RTE(/)) = 5(
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et s0it 63 g (1) £ limyyy 63,(p). Alors, ona :
p-s.

sup |012V,RTE(p) - ér12\/,RTE(P)’ — 0.
pERETE

De fagon analogue, un estimateur consistant frrg(p) est donné par la proposition
suivante :

PROPOSITION 18. — Pour p € (max {0, 1— cfvl} , 1), soit
. Y 2/1 .
frrr(p) = (p CNl(p)p) (N tr Cn(p) — p)

" (1 —cn +cnp)”
p*Cy' (p)p — pp*C (p)P

et soit frre 2 limyp frre(p). Alors, ona :

sup | frre(p) — frre(p)| 25 0.
pERRTE

PREUVE 19. — La preuve est donnée dans (Kammoun et al, 2015.
arXiv:1501.06027). |

Puisque les résultats de la proposition 18 et du théoreme 15 sont uniforme en p,
nous avons le corollaire suivant :

COROLLAIRE 20. — Soit frre(p) défini dans la proposition 7, Soit P satisfaisant
Py € arg nax, {fRTE(p)} :
Alors, pour tout v > 0,

P (\/NTN(ﬁ}‘V) > T\Hl)

—pggg& {]P’ (\/NTN(,D) > 7’) |H1} 250.

Ainsi, de fagon similaire au cas gaussien, il est maintenant possible de construire
un détecteur, robuste cette fois-ci, et optimal (encore au sens de I’optimisation des
performances de détection) :

— out d’abord, choisissons une des valeurs du parametre de régularisation qui
maximise frre(p):

Ak r .
P €arg max, {fRTE (p)} ;

— Ensuite, pour assurer une probabilité de fausse alarme asymptotique fixée et
égale a 7, prenons le seuil de détection 7, tel que :

# = 6N rrE(PN)V —2logn
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—_— Approche proposée

--- Performances théoriques

=+=+ Approche utilisant pcpen €t Fchen (Chen ef al., 2010)
----- Détecteur non régularisé p = 0

Probabilité de détection

. | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4

Probabilité de fausse alarme

FIGURE 1. Courbes ROC des détecteurs ANMF-RSCM pour a = 0.1,0.25,0.5,
p = a(f) avec = 20°, N = 30, n = 60 : cas gaussien

5. Simulations
5.1. Bruit gaussien

Dans une premiere simulation, nous considérons le cas ou le bruit aditif est gaus-
sien, de matrice de covariance C ayant une structure de Toeplitz :

pi—t < g

ou b =0.9675 N = 30 et n = 60. Le vecteur directionnel (steering vector) p est donné
par

p=a(f) (10)
olt § — [a(f)],, = e~ 97ksin(®) Pour cette simulation § = 20°.

Pour chaque tirage Monte Carlo, les données simulées correspondentay = ap+x
pour la donnée primaire (celle qui est testée dans le détecteur) etay; = x1, - ,Yn =
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—_— Approche proposée

--- Performances théoriques

=+=+ Approche utilisant pcpen €t Fchen (Chen ef al., 2010)
----- Détecteur non régularisé p = 0

Probabilité de détection

04} + .

0.2 I I I I
0 1 2 3 4 5

Probabilité de fausse alarme 1072

FIGURE 2. Courbes ROC des détecteurs ANMF-RSCM pour a = 0.9, p = a(0) avec
0 = 20° N = 30, n = 60 : cas gaussien

X, pour les données secondaires qui servent a estimer la matrice de covariance Ry (PN)
et le parametre pj;. En particulier, les valeurs du paramétre de régularisation et du seuil
de détection sont déterminées en utilisant les équations (6) et (7). A partir des résultats
numériques, nous avons constaté que la fonction fSCM(p) était unimodale et ainsi, le
maximum peut €tre obtenu simplement par des méthodes classiques.

Afin d’évaluer les performances du détecteur proposé, i.e. le ANMF-RSCM, nous
avons comparé ce dernier avec deux détecteurs ANMF-RSCM pour lesquels le para-
metre de régularisation est obtenu de facon différente. Le premier, et le plus pertinent,
est celui obtenu avec le parametre de régularisation dérivé par Chen et al. (Chen ez al.,
2010, Equation (19)). Il sera noté pcnen - Le second détecteur est celui obtenu lorsqu’il
n’y a pas de régularisation, i.e. lorsque p = 0. Enfin, afin d’assurer la probabilité de
fausse alarme voulue, nous supposons que pour le détecteur obtenu par Chen, le seuil
de détection 7chen est donné par Fchen = N, sCM (Pchen)v/ —21og 1. Pour I’ ANMF
non régularisé, la loi exacte (a distance finie) sous Hy, la relation entre la probabilité
de fausse alarme et le seuil de détection,de ce détecteur est utilisée. Elle est donnée
par I’équation (11) dans (Pascal et al., 2004).
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La figure 1 représente les courbes ROC, i.e. la probabilité de détection en fonc-
tion de la probabilité de fausse alarme, pour le détecteur proposé et les deux autres
détecteurs. De plus, les performances théoriques données dans cet article sont aussi
représentées sur la figure 1. Les détecteurs sont tracés pour différentes valeurs de
a = av/'N, a = 0.1,0.25,0.5. Notons que ce paramétre a correspond, de facon indi-
recte 2 cause de la renormalisation par v/ N au Rapport Signal-a-Bruit (RSB).

Tout d’abord, on peut remarquer que pour toutes les valeurs du RSB, il y a un
parfaite adéquation entre les performances théoriques établies dans cet article et les
simulations Monte Carlo (courbes bleues et rouges pointillées). De plus, on peut aussi
constater que pour toutes les valeurs de RSB, le design proposé pour le détecteur
ANMF-RTE présente les meilleurs performances comparés aux autres approches.

D’autre part, afin d’illustrer le gain apporté par notre méthode dans les cas intéres-
sants en pratique, i.e. pour des faibles valeurs de la probabilité de fausse alarme, nous
avons représenté sur la figure 2 les courbes ROC obtenues pour a = 0.8 et pour des
probabilités de fausse alarme allant de 10~3 2 0.05. Le gain en termes de probabilité
de détection va de 15 a 40% pour les faibles valeurs de probabilité de fausse alarme.

5.2. Fouillis non gaussien

Les deuxiemes simulations Monte Carlo s’intéressent aux performances de 1’ap-
proche proposée dans le cas non gaussien. pour cette simulation, le bruit additif suit
une K-distribution, centrée de matrice de covariance Cy et de parametre de forme
v = 0.5 (Olilla et al., 2012). La matrice de covariance possede la méme structure
que celle utilisée dans les simulations précédentes, donnée par 1’équation (9), avec
b = 0.96j mais avec N = 30 et n = 60. Notons que les K-distributions corres-
pondent bien aux modeles présentés dans les hypotheses puisqu’une K-distribution
est le produit entre un vecteur complexe centré gaussien et une variable 7 suivant une
loi Gamma, de parametres v et 1 /v (afin d’assurer une espérance égale a 1).

Comme dans le cas gaussien, notre approche est comparée a celle d’Ollila and
Tyler, qui proposent une méthode pour trouver le parametre de régularisation optimal
(Ollila, Tyler, 2014, Equation (19)). Notons poiila €t 7olila le parametre de régula-
risation et le seuil de détection correspondants. De plus, en accord avec les résultats
présentés dans cet article, le seuil de détection 71, doit étre fixé de la fagon sui-
vante, Tolila = ON,RTE(Pollila)v/—2logn afin de garantir la probabilité de fausse
alarme voulue. Les résultats sont présentés sur la figure 3.

A nouveau, on peut remarquer que pour tous les RSB étudiés, 1’approche proposée
présente un gain par rapport a la méthode développée par Ollila et al. dans (Ollila,
Tyler, 2014). De plus, comme dans les simulations pour le cas gaussien, on peut noter
que le gain augment lorsque a augmente mais avec une pente plus faible.

Enfin, dans les dernieres simulations, I’impact de a et du parametre de forme v de
la K-distribution sont analysés. La figure 4 représente la probabilité de détection en
fonction de a pour une probabilité de fausse alarme fixée a 0.05 et pour différentes
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—_— Approche proposée
===+ Approche utilisant poiila, Tolilla (Ollila, Tyler, 2014)

Probabilité de détection

\ \ \
0 0.1 0.2 0.3 0.4

Probabilité de fausse alarme

FIGURE 3. Courbes ROC des détecteurs ANMF-RTE pour a = 0.1,0.25, 0.5,
p = a(f) avec § = 20°, N = 30, n = 60: cas non gaussien, bruit K-distribué

valeurs du parametre v. Notons que ce parametre de forme v contrdle I’impulsivité de
la distribution : lorsque v est petit, la K-distribution sera trés impulsive (loi a queue
lourde) tandis que lorsque ¥ — oo, la K-distribution tend vers la distribution gaus-
sienne.

Sur la figure 4, on peut constater que pour les faibles valeurs de a, les meilleures
probabilité de détection sont obtenues pour des distributions a queue (tres) lourde
tandis que le comportement opposé est observé pour des valeurs élevées de a. Cette
différence de comportement s’explique par le fait que dans le cas de distributions
a queue lourde (v petit), il y a beaucoup de réalisations de 7 trés proches de zéro
tandis qu’il y a peu de valeurs "non nulles" mais tres élevées. Ainsi, I’augmentation
de la probabilité de détection peut s’expliquer par le fait que virtuellement le RSB
augmente car il y a un nombre important de faibles valeurs de 7.

6. Conclusion

Dans cet article, nous sous sommes intéressés au parametre de régularisation lorsque
les estimateurs RSM et RTE sont utilisés dans la statistique du détecteur ANMF
a la place de la vraie matrice de covariance, inconnue en pratique. Ceci permet de
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Probabilité de détection

FIGURE 4. Probabilité de détection en fonction de a, p = a(f) avec 6 = 20°,
N =30, n =60, v =0.1,0.9, 30: cas non gaussien, bruit K-distribué, probabilité
de fausse alarme =5%.

construire les détecteurs ANMF-RSCM et ANMF-RTE. Les modeles statistiques étu-
diés pour le bruit sont restés tres général puisque le cas standard gaussien a d’abord été
analysé avant que les résultats soient étendus aux cas des distributions complexes ellip-
tiques. Dans un contexte de grande dimension, i.e. lorsque la dimension et le nombre
des données tendent vers I’infini a la méme vitesse, cet article a présenté 1’analyse
statistique complete de ces deux détecteurs sous les deux hypotheses de test, H et
H; en dérivant les distributions asymptotiques des probabilités de fausse alarme et de
détection. Il est intéressant de remarquer que les lois obtenues sont classiques dans la
théorie de la détection et trés simples a mettre en ceuvre : ce sont, sous Hy une loi de
Rayleigh et sous H; une loi de Rice. Cette analyse s’est basée sur les comportements
asymptotiques des deux estimateurs régularisés. Ensuite, a I’aide de ces résultats, une
approche a été proposée pour trouver les parametres de régularisation optimaux, dans
les cas gaussien puis non gaussien, dans le sens ou les performances de détection ré-
sultantes sont optimisées. Plus précisément, les probabilités de détection associées a
ces parametres de régularisation optimaux des détecteurs ANMF-RSCM et ANMF-
RTE sont maximisées. Ces travaux permettent dans des scénarios appliqués difficiles
(données hétérogenes, impulsives, données manquantes et/ou aberrantes) d’avoir une
procédure de construction d’un détecteur robuste et optimal, I’ ANMF-RTE. Les ré-
sultats de approche ont été comparés aux différentes méthodes présentes dans la lit-
térature, et cela a illustré une amélioration des performances de détection dans tous
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les scénarios étudiés. L'un des avantages majeurs de cette approche est la simplicité
d’implémentation de la méthode puisque les expressions analytiques obtenues sont
parfaitement classiques. Ceci est d’ailleurs surprenant, au vu de la complexité des ré-
sultats obtenus dans le cas ou seul le nombre d’observations tend vers 1’infini et ou la
dimension des observations reste fixe. Dans ces cas, les solutions obtenues sont sous
forme intégrale, voir par exemple (Kraut et al., 2001 ; Pascal, Ovarlez, 2015). Le lien
entre ces deux approches reste un probleme ouvert, méme si quelques pistes ont été
récemment explorées (Kammoun et al., 2015).
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